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5. Zerstrezcung uon Rbatgemt,rahlen; 
vom P. Debye .  

Die neuere Entwicklung unserer Ansichten uber den 
in eren Aufbau der Atome hat uns gezwungen, Elektronen- 
bewegungen als moglich anzuerkennen, die trote sehr groBer 
Beschleunigungen keine Energie ausstrahlen. So mussen wir 
z. B. ini Innern eines Wasserstoffmolekuls ewei Elektronen 
annehmen, welche stets einander gegenuberliegend in einem 
Kreise von 1,05.10-8 ern Durchmesser mit einer Winkel- 
geschwindigkeit o = 4,21- 1016 l/sec um1aufen.l) W*de man 
dns von dieser Bewegung erzeugte Feld auf Grund der Max- 
well- Loren t zschen Gleichungeii der Elektrodynamik be- 
rechnen, dann ergibt sich fiir die in einer Sekunde ausgestrahlte 
Energie der ,,enorm groBe" Wert 4,9-10-3 erglsec. Dem steht 
niimlich gegenuber, daB die kinetische Energie der beiden 
Elektronen sich nur auf 4,l.lO-llerg belauft, so daB man 
auf Grund sonst anerkannter Prinzipien zu dem Schlusse 
kame, daB sich ein Wasserstoffmolekul in etwa lod8 sec durch 
seine eigene Strahlung zerstoren muate. 2) Wir mussen also 
notgedrungen die Bewegung in der durch die h-Hypothese 
bestimmten Bahn in schroffem Widerspruch mit sonst an- 
erkannten Prinzipien als strahlungslos ansehen. 

Andererseits gelingt es, die gewohnliche Dispersion auf 
Grund des obigen Modells vollstandig zu beherrschen, ohne 
daB es notig wild, die bekannten Grundlagen der Mechanik 
und Elektrodynamik zu verlassen. Schon hieraus folgt, daB 
Storungen der von der h-Hypothese geforderten Bahn sich in 
jeder Beziehung wieder vollstandig reguliir verhalten. Noch 
klarer tritt diese Tatsache hervor, wenn man die von einer 
auffallenden Welle zerstreute Energie selbst zum Gegenstand 
der Messung macht. So konnte bekanntlich J. J. Thomson 

1) Die Konstitution des Wasserstoffmolekuls. Sitzber. d. Kgl. B. 

2) Diese: Zeitdauer ersoheint weniger auffallcnd, wenn man beden6 

-- 
Akademie d. Wiss. 

daB in 10-8 sec immerhin 7 - lo-' Umliiufe stattfinden. 

Sitzung vom 9. Jan. 1915. 
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zeigen, daB die \-on einem Atom zerstreute Rontgenstrahlung 
iiach den Gesetzen der Elektrodynamik berechnet werden 
konnte, und so eine Methode erhalten, um die Zahl der Elek- 
tronen pro Atom experimentell zu bestimmen. 

Bei der Thomsonschen Rechnung wurde einfach die 
von einem Elektron zerstreute Energie ausgewertet und der 
Gesamteffekt erhalten durch Multiplikation mit der uberhaupt 
vorhandenen Anzahl Elektronen. Solange man noch nichts 
Naheres und Zuverlassiges uber die Anordnung der Elektronen 
iiii Atom TvuBte, war man gezwungen, sich mit diesem Ver- 
fahren zu begnugen. Inzwischen ist es aber immer klarer 
geworden, daB die Anordnnng der Elektronen im Atom Regel- 
maBigkeiten zeigt, wie z. B. beim Wasserstoff, wo zwei Elek- 
t8ronen sich stets im konstanten Abstande von 1 ,05*10-8 em 
befinden. Andererseits ist die Wellenlange der Rontgenstrahlen, 
init denen solche Zerstreuungsversuche gemacht werden, eben- 
falls von der GroBenordnung 10-8 em. Wenn also Atommodelle 
init Elektronenringen zu denen der Wesserstoff als spezieller 
Fall gehort, uberhauyt der Wirklichkeit entsprechen, dann 
wird inan erwarten mussen, daB die Atome selber bei Be- 
strahlung mit Rontgenstrablen eventuell Interferenzen zeigen 
inussen, die auch dann nicht verwischt werden konnen, wenn 
die Atome selbst ganz regellos im Raume orientiert sind. 

Gernde diese Erscheinung ist aber schon bekannt. Sowohl 
die schon vielfach hervorgehobene , scheinbar unverstandliche 
unsyinnietrische Verteilung der zerstreuten Strahlung l) , wie 
auch letzten Endes die Friedrichschen Interferenzen2) sind 
offenbar in diesem Siniie zu deuten. 

Um einen Uberblick uber das ganze Erscheinungsgebiet 
zu gewinnen, habe ich im folgenden die zerstreute Energie 
und ihre riiumliche Verteilung berechnet fiir eine regellos 
orientierte Ansammlung von Atomen, in denen je ein Elek- 
t ronenring mit einer beliebigen Zahl von Elektronen vorkomnit. 
Die Rechnung wurde vollstandig auf Grund der bisher an- 
erkannten Prinzipien ausgefuhrt. Sie zeigt, wie die gesamte 
zerstreute Strahlung bei langen Wellen proportional dem 
Quadrate der Elektronenzahl ist und die Raumverteilung 

1) Literntur bei R. Pohl,  Physik der Rijntgenstrahlen. p 68 u. f. 

2) Physik. Zeitschr. 14. p. 317. 1913. 
Viehweg 1912. 
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aufweist, welche eineiii Dipol entsprechen wiirde. Mit ab- 
nehmender Wellenlange naher t sich die Gesamtstrahlung 
immer mehr einem Werte, der nur der ersten Potenz der Elek- 
tronenzahl proportional ist, ebenfalls aber der zum Dipol 
gehorigen Raumverteilung entspricht, bis auf die nahere Uni- 
gebung der EinfaIlsrichtung der primaren Strahlung. In dieser 
Richtung selbst bleibt die Strahlung auf alle Falle proportional 
dem Quadrate der Elektronenzahl, und zeigt in der weiteren 
Umgebung dieser Richtung Interferenzen, die als Ringe zu 
photographieren sind. 

Gibt man die Wahrscheinlichkeit der folgenden cber- 
legungen zu, dann scheint mir der experimentellen Unter- 
suchung der zerstreuten Strahlung, insbesondere bei leichten 
Atomen, ein erhohtes Interesse zuzukommen, denn auf diesein 
Wege muB es dann gelingen, die besondere Anordnung der 
Elektronen im Atom experimentell festaustellen. Eine solchr 
Untersuchung hat also die Bedeutung einer Ultramikroskopie 
des Atominnern. 

§ 1. Die von einem Haufen freier Elektronen zeretreute Energie. 

Der Elektronenhsufen bestehe aus p-Individuen, die ohne 
auBere Storung in konstanten gegenseitigen Abstanden ver- 
harren konnen, infolge der statischen und kinetisohen Krafte, 
welche im Innern des Modells wirksam sind. 

Die Bewegungsgeschwindigkeiten innerhalb des Systems 
mogen so klein sein, daB die Lageniinderung irgendeines der 
Teilchen wahrend der Zeit einer Schwingung der auffallenden 
Welle klein ist gegeniiber der zugehorigen Wellenlslnge. AuBer- 
dem sei die Frequenz jener Welle groS gegenuber der Eigen- 
frequenz einer Storung des Systems. Diese beiden Voraus- 
setzungen sind wesentlich dafiir, da13 die folgende Rechnung 
so einfach angesetzt und durchgefuhrt werden kann, wie das 
irn folgenden geschieht. Im ubrigen sind sie bei den in der 
Praxis ublichen Rontgenstrahlen und bei den leichteren Atomen 
ohne weiteres erfullt. 

Mit Rucksicht auf jene Voraussetzungen konnen wir niui 
mit verschwindendem Fehler : 

a) absehen von den Kraften, welche zwischen den Elek- 
tronen und zwischen Elektronen und Kernen wirksam sind, 
d. h. wir diirfen die Elektronen als vollstandig frei betrachtm. 
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AuBerdem konnen wir 
b) die Bewegung des Elektronenhaufens aul3er acht lassen 

und ihn als im Raume ruhend betrachten, sofern noch keine 
Storung durch die auffallende Welle strtttfindet. 

Die auffallende Rontgenstrahlung sei vorlaufig als polari- 
sierte ebene Welle von der Frequenz w angenommen und 
pflanze sich fort in Riohtung der positiven x-Achse eines recht- 
winkeligen Koordinationssystems, in dern (durch Angabe der 
Einselkoordinaten) die Ruhelage der p Elektronen bestimmt 
merden soll. Die elektrische Kraft jener Welle habe nur in der 
z-Ricbtung eine Komponente von der Amplitude E, dann 
gilt f i i r  die Komponenten der elektrischen Kraft der Welle 
der bekannte Ansatz : 

('1 E:l ;:iwte-irz (c = Lichtgeschwindigkeit). 

Eines der Elektronen mit dem Index n habe nun yor 
der Storung die Koordinaten zn, yn, z,; infolge der Einwirkung 
der auffallenden Welle werden diese Koordinaten sich nun 
urn die Zeitfunktionen Cn, qn, 5, gndern. Nach dem Obigen 
ist klar, daB &,, sowie qn Null sind, wahrend 5, sich aus der 
gewohnlichen mechanischen Bewegungsgleichung 

I q = o ,  0 A = -  
C 

bestimmt zu 

wobei --E und p Ladung bzw. Masse eines Elektrons bedeuten. 
Die in diesem Paragraphen su beantwortende Ekage kann 

demnach folgendermaBen formuliert werden. Gegeben ein 
Elektronenhaufen von p Elektronen. Jedes der Elektronen 
fiihrt um seine Ruhelage mit den Koordinaten zn, yn) zn 
Schwingungen aus , charakterisiert durch die Verschiebungen 

l a  gn = ~~~ 3 e- i kz" ei t .  

Wie groB ist die Intensitat der Welle, welche. man in 
groSem Abstande R von dem System beobachten kann, in einer 
beliebig gewahlten Richtung mit den Richtungscos. a, /?, y ? 

En= 0 7 

qn= 0 ,  
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Diese Frage deckt sich fur das Einzelelektron mit der 
vielfach in der Literatur (zum ersten Male wohl von H. H e r t z )  
behandelten Frage nach der Strahlung eines schwingenden 
Dipols. Die auf Grund der Maxwellschen Gleichungen er- 
haltene Antwort lautet : 

Definiere den Vektor % durch die drei Gleichungen: 
%,=O, 
%,=O, 

e-i kr 
21z = - E g n 7  , 

wobei r der Abstand von der Ruhelage des nten Elektrons bis 
ziim Aufpunkt bedeutet. Dann sind elektrische und magne- 
tische Feldstarke der zerstreuten Welle aus den beiden 
Gleichungen 

6 = - k2% - grad div % , 
$ = -  ik ro t  % , 

zn berechnen. 
Ist r so groB, daB k r > l  ist, d a m  ergibt diese Vorschrift 

z. B. f i i r  die drei Komponenten der elektrischen Kraft B der 
zerstreuten Welle in bekannter Weise das Resultat : 

SchlieBlich kann man noch mit Rucksicht darauf, daB 
die Beobachtung in sehr groBem Abstande geschieht, an Stelle 
von kr  den Ausdruck 

k r  = k R  - k(axn + 82/n + yzn) 
substituieren, wobei R der Abstand zwischen Aufpunkt und 
Nullpunkt des Koordinatenssystems bedeutet. Fiir. das nb 
Elektron hat man also unter Hinzuziehung von (2) 
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wiihrend die zerstreute Wellr yon dem ganzen System zu- 
atimmengenommen in groBem Abstnnde charakterisiert wild 
(lurch die Feldstarken : 

wobei die Summen von 1 bis p ,  (1.11. uber aUe Elektronen 
cles Systems zu erstrecken sind. 

Fiir den Energietransport, d. h. fur die Intensitat ist daa 
Quadrat der elektrischen Amplitude maagebend, welches sich 
als Summe der Quadrate der absoluten Betrage von @=, eY 
und Gz berechnen la&; in Forniel 

I q2= / @ A 2  + j @,I2 + 16A2. 
Setzt man nach (4) die absoluten Betrage der Komponenten 

ein, d a m  erhalt man zunlchst 

Dafiir kann aber mit Rucksicht auf die Beziehung 

a2 + + y2 = 1 
und unter Umformung des Quadrates der Summe in eke  
Doppelsumme auch geschrieben wrrden : 

Der Ausdruok (5) bezieht sich, wie am Anfang deti Para- 
graphen hervorgehoben wurde, auf den Pall, daJ3 die einfallende 
Welle senlaecht zur x-Achse polarisiert, ist. Hatten wir eine 
Polarisation senkrecht zur y-Achse angenommen, dann ware 
einfach an Stelle des Faktors (1 -y2) der Faktor (1 -B”> auf- 
getreten. Fiir den wirklich vorkomnienden Fall, da5 die ein- 
fallende Welle unpolarisiert ist, erhalt man, wie man sich leicht 
iiberzeugt, fiir 19 den Mittelwert jener beiden Resultate. 
Da nun 
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ist, bekomnit man fiir eine unpolarisierte einfallende Welle 
das Resultat 

Bedenkt man nun, daB Ea das Quadrat der Amplitude 
der einfallenden Welle ist , dann kann das SchluBresultat 
folgendermaBen ausgesprochen werden. 

Fallt auf das betrachtete Elektronensystem eine unpolari- 
sierte Welle, dann kann das Verhaltnis ZI der in groBem Ab- 
stande R rnit den Richtungscos. a, /?, y beobachtbaren Intensitat 
zur auffallenden Intensitat aus der Formel 

brrechnet werden. 

8. Zeretreuung duroh eehr vide Molekule rnit Elektronenringen. 
Hat man einen amorphen Korper, dann werden in dem- 

selben alle Orientierungen der Atome (Molekule) gleich wahr- 
scheinlich sein. Bestrahlt man in demselben ein Stuck, das 
im ganzen N Atome enthiilt, dann wird man also die in einer 
beliebigen Richtung a, /?, y beobachtbare Intensitat bekommen, 
indem man fiir ein Atom erst den Mittelwert der von dem- 
selben zerstreuten Intensitat bestimmt, mit Rucksicht auf alle 
moglichen Orientierungen gebildet und dann nachtraglich rnit 
N multipliziert. 

Es sol1 nun zunachst ohne genauere Angabe der Anordnung 
das in (7) zugrunde gelegte System ein Atom bilden, dann 
haben wir (7) zu mitteln iiber alle moglichen Orientierungen 
des Elektronenhaufens, denn mit dem Verhaltnis TI konnen 
wir gleich gut rechnen wie mit der Intensitat selbst. 

Am einfachsten geschieht diese Mittelung, indem man 
zunachst ein Einzelglied der Doppelsumme betrachtet und 
dann mit Ruoksicht auf den Bau des Exponenten der Ex- 
ponentialfunktion voriibergehend zwei Vektoren % und 'B 
einfiihrt, so daB % die rechtwinkeligen Komponenten (a- l ) ,  
/?,y und 23 die Komponenten (zN-zm), (yn-ym), (zn-zm) 
hat. Der Exponent ist dann das skalare Produkt (a@) dieser 
beiden Vektoren. Orientiert man nun das Atom nach allen 
moglichen Richtungen, dann wird jeder mit dem Atom fest- 
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verbundme Pfeil alle Richtungen im Raume gleich oft an- 
nehmen. Als solch eiiien Pfeil kann man nun z. B. den Vektor 
23 nehmen. Der Vektor % dagegen, der durch Einfalls- und 
Beobachtungsrichtung charakterisiert ist, bleibt fest in Rich- 
tung und GroBe. Schreibt man nun 

(am) = A B c o s O ,  

iiidein man die LBngen A und B der Vektoren ill, 23 und den 
Kinkel 0 zwischen beideii einfuhrt , d a m  lauft die Alitteilung 
darauf hinaus, daf3 man den Ausdruck 

e i k A B  C O S Q  

niit dem Element dQ des riiumlichen Winkels multipliziert, 
uber alle Lagen von CEQ sumniiert und schliefilich durch 4 n  
dividiert. Diese Rechnung liefert das Resultat 

Sun  ist 
8 A2= (a-1)2 + p2 + y 2  = 2 (1 -a) = 4sin2 - 2 '  

wenn man den Winkel zwischen Beobachtungsrichtung und 
Einfallsrichtung 6 nennt, so daB a=cos 6 wird. Fiir A folgt 
also 
(9) A = 2 sin 

Andererseits ist B nacli Definition die Lange der Ver- 
bindungslinicb von dem nten mit deiii mten Elektron. Nenneii 
wir dieselbe s,,, d a m  geht, also nach Ausfiihrung dcr oben 
btsprochenen Mittelung dey dusdrnck (7) uber in 

8 
2- * 

In einer Richtung, welche niit der Einfallsrichtung 
primaren Strahlen einen Winkel 6 bildet, beobachtet man 
im Abstande R vom Korper den Bruchteil 

der 
also 
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der auffallenden Intensitat, wtnn im ganzen N Atome (Mole- 
liiile) bestrahlt werden. 

Gleichung (11) zeigt schon, wie trotz der Regellosigkeit 
der Orientierung der Atome dennoch Interferenzen zu erwarten 
sind infolge der RegelmaSigkeit der Elektronenanordnung im 
Innern der Atome. 

Will man von (11) aus welter kommen, dann mu6 man uber 
die Anordnung der Elektronen im Innern des Atoms (Mole- 
kiils) Annahmen machen. E e r  sol1 die Rechnung weiterhin 
durchgefiibrt werden fiir den Fall, daB die p-Elektronen in 
gleichen Abstanden euf einem Ringe vom Radius a verteilt 
sind. Fiir das Wasserstoffmolekul konnen wir wobl mit Sicher- 
heit behaupten, dab jenes Bild mit p = 2 richtig ist ; auch bei 
schwererem Atom und Molekul kann aber eine entsprechende 
Anordnung mit groBeren Werten von p ebenfalls als sehr wahr- 
scheinlich betrachtet werden. Eben deshalb wird die obige 
spezielle Annahme gemacht. 

Denkt man sich nunmehr vom Mittelpunkt des Ringes 
aus nach jedem der Elektronen einen Radius gezogen, dann 
ist der Winkel zwischen dem nten und dem mbn Radius gleich 

der Abstancl zwischen dem nkn und dem mten Elektron wird 
demnach 

wenn In - m I der absolute Betrag der Differenz n-m bedeutet. 
Setzt man nun diesen Wert fiir s,, in die Doppelsumme 

der Gleichung (11) ein, dann wird dieselbe 

aber dafur laat sich, wie leicht ersichtlich, auch die einfache 
Summe 

Annslcn dar PhysiL. IV. Folge. 46. 52 
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substituieren, so da5 man schlieBlich fur das gesuchte Inten- 
sitatsverhaltnis V die Darstellung 

N p  8 4  1 + C O B  (12) P =  -~ RY p1c4 2 

erhiilt, an der die folgende Diskussion anzukniipfen hat. 

$3. Diehasion der rgumlichen Intensitateverteilung der serstreuten 
Strahlung. Busammenhang mit den Friedrichechen Interferenzen. 

Nach (12) ist die Intensitatsverteilung eine Funktion des 
Winkels zwischen Beobachtungs- und Einfallsrichtung, die, je 
nach der auffallenden Wellenlange, sehr verschieden ausfallt. 
Betrachten wir zunachst zwei Grenzfalle. 

Nennen wir il die Wellenlange der auffallenden und zer- 
streuten Strahlung, dann ist nach Definition 

h a =  2 m l .  1 
a) 1st nun erstens 3, grol3 im Vergleich zu dem Radius 

des Elektronenringes, der beilaufig bei H2 gleich 0,72.10-* cm 
ist, dann ist ka<<l und die Einzelglieder der Summe in 
(12) werden alle gleich 1 in derselben Weise, wie sins/z sich 
dem Werte 1 nahert, fiir z=O. Die ganze Summe wird also 
einfach gleich p und damit 

Die in irgendeiner Richtung zerstreute Energie verhalt 
sich also genau so, als ob sie von einem einzigen Dipol aus- 
gestrahlt ware, in ihrer Abhangigkeit von der Beobachtungs- 
richtung, d. h. u. a. die senkrecht, zur Einfallsrichtung zerstreute 
Intensitat ist nur halb so gro5 wie die in oder entgegengesetzt 
der Beobachtungsrichtung zerstreute, wenigstens so lange die 
primare Strahlung unpolarisiert auffallt. Das ist einfach die 
bekannte Tatsache, da5 ein Elektron in der Beschleunigungs- 
richtung nicht strahlt. AuSerdem ist die Streuung proportional 
p 2 ,  d. h. proportional dent Quadrate der im Atom (Molekiil) 
vorhandenen Elektronenzahl. 

b) 1st umgekehrt k a > > l ,  d.h .  i i<<a, dann haben 
die Einzelglieder der Summe von n= 1 bis n=p- 1 nur 
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innerhalb eines kleinen Winkelbereiches in der Umgebung von 
6=0 einen in Betracht kommenden Wert. Die Diskussion 
diwes besonders interessanten Gebietes folgt nachher. 1st 8 
genugend grol3, dann verschwinden alle Glieder der Reihe von 
n= 1 bis n = p - 1 infolge des stetig weiter wachsenden Nenners. 
Nur das erste Glied der Reihe fur n=O ist dauernd gleich 1. 
Die Summe ist also in einem erheblichen Teil des &Interval16 
gleich 1, so daJ3 dort 

(1 3') N n4 1 + coeeb  p=:----- 
Re pat' p P 

wird, ein Ausdruck, der sich von dem im friiheren Grenzfall 
erhaltenen nur dadurch unterscheidet, daB an Stelle von p 2  
nunmehr p getreten ist. Jetzt ist also die Streuung der e r s h  
Potenz der Elektronenzahl proportional. Betrtlchtet man die 
Gesamtstrahlung, die von den N -  bestrahlten Atomen ausgeht, 
dann ist, dieselbe im ersten Fallc (A:- >a) 

und im zweiten Falle il < < a) 

Letztere I"orme1 wurde von J. J. Thomsoii benutzt, um 
aus Beobachtungen uber die zerstreute Strahlung die Anzahl 
p der Elektronen zu bestimmen. Mit ihrer Hilfe kam man 
bekanntlich zum Resultat, daJ3 die Zahl der Elektronen im 
Atom ungefahr dem halben Atomgewicht gleichkommt. Man 
sieht, wie es bei dieser Bestimmung wesentlich auf die Wahl 
der Wellenlange der Primarstrahlung ankommt, je nach Um- 
sthnden kann man p oder p 2  messen, was ubrigens auch leicht 
ohne vie1 Rechnung verstilndlich ist. 

Man konnte natiirlich durch Integration der allgemeinen 
Formel (12) die Form& fiir die Gesamtstrahlung ableiten, 
welche die obigen beidbn Grenzfalle ineinander iiberfiihrt. 
Ich verzichte darauf, weil man bei der praktischen Ausfiihrung 
kaum die Gesamtstrahlung auf einmal wirklich messen wird. 

Dagegen sol1 nun der wirkliche Verlauf der litensitat als 
Funktion von 6 und ;I durch eine Figur erlautert werden. Zu 
diesem Zwecke entwerfen wir zunachst eine Hilfsfigur. Wir 
setzen abkiirzend 

52* 
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P 4 
r e  = 4 k a sin - 

2 

und tragen in der Hilfsfigur den pten Teil cler Summe als 
Funktion 0 von e suf. Wir setzen also 

Fur Wasserstoff liat,te man z. B. ids mal3gebende GroSe 

fiir pin Atom mit 3 Elektronen in einem Ringe (Li ?) hatte man 

usw. fiir nirhr Elektroaen. Diese verschiedenen Funktionen 
0 2 ( e ) ,  Os(p), . . . . . finden sich in Fig. 1. 

Fig. 1. 

Sie fangen alle bei e = 0 mit dem Werte 1 an und nahern 
sich unter Aufweisung von rasch abnehmenden Pendelungen 
dem Werte l / p  ftir e= 00. 

Als letzte gestrichelte Kurve ist in Fig. 1 die Grenzfunktion 
Om(@) aufgetragen, sie la& sich mittels Besselscher Funk- 
tionen darstellen und mit Hilfe der Tabellen in J a h n k e - E m d e  
leicht berechnen.l) 

1) 1st ntimlich 
nun nach (15) 

p > > 1, dam ist x J p  eine kleine Zahl. Setzt man 
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Hat man einmal die Fig. 1 zur Verfugung, dann ist es 
ein leichtes, sich nunmehr ein Bild zu machen von der Art, 
wie die Zerstreuung der Intensitat auf die verschiedenen 
Winkelrichtungen 6 sich mit abnehmender Wellenlange der 
Primarstrahlung andert. 

Fur (12) kann man mit der Abkiirzung (15) sohreiben: 

1st die Wellenlange gegeben und sieht man den Radius 
der Elektronenbahn als bekannt an, dann ist 4ka= 87ca/l 
bekannt, man kann fiir jeden Wert von 6 die GroBe - 

s e = 4 ha sin - 2 

bestimmen uiid den zugehorigen Wert von @=(e) aus Fig. 1 

dann kann im Lim. p = co die GroBe n n / p  als stetige Variabele u angesehen 
und ft i r  n/p das Differential du aubstituiert werden. So erhelt man 

Nun ist aber anderemeits 
e 

sin [p sin u] 
rin u = s c o s  [e sin 261 d e, 

0 

so daB man auch setzen kann 
a n  

oder nach der bekannten Definitionsfomel fur die Besselsche Funktion 
nnllter Ordnung Jo(e ) :  

D 

SchlieSlich kann das letztgenannte Integral in eine Reihe von 
Besaelschen Funktionen entwickelt werden, die dann fijr die numerischo 
Rechnung ohne weiteres geeignet ist. Die Endformel lautet: 

und kann mittela der Tabellen in Jahnke-Emde,  S. 149f., bequeni 
berechnet werden. 
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entnehnien. Soniit kann nian nach (16) auch F' sofort be- 
rechnen . 

In Fig. 2 ist der Intensitatsverlauf als Funktion von 8 
fur Wasserstoff entworfen unter Annahme der Werte 

I: 4 k ~ = 0 ;  11: 4 k ~ = 2 , 5 ;  111: 4ka=10; IV: 4 k ~ = 4 0 .  

0 3% n 

Fig. 2. 

Zunachst ist fur 4ka= 0 die zerstreute Intensitat propor- 
tional 1 +c0s26/2, wird dann mit abnehmender Wellenlange 
hei 8 = n  iminer weiter auf die Halfte des Wertes f i i r  1= 00 

xuriickgedrangt, und zeigt schon bei verhaltnismaBig groBen 
Werten von 1 ganz wesentliehe Abweichungen von der Strah- 
lung eines Dipols. Diese Unsymmetrie der Zerstreuung, deren 
Existenz in der Einleitung hervorgehober wurde, bildet also 
das erste Anzeichen einer im Atom vorhandenen Interferenz. 
SchlieBlich nahert sich bei noch kleinerem 3, die Strahlung 
wieder dern regularen Verlauf, allerdings iiur mit halberr Am- 
plitude. In der Umgebung der Einfallsrichtung aber zeigen 
sich bei geniigend kleinen Werten von 1 ausgesprochene 
Interferenzen, die sich bei einer photographischen Aufnahme 
ids Ringr von rasch abnehmender Intensitat zeigen mussen. 
Hier liegt es nun nahe, diese Ringe mit den bekannten Be- 
obachtungen von W. F r i e d r i c h  in Zusammenhang zu bringen 
und die betreffenden Photographien als augenfaalligste Demon- 
stration der regelmaBigen (Ring-) Anordnung der Elektronen im 
Innern der Atome zu betrachten. Tatsachlich wird nicht allein 
die von F r i e d r i c h  hervorgehobene Empfindlichkeit der Er- 
scheinung auf Harteanderungen der Rohre durch Fig. 2 schon 
demonstriert. Auch zahlenmaBig wird es verstandlich, wie es 
kornmen konnte, daB Wachs und Paraffin z. B. Ringe erzeugten, 
wahrend bri Kohlenstoff nur eine gleichmal3ig verlaufende 
Schwarzung rnts tmd.  Diejenigen Korper, welche Ringe er- 
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zeugten, enthalten namlich vie1 chemisch gebundenen Wasser- 
stoff, von dem nunmehr bekannt ist, dalj die Elektronenbahn 
einen verhaltnismaBig groBen Radius hat. Wiirde man den 
gebundenen Wasserstoff so behandeln durfen wie das freie 
Wasserstoffmolekul, d a m  ware 2a= 1,05.10-s zu setzen und 
der erste Ring ware (unter Zugrundelegung von Fig. 1) zu 
erwarten in einem Winkelabstand 6= 260, wenn die Wellen- 
lange der auffallenden Strahlung zu 0,40.10-S cm angenommen 
wird. Nimmt man andererseits im Innern des C-Atoms einen 
Ring von 6 Elektronen an,  die um einen Kern von der Ladung 
6~ jedes mit dem Impulsmoment h/  27d kreisen, dann berechnet 
sich 2a zu 2,5-10-9 em. Der erste Ring wiirde dann f i i r  dieselbe 
Wdlenlange wie oben (0,40-10-s em) erst auftreten in einem 
Winkelabstand 6=134O, d. h. er wiirde die Platte gar nicht 
rnehr treffen. 

Natiirlich sind die zuletzt angegebenen Uberlegungen nur 
rin roher Uberschlag, aber es ist doch meines Erachtens sehr 
wahrscheinlich, daB die Elektronenringe den richtigen Schliissel 
zu der Fr iedr ichschen Interferenzerscheinug liefern. Ob 
man nun experimentell wirklich Ringe photographiert oder 
nur eine mehr stetige zu liingeren adfallenden Wellen gehorige 
bbweichung vom Zerstreuungsgesetz des strahlenden Dipols, 
z. B. durch elektrometrische Messung feststellt, das ist f i i r  die 
Verwendung der Messungen schlieBlich mehr nebensachlich. Die 
Hauptsache scheint mir darin zu liegen, daB wir, wenn unsey 
Standpunkt ubernommen wird, wirklich mitteb Beobachtungen 
liber die zerstreute Strahlung imstande sein diirften, die Elek- 
tronenanordnungen im Innern der Atome nach Zentimetern aus- 
zumessen. Die besten Objekte f i i r  diese Messungen diirften 
wenigstens vorlaufig die Anfangselemente dee periodischen 
Sys terns bilden. 

Gi i t t ingen ,  25. Februar 1915. 

(Eingegangen 27. Februar 1916.) 




