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I]'BER DIE GIBBS'SCHE ERSCHEINUNG 
UND VERWANDTE KONVERGENZPH.~NOMENE. 

Von H 0 r m a n n W e y I (G6ttingen). 

Adunanza del x2 giugno x9xo. 

E I N L E I T U N G .  

In einer kiirzlich in diesen Rendiconti erschienenen Note x) habe ich die aus der 
Theorie der FouRmR'schen Reihe bekannte GiBBs'sche Erscheinung auf die Entwicklung 
einer unstetigen Funktion f nach zweidimensionalen Kugelfunktionen tibertragen. Unter 
Benutzung des in I w I erkl~irten Koordinatensystems (s, O, das sich an die als <(glatt ~ 
(d. h. ohne Ecken uud Spitzen) vorausgesetzte Unstetigkeitskurve ~ anlehnt, hsst sich 
das Resultat in der Formel 

0 - b(O Si(nO + ,L(s, 0 o) 
f~(s, t) - -  Cf(s, t) + b ( s ) S i ( - -  n o + R.(s, t) ( t < o )  

niederlegen, in der L die aus der Kugelfunktionen-Reihe v o n f  gewonnene Ann/iherungs- 
I sin 

funktion n to' Ordnung bedeutet, Si (x) ftir den Integralsinus - -  /a~ ~ d ~ geschrieben 

ist, b(s) die Sprungh6he und R,, ein Restglied vorsteUt, das mit wachsendem n gleieh- 
m~issig inbezug auf s und t gegen o konvergiert. 

Um uns das aus dieser Formel folgende Verhalten yon fn in der Umgebung eines 
auf ~ gelegenen Punktes C(s--So,  t - - o )  deutlich zu machen, denken wir uns die 
Niveaulinien fn - -  const, auf die Kugel aufgezeichnet, projizieren darauf, indem wir C 
als Stidpol ansehen, das erhaltene Bild (soweit es auf der sCtdlichen Halbkugel gelegen 
ist) vom Mittelpunkt der Kugel aus auf die Tangentialebene der Kugd in C und ver- 
gr6ssern dann endlich, um die Erscheinung zur Entfaltung zu bringen, die ganze Figur 
unter Festhakung des Punktes C im Masstab n : I .  Denken wit uns diesen Prozess 
ffir jedes n ausgeftihrt, so ergeben die gewonnenen Bilder im Limes ffir n = o0 eine 
Gren~gur, in welcher die Kurve ~ dutch eine gerade Linie ~ repr~isentiert ist und 

x) Die GIBBS'SCbe Erscbr in der Theorie der Kugelfunktionen [Rendiconti del Circolo Matema- 
tir di Palermo, Bd. XXIX (I. Semester I9Io), S. 308-323]. Ich citiere diese Arbeit im folgenden 
kurz mit <<I~. 

~ d .  Circ. M~r Palcrmo~ t, X X X  (2 o sere. Igto) ,  - - S t a m p a t o  il 26 agosto tgto.  48 
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die uns im tibrigen einen WeUenzug veranschaulicht, dessen K/imme (und allgemeiner: 

dessen Niveaulinien) zu g parallele Gerade sind und dessen senkrecht zu der Kammrich- 
tung geftihrter Querschnitt die Kurve y - - S i  (x) ergibt (~,gerade Si-Welle~ O. 

Behandlung der Spitze. 

Wir wollen jetzt den Fall, dass die Unstetigkeitslinie g, welche die Kugeloberfl~che 
in zwei Stticke, das c, Innere ,~ g und das cc Aeussere ,~ ~, zerlegt, eine nach innen 
gekehrte Spitze O besitzt, n~iher untersuchen. Statt von einer beliebigen Funktion auf 
der Kugel zu handeln, for welche g Unstetigkeitslinie ist, k/Snnen wir uns von vorn- 
herein auf diejenige spezielle Funktion ~ ~ beschr~inken, welche in g den Wert o, in 
den Wert I, auf der Kurve mit Ausnahme der Spitze den Wert + und in der Spitze 

den Wert o hat. Die in I w 3 durchgeftihrten infinitesimal-geometrischen Betrachtungen, 
bei denen es sich um eine glatte Kurve und den diese Kurve in einem Punkte C 
bertihrenden gr/~ssten Kreis, also um zwei in C befindliche gegeneinander gekehrte 
Spitzen handelt, liefert, auf den Fall einer einzigen Spitze angewandt, den 

SATZ I (r I. Satz~ iiber die Spitz~e~J): Hat  die Sprungkurve ~ (ohne die tibrigen, 
in 1 w i formulierten Voraussetzungen zu verletzen) an einer Stelle 0 eine nach innen 
gekehrte Spitze und sind ~ (~c Poldistanz ~; variiert zwischen o und 7r) und ~ (~ geo- 
graphische Liinge ,~; variiert zwischen o und 2~) die Polarkoordinaten auf der Kugel 
mit dem Pol O, wobei der Nullmeridian ~ = o im Punkte O mit der Richtung zusam- 
menfallen m/~ge, in der die Kurve ~ die Spitze O verl~isst, so gilt, wenn ~ eine beliebige 
positive Gr~sse ~ ~ ist, gleichm~ssig f i ir  , / ? ~ 2 ~ - - ,  die Limesgleichung 

l imI~ - - -o .  
n~oo 
*a=o 

Um genaueren Aufschluss tiber das Spitzenph/inomen zu erhalten, bedienen wir 
uns folgender einfachen Ueberlegung: Wir ver~indern die aus der Kugelfunktionen-Reihe 
yon I * gewonnene Ann~iherungsfunktion n t'~ Ordnung i *. nur urn ein ftir das Verhal- 
ten in der N~ihe yon O unwesentliches Glied, wenn wit die Kurve ~, ohne ein festes, 
den Punkt O enthaltendes Sttick derselben zu modifizieren, in ihrem weiteren Verlauf 
beliebigen Ab/inderungen unterwerfen; unter einem c~ unwesentlichen ~ Glied ist dabei 

ein solches zu verstehen, dessen Limes ftir n - - o o  gleichm~issig inbezug auf ~ ver- 
~ o  

schwindet. Demgem~iss k/~nnen wit voraussetzen, dass die Kurve ~ ausser O noch eine 
weitere nach innen gekehrte Spitze O' besitzt, im tibrigen aber einen glatten Verlauf 
zeigt. Wit verbinden dann O m i t  O' dutch die in der Figur I angedeutete gestrichelte 
Kurve, welche ganz in ~ verl/iuft und so beschaffen ist, dass durch ihre Hinzuftigung 
aus ~ zwei geschlossene Kurven ~ und 1~ entstehen, die l~ings des2gestrichelten 
Kurvenstticks zusammenfallen und yon denen keine eine Ecke oder Spitze aufweist. 
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Da sich das Innere ~ von ~ aus dem Inneren von ~,, dem Inneren von ~ und dem 
gestrichelten Kurvensttick zusammensetzt, gelten die Gleichungen 

und damit ist das Studium yon I ~ auf das yon I ~, I ~' zurfickgeffihrt, deren Verha]ten 
~1 n ~ n 

in der Umgebung von 0 uns bekannt ist. So zeigt sich, dass das Konvergenzph~inomen, 
welches sich in der Umgebung der Spitze abspielt, aus der Superposition zweier Si-Wellen 
hervorgeht, deren Niveaulinien den in der Spitze zusammenstossenden Kurvenz0gen 
folgen. 

Wir ziehen aus diesen allgemeinen Auseinandersetzungen einige Folgerungen. 
Bezeichnen wir den Wert, welchen x~ in dem Punkt mit den Polarkoordinaten ~, 
hat, durch I~ (~, 9), so besteht der 

SATZ II # 2. SaR iiber die SpitKe ~): Ist R irgencl eine positive Zabl, so gilt gleicb- 
miissig fiir o / r L R, o Z ~ / 2 ~  

lim.=o, x"~r r--~-'\ n q ~ ) = o .  

Der Sinn dieses Satzes ist, dass bei dem in der Einleitung erw~ihnten Entfaltungs- 
prozess das Spitzenph~inomen identisch in o tibergeht. Um ein zureichendes geometri- 
sches Bild der obwaltenden Verh~iltnisse zu gewinnen, werden wir uns demnach hier 
anderer, vonder Art, wie sich die beiden in der Spitze zusammenstossenden Kurven- 
~tste daselbst bertihren, abh~ingiger Entfaltungsweisen zu bedienen haben. 

Wir wollen den einfachsten Fall der gew6hnlichen 2-punktigen Bertihrung noch 
etwas n~iher betrachten. Wit denken uns die Punkte der Kugel wieder vom Mittelpunkt 
aus auf eine in 0 bertihrende Ebene projiziert und nehmen an, dass die beiden Aeste 
der projizierten Kurve stetige Krtimmung besitzen und die ftir die beiden Aeste in 0 
stattfindenden Krtimmungswerte voneinander verschieden sind. Die Entfaltung geschieht 
dann am einfachsten so, dass wir in der Projektionsebene ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem x, y zugrunde legen mit 0 als Nullpunkt und der Spitzentangente als 
y-Axe, darauf x ~., das sich zufolge der Projektion auch als eine Funktion in der Ebene 
auffassen l~isst, der affinen Transformation 

tj 
x - - - - , n  Y- -~-~  

unterwerfen und, nachdem dies geschehen, zur Grenze n - - o o  tibergehn. Die beiden 
Kurven~iste werden dadurch, im rechtwinkligen ~, 9-System gedeutet, zu zwei gew6hn- 
lichen Parabel/isten ~,, ~2, die sich im Punkte 0 mit der Tangente ~ = o bertihren. 
Die for das Spitzenphfinomen charakteristische (c Absturzfunktion ,, welche bei dem 
geschilderten Prozess aus I~ entsteht, ist im Gebiet tj ~ o identisch = o. Ftir tj ~ o 
entsteht sie durch Superposition zweier Si-Wellen, deren Niveaulinien jedoch parabolisch 
gekrtimmt sind, und zwar so, dass die Niveaulinien der einen Si-Welle lauter zu ~,, 
die der anderen lauter zu ~ kongruente halbe Parabeln sind. Das Resukat der Super- 
position l~isst sich graphisch (mittels Zeichnung der Niveaulinien) leicht tiberblicken. 



~ 0  HE R M A N N  W E Y L .  

Wir gehen darauf nicht n~iher ein. ~ Die soeben zur Anwendung gebrachte Entfaltungs- 
weise scheint einen Uebelstand zu besitzen: jede feste, von derjenigen der Spitze ver- 
schiedene Richtung wird dutch unsern Prozess in die Axe I o - - o  geworfen. Dieses 
schadet aber deshalb nicht, weil die Werte der Absturzfunktion in der oberen Halbebene 

~ o sich trotzdem l~ngs I 0 - -  o stetig an den in der unteren Halbebene herrschenden 
Wert o anschliessen. Wir erkennen in diesem Umstande die Aussage des I. Satzes 
tiber die Spitze wieder. ~ Der gr/3sste Weft, den die Absturzfunktion annimmt, betr~igt 
I + 2 [Si(~)[, der kleinste - - I S i ( r . ) ] -  [Si(2 ~)[. (Die letzte Bemerkung gilt obrigens 
allgemein for jede Spitze, nicht bloss far die, deren Aeste sich 2-punktig bertihren). 

Im ganzen genommen, bietet das Konvergenzph~inomen der Spitze wohl seiner ~ius- 
seren Form, nicht aber seiner inneren Struktur nach etwas Neues. 

2. 

A u f s t e l l u n g  der  F o r m e l n  fiir d ie  Ecke .  

Von welt hervorragenderem Interesse ist die Erscheinung, welche eintritt, falls die 
Sprungkurve ~ an einer Stelle 0 eine Ecke besitzt, d.h. falls an dieser Stelle zwei 
Aeste yon ~ unter einem yon o verschiedenen Winkel zusammenlaufen. Die Gr6sse 
des rich nach 9~ hin 6ffnenden Winkels betrage ~ und werde (was nattirlich keine 
Einschr~inkung ist) < ~ vorausgesetzt; i ~ ist jetzt in ~ gleich i, in ,~ gleich o, auf 

abgesehen von 0 gleich ~-, im Eckpunkt selbst aber gleich ~-. In diesem Falle 
2 ~  

treten zun~ichst wieder die beiden, in ihrer Streichrichtung den Kurven~tsten folgenden 
Si-Wellenzage auf. Dartiber aber lagert rich, vom Eckpunkt 0 ausgehend, eine neue 
Welle, die in erster Ann~iherung als kreisf6rmig angesehen werden kann und einem 
ziemlich komplizierten Gesetz gehorcht. 

Bei der Behandlung der Ecke darfen wir uns zun~ichst darauf beschr~nken, far 
die aus zwei unter dem Winkel ~. im Nord-und Sadpol zusammenstossenden Meri- 

dianen gebildete Kurve zu w~ihlen. Dem allgemeinen Fall kann man dann offenbar 
durch Hinzuffigung zweier Spitzen in 0 gerecht werden, und die dutch diese veran- 
lasste Modifikation beherrschen wir nach ~ I vollst~tndig. Bei der Behandlung des 
aus :(wei Meridianen ~ gebildeten Zweiecks wird sich, wenn ~, ? die auf den St~dpol O 
beztiglichen sph~irischen Polarkoordinaten und I~(~, 9) den Weft der Funktion I,~ im 
Punkte (~, 9) bezeichnet, das folgende Resuhat herausstellen: 

SAXZ III (,, x. Sat:( i~ber die Ecke J~): Fiir die aus der Kugdfunktionen-Reihe yon 
I ~ gewonnene ilnn~herungsfunktion n ter Ordnung x~ gilt die Formel 

I ~ (~, 9) --" Ang '=, (n ~, 9) m t- R. (~, ?). 

Dabei ist Ang I=l (r, 9) dne bestimmte (yon n unabhangige) eindeutige stetige Funktion 
in einer auf die Polarkoordinaten r (R~tdius vector) und ? (Azimut) bezogenen Ebene, 
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R. aber ein ~ unwesentliches ~, Restglied, d. h. ein Term, ffir welchen die Limesgleichung 

lim R. (~, q~) - -  o 
t t ~  
~'=o 

gleichm~issig inbezug auf ~? (o ~/c? ~ 2 ~) besteht. 
Demzufolge hat die Enffaltung des Eckenphlinomens so zu geschehen, dass wit 

das Bild, welches I .  ~ in der Umgebung der- Ecke 0 zeigt, nachdem es dutch Mittel- 
punktsprojektion auf die Ebene tibertragen ist, yon 0 aus aUseitig im Verhiiltnis n:I  
vergr6ssern. Bei diesem Process aber geht die yon einer in 0 befindlichen Spitze her- 
rilhrende Erscheinung in der Grenze ftir n "--" oo identisch in o fiber, und also ergibt 
die Entfaltung als charakteristische Absturzfunktion, wenn wit r, ~? als ebene Polarkoor- 
dinaten mit 0 als Pol betrachten, stets jene Funktion Angl=)--einerlei, ob die Ecke 
dutch zwei Meridiane oder dutch zwei andere unter demselben Winkel zusammen- 
stossende Kurven gebildet wird: unser Entfaitungsprozess liefert denjenigen Tell des 
Ph~inomens, der yon dem besonderen Verhalten der in der Ecke zusammenlaufenden 
Kurvenliste unabhlingig ist. 

Indem wit jetzt zur Bestimmung der Absturzfunktion Ang I=~ fibergehen, wollen 
wit uns einer Bezeichnung gl, ---~ g'.' bedienen, welche besagen soll, dass sich die beiden 
Funktionen g '  und g'.' yon n; ~, q~ nut um ein cc unwesentliches ,~ Glied voneinander 
unterscheiden. Zun~ichst m6gen die geometrischen Verhliltnisse an der Figur 2 (in der 
gr6sste Kreise durchweg als gerade Linien gezeichnet sind) eriiiutert werden. 0 C,, 
O C~ sind die Seiten des Zweiecks, welche den Winkel ,c einschliessen, OF,, OF, 
deren Verllingerungen fiber 0 hinaus. O D  bedeutet denjenigen Meridian dutch O, 
welcher auf 0 C, senkrecht steht und durch den Voilkreis C, F, yon der zweiten Seite 
O C~ des Zweiecks getrennt wird; OD 2 ist yon analoger Bedeutung. ~4 ist der va- 
riable Punkt, in welchem i .  ~ berechnet werden soil; wir setzen his auf weiteres voraus, 
dass A in dem Winkdraum D O D2 gelegen ist und sein Winkelabstand ~ yon der 
Ecke O, der schliesslich gegen o konvergieren soll, bereits kieiner ist als eine beliebig 

( < ~ )  vorgegebene Gr6sse ~o. Die geographische Linge des Punktes A, yon OF, 

als Nullmeridian aus in dem nach 01:2 zu gelegenen Sinne gerechnet, heisse 9,; der 
Winkel q~, yon analoger Bedeutung ftir O F~ als Nullmeridian, steht zu ?, in der 
Beziehung 

~?, + ?~ - -  ~ ~-  o (rood 2 ~). 

Die senkrechten Abst~inde A F , ,  AF~ seien ihrer Gr6sse nach b e z w . - - ~ , ,  ~ :  

( I )  sin ~, - -  sin ~. sin ~p,, sin ~ - -  sin ~. sin ~?~. 

Wir ffihren ferner diejenigen Polarkoordinaten ). (Poldistanz), ~. (Liinge) ein, ffir wel- 
che A der Pol ist, und semen u = cos ),. Indem wir uns I ~ in diesen Koordinaten 

im Punkte ~,/: ausgedrfickt denken, bekommen wir dann als Weft yon I~ 

Po(u), P, (u), P=(u), . . .  ist die Reihe der bekanntcn LeGEm~REschen Poiynome (zo- 
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nale Kugelfunktionen). Unter Vernachl~issigung eines unwesentlichen Gliedes k6nnen 
wir schreiben : 
( 2 )  z a ,... ' z dP.O, ) d (u) 

"--4-~j~OS~o \ du + pdu, 

wenn p - - p ( u )  die Winkel6ffnung desjenigen Kreisbogens C C, bedeutet, den das 
sph/irische Zweieck C, 0 C 2 aus dem um .4 mit der Winkeldistanz k beschriebenen Kreise 
ausschneidet: 

p --- <)~ C, A C=. (s. Fig. 2). 

? setzt rich, wenn wir den gr6ssten Kreis .4 0 bis zum Schnitt B mit dem Breitenkreis 
k um .4 durchlegen, aus den beiden Winkeln 

p, = <~ CAB,  p= - -  <~ B`4C 2 

additiv zusammen. Nun ist 

p, = ,:~ C, A F , -  <~. O A F ,  

und aus dem rechtwinkligen Dreieck C, A F  erhalten wir 

cos (<~ C, `4 F )  tg ~, 
--" tgX; 

der Winkel OAF, hingegen ist yon k unabh~ingig; daraus folgt 

sin ~, dk 
d p, - -  sin k #sin (k  - -  a0,). sin O' + ~ , ) "  

Entsprechendes gilt fur p:. Aus (2) schliessen wir durch partielle Integration 

I. ~ (cos k) + P§ (cos k) dk 

x Z P+,(cosk)]aX I 

----2-~=,,2~j~ sink 1/si-n-(k __~) .  sin(k + -~) "--~--.~-,=,,,L,,,~. 

Wir besch~s uns weiterhin nur mit einem der beiden Summanden L,~ und 
lassen dabei in den Bezeichnungen ~i, ~i, L,~ ( i---  i oder 2) den Index i ganz fort. 

P und P~+, drticken wir mittels der MEHLnRschen Formel aus: 

s,n(.++), 
4 sin t-J- ;~ tin t -  k 

2 2 

Indem wir uns dann derselben Abschatzungen bedienen, welche ich in I ~ 2 ausgefohrt 
habe =), gelangen wir, wiederum unter Vernachl~.ssigung unwesentlicher Terme, zu 

a) Hittte ich nicht die Abschfitzungen und Ueberlegungen in I S 2 so anstellen wollen, dass sie 
sich jetzt unmittelbar auf den Fall der Ecke ~bertragen, so wi~rde eine andere Methode etwas rascher 
zu dem Ergebnis jenes ~ 2 gefahrt haben: sie besteht darin, die Funktion 

F ( x ) = t  far - - z ~ x < o ,  = 0  far o < x L z  
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der  F o r m e l  

(~L~_t_L~ o) 

sin(n "1- ~-)t -I- sin(n -Jr- { ) t  
dtdX, 

l//(x + - -  t + x  
4 - -  

2 2 

und wit darien, ohne dass diese Beziehung aufh6rt, richtig zu bleiben, auch noch 
voraussetzen, dass -a, anstatt durch ( 0 ,  durch die Formel 

--- z. sin $ 

definiert sei, und ferner die im Integranden auftretende Summe 

sin(n + ~-)t + sin(n -{- {-)t durch 2s innt  
ersetzen. 

Fiihren wir dann zun~ichst die Integration nach ), aus, so erhalten wir 

f '~ X 
T "  _ v) 

dabei ist die Funktion 
o = O (y) 

erkllirt durch 

tgO : tg , . 1 / / / x -  -~-~; 

o,(r 
m t ' 

*) 
2 2 

( y _ ~ 0  

in eine Reihe nach LEGENDRE'schen Polynomen zu entwickeln : 

(3) F(x) = ~- .=o --~ v._, (o) ~. (x) P.+.  (o) 

und ~ r  P,(sin ~) in der Umgebung yon ~ = o die f~r grosse n giiltige asymptotische Darstellung 

P~ (sin a) ,-,, tt = cos a" cos - -  ~ n + 

zur Anwentung zu bringen. Abgesehen yon Zusatzgliedern, die in der Umgebung yon �9 = o gleich- 
m~ssig konvergieren, verwandelt sich dadurch die Reihe 0 )  in 

(4) ' ~ sin ( 2 m - -  x )  ~ 
- -  . (x = sin -,). 

,, r  . _ ,  m 
Die FouRmRreihe der Funktion 

o 
t(~) = I(-- = L ~ < o ) ,  = o ( o < ~ L ~ )  

lautet : 
t t ~ -  sin ( 2 m  - -  I )  r 

(s) ~ ( ~ ) -  2 ~ ~- - x 
2 

Der Vergleich yon (4) und (~), zusammen mit der fl~r die FouRx~.Rreihe (5) bekannten GIsBs'schen 
Erscheinung f~hrt bereits zu dem Resultat yon I ~ 2. Der 1. c. gegebene Beweis (der genau dem 
~blichen Konvergenzbeweis ffir Kugelfunktionenreihen folgt) scheint mir aber doch, auch abgesehen yon 
seiner gr6sseren Tragweite, der Natur der Sache besser gerecht zu werden als der eben dargelegte. 

- -  ~ und < -~ -  angenommen. a) Dabei ist auch ~ > 2 
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Diese Abhlingigkeit schreibt rich, wenn wir die Benennung 

- -  --- s ino  o < o , L  
Y 

einfihren, in der Form 
tgO - -  tg % cos o, 

die rich in sehr einfacher Weise an einem rechtwinktgen sphirischen Dreieck deuten 

l/isst. 

t als Integrationsvariable und setzen n ~ - - r ,  so kommt Benutzen w i r y  - -  -~- 

2__ f " %  sin ( ry )  O~(y)dy 

und daraus mittels einer leichten Abschitzung 

2 s sin (ry) O, (,y)dy. 
L. ~--~- --~ Y 

Wir setzen 
2 / ~  s in(ry)  

(6) A(r,  ~ ) - -  -~ - j ,  -f O,(y)dy 

(r>o; 
Dann hat also im Winkelraum D, 0 D ,  die Gleichung start: 

Ang'~' = 2 -~[A(r  , ? , ) +  A(r,  , . ) ] ,  

und dabei ist die Funktion A yon dem Winkel ~ fiberhaupt nicht abhingig. 

,r < ~? ~ + __  tiberall stetig und schliesst A ist in der Halbebene r > o, - -  y 2 

sich am Rande (wenn wit yon dem Nullpunkt absehen) stetig an die Werte 

( o) ( 
Si (r) for 9 - -  -a t- -~- , bezw. - -  ~ Si (r) f i r  9 - -  2 

an. Im Nullpunkte hingegen ist sie unbestimmt, indem aus 

lim O, (y) = ? 
y=~  

die Gleichung 
lira X (r,  ~) = 
r~o 

geschlossen werden kann. A ist eine ungerade Funkdon yon ?:  

a (r, - -  ?) - -  - -  A (r, ~?). 

. (+) Bisher haben wit uns mit i .  nur in dem Gebiet beschiftigt, in 

gleichzdtig 

i L ~ , _ L + ~ - ,  2 - -  - -  2 

welchem 
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ist und dessen Begrenzung also aus den beiden Meridianen ?, - -  --1- --~-~, ?, - -  + ! 
2 2 

7r 
besteht. Um aber diese Funktion z. B. in dem durch die Meridiane % - - + - - ~ - ,  

begrenzten Winkelraum ( + )  zu berechnen, bediene man sich der Funktion 
?~ - -  2 
I st, welche auf der Halbkugel o < ~, ~ = (o ~ z <~ ~) den Wert o, auf der Halb- 
kugel - -  ~ < ~, ~ o (o ,~ z ,~ ~) den Wert I u n d  auf dem trennenden Vollkreis 

- -  F, O C, den Wert ~- hat. Indem wir die obigen Betrachtungen auf das Zweieck 

C~ O F start auf C, O C~ anwenden, erhalten wir eine bis auf unwesentliche Glieder 
richtige Darstellung yon 

i J t ~  i ~- n n 

mittels der Funk~ioll ill. im Gebiet I " l - t ,  und da wi r  I '~. angen~hert n'littel~ der ~l- 

 unkt o,  au, , r0 l, on k0nner , von i" , oon Wi  elr um (_+) ~ ~ 

In ~hnlicher Weise beherrschen wir die fibrigen Felder (._~_.), I ~ "  Ich gebe hier 

sogleich das Resultat an : 
In der Ebene mit den Polarkoordinaten r, ~ s wir rechtwinklige Koordinaten 

durch die Gleichungen 
x = r sin ~, y = - -  r cos 

ein und definieren in dieser Ebene eine Funktion Te durch die folgenden Bedingungen: 
In der unteren Halbebene y ( o  werde 

I A (r, ~) (7) Te(x,  y) - -  2-~ 

gesetzt, in der oberen y ~ o hingegen 

(7') Te (x, y) = Si (x) - -  ! A (r, + = - -  ?) ( 
\ 

dabei ist 

--7<,o< 

T <~--L~' ) 
bezw. ; 

2 

C si (x ) , .  I S i (x )  far x > o 

J, --  1 O f i i r  X - - - O  
Si (x) - -  --#- ~ a ; =  _ S i ( _ _ x )  ftir x < o .  

Dann schliessen sich die in der oberen und unteren Halbebene herrschenden Werte 
I/ings der x-Axe (wenn wir vom Nullpunkt absehen) stetig aneinander an, und die 
Funktion Te wird tiberall stetig, ausgenommen die auf der positiven y-Axe: x - -  o, 
y ~ o gelegenen Punkte, wenn wir die Definitionen (7), (7') noch durch 

(7"3 Te (x, o) = ~ sl (x) 

erganzen. Auf der y-Axe (einschliesslich des Nullpunktes) ist dann Te - -  o; dagegen 
,Rcsd. C, irr P=kvmo, t. XXX (:t ~ sere. tglo ). --Stampato il 28 agmto t9xo. 49 
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hat Te l~tngs der positiven y-Axe auf dem rechten Us (x ~ o) den Wert -~ 4), auf 

dem linken den Wert - -  ~-. Im Nullpunkte ist sie unstetig nach Art einer linksgewun- 
denen Schraube, welche sich, yon dem linken Ufer der positiven y-Axe ausgehend, 
dutch eine voile Umdrehung hindurch v o n - -  ~ bis 21- ~- emporwindet. Es besteht die 
Identit~t 
( s )  Te  ( - -  x, y)  = - -  T e  (x ,  y). 

Indem wir unter ~ entweder % oder q~, verstehen, erhalten wir zwei verschiedene 
rechtwinklige Koordinatensysteme x y,, x ,y  2 in der Ebene mit gemeinsamem Nullpunkt, 
die zueinander symmetrisch (nicht direkt-kongruent) sind und deren pos. y-Axen den 
Winkel ~ miteinander einschliessen; es liegen dabei die pos. x- und die pos. y2-Axe 
auf verschiedenen Seiten der y;Axe, ebenso die pos. x;und die pos. y-Axe auf ver- 
schiedenen Seiten der y,-Axe. 

Das Resultat, welches unsere Betrachtungen ergeben, lautet dann dahin, dass sich 
der Satz III in vollem Umfange best~tigt und ftir Ang I~'l die Formel 

Ang c') - -  I * d r- Te (x,y,)  + Te (x2y,) 

zum Vorschein kommt s). Die Funktion Te zeigt, wie wir im n/ichsten Paragraphen 
sehen werden, einen wellenf6rmigen Verlauf, der freilich viel komplizierter ist als der 
einer geraden Si-Welle. Ausser Satz III haben wir daher noch das folgende Ergebnis 
gewonnen. 

SATZ IV (u 2. Sat~ iiber die Ecke Q: Die Funktion 

Ang~ ~ i ~ 

entstebt clurcb Superposition zweier Te-Wellen, deren Gestalt yon o~ vOllig unabMmgig ist; 
nur ihre relative Lage bi~ngt yon diesem l/Finkel ab, indem die eine Welle Zu der anderen 
symmetriscb ist und ihre Unstetigkeitslinien (zwei yon 0 ausgehende Halbgerade, das 
Bild der Seiten des Zweiecks C. 0 C,) den Winkel ~ miteinander einschliessen. 

Gestalt der Te-Welle. 

Um die Te-Funktion zu diskutieren, besch~iftigen wir uns zun~ichst mit der Funk- 

tion A (r, ?) im Gebiet r ~ o, o L q~ < 2 '  und setzen 

s i . ,  = = = 

4) D. h. lim Te (x, y) = ~ (fiir y > o). 
x ~ + o  2 

S) x~ bedeutet bier nati~rlich diejenige Funktion, welche innerhalb des yon der pos. y~-und 

y~-Axe begrenzten Winkelraums = x, ausserhalb desselben = o ist, l~ngs der pos. y-Axen den Wert 

• und im Nullpunkte 0 den Wert - - g  besitzt. 
2 2'/~ 
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Eine partielle Integration liefert auf Grund der Formel (6) ftir A die Darstellung 

d O, (y) d ,  A = 2 S i ( r y ) - - ~ y  )- 

Bilden wir also durch Differentiation 
OA 

g =  - -  r 0~-' 
so folgt 

B ---- -~- / ~  sin (r y ) ~  d y. 

Durch Reclinung findet man 

d y "- ~ U (y " - -  ~)  I / 7  - -  i - 7  y - -  ~) I/y= - -  i (Y -Jr- ~ 

Ersetzen wit sin (ry) dutch ei,y (i ---imagin~ire Einheit), so handelt es sich, um B zu 
berechnen, zun~chst um die Bestimmung yon 

~ '0 e iry d y 
T+ = (y - ~ ) r  i 

Es ergibt sich 

_a (r"~v~) = i  - -  2 e - ' ~ [ K ( r  -1 t- i J(r)],  
Or fy~--I 

wobei wir 
2 s cosrydy 

K ( r )  - -  ~ 1 /y  2 - -  I ' 

2 ~ O = s i n r y d y  
] ( r ) = - 7  ~7-~ - - - , I ,  Cy - ~ 

gesetzt haben; J(r) ist dann nichts anderes als die bekannte BEssEL'sche Funktion 6). 
Ftir 

e -iry dy 

erhaken wir analog 

/ ~  e -;fly+t) d y ~r i 
~ r  (e- ' ' fT-)  - - - - -  7 7 - - - -  - -  - -  iJ(r)]; i e-ir~ [ K (r)  

j , # _ ,  2 
mithin 

0 le_,,,(,r+ + T ) f - _ -  ~e - i " j ( r ) ,  
Or 

T+ + T_ = ~ j / -  ei~(r-P) J (p) d ~. 

Indem wir yon dieser Gleichung nur den Imagin~irteil beibehalten, gelangen wir zu der 

6) Vergl. z. B. RIEMANI~-WEBER, Die partiellen Differentialgleicbungen der malhematischen Physik 
(IV. Aufl.) (Braunschweig, Vieweg u. Sohn, I9oo), Bd. I, S. I7~. 
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Darstellung 
r # o o  

(~) B = ~. / .  
Nach bekannten Formeln 7) ist 

fo" c o s  (~ o)l(~)ao - f ~  _ ~ ,  - 

infolgedessen k6nnen wir auch schreiben 

sin ~(r - -  p)l(p)d ~. 

sin (E. p)l(p)dp = o; 

0 o )  g --- s i n ~ r -  u sin ~ ( r -  p)l(p)dp. 

Damit haben wir die Grundlage far die Diskussion des EckenphSnomens gewonnen. 

Zun~tchst betrachten wir A in dem Gebiet o L 3 L ~ - - - - r  w o r  eine fest 

vorgegebene Gr6sse ( ~ - ~ - ) b e d e u t e t ,  und wollen eine in diesem WinkeLraum ffir 

sehr grosse Werte yon r galtige asymptotische Darstellung yon A angeben. Wir f~hren 
zu diesem Zweck die Ann~therung 

l ( ' O "  ~.r x 
ein und finden damit 

[ /"sin(~-- =--+0--~)~ s +0+~)~ 
| ] ~, 4 7dp ] ~ 4 /d 

und, unter abermaliger Vernachl~issigung von Gliedern, die im Bereich o / q ~  L ~: 
2 

gleichm~ssig yon derselben Ordnung Null werden wie 13 : 

I (4)  (4)1 u cos r - -  cos r ~  2~u cos r 4 

Daraus folgt endlich far A die asymptotische Darstellung 

( 
A ,-.o - -  t g ?  3 

2 

2 ~: Te stimmt in dem Quadranten y .~  o, x ~> o mit A aberein; im Gebiete 

7) Siehe z. B. RzEM~,m~-W~Bsx, 1. c. o), S. x87. 
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y >  o, x ~ o  gilt 
2 ~ T e ~ 2 x S i ( x ) - -  A(r, ~ - - ? ) ,  

und folglich gem~iss der asymptotischen Gleichung 

2 COS X 
2 S i  ( x )  , - - ,  - -  

X 

und well nach der eben aufgestellten Formel A ftir grosse r gegentiber Si(x) zu vet- 

Te oo cos____xx (ft~r y ) o) 
X 

Te ,---, tg *? (ftir y ~ o) 3 - 
2 

r 

nachl~issigen ist, 

Ix > o]. 

Die ffir y > o goltige Formel bedeutet eine Folge gerader Wellen, deren Niveau- 
linien s/imtlich der ),-Axe parallel laufen. Die Amplitude jeder Welle ist l~ings des ganzen 
Wellenr~ckens (oder l~ngs des ganzen Wellentals) konstant, dagegen nimmt sie, wenn 
wir die einzelnen WeUen nach ihrer Entfernung yon der y-Axe als I., 2 ,  3. u. s. f. 
numerieren, mit der Ordnungszahl der Welle so ab, dass die Amplitude der n '~ Welle 

I n u r -  yon derjenigen der ersten betr~gt. Als c~ einzelne Welle ~ wird dabei der 
n 

zwischen zwei aufeinander folgenden Linien T e - - o  gelegene Teil bezeichnet; die 
~ Wellenliinge ,~ betr/igt demnach ~ . -  Die for y ~ o gtiltige Formel andererseits 
bedeutet eine Folge von Kreiswdlen gheichfalls vonder  , Linge >~ % die aber gegenOber 

den geraden Wellen durchweg einen Phasenriickgang yon - -  aufweisen das Argument 
4 

7: v) die Amplitude der einzelnen WeUe ist nicht von cos ist nicht r, sondern r - { - ~ - .  _ ; 
"E 

konstant, sondern nimmt, wenn *? sich y o n - -  ~ bis o dreht, nach dem Gesetz tg *? 
2 

3ten 

ab. Auch betr/igt die Stttrke der n ~" Welle nicht den n~"~ sondern nur den n ~ Tell 
der St~ke der ersten. Alles dieses gilt asymptotisch ftir grosse Werte yon n~ wenn wir 

einen beliebig kleinen, die positive x-Axe enthaltenden Winkelraum --2 - -  ~ ~ *? ~ - - 2 - +  

ausschliessen. 
In diesem Winkelraum vollzieht sich der Uebergang von der geraden zur Kreis- 

Welle, und es ist daher von h6chstem Interesse, asymptotische Formeln fur dieses 
Uebergangsgebiet zu gewinnen. Wir gehen dabei yon der asymptotischen Gleichung (I I) 

7: 
aus, die im ganzen Bereich o Z *? ~ - ~ -  zutrifft, und erhalten, indem wir 

A --" ~ =  B(r', *?)dr' 
d r  r '  

bilden, darin 
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cos ~, (r - -  ~) durch den asymptotischen Ausdruck ~r 
I etwa ~ ~ - 7 =  annehmen --  und die Abkfirzung 

1/2 

einftihren, die Formel 

A --]- '- ,'-0 

I -- - -  ersetzen ~ wir dfirfen ja jetzt 

cos(,+4) 
3 
2 ?- 

c~176 ,,~ 

r + ( ~ - ~ ) ~  + c o s  - ~ + 0 + ~ ) ~ - ~  ap. 

Nun ist 

c o s  

- - -  COS 

(~r+~x--~P--4) 
(r -- 4)cos E~I - - ~ -  ,~ -  sin ( , -  4)s,n ~I - -~ ,~-  r~, 

co~(--~,+~I+~ 4) 
- -cos  r ~ .cos[O + r (p - -  O] - sin ~ ~ .s~n[(~ + ~ ) ( P - O ] ,  

ferner, indem wir (x + ~)(? - - r )  als neue Integrationsvariable t einfcihren, 

s cos [(I •  r ) ] d ' - -  1 / ~  s ,/t + cos t ( z  • ~) r dt, 

sin [0 • ~)(P - O] dp - dt. 
r r _ Ct + 0 + ~)" 

Schreiben wir also 
1/--2- fO* costdt 1 / - - f - s  sintdt 

Cs (t,) = v ~ -  d o  r ' Ss (p) = ~ r  

so folgt schliesslich 

+ ~ ~ ~ l ~  (,~o (, + 4 ) ~ , ~ , i _  ~,~ + ~os (, + 4)~,~,_ ~,,~) 
-lt-1/1----Z--~ (sin ( r  q----~-)Cs [(I + ~)r] + cos ( r  +-~--)  Ss [(I-sl- ~)r]) l. 

Wenn wir tibereinkommen, gewisse Glieder zu vernachl~issigen, die, zusammenge- 

nommen, ftir 1" ~5~ I, o L ,o L ~ kleiner sind als _H_; (unter H eine yon r und c? 
. . . . . .  2 i -  

t 
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unabh~ingige Zahl verstanden), und zur Abkiirzung den .parabolischen Parameter. 
p - -  (i - -  ~ ) r - -  r - -  x 

einflihren, k6nnen wir einfacher schreiben 

At--, s i n ( r + - ~ ) C s ( p ) + c o s ( r + - ~ ) S s ( p )  . 

Der Name e parabolischer Parameter,  far p bezieht sich darauf, dass die Linien 
p-- 'const, konfokale Parabeln sind mit der positiven x-Axe als gemeinsamer Axe und 
dem NuUpunkte als gemeinsamem Brennpunkt. 

Die Funktionen Cs(p), Ss(p) nehmen, wenn p von o bis + o o  w~tchst, monoton 
yon I bis o ab. Sie gentigen den Relationen 

Cs - -  dSs 1/~___p dCs 
- , / -7;  s ~ =  + a -F  

und verhalten rich ffir grosse Werte yon p gem~iss den asymptotischen Formeln 

c~  (p )  ,-., ~ ,  s~ ( p )  ,.., 
i 

"i" 2 p  p '  

oder genauer, gem'Xss den asymptotischen Reihen: 

c ~ ( / , )  ,-., . .  
2 p 2 2 2 p~ q 2 2 2 2 2 p~ + "  . '  

S s ( p ) , - . ,  ~ - - ~  /,~ + . . . . . .  t - " " .  2 2 2 2 2 2 p4 

Mit den FRF-SNrL'schen Integralen 

~,/-2- / '~ cos t . . i / -2 -  / ~  sin t d t ce)= V J, sc '=v-c j ,  -ff- 

hingen sie durch die Formeln.zusammen: 

Cs(p) - -  cosp . C ~ )  + sinp. S (p), 

Ss (p) = cos p. S (p) - -  sin p. C (p). 

Man kann daher aus den Tabellen far die FRES~EL'schen Integrale s) die Werte der 
Funktionen Cs, Ss enmehmen. 

Indem wir die asymptotische Gleichung 

Si (x)  ,-., cos x 
~ X  

8) JMtNKI~ U. EMDs Funktionentafeln rail Forntel~ und Kurven (Leipzig, Teubner, i9o9) , S. 2;-26. 
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heranziehen, erhalten wir ftir x > o: 

S(p)] cos (x + 4 1  + [ 2 -  C (p)] sin (x  + -~-) 

2 ~ Te ,-., t [ 2 -  

Schreiben wir 

(r+4) Ss (p) ~os (~ + -T~ + Cs (p) s~ 

A+ (p) = l//(-= - s(p)): + (= - c(p)y 
2 

tg ( .+(p ,  + ~ - )  -- 

~ o, 

(y ~ o) 

(y L o). 

A_ (p) = V/Ss~ (p) +2 Cs* (p) 

2--c(p) ( 4 )  Cs(p) 
2 -Jr- S (p)' tg ~_ (p) + --- Ss (p) 

- -  -7  < % (p) + 7 < 
und betrachten die Funktion Te lediglich im Bereich der n t*" Welle, so ergibt rich, 
indem wit x, bezw. r dutch n~ ersetzen, 

I A+ (p). cos (x - -  *+ (p)) ty > o] 
2n~*Ter176 A_(p) .cos(r- - , l ,_(p))  [y Zo]. 

,l,+(p), *_(p) geben an, in welcher Weise die Te-WeUe in ihrer Lage abweicht yon 
einer Welle kJ, die im Gebiet y "~ o gerade, im Gebiet y L o kreisf6rmig verl~iuft: 

O: 
f t i ry '~o  und n x - - - - ~ x  L n ~  + ~  ~ 

2 - -  - -  : 2  

C O S  X 

fiir y d o  und n L r L n ~ + - -  
2 2 

C O S  r 

Die c~ Lage ~ der Wdle wird dabei durch ihre beiden seitlichen Begrenzungslinien, 
l~ings deren Te = o ist, oder auch durch die Projektion der Kammlinie auf die xy- 
Ebene gegeben. Die besagte Abweichung ist also ftir verschiedene Wellen immer dieselbe 
Funktion des parabolischen Parameters. Was das anschaulich bedeutet, macht man sich 
am besten klar, indem man darauf achtet, wie rich die Schar der konfokalen Parabeln 
p = const, nach x - - +  oo zu zerstreut. Die Funktionen ~+, ,1~ find in Figur 3 in 
Io-facher Ueberh6hung gezeichnet, Wobei sie tibrigens nach den Gleichungen 

, ( p )  : cl,+(p), * ( - - p )  = *_(p) (p~o)  

zu einer einzigen Funktion �9 zusammengefasst sin& A+(p), A_(p) geben, wenn man 

noch den der einzelnen Welle eigenttimlichen Proportionalit~itsfaktor I 2 n ~  hinzuftigt, 

den Verlauf der Amplitude in der L~ingserstreckung der Welle an. Auch dieser Verlauf 
stellt sich (abgesehen yon jenem Proportionalitlitsfaktor) f/ir jede Welle als dieselbe 
Funktion des Parameters p dar. A+, A sind in Fig. 3, gleichfalls in Io-facher Ueber- 
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h6hung und zu einer einzigen Funktion A zusammengefasst, gezeichnet worden. Mittels 
der Kurven �9 und A kann man sich sehr leicht ein anschauliches Bild von den ein- 
zelnen Te-Wellen machen. Das Wesentlichste ist, dass, wenn wir den Racken der Welle, 
yon der negativen y-Axe beginnend, durcblaufen, wlr z~un~tchst eine Kreisbabn bescbreiben, 

"1~ 
die sicb dann in der N~tbe der x-Axe urn - -  ausweitet, um darauf im Gebiet y ~ o 

4 
erst nacb wiederbolten Oszjllationen in eine z~ur ),-Axe parallele gerade Linie iiberz~ugeben, 

.deren Abstand yon der y-Axe urn - -gr~sser  ist als der Radius des am Anfang der 
4 

Durcblaufung bescbriebenen Kreises. 
Die gegebene Beschreibung trifft auf die Te-Wellen mit einer hohen Ordnungszahl 

zu; aber auch noch ftir die 3,  ja selbst ftir die 2. Welle erhalten wir auf diesem Wege 
ein qualitativ durchaus richtiges Bild der Erscheinung. Die I. Welle ist die einzige, 
welche eine augenf/illige Abweichung zeigt. W~hrend n~imlich die tibrigen Begrenzungs- 
linien T e - - o  der einzelnen Wellen senkrecht in die negative ),-Axe einmtinden, l~tuft 
die der y-Axe n~tcbste dieser Linien Te ~ o (die innere Begren~ung der r. Welle) yon 
unten (y < o) berauf mit der Tangente x - -  o in den NuUpunkt binein. Diesem Verlauf 
werden sich die iabrigen Niveaulinien der I. Welle in der aus Figur 4 ersichdichen 
Weise anpassen a). Der Zwischenraum endlich zwischen der positiven y-Axe und dieser 
inneren Begrenzungslinie der r. Welle wird in gr6sserer Entfernung vom Nullpunkte 

ausgeftiUt durch einen steilen, ziemlich gleichm~issigen Abfall der Funktion Te yon 

nach o; hier liegen also die Niveaulinien nahezu parallel zur y-Axe, laufen dann aber, 
wenn man sie nach unten zu welter verfolgt, schliesslich unter ~erschiedenen Winkeln 
in den 0-Punkt hinein, sodass um 0 die schon fr~her erw~thnte Schraube zustande 
kommt. 

Um Te in der Umgebung des Nullpunktes zu beherrschen, werden wir uns 
nattirlich nicht der asymptotischen Darstellungen, sondern einer Potenzentwicklung be- 
dienen mtissen, und es bleibt noch tibrig, diese hier abzuleiten. Nach Formel (Io)  
haben wir dazu die Funktion 

f, B*(r) - -  sin ~(r - -  ?)J(?)d~ 

zu behandeln, in der 
Differentialgleichung 

wir ~ als Parameter betrachten. Sie ist diejenige L6sung 

d 2 B* ~2 B* 
d e  + = 

der 

a) Die Reinzeichnungen dieser und der i~brigen Figuren hat auf Grund meiner Rechnungen und 
Skizzen Herr cand. math. W. LEnSTF.N ausgeffihrt. Ich m6chte ihm hier meinen herzlichsten Dank fi~r 
seine mfihsame und sorgf~ltige Arbeit aussprechen. - -  Uebrigens sollen die Figuren 4 und $ nur der 
Beschreibung des Ph~nomens eine einigermassen zutreffende Unterlage geben; sie genfigen in quantita- 
river Hinsicht keinen hohen Ansprfichen. 

~tllcl. Circ. Mat~a. Palerrao, t. XXX (2 ~ scm. zglo ). --Stampato il 2 7 agosto Igxo. $o 
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d B* 
welche ftir r - -  o den Bedingungen B* ~ o, d r --" o geni3gt. Infolgedessen muss B* 

die Form haben 

B* ( r )  ~o ~" r~" (~o = 0 ) .  

Aus der Potenzentwicklung yon ](r) erhaken wir die Rekursionsformel 
( - - 0 " ~  

( 2 n  + 2 ) ( 2 n  + I)~ .... + ~ 3 .  = 22.(ni)2 �9 

Sie ergibt nach einigen Zwischenrechnungen das Resultat 
----- --  ~ 2  �9 �9 2 n - - 2  ( - - I ) " ( 2 n ) ! ~ .  t l c , , _ , + c  2 + �9 +Co~  I, 

wobei 
1.3.5 . . .  ( 2 i - -  i )  

c ; =  2.4.6 . . .  2i 

gesetzt ist, sodass also c i die Koeftizienten der Entwicklung 

I 

f1  - -  ~:-----~ - -  co + c,~ 2 + c~:  + . . .  

bedeuten. Nachdem auf diesem Wege B* bestimmt ist, finden wir A aus: 

B (r, ?) - -  sin ~ r - -  u B* (r, 9) ; 

A = q ~ - - f f o  f (~P 9 ) d ? =  9 - -  -3t-~Si(x)+cos~? o , s  ~--~- 

fo '~*(P)d = ~- L 2. �9 , ,p p ~=~ ~-~ r . 

Damit wollen wir die Diskussion der Te-Wellen beschliessen. Urn aber jetzt das 
Eckenphlinomen, beispielsweise f~ir ~ - -60  ~ zu gewinnen, zeichne man in der xy-Ebene 
einen Winkel von der Oeffnung 60 ~ umgebe ferner jeden Schenkel mit der nach der 
Formel 
( 8 )  T e  ( - -  x, y) = - -  Te(x, y) 

symmetrisch erglinzten Figur 4 so, dass die positive y-Axe das eine Mal mit dem einen, 
das andere Mal mit dem anderen Schenkel des Winkels zusammenf~llt. Ist dies geschehen, 
so erh~ilt man die Superposition T e ( x  y . ) A  m Te(x,y~), indem man die Schnittpunkte 
der Niveaulinien des einen und des anderen Te-Wellenzuges diagonal verbindet. In soi- 

cher Weise ist die Fight 5, welche die Funktion Ang (3) dar-stellt, entstanden ~o). Die 
Eigenttimlichkeiten der Te-Wellen gelangen auch in der durch Ueberlagerung zweier sol- 
cher WeUenztige erhaltenen Figur zu deutlichem Ausdruck; daneben entstehen durch 
die Superposition manche neue Erscheinungen, auf deren Beschreibung ich hier nicht 

to) Es ist wiederum nur die eine H/ilfte gezeichnet, da die andere vollst~ndig symmetrisch ist. 
Ausserdem sind wie in Fig. 4 die den Niveaulinien beigeschriebenen Zahlen mit too multipliziert. Eine 
mit einem �9 versehene Zahl a bedeutet xoo + a; z. B. 8 == Io8, - -  8 =- 92. 
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mehr eingehen m6chte; es sei dem Leser tiberlassen, sich dartiber an Hand der beige- 
gebenen Figur zu orientieren. 

Ftir stumpfe Winkel 0c zeigt die Funktion Ang ~ ein etwas anderes Gepr~ige. Der 
7r 

Uebergangsfall ~ - -  - -  verdient nat0rlich besondere Beachtung. AUe diese Figuren lassen 
2 

sich aber leicht mit Htilfe unserer Abbildung der Te-Funktion auf graphischem Wege 
gewinnen. Man wird ferner auch solche F~ille behandeln k/3nnen, in denen man es mit 
der Entwicklung einer Funktion f nach Kugelfunktionen zu tun hat, die l~tngs mehrerer 
in einem und demselben Punkt 0 zusammenlaufender Kurvenaste einen Sprung erleidet. 
Die ihnen entsprechenden charakteristischen Absturzfunktionen for die Umgebung der 
, mehrzipfligen ~ Singularit~tt 0 entstehen gleichfalls dutch Ueberlagerung mehrerer 
Te-Wellenztige, und ihre zeichnerische Darstellung macht daher keine Schwierigkeit ~). 

~ 4 .  

H O h e r e  S u m m a t i o n s m e t h o d e n .  

Lst 

0 2 )  ao + a + a~ + a 3 + - . .  = .4 

irgend eine konvergente Reihe, "f(s) eine ftir s "~ o definierte Funktion, welche, 
w~thrend s yon o bis-Jr-oo w~tchst, monoton von I bis o abnimmt und an der SteUe 
s - - - o  stetig ist, so konvergiert auch 

( I j )  ao'~(os)-31-axy(~s)-]-a2"~(2s)-qt-a3y(3s) + . . . - - . A r ( s  ~ 

fi~r s ~ o ,  und es ist 
(I 4) lira A. (s) = A. 

s~+O T 

Der Beweis der angefohrten Tatsache geschieht mit Hiilfe der Metbode der par- 
tiellen Summation (AB~a.'scbe Transformation). In manchen Fallen jedoch, wenn die 
Reihe 0 2 )  nicht konvergiert, konvergiert gleichwohl (x 3) und existiert der Limes (i4). 
Alsdann bezeichnen wir die ursprtingliche Reihe (x2) als , durcb die Funktion 7 sum- 
mabel mit der Summe .4 ~. Durch diesen allgemeinen Ansatz umfassen wir eine Reihe 
wichtigear spezieller Summationsmethoden. 

Zuniichst kommen wir auf die natiirliche Summation zurt~ck, indem wir 

~ ' ( s ) ~ - I  for o ~ s < I ,  - - o  for s ~ I  

semen. In der Tat ist dann 

, . - -  Oo + + + + o . _ . -  

t) Es ist vieUeicht ~r Rechner eine ganz lohnende Aufgabe, fhr solche Zwecke die Te-Funktion 
genauer zu labellieren. 



396 H E R M A N N  W E Y L .  

Wir erhalten die HOLDER-CES,kRO'schen Mittel x. Ordnung 

" ,  " ' "  + " .  

n 
wenn wir 

T ( s ) - - I - - S  for o d s < I  , - - o  

nehmen; denn dann wird 

n "f * 

fl[i 1" S ~  • 

Wir erhalten die HO,.DER-CESkRO'scben Mittel b ''r Ordnung, wenn wir 

T(s) --- ( i  - -  s)~, ftir o ~ s < I ,  = o  ftir s_~_I 

w~ihlen; und hierbei hindert uns nichts, unter h irgend einen reellen positiven Expo- 
nenten zu verstehen, sodass wir auf diesem Wege auch zu einer sehr naturgem~issen 
Einffihrung der arithmetiscben Mittel yon gebrochener Ordnung gelangen. 

Wir wollen derartige Summationsmethoden vor allem auf die FouRIER'sche und 
die LAVLAC~'sche Reihe anwenden, und gerade ffir diese Reihen ist von Pomso~q x~) 
eine Summation vorgeschlagen worden, welche darin besteht, statt (12) zunachst die 

Potenzreihe 
~ ( r ) - -  a o + a r + a2r 2 + . . .  (r < i) 

zu betrachten und darauf l i m a ( r )  als Definition der Summe zu nehmen. Bei dieser 
r ~ l - - o  

Auffassung erscheint insbesondere die FOURmRreihe als Randwert einer harmonischen 
Funktion (wenn wir r als Radiusvector und das Argument x der FouRmRreihe als 
Azimut in einem ebenen Polarkoordinatensystem betrachten). Wir ordnen die PorssoN' 
sche Summationsmethode unserem allgemeinen Ansatz unter, indem wir r - -  e-" setzen; 
wir  erkennen dann niimlich, dass sie nicbts anderes ist als die Summation mittels der 

Funkt ion "[ (s)  --- e-'.  

In der W~trmeleitungstheorie bildet man zu einer FOURmRreihe ~ - - a  cos n x unter 

Verwendung einer neuen positiven Variablen t den Ausdruck 

Z a n cos n X e - n 2 t  �9 

Er gibt den in einem Kreisringe nach Ablauf der Zeit t eintretenden Temperaturzustand 

an, wenn der Anfangszustand ffir t -~ o durch ~--a, cos n x gegeben war. W i r  brau- 

chen n u r t - - s  ~ ~# setzen, um Zu seben, dass es sick bier urn den besonderen .4nsatz 

T(s) - -  e - :  bandelt. 

Doch genug mit diesen Beispielenl Wir wollen jetzt das .4nalogon der GmBs'schen 

Erscbeinung aufstellen ffir den Fall, dass man die FouRmRreihe mittels der monotonen 

"xa) POISSON: a) Mdmoire sur la mani~re d'exprimer Zes fonetions en s~ries de quantit;s pdriodiques, 
et sur l'usage de cette transformation dans Za r3solution de diffdrtns probl&nes [Journal de FI~cole Royale 
Polytechnique, cah. XVIII (i82o), S. 417-489], S. 422 ft.; b) Addition au Mimoire suz la distribution 
de la cbaleur darts les corps solides, et au Mimoire sur la mani~re d'exprimer les fonctions par des s~ries de 

quantitis ptriodiques [Ibid., cab. XIX (x823), S. 145-x62], S. z49 ft. 



OBEP,, DIE GIBBS~SCHE ERSCHEINUNG UND VERWANDTE KONVERGENZPH,~NOMENE. 397 

Funktion "f(s) summiert. Der Einfachheit halber soll dabei vorausgesetzt werden, dass 
7 (s) stetig ist. Die in eine FouRfERreihe zu entwickelnde Funktion sei diejenige Funktion 

i' auf der Kreisperipherie, welche auf der einen H/rifle dieser Peripherie den Wert I, 
i 

auf der anderen den Wert o und an den beiden Trennungspunkten den Wert 7 hat. 

Wir denken uns den Punkten der Peripherie in der ablichen Weise die Werte einer 
Variablen x zugeordnet so, dass x gleichf6rmig von - -  x bis -]- ~ w/ichst, wenn ein 
variabler Punkt, yon einem der Trennungspunkte auslaufend, die Kreisperipherie mit 

gMchf6rmiger Geschwindigkeit umkreist: 

~ 1 7 6  

I = I (x) = 

Wir entwickeln ~ in eine FOURtERreihe 

far - -  ~r < x  < o ,  

ffir o < x < ~ .  

~ = ko-+- k -lt- k Jr- . . . ,  

wobei aUgemein k, eine Kreisfunktion n '~r Ordnung 

k, - -  ~. cos n x -{- ~,, sin n x (%, ~. konstant) 

bedeutet. Wir setzen 

t ~ 
k o + k , +  - . .  + k . =  ~., 

(IS)  ko. f (os) - l t -k . , f ( i s ) - l t -k=y(2s)- -}-  . . .  in inf. = i v ( s ;  x). 

Es handelt sich darum, das Verhalten von iv(s;  x)[s > o] in der Umgebung von 
s = o, x = o kennen zu lernen. Durch partielle Summation folgt aus (x5) 

n=o  

o 
Drficken wir I.  durch die Formel 

~.(x) = Si(, ,x) + R.(x)  

aus R,,(x) konvergiert ffir n - -oo  gleichm~issig in x - - - / "  x L-]--  gegen o 
2 

und fiihren 

~_oSi(nx)[ ' f (ns)  - -  7 ( (  n -b  I)s)]-=-  F,r(s; x) 

ein, so wird 

~ ( s ;  x) = F,(s;  x) + R(s; ~) 
wo R e i n  c~ unwesentliches, Restglied ist, d.h. ein solches, welches gleichm[tssig far 

/ x  L ~ gegen o konvergiert, wenn s yon positiven Werten her gegen o 
2 2 

geht. Far F v fmden wir 

= + o s ) ] ,  
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wo L, fflr jedes n einen gewissen im Intervall nx . . .  (n + r)x gelegenen Wert 
bedeutet. Es ist daher 

f"+~',~, I sin .r I x [.( .+'),  * , 
I Si  (n  x )  - -  S i ( r . ) l  L d �9 

- -  ,,.~xJ ~ "r - -  n Ix  I ~ ~,.ixj 

mithin unter Vernachlassigung eines unwesentlichen Terms 

jo F r ~ -  si �9 ~(~) .  

- J o  Si(r~)a~,(O = Six(r) 

o 

I r ,---, Si r 

Aus (16) erhalten wir f~ir Si r die einfachere Formel 

Six(r) - -  I ~ jo '~ 2 "l('r)sin r'rdv - -  
t 7~'F 

Meist ist es bequemer, zuerst die Ableitung 

Setzen wir also 

(i6) 

so gilt 

I 
d T  - ' - -  - -  

n ~  ~ 

( I  - -  y ( v ) )  s in  r'r d ~" 
7 ~ T  

~o "~176 
d Si r __ 7 (v) cos r v d'r 

- -  '/~" d r  

zu berechnen und daraus die Funktion selbst: 

(r > o). 

-'= d SIX] 
Six(r) - -  j ,  (----d-#-jdr. 

~lit der Behandlung der spezieUen Funktion ] i s t  auch die GIsBs'sche Erscheinung ftir 
~ne beliebige mit einem Sprung behaftete Funktion f (x )  von beschrankter Schwankung 
efledigt. 

Wir besprechen kurz den Einfluss der erw~ihnten besonderen Summationsmethoden 
autf das Gn3Bs'sche Ph~inomen. Ftir 

~(s)  = x - -  s (o  ~ s L O, = o(s  _~ i )  

(I. HOLDERsche Mittel) findet man 
I f o ~  I ~ COS Si' (r) = Si x (r) = -~- ~ ' ,  ~ ~ a ~, 

bekor~mt also bier eine monoton abnehmende Absturzfunktion Si r. x3) Betrachten wir 
allged~einer 

~,(s) = (x - -  s) ~ (o L s L O, = o(s  ~ O, 

so hal SiX for h ~ I  monotonen Charakter, dagegen nicht f ~  die F~ilte o ~ h ~ i . ~  

t 

8) Vergl. I w 4- 
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Ftir 7 ( 0 - - e - '  (PoIssolq'sche Summation) erhalten wir ,4) 

I 
dSirdr - -  ~x .-,o e-rcosr,~d~: - -  ~ ( i  + r ~) ' 

i f ~  d,o I 
Siv (r) - -  --~ J r  I q -  8: - -  --~ . arc cotg r. 

Dieses Resultat l~isst sich auf sehr einfache Weise dadurch best~itigen, dass arc tg ~ -~ i 

eine harmonische Funktion von ~, 9 ist, deren Randwerte auf dem Kreise ~: + I f - -  I 
an der Stelle ~ - -  i, t) - -  o den Sprung ~ erleiden. 

Ziehen wir endlich den c< W{trmeleitungs ~-Fall 7 (s) : :  e-"(s - -  ~ ) in Betracht, 
so kommt 

d Si.~ _ i I - -  

dr  ~ ~ e - ~  cos r'r d'r = ~ 21/7x e 4 , 

() - -  e 4 d [ ~ :  i r 
Si r (r) - -  2 l/~ ~-~. Erf 7 " 

Dieses Resultat ist gleichfalls bekannt; denn wie man rich leicht fiberzeugt, ist E r f / ( ~  \} 
\ ! 

selbst eine L0sung der W~irmeleitungsgleichung, freilich eine L/Ssung, die inbezug auf 
x nicht die Periode 2 ~ besitzt. Eine solche aber erhalten wir, wenn wir die gut kon- 
vergierende Summe bilden: 

Die durch sie gelieferte Funktion ergibt im Limes far t - - - +  o den Wert 

I in allen Intervallen (2b b I )~  < x < 2b~, 

o in allen Intervallen 2brr ~ x ~ (2h  _3f_ I )~ .  

Damit sind wir also im Besitz einer exakten Auswertung der Funktion Jr(l/t_ x) for 

den Fall y ( 1 / 7 ) - - e - ' .  In diesem Bdspid gibt die GIBBS'SCbe Erscbeinung an, nacb 
wdcbem Gesetz~ die W~rme ~weier sicb beriibrender Kbrper aus gleicbem Material, die 
<uvor auf verscbiedene Temperatur gebracbt sind, im ersten Moment nacb der Beriibrung 
~um dusgleicb kommt (unter der Annahme, dass die Temperatur U saint ihrer Ableitung 
d U  
d~-~ ffir t >  o stetig tiber die Grenze der beiden K6rper hinfibergeht). 

Betrachten wir endlich noch die Ab~tnderungen, welche das Eckenpbiinomen oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, die Funktion A(r, q~) durch die h6heren Summationen 
erleidet. Man berechnet leicht, dass hier in analoger Weise, wie bei der gew6hnlichen 
GmBs'schen Ersche:nung Si v an Stelle yon Si tritt, 

A - -  2~l / i  - - ~ '  Si ( ry)  dy r > o, o Z ~  ~ - ~ - )  
( y * - -  ~*)l/y * -  x . 

.4) Vergl. PoIssoN, loc. tit. ia), a, S. 423, 
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durch 
- -  2 t l / I  " ~  /c~ Sir(ry ) 

A r dy 
, L  (Y2 - -  t~) I/Y ~ - I  

ersetzt werden muss. Betrachten wir speziell die HOLoER'scben Mittel I. Ordnung, so 
bedeutet Sir(x)__ die Funktion 

I f ~  I - -  cos t d 
Si' = --7: t= t. 

FOr diese Summation wird also 
.... Si' (r y) 

A r - ~  A' -'- 2 t | / I  t',, (y~ --~=)l/~--~---~dy. 

Indem wir nach r differentiieren, folgt fflr 
chA' 

B'  - - "  - -  r - -  
Or 

die Formel 

( i 7 )  

Nun finden wir 

B,  2 ~ r  - -  t ~ o / - - " ~  I - -  c o s r y  d y ~ o .  
~r _ _  y(y~ ~ t2)l/y ~ - -  i - -  

Su f  jedem Str ahl ? = const. = 3o (o  ~ % ~ -~--) , imm, also A' mit wachsendemr 
\ 

monoton (yon 3o his o) ab. 
Untersuchen wit ferner das Verhalten von k '  auf einem Viertelkreise r = const., 

indem wir nach t differentiieren; es kommt 

e3A '__2  f'~__O ( ~ l / I - - t 2 ~  Si'(rY) dy. 
at at \ ~ ---~; / l/y ~ - -  i 

at \ ~ ~ - ~ ; - /  1/, - -  p ( y ' - -  ~')' 
I 

Solange also o L t ~ ~ ist, fallt der Integrand in 0 7 )  im ganzen Integrationsin- 

tervall I ~_~ y ~ oo positiv aug und hier ist also 

3.4,' 
0 8 )  - -  > o. 

at 
I 

Ist hingegen ~ < ~ ~ i, so geht, wenn y von I _bis Jr- oo w~tchst, der Integrand 

P an der Stelle y, - -  - -  vom positiven zum negativen Vorzeichen tiber. Wir setzen 
2 t  2 - -  I 

daher I OA' f~ fY' ~y, ~ _  - -  
= + " 

Dann wird, da Si' eine monoton abnehmende Funktion ist, 

- -  I 
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Im zweiten Bestandteil ist der Integrand durchweg negativ und wegen der Mo- 

notonit~it yon Si' daher 

o < - -  < - - S i '  - .  " " 1/y " - ' : - -  1 
x 2 ~ I  

Indem wir diese beiden Ungleichungen voneinander subtrahieren, bekommen wir 

( ~ aA'~s~'a~-- ~ r~2-; ~ ~, f ; s F  :r 

und da nach Frtiherem 

ist, also 

~r f - = __ ~2 d y  d O~ ( y )  dy  - -  ? arc sin 
d,  (y2 _ ~,) l/y~ i d y 

s  /1/f - 
1 

O~ 

I 1/I __~2 
I 

so schliessen wir endlich, dass auch for ~-~ ~ ~ L i die Ungleichung (18) statthat. 

N i m m t  demnacb au f  einem Kreise r - -  const, der Winke l  ~ yon - -  his Zu o ab, so 
2 

f M l t  dabei au~b A'  monoton yon ~Si ' ( r )  nach o. Die der Funktion Te entsprechende 

Funktion Te' ist infolgedessen for x ~ o durchweg positiv und ,~ ~-, in der Halb- 

ebene x < o  durchweg negativ und D - - ~ - ;  von den Wellen, welche ffir Te charakte- 

ristisch waren, zeigt sie keine S p u r . -  Aus den asymptotischen Darstellungen der 
Funktion Te erh~ilt man ohne Mtihe ~ihnliche Darstellungen for Te'. 

S s .  

Temperaturausgleich und Gibbs'sches Ph~Inomen. 

Das Problem, den W~irmeausgleich zu bestimmen, wie er in einem Kreisring ein- 
tritt, welcher aus zwei je auf eine bestimmte Anfangstemperatur gebrachten Halbstficken 
verschiedenen Materials zusammengesetzt wird, ftihrt darauf, die in w 4 eingeffihrte 

o 
Funktion I in eine Reihe 

I (x) ~ (x) d x 
( i9)  ~ ( ~ ) =  y ~ ( ~ ) ,  ~ / = "  - 

_ f ' ~ 2 ( x ) d x  

zu entwickeln, in welcher ? (x) alle diejenigen L6sungen der den Parameter ~.2 linear 
Rend. Circ. Mater,*..Palermo, t. XXX (2 ~ sere. t9xo) . - -S tampato  il 2 9 agosto xgxo. Sz 
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enthaltenden Differentialgleichungsschar 

+ Vk(x)  = o (20) d x 

k ( x ) - - ~  ~ fur - - ~ < x < o ,  k ( x ) - - } '  fur o < x < ~  

i d9  durchl/iuft, ffir wdche ~?(x)und k(x)dx  stetig fiber die Berfihrungsstellen x ~ o 

und x ~ ~ (mod 2~) hintibergehen ,s). Sobald die Richtigkeit der Gleichung (19) 
far alle x (yon den Berahrungsstellen abgesehen) nachgewiesen ist, ergibt sich die an 

der Reihe }- A ? (x) ftir Summation mittels ,[ (s) - -  e -'~ bei x --  o auftretende GiBBs'sche 
Erscheinung aus der L6sung des eben erw~ihnten W~trmeausgleich-Problems, die sich 
unter Benutzung der Funktion Erf unmittelbar hinschreiben l~isst ~a). Weir schwieriger 
ist hingegen die Berechnung der GiBBs'schen Erscheinung far die nattirliche Summation, 
und zwar namentlich deshalb, well die Eigenwerte X von (2o) keinem einfachen 
asymptotischen Gesetz genfigen. 

Die Masseinheiten m6gen so gew~thlt sein, dass die positiven thermischen Konstanten 
=, ~ die Summe I besitzen. Die Funktionen ?(x), nach denen die Reihe 09 )  fort- 
schreite b zerfallen in zwei Klassen: die 
gegeben: 

cos 
2 

= 

cos 
2 

der I. Klasse sind durch die Gleichungen 

cos ), x (o M x L ~), 
2 

und es kann dabei for X irgend eine nicht-negative Wurzel der transzendenten GMchung 

(2 0 l~tg 2 + ~ t g  2 - - 0  

eintreten; die Funktionen der 2. Klasse, welche wir zum Unterschied mit + (x) bezeich- 
Hen, lauten so: 

tsin [5~  sin [~ ~ 1 2  2" -I- x ) ]  

und F- kann hier jede Wurzel der Gleichung 

t g ~ - k - i ~ t g  2 - - o  

( - - ~ x L o )  

(o / x zs ~), 

xS) Diese spezielle Form der Uebergangsbedingungen hat die Ortbogonalitftt der q~(x) zur Folge. 
Doch wi~rden sich auch andere Uebergangsbedingungen ganz analog behandeln lassen. 

x6) H. WEB~R, Ueber den Temperatur-Ausgleicb ~wiscben zwei sicb beriibrenden heterogenen K~rpern 
[Nachrichten vonder Kgl. GeseIlschaft der Wissenschaften und der Georg-Augusts-Universitht zu G6ttin- 

gen, Jahrgang x893, S. 722-73o]. 
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bedeuten iT). Um diese Funktionen +(x)  brauchen wir uns aber nicht zu kfimmern, da 

(~)  + (~)  a x = + (x)  d x = o 

ist. 
Wir diskutieren zun~ichst die transzendente Gleichung (21). Ist ), irgend eine 

Wurzel derselben, so setzen wir 

2 2 

Dann folgt 

2 - -  g ~ -{- arctg ~ , 

I~),~ __ h~ - -  arctg u 
2 

g und h ganzzahlig; ) 

2 < arc tg / - f -  

(22)  (}~ - -  wh)~ = ~ arc tg - -  q -  } arctg - ~ - ,  

q T '  
2 

und also, wenn wir g ~1_ h ~--- n einffihren, 

(23) ~ < g - ~ n L •  - -  2 ~ 

Umgekehrt  existiert zu jeder ganzen Zahl n ~ o eine einzige ganze 

Bedingung (23) und dann zu g und h = n - - g  ein einziger Wert  u - -  un 
und eine einzige Wurzel ), : ) ,  : 

--~ a rc tg -~-  - -  arctg 

- -  2n + ~ ,  
wo  jedenfalls 

Zahl g gem~iss 
nach (22)  

- - i < ~ < i  
isc Die Frage nach der genaueren Verteilung der Werte ~ auf der Strecke - -  i - ' .  + I 
ist wesentlich zahlentheorefischer Natur. Ist ~ und daher auch ~ rational: 

a b 
~ = - - ,  ~ = - - ,  c = a + b  

C c 

(a, b ganz, positiv und relativ prim), so genfigen die Zahlen z den Periodizit~itsglei- 
chungen 

~ - -  ~.,, falls n ~ n' (mod c) ist, 

~ q -  :~., - -  o, falls n -31- n'  ~ o ( m o d  c)  ist. 

I7)  Ist  tg  ~ ' T r  t - ~ r  ~ T r  = o,  = o, so  s ind  in de r  F o r m e l  fiir hb die F a k t o r e n  s in  13 p" ~ sin 
2 8 - - - 7 -  2 ' 2 

bezw .  d u r c h  ~ u n d  v. zu e r s e t z e n ;  W e r t e  ~., ffir w e l c h e  t g  u ~" ~ tg  ~ ~" ~r - - - -  = oo, = ~ ist,  g e l t en  gleich-  
2 2 

falls als  L 6 s u n g e n  de r  t r a n s z e n d e n t e n  G l e i c h u n g .  
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a 
Wir halten nun zun~ichst an der Voraussetzung eines rationalen , = - -  lest und 

c 
werden hernach zu einem beliebigen irrationalen ~. dadurch fibergehen, dass wir ~ mittels 
rationaler Zahlen ann~ihern. Wir mtissen, mit Riicksicht auf diese Absicht, die ganzen 
Zahlen a und b als ver~inderlich betrachten, und das im folgenden benutzte LANDAU'sche 
Symbol ~s) 0 bezeichnet Absch~itzungen, welche gleichm~issig in x ( - -  x ~ x L o), 

( a t 
n(n_~ I), a und b solange -b- zwischen festen positiven Grenzen bleibt galtig sind. 

t 

Bedeutet A,~,,(x) das zu ?, = ?, geh6rige Glied der Reihe 0 9 )  und setzen wir 

'i (x) = s  R. (x )  = s A~,~(x) ,  

so findet man durch Rechnung, indem man in R. immer diejenigen Glieder zusam- 
menfasst, deren Index v einer festen Zahl j (mod c) kongruent ist, 

C (x) ~,~ sin (2 ap x) + D(X)~m cos (2 ap x) -~- 0 R. 

( - - ~ L x L o ) ;  

c.m ist dabei die kleinste ganze durch c teilbare Zahl, welche ~ n ist, und die Funk- 
tionen C(x), D(x) haben folgende Bedeutung: 

cos' ~ xi ~ sin ~ %~ ~ 
: : : s,,, +x + _7._$1, C(x) 

a ~ . Z--- ~ )<S ~ o~ ~t j'~ 
1 ~~ COSa + C08 a 

l-  k 

2 2 

~)~j~ ~X.~ 
COS 2 - COS ~ /  

s,nF x;(x + 
a ' / r  COS 2 + c o s  2 -  

L k Z l A  

2 2 
Aus der Beziehung 

Z _ I  ---~ 2 C ~ )~j 

ergibt rich 

D ~ - -  r " - -  0 ( b ~ -  O , I, 2., . . . ,  a ) . 
\ a /  

Im IntervaU ib: 
h ~  q~ q~ 

L x - - ' 4 " -  L -  ~ilt, wenn for einen Moment 
2 a ~  a - - 2 a  

,o(x+?)=, 
t s )  Vergl. E. LANDAU, Handbuch der Lebre yon der Verteilung tier Primzablen (Leipzig, B. G Teub- 

her, I9o9), S. 59. 
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gesetzt wird, infolgedessen die Ungleichung 

f "  dD dx - 2 x q _ b ~ o ~  ID(x)l = d_~___~ dx ~ ~ -~- ~ '~J  

2 lyl  , , c ' =  c 
- -~a~  2 a  a--~ "Iyl; 

Ferner ist 
. cos (__py) L 

,,, P - - m l y l  
und also in i b und hernach ffir alle x des Intervalls - - ~  . . .  o 

D ( x ) . { -  cos(2apx), c _ i i 
p < a . m - - - ~ - ' - m '  

( - - , ~ L y L + ~ ) ,  

Wir erkennen so, dass die Reihe ~_.A3(x) in jedem Teilintervall yon ~ =  . . .  o, 

das keinen der Punkte ~ b=(b--o, I, . . . ,  a)enth~ilt, gleichm~issig konvergiert, und a 

der Wert  dieser Reihe fiberdies im ganzen Gebiet ~ = . / x  L o beschr~inkt ist. Ent- 

sprechendes trifft auch ffir o , d  x , ~  = zu, und daraus schliessen wir in bekannter 

Weise, dass der Wert  der Reihe kein anderer sein kann als ~ (x) :  

Infolgedessen muss die Funktion R.(x) bei Ann/iherung des Arguments x yon der 
- - b r ~  

einen und der anderen Seite an eine Stelle x -  (b = x, 2, . . . ,  a -  x) gegen a 

dieselbe Grenze konvergieren, und dies ist mit (24) nur dann vertr/iglich, wenn 

C ( - ~ a  b ~ )  : 0  (ffir b =  ,, 2 . . . . .  a - - , ) .  

Hingegen ist 
- - C ( o ) = C ( ~ ) = G > o .  

Wir bekommen daher ftir ~ ~ - x  ~ ~ 
2 a - -  - - 2 a  

/ r \  

dagegen ftir o ~ x ~ - -  2---a 

7 +o(+) 
Nun ist aber far o ~ 2ax ~x ~ = 

~m sin(eapx) - - p  ~ S i ( - - 2 m a x ) - [ -  0 ( - - ~ - )  = - - r :  S i ( - - 2 ~ n x ) - +  0 ( ~ )  
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und ausserdem ffir ! "~ 
2 a - -  

= 

gleichm~issige Absch~itzung Mithin ergibt sich die ftir o ~ x ~ m_~_ 

+ 

7~ 

Aehnlich folgt Rir o L x L T 

(26')  I ( x ) - - - ~ C ~ S i ( 2 ~ n x )  + 0 ( - - ~ - ) .  

Der Berechnung der Konstanten C~, C~ lege man die Formeln zu Grunde: 

COS 2 1 COS2 - -  ~t ) , .  71; 
2 c-x  2 2 1 

nC~ - -  ~ - . ~ .  ~Xiw_~_ ~;%.~ "tg' 2 ' 
I = ~  COS 2 COS ~ - -  

2 2 

COS a , 1 COS 2 

2c~ 2 ;Xi~ "tg2 ~)'j~ 
'/~ C[~ - - -  ~ O~ ~.j ~ 2 " 

~ o  COS 2 + COS 2 
2 2 

Die transzendente Gleichung (21), welcher ~i genfigb liefert die einfache Beziehung 

Setzt man ferner in (26), (26') x - - o  und geht zur Grenze n - - o o  fiber, so kommt 

C~ __ C~ 
I 

2 2 

mithin 

Bis hierher hatten wir an der Voraussetzung eines rationalen ~ s162 Ist 
irrational, so bedienen wir uns des s zahlemheoretischen Satzes: 

Zu jeder reellen Zabl ~ li~sst sicb eine unendliche Reihe yon Briichen 

~ ) c. X - -  I, 2, 3, . . .  ; a . ,  %, ganzzahlig 

so f in&n, dass 

(27) 

(28) 
ist. 

( ~ lim n ~.--  = o, 

l i m c ,  
- -  " - - "  0 

o 

Ersetzt man nun bei der Berechnung von I die irrationale Zahl ~. durch a,, 
n Cn 
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der dadurch begangene Fehler konvergiert, wie aus (27) zu schliessen ist, far n - - 0 0  
gleichm~issig mit Bezug auf x gegen o - - u n d  wendet dann for diesen N~iherungsbruch 

a. die Formeln (26), (26') an, so bekommen wir wegen (28)ftir  das Restglied 
C n 

r .  in den Gleichungen 

~(x) = I 
- -  2 ,  s i ( - -  2~nx) + r.(x) 

213 Si(2 13nx) -~- r (x) 

einen Ausdruck, welcher zeigt, dass dasselbe mit wachsendem n gleichm~issig in x gegen 
o konvergiert. Damit ist auch der Fall eines irrationalen ~ erledigt. 

Der Beweis des eben benutzten zahlentheoretischen Htilfssatzes ist etwa so zu 
fiihren: Zu jedem Index n und jeder positiven Zahl ,  bestimmen wit zwei ganze Zahlen 
a (n 6), c (n 6) gemiiss den Bedingungen 19) 

I ~ . c ( n 6 ) - -  ct(n6)[ L I 
- - n 6  ~ 

o < c ( n 0  ~" n 6  

6,, , ,  ~3, " "  sei eine monoton abnehmende Folge positiver Zahlen, welche gegen o 
konvergiert. Da bei festem 6 gewiss lirn c (n 6) - -  oo ist, kann zu jedem 6~ ein Index 

n b gefunden werden derart, dass fiir n ~ n b 

r  I 

wird. Wir kOnnen noch annehmen, dass I - -  n, ~ n ~ n 3 ~ �9 ..  ist. Wir setzen dann 

a = a(nr c = c ( n ~ )  ftlr n b ~ n  < n ~ +  I 

und finden in Best~itigung des zu beweisenden Satzes 

( f t i rn  ~_~ n~). <c. 
0 ~ 6  b 

n - -  

G6ttingen, Pfingsten 191o. 
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19) H. MINKOWSKI, DIOPHANTiSC//e Approximationen (Leipzig, B. G. Teubner, 19o7) , S. 3 und S. 9. 


