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INTRODUCTION. 

I1 semble au premier abord que l'aberration de la lumi~re et les ph~nom&nes 

optiques et ~lectriques qui s'y rattachent vont nous s un moyen de d&erminer 

le mouvement absolu de la Terre, ou plut6t son mouvement, non par rapport aux 

autres astres, mais par rapport ~ l'&her. FRESNEL l'avait d@t tent~, mais il reconnut 

bient6t que le mouvement de la Terre n'alt~re pas les lois de la r~fraction et de la 

r~flexion. Les experiences analogues, comme celle de la lunette pMne d'eau et toutes 
celles off on ne tient compte que des termes du I er ordre par rapport ~t l'aberration, 

ne donnerent non plus que des r~suitats n~gatifs; on en d&ouvrit bient6t l'explication; 

mais MmHELSON, ayant imagin~ une experience off les termes d~pendant du carr~ de 

l'aberration devenaient sensibles, &houa ~. son tour. 
I1 semble que cette impossibilit~ de mettre en &idence exp~rimentalement le mou- 

vement absolu de la Terre soit une loi g~n&ale de la Nature;  nous sommes naturel- 

lement port, s ,~ admettre cette loi, que nous appellerons le Postulat de Relativitd et ~t 

l'admettre sans restriction. Que ce postulat, jusqu'ici d'accord avec l'exp6rience, doive 
&re confirm6 ou infirm6 plus tard par des exp6riences plus pr&ises, it est en tout 

cas int6ressant de voir quelles en peuvent &re les cons4quences. 
Une explication .a &6 propos& par LORENTZ et FITZ G E R A L D ,  qui ont introduit 

Fhypoth~se d'une contraction subie par tous les  corps dans le sens du mouvement de 
la Terre et proportionnelle au carr6 de l'aberration ; cette contraction, que nous appel- 
lerons la contraction lorentzienne, rendrait compte de l'exp6rience de MICHELSON et de 

toutes ceUes qui ont &6 r~alis&s jusqu'ici. L'hypothbse deviendrait insuffisante, toutefois, 

si on voulait admettre dans toute sa g6n~ralit~ le postulat de relafivit& 

LORENTZ a cherch6 alors A la compl&er et ~t la modifier de faqon fi la mettre en 

concordance parfaite avec ce postulat. C'est ce qu'il a r6ussi ~ faire dans "son article 

infitul~ Electromagnetic phenomena in a system moving with any velocity smaller than 
that of light (Proceedings de l'Acad~mie d'Amsterdam, 27 mai 19o4). 

L'importance de la question m'a d&ermin+ ~i la reprendre; les r~sukats que j'ai 
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obtenus sont d'accord avec ceux de M. LORENTZ sur tOUSles points importants; j'ai 
4t~ seulement conduit a les  modifier et it les compl&er dans quelques points de d&ail; 
on verra plus loin les diff4rences qui sont d'une importance secondaire. 

L'id6e de LORENTZ peut se r4sumer ainsi: si on peut, sans qu'aucun des ph6no- 
mhnes apparents soit modifi6, imprimer 'a t o u t  le systhme une translation commune, 

c'est que les 6quations d'un milieu ~lectromagn~tique ne sont pas alt4r4es par certaines 
transformations, que nous appellerons transformatiotzs de LORE~TZ; deux systhmes, l'un 
immobile, l'autre en translation, deviennent ainsi l'image exacte l'un de l'autre. 

LANGEVtN *) avait cherch6 "a modifier l'id6e de LORENTZ; pour les deux auteurs, l'& 
lectron en mouvement prend la forme d'un ellipsoide aplati, mais pour LORENTZ deux 
des axes de l'ellipsoYde demeurent constants, pour LANGEVtN au contraire c'est le volume 
de l'eUipso~de qui demeure constant. Les deux savants ont d'ailleurs montr~ que ces 
deux hypoth6ses s'accordent avec les exp4riences de KAUFM:NN, aussi bien que l'hypo- 
th6se primitive d'ABRAHAM (~lectron sph&ique ind6formable). 

L'avantage de la th4orie de LANGEVIN, c'est qu'eUe ne fait intervenir que les forces 
41ectromagn~tiques et les forces de liaison; mais die est incompatible avec le postulat 
de relativitY; c'est ce que LORESTZ avait montr4, c'est ce que je retrouve ~. mon tour 
par une autre vole en faisant appel aux principes de la th~orie des groupes. 

I1 faut donc en revenir ~ la th4orie de LORENTZ; mais si l'on veut la conserver 
et 4viter d'intol6rables contradictions, il faut supposer une force sp&iale qui explique 

la lois la contraction et la constance de deux des axes. J'ai cherch~ ~t d6terminer 
cette force, j'ai trouv6 qu'elle peut gtre assimilh d u,e pression extdrieure constante, 

agissant sur l'dlectron dgformable et compressible, et dont Ie travail est proportionnel aux 

variations du volume de cet dlectron. 
Si alors l'inertie de la mati~re &ait exclusivement d'origine ~lectromagn6tique, comme 

on l'admet g6n&alement depuis l'exp~rience de KAUFMANN, et qu'~ part cette pression 
constante dont je viens de parler, toutes les forces soient d'origine 61ectromagn&ique, 
le postulat de relativit~ peut 6tre &abli en toute rigueur. C'est ce que je montre par 
un calcul tr~s simple fond6 sur le principe de moindre action. 

Mais ce n'est pas tout. LORENTZ, dans l'ouvrage cit6, a jug6 n~cessaire de com- 
pl6ter son hypoth~se de faqon Ace que le postulat subsiste quand il y a d'autres forces 
que les forces 61ectromagn&iques. D'apr&s lui, routes les forces, quelle qu'en soit l'ori- 
gine, sont affect6es par la transformation de LORENTZ (et par cons6quent par une trans- 
lation) de la m~me mani~re que les forces ~lectromagn&iques. 

I1 importait d'examiner cette hypoth&se de plus pr&s et en particulier de rechercher 

queUes modifications elle nous obligerait ~t apporter aux lois de la gravitation. 
On trouve d'abord qu'elle nous force A supposer que la propagation de la gravi- 

*) LANGEVIN avait 6t6 devanc6 par M. BUCHERER de Bonn, qui a 6mis avant lui la ra6me id6e. 
(Voir: BUCHERER, Mathematische Einfi~hrung in die EIektronentheorie; aofit I9O4. Teubner, Leipzig). 



SUR LA DYNAMIQ.UE DE L~t~LECTRON. I~ I  

tation n'est pas instantan&, mais se fait avec la vitesse de la lumi~re. On pourrait 

croire que c'est une raison suffisante pour rejeter l'hypoth~se, LAPLACE ayant d~montr~ 
qu'il ne peut en &re ainsi. Mais en rbalit~, l'effet de cette propagation est compens~, 
en grande partie, par une cause diff~rente, de sorte qu'il n 'y a plus contradiction entre 
la loi propos& et les observations astronomiques. 

t~tait-il possible de trouver une loi, qui satisfit ~i la condition impos& par LOR~STZ, 
et qui en m~me temps se r~duisit ,-t la loi de NEWTON routes les fois que les vitesses 
des astres sont assez petites pour qu'on puisse n~gliger leurs carr~s (ainsi que le pro- 
duit des accblerations par les distances) devant le carr~ de la vitesse de la Lumi6re ? 

A cette question, ainsi qu'on le verra plus loin, on doit rbpondre affirmativement. 
La loi ainsi modifi& est-elle compatible avec les observations astronomiques ? 
A premi6re rue, il semble que oui, mais la question ne pourra &re tranch~e que 

par une discussion approfondie. 
Mais en admettant m~me que cette discussion tourne ~i l'avantage de la nouveUe 

hypothbse, que devrons-nous conclure ? Si la propagation de l'attraction se fait avec la 
vitesse de la lumi6re, cela ne peut &re par une rencontre fortuite, cela doit &re parce 
que c'est une fonction de l '&her; et alors il faudra chercher ~l p~n&rer la nature de 
cette fonction, et la rattacher aux autres fonctions du fluide. 

Nous ne pouvons nous contenter de formules simplement juxtapos&s et qui ne 
s'accorderaient que par un hasard heureux; il faut que ces formules arrivent pour 
ainsi dire ~t se p~n&rer mutuellement. L'esprit ne sera satisfait que quand il croira 
apercevoir la raison de cet accord, au point d'avoir l'illusion qu'il aurait p u l e  pr~voir. 

Mais la question peut encore se presenter ~ un autre point de vue, qu'une com- 
paraison fera mieux comprendre. Supposons un astronome ant~rieur ~t COVF~R~IC et r& 
fl&hissant sur le systbme de PTOLeMY, E; il remarquera que pour mutes les plan&es, 
un des deux cercles, bpicycle ou d~f&ent, est parcouru dans le m~me temps. Cela ne 
peut &re par hasard, il y a donc entre routes les plan&es je ne sais quel lien myst& 
rieux. 

Mais COV~.RNIC, en changeant simplement les axes de coordonn&s regard~s comme 
fixes, fait &anouir  cette apparence; chaque plan&e ne d&rit plus qu'un seul cercle et 
les dur&s des r&olutions deviennent ind6pendantes (jusqu'A ce que K~.VLF.t~ r&ablisse 
entre eUes le lien qu'on avait cru d&ruit). 

Ici il est possible qu'ii y ait quelque chose d'anal[ogue; si nous admettions le po- 
stulat de relativitY, nous trouverions dans la loi de gravitation et dans les lois ~lectro- 
magn&iques un nombre commun qui serait la vitesse de la lumi~re; et nous le re- 
trouverions encore dans toutes les autres forces d'origine quelconque, ce qui ne pourrait 
s'expliquer que de deux mani~res: 

Ou  bien il n 'y  aurait rien au monde qui ne ffit d'origine 61ectromagn&ique. 
Ou bien cette partie qui serait pour ainsi dire commune ~l t ous l e s  ph~nom~nes 

physiques ne serait qu'une apparence, quelque chose qui tiendrait ~ nos m&hodes de 
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mesure. Comment faisons-nous nos mesures? En trasportant, les uns sur les autres, 
des objets regard6s comme des solides invariables, r6pondra-t-on d'abord; mais cela 
n'est plus vrai dans la th6orie actuelle, si l'on admet la contraction lorentzienne. Dans 
cette th~orie, deux longueurs 4gales, ce sont, par d6finition, deux longueurs que la 
lumihre met le m4me temps 2t parcourir. 

Peut-4tre suffirait-il de renoncer "l cette d6finition, pour que la thhorie de LORENTZ 
ffit aussi complbtement boulevers6e que l'a 4t6 le systbme de PTOLkMt~E par l'inter- 
vention de COPERNIC. Si cela arrive un jour, cela ne prouvera pas que l'effort fait par 
LORERTZ ait 6t6 inutile; car PTOLf:::MI~E, quoi qu'on en pense, n'a pas 6t6 inutile 
COPERNIC. 

Aussi n'ai-je pas h~sit~ ~i publier ces quelques r~sultats partiels, bien qu'en ce mo- 
ment m~me la th~orie enti~re puisse sembler mise en danger par la d&ouverte des 
rayons magn&ocathodiques. 

I . -  T r a n s f o r m a t i o n  de Lorentz.  

LORENTZ a adopt~ un syst~me particulier d'unit6s, de fa~on ~i faire disparaitre 
les facteurs 4 =dans  les formules. Je feral de m~me, et de plus je choisirai les unit~s 
de longueur et de temps de telle faqon que la vitesse de la lumi~re soit 6gale A I. 
Dans ces conditions les formules fondamentales deviennent, en appelant f, g, h le d6- 
placement 61ectrique, ~, [~, y la force magn~tique, F, 6;, H le potentiel vecteur, + le 
potentiel scalaire, p la densit6 ~lectrique, ~, ~, [ la vitesse de l'61ectron, u, v, w le 
courant : 

df  _ dy d~ d H  dG dE d+ 
~_ - - - - ,  o~ _ ' f - -  x ' u -dr + P~ - -  ~ a z ely cl z d t  a 

do~ dg db d? df,~ d f  d+ dF  
( I )  d t - -  d ~ d y ' d--[ q- Z _ ,~ - - o ,  Z ~ x x = ? , - d ~ - q t - Z ~ - ~ - - - - - o ,  

d , d ~ d ~ 
[ [ ] = a - - d t - - ; - - Y d x  , dt2, ~]+ --- - -  ?, [ [ ] F - -  - -  ~ .  

Un ~16ment de mati~re de volume d xd yd z ,  subit une force m6canique dont les 
composantes X d x d y d z ,  Ydxdyd;( ,  Z d x d y d  z se d~duisent de la formule: 

( 2 )  X = p f +  P ( ~ 7  - -  ~ ) "  

Ces 6quations sont susceptibles d'une transformation remarquable d~couverte par Lo- 
RENTZ et qui dolt son int6r~t ,'tce qu'elle explique pourquoi aucune exp6rience n'est 
susceptible de nous faire connaitre le mouvement absolu de l'univers. Posons : 

(3) x' = k1(x + ' 0 ,  t' = k l ( t  + ~x), y' = ly, ~' = l~, 

1 et E 6tant deux constantes quelconques~ et 6tant 

I 
k 

I -  ~2 
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Si alors nous posons: 

il viendra: 

d 2 d 2 

~ ' = S  ax,2 at,,, 

5 '  = F - ]  1-2. 

Consid&ons une sphere entrain& avec l'~lectron dans un mouvement de translation 

uniforme et soit: 
(x  - -  ~ t) ~ + (y - -  ~ t) 2 + (X - -  ~ t) ~ - -  r2 

l'~quation de cette sphere mobile dont le volume sera • ~ r'. 3 
La transformation la changera en un ellipsoide, dont il est ais~ de trouver l'& 

quation. On d~duit ais~ment en effet des ~quations (3) :  

k k y' ~' 
(3 b~s) x =  (x' - -  , t ' ) ,  t - - - T ( t '  - -  ~x')' Y = - - I '  ~(= i " 

L'6quation de l'eUipsoide devient ainsi: 

P ( x ' - - * t ' - - ~ t '  + ~ x ' ) ' + ( y ' - - ~ k t '  + ~ k * x ' ) ~ + ( Z  ' - ~ k t '  + ~ k * x ' ) ' = P r ' .  

Cet ellipsoide se d~place avec urL mouvement unfforme; pour t' = o ,  il se rbduit ~l 

k'x'~( ~ + ~-*)~ + (Y' + ~ k*-~') ~ + ( a ' +  ~k*x ' )  ~ =  1'~' 

e t a  pour volume: 

4 ~ r 3  13 
3 k(~ + ~ 0 "  

Si l'on veut que la charge d'un ~lectron ne soit pas alt~r~e par la transformation 
et si l'on appelie ~' la nouvelle densit~ ~lectrique, il viendra: 

(4) p, __ k (l ~ + ~pr 

Que seront maintenant les nouvelles vitesses ~', ~', ; on devra avoir: 

~, d,, '  d (x  + ~t) __ ~ + z 

= -'d'P- = d( t  --[- ex)  x n t- ~ ' 

~ , =  dy '  dy __ ~ ~ ,  
dt '  - -  kd(t  + cx) k(~ + ,~) ' k(I  + , ~ ) '  

d'ofl : 
b I 

(4  bis) P' ~' - -  -~3 (~ ~ -1-r P), t ~' ~'  ~ -  -V p.~,, p'~' =-VOW. 
I 

C'est ici que je dois signaler pour la premiere fois une diyergence avec LORE~TZ. 
LORE~TZ pose (5 la difference des notations pros) (loco citato, page 813, for- 

mules 7 et 8) :  

e, = z ~, ~, ~, /~. ~ p ,  = k'(~ + O, = k~, = 
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On retrouve ainsi les formules: 

mais la valeur de ?' diff&e. 
II importe de remarquer que les formules (4) et (4 his) satisfont ~t la condition de 

continuit~ 

d 0' N-d0 '} '  _ 
d t - ~  + z -  -d ~.' _ o .  

Soit en effet ), une quantit6 ind&ermin6e et D l e  d&erminant fonctionnel de 

(s) t+x , x+x?:,  y+x0. , :+xo  
par rapport A t, x, y, z~. On aura: 

D - -  D O + D X + D),' + D V + D4;O. 

avec D O - -  I, D~ d O d O = o .  

Soit k' = l ~),, nous voyons que los 4 fonctions 

(5':') t ' + V ? ' ,  x " - } -X 'O '~ ' ,  Y '+:~ . 'O"n ' ,  : ' + X ' ? ' ~ '  

sont lifies aux fonctions (5) par les m~mes relations lin+aires que les variables anciennes 
aux variables nouvelles. Si done on d&igne par D' le d&erminant fonctionnel aes 
fonctions (5 b~') par rapport aux variables nouvelles, on aura: 

D ' - -  D, D ' . =  D O + D; ),' + . . .  -1- D; ),4, 
d'ofl : 

d o ' N- d0'~'  D'~ D~ I' D~ = l -~D'  -=- ~ -= -d V' + ~-- -d~x' " c. Q. F. I). 

Avec l'hypoth~se de LORESTZ, cette condition ne serait pas remplie, puisque O' n'a 
pas la m6me valour. 

Nous d~finirons los nouveaux potentiels, vecteur et scalaire, de faqon ~t satisfaire 

aux conditions 

(6) [~]' + ' - -  - -  0', [ - ] 'F '  - -  - -  O':'. 

Nous tirerons ensuite de l~t: 

(7) + ' - -  k ( +  + ,F ) ,  F " - -  k ( F  + ,+), G,__ I H , _ _  I -7- G, -7-H. 

Ces s diff6rent notablement de celles de LORENTZ, mais la divergence ne 
porte en derni~re analyse que sur les d~finifions. 

Nous choisirons les nouveaux champs ~lectrique et magn&ique de fa~on ~t sati- 
sfaire aux fiquations: 

(8) f ,  _ d F '  d+'  d H '  d G '  
- - - -  dr' d x" ~' - -  - -  dy '  d z' 
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Il est ais~ de voir que: 

d k ( d -  d ) d  k ( d  St) d I d, d I d 
-dF=-F ?7 ~ ' d - x ' = T  ~ - - ~  , '  d-y'-- 7 d-)' d~,'-- 1 dz 

et on en conclut: 

~ .  f, = (g +~-( ) ,  = (h - - ~  ~), 

(9) , , _ i  k -F- ~' ~ '= (~--.~h), ~ '= (~,+~g). 

Ces formules sont identiques ~t celles de LORENTZ. 
Notre transformation n'alt~re pas les 6quations (I). En effet, la condition de con- 

finuit6, ainsi que les 6quations (6) et (8), nous fournissent d6j~t quelques-unes des ~qua- 
tions (1) (sauf l'accentuation des lettres). 

Les 6quafions (6) rapproch~es de la condition de continuit6 donnent: 

(io) d+' dF' 
dt' -~- ~--d x' = o .  

II reste ~t ~tablir que: 

df' ~, d.(' d ~' d ~' dg' d h' df' ., 
dt w-~- ~'-- dy' dz" dt' -- d z' dy '  ~-dx ' = r  

et l'on volt ais6ment que ce sont des cons6quences n&essaires des 6quations (6), (8) 
et ( I @  

Nous devons maintenant comparer les forces avant et apr~s la transformation. 
Soient X, Y, Z la force avant, et X', Y', Z' la force apr~s la transformation, 

toutes deux rapport~es ~ .l'unit~ de volume. Pour que X' satisfasse aux m~mes ~qua- 
tions qu'avant la transformation, on dolt avoir : 

X' = f f ' +  f ('~'V' - -  ~'~'), 
y' = ~ ' g ' +  ~' (~' ~' - -  ~'~,'), 

z '  = ~'~' + f (~'~' - ~'~'), 
ou, en rempla~ant toutes les quanfit~s par leurs valeurs (4), (4 u~) et (9) et tenant 
compte des ~quations (2):  

0I )  

X ' -7-  k 7(x+~Ex~), 
Y ' - - - ~ Y ,  

I 
Z ' - -  l--i-Z. 

Si nous repr6sentions par X,, Y,, Z les composantes de la force rapport~e, non 
plus ~l l'unit6 de volume, mais fi l'unit~ de charge ~lectrique de l'61ectron, et par X',, 
Y[, Z~ les m~mes quantit~s apr~s la transformation, nous aurions: 

X = f + ~ y - - [ ~ ,  X :=f '+~ '~" - -~ ' [ ' ,  X- -pX, ,  X'=?'X;  
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et nous aurions les ~quations : 

k x X I - -  - V  

(~I~") Y; = I~ ~' Y''  

Z',-- lS p,Z,.  
LOR~.~TZ avait trouv~ [~ la diff&ence des notations pros, page 813, formule (IO)]: 

x ,  = l ' x :  - + 
1 ~ I=~ ~, , 

(IIter) Y' ~- T Y: + -k-- r g ' '  

z , -  l 'z '  - -  k , + T -  �9 

Avant d'aUer plus loin, il importe de rechercher la cause de cette importante di- 

vergence. Elle tient fividemment ~i ce que les formules pour ~', "~', ~' ne sont pas 

les m~mes, tandis que les formules pour les champs ~lectriques et magn&iques sont 

les m~mes. 

Si rinertie des dectrons est exclusivement d'origine dectromagngtique, si de plus ils 
ne sont soumis qu'd des forces d'origine dectromagndtique, la condition d'dquilibre exige 
que l'on ait ~ l'intdrieur des dlectrons : 

X = Y - - - Z = o .  

Or en vertu des ~quations ( I I )  ces relations ~quivalent ~t 

X ' - - Y ' = Z ' = o .  

Les conditions d'gquilibre des dectrons ne sont donc pas alte'r&s par la transformation. 
Malheureusement une hypothbse aussi simple est inadmissible. Si, en effet, on sup- 

pose ~ - -  "~ = ~ - -  o, les conditions X = Y - -  Z - -  o entraineraient f = g = h = o, 

et par consequent ~--~x = o, c'est-s ? = o. On arriverait des r~sultats analo- 

gues dans le cas le plus g~n&al. II faut donc bien admettre qu'il y a outre les forces 
~lectromagn&iques, soit d'autres forces, soit des liaisons. I1 faut alors chercher ~i quelles 

conditions doivent satisfaire ces forces ou ces liaisons, pour que l'~quilibre des blectrons 

ne soit pas troubl~ par la transformation. Ce sera l'objet d'un paragraphe ult&ieur. 

S 2 . -  P r i n c i p e  d e  m o i n d r e  a c t i o n .  

On salt comment LORElqTZ a d~duit ses ~quations du principe de moindre action. 

Je reviendrai cependant sur la question, bien que je n'aie rien d'essentiel ~t ajouter /t 

l'analyse de LORENTZ, parce que je pr~f~re la presenter sous une forme un peu diff& 

rente qui me sera utile pour mon objet. Je poserai: 



SUR LA DYNAMIO_UE DE L'I~LECTRON. 137 

en supposant que f ,  % F, u, etc. sont assujetties aux conditions suivantes et ~i celles 
qu'on en d~duirait par sym6trie : 

df dH d G df 

Quant  ,h l'int6grale J elle dolt ~tre ~tendue : 
I ~ par rapport "2t l'616ment de volume d'r ~ dxdydz, ~ l'espace tout entier; 
2 ~ par rapport au temps t, ~l l'intervalle compris entre les limites t = to, t - - t .  
D'apr~s le principe de moindre action, l'int6grale ] dolt ~tre un minimum, si l 'on 

assujettit les diverses quantit6s qui y figurent : 
I ~ aux conditions (2 ) ;  
2 ~ ~ la condition que l'~tat du syst~me soit d6termin~ aux deux 6poques limites 

t=to ,  t = t , .  
Cette dernihre condition nous permet de transformer nos int6grales par int6gra- 

tion par parties par rapport au temps. Si nous avons en effet une int6grale de la 
forme 

f dtd.~A dB~C 
dt ' 

off C est une des quantit6s qui d~finissent l'6tat du syst~me et ~ C sa variation, eUe 

sera 6gale (en int6grant par parties par rapport au temps):  

Comme l'~tat du syst~me est d~termin6 aux deux @oques limites, on a 8 C - - - o  
pour t = to, t - - t ;  donc la I ~e int6grale qui se rapporte ~t ces deux @oques est 
nulle, et la 2 de subsiste seuie. 

Nous pouvons dc m~me int6grer par parties par rapport ~i x, y ou a[; nous avons 
en effet 

f d~xdxdydz~dt ~ dBdydz~dt-- -d-x xdydz~dt. 

Nos int6grations s'6tendant jusqu',i l'infini, il faut faire x - - - + - o o  dans la I ~re 
int~grale du 2 a~ membre ; d o n c ,  comme nous supposons toujours que toutes nos fonc- 
tions s 'annulent ~t ['infini, cette int6grale sera nulle et il viendra 

F 3a_4s "r d ~. 

Si le syst~me ~tait suppos6 soumis ~t des liaisons, il faudrait adjoindre ces con- 
ditions de liaison aux conditions impos~es aux diverses quantit6s qui figurent dans l'in- 
t6grale J. 

Donnons d'abord k F, G, H des accroissements ~F,  ~ G, ~ H ;  d'ofl: 

dSH dSG 
dy dz~ 

Rend. Circ. Matera. Palermo, t o m o  XXI (i9o6). --Stampato il x 4 dicembre x9o 5. 18 
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On devra avoir 

a-~ I -  Y"~F] =~ 
ou, en int~grant par parties, 

d'ofi, en ~galant /t z&o le coefficient de l'arbitraire 8 F, 

d'c d~ 
( 3 )  ~ - dy  d~ " 

Cette relation nous donne (avec une integration par parties): 

o n  

d'ofi enf in : 

D~sormais, et grace ~i la relation (3), a J  est ind&pendant de aF et par cons&quent 
de a :~; raisons varier maintenant les autres variables. 

I1 vient, en revenant ~. rexpression (I)  de jr, 

a jr= fdtd-~(yfaf-- Y Fau). 
Mais J, g, b sont assujettis ~t la I ~ des conditions (2), de sorte que 

(5) zd~f --~e, dx 
et qu'il convient d'~crire : 

(6) ~jr-- f dtd'c[Y'fdf-- 5-F~u--*(Y d~f 
Les principes du calcul des variations nous apprennent que l'on doit fake le calcul 

comme si, ~ &ant une fonction arbitraire, ~jr &ait repr&ent~ par l'expression (6) et 
si les variations n'&aient plus assujetties ~ la condition (5). 

Nous avons d'autre part 
daf 

d'ofi, apr~s integration par parties, 

f ( f + dtd~:(+~e - -  

Si nous supposons d'abord que les 61ectrons ne subissent pas de variation, 
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8 ? ~--- 8 ? ~ = o et la seconde int6grale est nulle. Comme ~ J dolt s'annuler, on dolt 
avoir : 

dF d+ 
(8) f + ~ + ~ = o. 

I1 reste donc dans le cas gtn&al: 

(9) 8 1 - -  f d t d ' ~ ( + ~ e -  Z F ~ ? g )  �9 

I1 reste/t d&erminer les forces qui agissent sur les 61ectrons. Pour cela nous de- 
vons supposer qu'on applique ~t chaque 61bment d'~lectron une force complbmentaire 
--  Xdv, - -  Ydv, - -  Zdv  et 6crire que cette force fait 6quilibre aux forces d'origine 
6lectromagn&ique. Soit U, /1 ,  /4 z les composantes du d6placement de l'616rnent dv 
d%lectron, d6placement compt~ ~t partir d'une position initiale quelconque. Soient ] U, 

V, 8 W les variations de ce d@lacement; le travail virtuel correspondant de la force 
complbmentaire sera : 

-- f yx ud. , 

de sorte que la condition d'tquilibre dont nous venons de parler s'&rira: 

I1 s'agit de transformer ~J. Pour cela commenqons par chercher l'~quation de 
continuit6 exprimant que la charge d'un 6lectron se conserve par la variation. 

Soient Xo, Yo, Zo la position initiale d'un ~lectron. Sa position actuelle sera: 

x - - x o + U ,  y = y o + V ,  Z - -  L , +  W. 

Nous introduirons en outre une variable auxiliaire r qui produira les variations 
de nos diverses foncdons, de sorte que, pour une foncdon A quelconque, on air: 

de"  

I1 me sera commode en effet de pouvoir passer de la notation du calcul des va- 
riations, h celle du calcul diff&entiel ordinaire, ou inversement. 

Nos fonctions pourront &re regardbes: I ~ soit comme d~pendant des cinq varia- 
bles x, y, ~, t, r de telle sorte qu'on reste toujours ~ la m~me place quand t e te  varient 
seuls: nous d~signerons alors leurs d&iv&s par des d ordinaires; 2 ~ soit comme d~pen- 
dant des cinq variables x o, Yo, ~o, t, ~, de telle sorte qu'on suive toujours un m~me 
~lectron quand t et ~ varient seuls: nous d~signerons alors leurs d&iv~es par des 0 
ronds. On aura alors: 

(II) ~ __ OU _ dUd~t - ~dU dU~ ~dU tgx 
c) t d x "~- ~ a y + d z - -  c~ t " 

D~signons maintenant per a le d&etminant fonctionnel de x, y, Z par rapport ~t 
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Xo, Yo, Zo: 03(x, y, <) 
A ~  

03(Xo, Yo, <o)" 
Si ~, x o, Yo, <o restant constants nous donnons ~t t u n  accroissement c)t, il en 

r~sultera pour x, y~ < des accroissements 03x, 03y, 0<, et pour A un accroissement 
c)A, et on aura: 

03 x - -  ~ O t, 03 y - -  ~ 03 t, 03 Z = [ 03 t, 

A + OA - -  03(x + 03x, y + 03y, Z + c)<). 
03(Xo, Yo, ~o) 

d'ofi 
03A I + - a -  = 

(12) 

(1.3) 
d'ot~ : 

03 ( x + 03 x , y + O y , < -sr- 03 < ) _ 03 ( x + ~ 03 t , y + m 03 t , < + ~ 03 t ) 
03(x, y, Z) - -  03(x, y, Z) 

On en d6duit: 
I 03A d~ d~ d~ 

-A 03 t - -  d x + -d-yy + ~ " 

La masse de chaque +lectron &ant invariable, on aura: 

037A 
03t - - %  

c)~ d~ 03~ d~ ~ x  d~ d?~ 
c y { + ~ - ? T x x  - - ~  03 t - -  d t + ~ ~ , d--7 + Z d x - -  o. 

Telles sont les diff&entes formes de l'6quation de continuit6 en ce qui concerne 
la variable t. Nous trouvons des formes analogues en ce qui concerne la variable ,. 

Soit : 
03U~, 03V~, 03W 

~ U ---" F -  d , ~ V = -o- 7 , ~ W = 03,. ~ , ; 

il viendra: 
�9 d U ~  u d U  v d U  w d U  

(~i ~') ~ u =  a, + ~  -aT + ~  ~7  + ~  a~' 
03A 03 U 03~A 

030 .-- d~U 030 dp ~Vd~ ~ # a U  
( l f i 9  ~ ' b ~  + 2_P ~x  = o, 03~ - -  d, + Z U ~  Uxx' e + dx - -  o. 

o3U~,  et ceUe de On remarquera la diff6rence entre la d6finition de ~ U - - - f f ~ -  

d ? ~ , ;  on remarquera que c'est bien cette d6finition de ~ U qui convient h la 

formule ( i  o). 
Cette derni~re 6quation va nous permettre de trasformer le i et terme de (9) ;  nous 

trouvons en effet: 

dx  ' 
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05) 
On on d6duit: 

ou, en int6grant par parties, 

( ' 4 )  f dtd'~+3? f dtd'r d* = p~x~U. 

Proposons-nous maintenant de d6terminer 

d(~),~.  
~(~) = d~ 

Observons que e A ne peut d6pendre que de Xo, Yo, Zo; en effet, si l'on consi, t~re 
un 616ment d'61ectron dent la position initiale est un parall61ipip6de rectangle dent les 
ar&es sent dxo, dye, dZo , la charge de cet 616ment est 

~adxodyodG 
et, cette charge devant demeurer constante, on a: 

3 7 a  Opa 
a t  - -  a~ - - o .  

( 1 6 )  
O~PA? = - -  

-~-TI" 
Or on sait que pour une fonction A quelconque on a, par l'6quation de continuit6, 

I C~A A dA dA~ 
a at --d-7 -}-~-'-d'x- 

et de m4me 

i c3dA 
a O~ 

On a donc: 
OU 

, a /  . a U ~  d?-bT 
('7) T - ~ - - | ? ~  - ! u o ,  ! --- a ,  

U d A ~  dA 
- s ~  + Y  a~ 

I a v a u x  d i a u a r ~  ( a v o w ~  
dv ~ ~ )  V ~ J  d~p ot o~ I 

- - +  dx f" dy -[- d z ' 
U au , l  a z a u \  a w a u  d . b~-i a /  aU\  d ~ - ~ +  q 

LI7 ) - - ~ - ~ p A - ~ - ) =  d---T- dx - -  dy d~ 

Les 2 d' membres de (I7) et (17 bi') doivent ~tre 6gaux et, si l'on se souvient que 

dp~ O U ,. 0 U ~ = ~ Or, ~ - -  ~t~, 
a t  = ~' c)---~- d ,  

il vient : 

d(g~U) d(gSZ) d 0 ~ W  ) d(p~U) d(gSV) d(o-~SU) d(g~V) 
(18) ~?~@ dx { dy ~ dK -- d t [- dx -37 dy -~ dz~ 

Transformons maintenant le 2 a terme de (9); il vient: 

f dtd-r ~-F~o~ 
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Le second membre devient, par l'int6gration par parties: 

fdtd,:[  dF - y__eav a~- >-~aS~- Yg~4+., y_e~av~,,, + Yga~a~' , 
Remarquons maintenant que: 

u d H  w d F  dG 
5- p~ a r aF - ZpCa vp~a Zp~ u-- dy - -  d x '  d K --  dx" 

Si, en effet, dans les deux membres de ces relations, on d&eloppe les ~-, riles de- 
viennent des identit~s; et souvenons-nous que 

dH dF dG dF 
d x d z~ --  ~' d x d y --  T, 

le second membre en question deviendra: 

g / +  Ypv~u- Yp~ , 

de sorte que finalement: 

aJ-~ -~--d-[n t -~-  gn) --  d ta , :~ .paU(- - f  n t - ~ - -  g~). 

En ~galant le coefficient de a U dans les deux membres de (IO) il vient: 

x = f  - ~  + y~. 
C'est l'&quation (2) du ~ pr&&dent. 

8 . -  La transformation de Lorentz et le principe de moindre action. 

Voyons si le principe de moindre action nous donne la raison du succ~s de la 
transformation de LORE~TZ. I1 faut d'abord voir ce que cette transformation fair de 
Hnt~grale : 

(formule 4 du ~ 2). 
Nous trouvons d'abord 

dt' d'~' --  14did'r, 

car x', y', Z.', t' sont li6s ',t x, y, ~, t par des relations lin&ires dont le d&erminant 
est 6gal 'a 14; il vient ensuite: 

l l~-f'=--f=q-k=(g=nt-b=)+k=~=(~'.~T=)nt-2k=r i -- h}) 

O) 14 yoC=__o~=+k~(~,+ Ta)+k=~,(g=_{_h=)+ 2k=r ts}) 

(formules 9 du w I), d'ofl: 

l ' ( Z f '  - Z r  Z Y " -  >-='; 
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de sorte que si l 'on pose: 

= 

il vient : 
J'=l. 

I1 faut toutefois, pour que cette ~galit6 soit justifi&, que les limites d'int6gration 

soient les m~mes; jusqu'ici nous avons admis que t variait depuis t o jusqu'A t I , et x, 

y, Z depuis - -  oo jusqu'~t + oo. A ce compte les limites d'int~gration seraient ak&&s 

par la transformation de LORF.lqTZ; mais rien ne nous emp&he de supposer t o - - - - o %  

t I - -  + oo ; avec ces conditions les limites sont les m~mes pour J e t  pour J'. 

Nous avons alors ~t comparer les deux equations suivantes analogues A l'~quation 

0o)  du S 2: 

~J=-- f yx~ud.~dt 
(2) 

B j,-- -fyx, v,d,,at,. 
Pour cela, il faut d'abord comparer ~ U' ~t ~ U. 

Consid6rons un ~lectron dont les coordonn&s initiales sont Xo, Yo, Zo; ses coor- 
donn&s ~i l'instant t, seront 

x - - x o + U ,  y = y o + V ,  ~ = : ( o  + W. 

Si on consid~re l'~lectron correspondant apr~s la transformation de LORrSTZ, il 

aura pour coordonn&s 

x' - -  k l ( x  + ~0, y' - -  ly, ~(' = lZ, 
off 

x ' - -  Xo + u', y' = y o +  v', ~' = ~ o +  w' ;  
mais il n'atteindra ces coordonn~es qu'~t l'instant 

t' = kl(t + ~x). 
Si nous raisons subir ~ nos variables des variations ~ U, a V, ~//7 et que nous 

donnions en meme temps ~ t u n  accroissement at, les coordonn&s x, y, Z subiront 

un accroissement total 

~ x - - - ~ U + ~ t ,  ~ y - - B V + n ~ t ,  

Nous aurons de m~me: 

Bx' - -  B U' + ~'~t', ~y' - -  B V' + "r.'~t', 

et en vertu de la transformation de LORENTZ : 

~x' - -  kl.(Bx + ,~t),  By' - -  l~y, BZ' ---- I~Z, 

d'ofi, en supposant ~ t - - o ,  les relations: 

~x ' - - -~U '  + ~ ' B t ' - - k l B U ,  

~y'-- Bv' + ,~'~t'= l~v, 

~t' - -  klr U. 
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Remarquons que 
~,__ ~+~ 

k ( i  ' t -  ~ ) '  

il vicndra, en remplaqant ~ t' par sa valeur, 

k10 + ~ 0 ~ u =  ~ u ' 0  +~.0+ 
;(i + ~O~z= ~v'(~ + ~.~) + 

Si nous nous rappelons la d~finition de k, nous 

k ~" u' -~ 
~ U = T 8  + ~ 

~ V =  T + -~8 

et de m4me 

d'o6 

(3) 

(~. + ,)k~,~ u, 

"~Iz~U. 
tirerons de t~: 

U! 

V t  "t 

y x~ u -- ~ ( k  X~ 

Or, en vertu des 6quations 

Isw' ~ U' 
-T + ~ ; 

U' + Y ~ V ' +  Z S W ' ) +  k---~SU'yX~. 

(2) on doit avoir: 

f f ~fLx~vdra,'. ~.X'SU'dt'd~:'-- ~ X S U d t d ' ~ - -  

En rempia~ant ~ X 8  U par sa valeur (3) et identifiant, il vient: 

X, = ~s X + ~ ~-X~ y, ~_ y, Z'= I~-z. 
Ce sont les bquations ( i1)  du w I. Le principe de moindre action nous conduit 

don,: au m~me r+sultat que t'analyse du ~ I. 

si nous nous reportons aux formules (0 ,  nous voyons que Y f ~ -  Y ~ n'est 
pas alt6r~e par la transformation de LORE~TZ, sauf un facteur constant; il n'en est pas 

de Jn4me de l'expression ~-_f~ n t- ~ - ~  qui figure dans l'6nelgie. Si nous nous bor- 
nons au cas 06 ~ est assez petit pour qu'on en puisse n4gliger le carr6 de sorte que 

k =: r et si nous supposons aussi I ~--- I, nous trouvons: 

Y-s Yp + 2~(gv- h~), 

ou, par addition, 

~-ff + y o~ '~ -- y ff + y od + 4 ~ (g u -- h ~ ) . 

w 4 . -  Le Groupe de Lorentz. 

I1 importe de remarquer que les transformations de LORENTZ forment un groupe. 

Si l'on pose en effet: 

x'---kl(x-{-~O, y ' = l y ,  Z'=IK, t ' - - -k l ( t+ex) ,  
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et d'autre part 

x" = k' l' (x' -t- tit'), y" - -  l' y', 
avec 

k -2 ~-- I - -  s 2 ,  

il viendra : 

x" = k" l" (x  + ~"t), y" -= l"y, 
avec 

~" --- l' ~', 

kp--2 .-_-- I _ _  $r2 ,  

t" = k' I'(t' + ~' ~'), 

zj'=r'a, t"=k"t"(t+~"x), 

~" - , ' + + , " +  *' r '  = zz', k" = kk ' (~  + **') - -  1/i - -  , " '  

Si nous donnons ~ I la valeur I, que nous supposjons , infiniment petit, 

x' - -  x -1- 3x, Y' = Y --t- ~Y, Z' --- Z + ~Z, t' - -  t + St, 

il viendra : 

8x - -  st, ] y  = ] ~ - -  o, 8t = sx. 

C'est 1~ !a transformation infinit6simale g6n6ratrice du groupe, que j'appeUerai la 

transformation T et qui d'apr~s la notation de LIE peut s'&rire: 

Si nous supposons e = o et l = r + ~ l, nous trouverions au contraire 

~x = x]l,  ~y = y~l, ]z~= z~ ]l, 8t = tS1 

et nous aurions une autre transformation infinit6simale T O du groupe (~t supposer que 

I et z soient regard~s comme des variables ind@endantes) et on aurait avec la nota- 

tion de LIE: 

d~? d~? de? 
To = x 3~x + Y Ty + ~-d-~ + td  ~ . 

Mais on pourrait faire jouer ~ l'axe des y ou ~t cetui des ~ le r61e particulier que 

nous avons fait jouer ~t l'axe des x; on aurait ainsi deux autres transformations infi- 
nit6simales : 

T 3 t~--~ z + 
d~ 

- -  ~:-dT' 

qui n'ak6reraient pas non plus les 6quations de LORE~TZ. 

On peut former les combinaisons imagin&s par LIE, teUes que 

[T L] --  xd? d~ 
' d y  - -  Y-~x; 

mais il est ais6 de voir que cette transformation 6quivaut ~ un changement d'axes de 

coordonn6es, les axes tournant d'un angle tr6s petit autour de l'axe des ~. Nous ne 

Rend. Circ. Mater,*. Palermo, t o m o  X X I  ( x 9 o 6 ) . - -  S tampa to  iI 14 dicembre z9o $. x 9 
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devons done pas nous &onner si un pareil changement n'alt6re pas la forme des 6qua- 
tions de LORE~TZ, 6videmment inddpendantes du choix des axes. 

Nous sommes done amen6s ,4 envisager un groupe continu que nous appellerons 
le groupe de LORE~TZ et qui admettra comme transformations infinit6simales: 

I ~ la transformation T o qui sera permutable ~i routes les autres; 
2 ~ les trois transformations T ,  T ,  T~; 
3 ~ les trois rotations [ T ,  TO], [T~, T3] , [T3, T] .  
Une transformation quelconque de ce groupe pourra toujours se d&omposer en 

une transformation de la forme: 

x '  - -  I x ,  y '  - -  l y ,  Z' "-- IZ, t' - -  I t  

et une transformation lin6aire qui n'alt6re pas la forme quadratique 

x2+f +fl--tL 
Nous pouvons encore engendrer notre groupe d'une autre mani6re. Toute trans- 

formation du groupe pourra &re regard& comme une transformation de la forme: 

( I )  x '  - -  k l ( x  + ~t) ,  y ' =  ly ,  K' - - -1K,  t' - -  k l ( t  + ~.x) 

pr6c6d6e et suivie d'une rotation convenable. 
Mais pour notre objet, nous ne devons consid6rer qu'une partie des transformations 

de ce groupe; nous devons supposer que l e s t  une fonction de ,, et il s'agit de choisir 
cette fonction, de faqon que cette partie du groupe, que j'appellerai P forme encore 

un groupe. 
Faisons tourner le systhme de 18o ~ autour de l'axe des y, nous devrons retrouver 

une transformation qui devra encore appartenir ~ P. Or cela revient 4̀ changer le signe 
de x, x'~ Z et Z'; on trouve ainsi: 

(2) x '  - -  k l ( x  - -  , t ) ,  y '  - -  l y ,  Z' - -  I ; ,  t' - -  k l ( t - -  , x ) .  

Doric I ne change pas quand on change ~ en - -~ .  
D'autre part, si P est un groupe, la substitution inverse de ( 0 ,  qui s'&rit: 

x ' k  - -  ----~. ~' = - ~ - ,  t ' - -  ~x), -F-(x  - -  ~t), y' k 
= , - 7 - (  t - (3) 

devra 6galement appartenir 4̀ P;  elle devra donc &re identique ~i (2), c'esM-dire que 
I 

I = -  T .  

O n  devra done  avoir  I = I .  

w 5 . -  Ondes de Langevin.  

M. L~.I~G~.vI~ a mis sous une forme particuli6rement 616gante les formules qui 
d4finissent le champ 41ectromagn&ique produit par le mouvement d'un 61ectron unique. 

Reprenons les 4quations 

O )  [-"]+ - -  - -  ~, /--IF - -  - -  ?~. 
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On sait qu'on peut les int~grer par les potentiels retard6s et qu'on a: 

I fp, a. + = , 

Dans ces formules on a: 

d% = dGdyxdG, 

4 X r 

r ~ = (x - -  x,) ~ + (y - -  y,)~ + (z~ - -  z~ff, 

tandis que p, et ~, sont les valeurs de p e t  de ~ au point x, ,  y , ,  G et ~t Hnstant 

t ~ - ' - t ~ r .  

Soient : Xo, Yo, Ko les coordonn&s d'une mol&ule d '&ct ron  ~t l'instant t;  

x --  Xo.-[- U , y --yo.+- V, K --Zo-[- W 
s e s  coordonn~es ~t Hnstant t .  

U, V, W sont des fonctions de Xo, yo, ~o, de sorte que nous pourrons &rire:  

dU dU dU 
d G --- dx o + --d-~xodxo + -d~ydyo + -~GdG -~- ~, d t ;  

et si l'on suppose t constant, ainsi que x, y et Z: 

dr, = + y X -  X'ax,. 
r 

Nous pouvons donc &tire: 

dG I~f-r 'r +dy,'.,,Y'--Yr + d z ' ~ Z ' - - Z = d x ~  +dY~176 

avec les deux autres 6quations qu'on peut en dtduire par permutation circulaire. 
Nous avons donc: 

I - -  d x  o I d U I 
r r ~ I 

e n  posant 
d% -- dxodyod G. 

~tudions les d&erminants qui figurent dans les deux membres de (3) et d'abord 
dans le i e~ membre; si on cherche Ale d&elopper, on volt que les termes du 2 a e t  

du 3 e degr6 par rapport ~t ~ ,  ~, ,  [, disparaissent et que le d&erminant est ~gal ~l 

x . + ~ x , - - x - . l - ~ Y , - - Y  } - [ G - - Z - - I q _ o ,  
r r r 

to dtsignant la composante radiale de la vitesse ~,, ~, ,  [ , ,  c'estdt-dire la composante 
dirig& suivant le rayon vecteur qui va du point x~ y, Z au point x , ,  y, ~ G.  

Pour obtenir le 2 a d&erminant, j'envisage les coordonn&s des diff&entes mol&ules 

de l'~lectron ~t un instant t I qui est le mtme pour toutes [es mol&ules, mais de teUe 

fa~on que pour la mol&ule que j'envisage on ait t = t ' .  Les coordonntes d'une mo- 
[&ule seront alors: 

y:=yo+r, 
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U', V', W' &ant ce que deviennent U, /% /;I'" quand on y remplace t I par t',; comme 
t~ est le m~me pour toutes les mol&ules, On aura: 

( du,  sv ,  
d ' dx x I +  d x o j + d y o - - + d Z o  x, ~--- o dy ~ dK ~ 

et par cons6quent 
�9 o i  a v '  d r '  a v'  

d'~' = d  + dx o' dyo' d;(o ' 
en posant 

dr: = d,qdy:d ;. 

Mais l'~l~ment de charge ~lectrique est 

d~. --- ?d~-'  
dU' dU 

et de plus pour la moldcule envisagde, on a t --- (i et par consequent clxo --  dx O' etc.; 

nous pouvons donc 6crire: 

d~ _ _ p d ~ : o i + d U  dU dU 
dxo' dyo' -dZo' 

de sorte que l'6quation (3) deviendra: 

p d (i + 0 , ) = d r ,  
et les ~quations (2): 

1 f dp. 1 j "  ~,du. +,o) '  F =  

Si nous avons affaire ~t un 61ectron unique, nos int~grales se r6duiront ~l un seul 
616ment, pourvu que l'on ne consid6re que des points x, y, Z suffisamment 61oign6s 
pour que r et co aient sensiblement la m~me valeur pour tousles points de l'61ectron. 
Les potentiels +, F, G, H d@endront de la position de cet blectron, et aussi de sa 
vitesse, car non seulement ~ ,  -~, ~ figurent au num6rateur dans F, G, H, mais la 
cornposante radiale co figure au d~nominateur. I1 s'agit bien entendu de sa position et 
de sa vitesse ~. ['instant t .  

Les d&iv~es partielles de '4', F, G, H par rapport ~ t, x, y, ~i (et par cons6quent 
les champs ~lectrique et magn~tique) d@endront en outre de son acc616ration. De plus, 
elles en d~pendront lindairement, puisque dans ces d6riv6es cette acc+l&ation s'introduit 
par suite d'une diff6rentiation unique. 

LANGEVI~ a 6t+ ainsi conduit ~l distinguer dans les champs +lectrique et magn~- 
tique les termes qui ne d@endent pas de l'acc616ration (c'est ce qu'il appelle l'onde de 
vitesse) et ceux qui sont proportionnels ~t l'acc616ration (c'est ce qu'il appelle l'onde 
d'acc616ration). 

Le calcul de ces deux ondes est facilit6 par la transformation de LORESTZ. Nous 
pouvons en effet appliquer cette transformation au systbme, de faqon que la vitesse de 
l'61ectron unique envisag6 devienne nulle. Nous prendrons pour l'axe des x la direction 
de cette vitesse avant la transformation, de sorte que, ~t l'instant t ,  
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et nous prendrons ~ - - -  ; de telle fagon que "J15 

~t I = "l'~; = ~;  = O. 

Nous pouvons donc ramener le calcul des deux ondes au cas off la vitesse de 
i'~lectron est nulle. Commen~ons par l 'onde de vitesse ; nous pouvons remarquer d'abord 

que cette onde est la m~me que si [e mouvement  de l'~Iectron &air uniforme. 
Si la vitesse de l'~lectron est nulle 5 on a:  

u--o, F - - G - - H = o ,  +__ V', 
4~r ' 

l*, &ant la charge 0ectrique de I'~lectron. La vitesse ayant &6 ramen6e A z~ro par la 
transformation de LORENTZ, nous avons done: 

F ' = G ' - - H ' = o ,  + ' - -  ~" 
4~r  '' 

r' &ant la distance du point x', y', Z' au point x',, y',, Z',, et par cons6quent: 

~' - -  i~' - -  7' - -  o, 

f , _  V-, ( x ' - -  x:) K ' - -  ~' ( Y ' - -  y ' )  h ' - - -  ~'' ( a : ' - -  a:',)_ 
4~r,3 , 4=r '3  , 4~r,3 �9 

Faisons maintenant la transformation inverse de ceUe de LORESTZ pour trouver 
le champ %ritable correspondant • une vitesse - - ~ ,  o, o. Nous trouvons, en nous 

reportant aux ~quations (9) et (3) du w i :  

t ~ - -  o ,  ~ - -  ~ h ,  7 - -  - -  ~g5 
~. kP.  ~. kl ~- ~. k13. __ 

(4) f = ~ - ~ 7 ( x  + e t - -  xx- -* t , ) ,  g - - ~ T x r ~ ( Y - - Y , ) ,  b--~-~rr Z,). 

On  voit que le champ magn&ique est perpendiculaire ~ l'~txe des x (direction de 
la vitesse)et au champ ~lectrique 5 et que le champ ~lectrique est dirig6 vers le point :  

(s) y,, 
Si l%lectron continuait A se mouvoir d'un mouvement rectiligne et uniforme avec 

la vitesse qu'il avait ~ l'instant t ,  c'est-s avec la vitesse - - : 5  o, o 5 ce point (5) 
serait celui qu'i[ occuperait ~t l'instant t. 

Passons ~ l 'onde d'acc~16ration; nous pouvons, grace ~t la transformation de Lo- 
RENTZ~ ramener  sa d&ermination au cas off la vitesse est nulle. C'est le cas qui est 
r~alis~ si on imagine un ~lectron qui ex&ute des oscillations d'amplitude tr6s petites, 
mais tr&s rapides, de fagon que les d~placements et les vitesses soient infiniment petitg 
mais que les acc~16rations soient finies. On  retombe ainsi sur le champ qui a &6 &udi~ 

dans le c+16bre M6moire de HERTZ intitu[6 D/e Krafte elektriscber Scbwingungen nacb 
dee MAXWELL'schen Theorie et cela pour un point trbs +loign& Dans ces conditions: 

io Les deux champs 61ectrique et magn&ique sont ~gaux entre eux. 

2 ~ Ils sont perpendiculaires entre eux. 

3 ~ Ils sont perpendiculaires ~ la normale ~t la sph6re d'onde, c'est-~t-dire ~ la 
sph6re dont le centre est le point x , ,  y , ,  ~,.  
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Je dis que ces trois propri&& subsisteront encore quand la vitesse ne sera pas 
nulle, et pour cela, il me suflit de montrer qu'elles ne sont pas alt6r~es par la trans- 
formation de LORU.STZ. 

Soit en effet A l'intensitb commune des deux champs, soit 

( x - - x ) = r ' ~ ,  (y - -  y,) - -  r~., ( Z - - Z ~ ) - - r v ,  X= + V-= q-- *= - -  I. 

Ces propri&& s'exprimeront par les ~galit~s : 

A, Z f  , Z e  

ce qui veut dire encore que 

Zfo~  -~ O, Z f ( x -  x,) - -  o, 

Z f ) ,  - -  o, Z = ; t  - -  o; 

b __g_ h 
A ~ A ~ A 

A ~ A '  A 
),, ~-~ 

Z = ( ~ - ~ , )  = o, 

z~(Zr = -  Z r  = Z p -  Z e .  

Donc Z f f - - -  Z == entraine Z f  ~--- Z a'=" 
D'autre part, en partant des ~quations (9) du w I, on trouve: 

14Zf'~'----Zf% 
~e qui montre que Z f ~  = o entraine Yf '  ~ ' =  o. 

Je dis maintenant que 

( 8 )  ~ - f '  (x '  - -  x : )  = o, ~- ~' (x '  - -  x : )  = o. 

En effet, en vertu des 6quations (7) (ainsi que des ~quations 9 du ~ I)  les pre- 
miers membres des deux ~quations (8) s'6crivent respectivement: 

k 
k~-[ f  r + 7(Y (< Z,)], -7- ~__.f (x - -  x ) .-[- - -  y , ) - -  ~ - -  

k k_~[o~ r - - (  ~_. a (x  - -  x,) + - -  h(y  - -  y,)  + g(z - -  Z,)]. 

sont les cosinus directeurs de trois directions rectangulaires, et on en d~duit les relations: 

OU 

(6) f r = ~ ( Z - - z . ) - - ~ ( y - - y , )  , ~ r - - b ( y - - y , ) - - g ( z - - ~ , ) ,  

avec les ~quations que l'on en peut d~duire par sym&rie. 
Si nous reprenons les ~quations (3) du w I, nous trouvons: 

i x ' -  x' = k 1 [ ( x -  x,) + ~ ( t -  t ) ]  = kl[(x  - -  x,) + ~r], 
(7) 

t y' - -  y~, = l (y  - -  y,), ] 
Z ' - -  ~, = l ( Z -  Z,). 

Nous avons trouv~ plus haut au w 3: 
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Ils s'annulent done en vertu des 6quations ~ X - f ( _ v - - x ) - - N - ~ . ( x - - G ) =  o 
et en vertu des 6quations (6). Or c'est l'l pr&isbment ce qu'il s'agissait de d~montrer. 

On peut d'ailleurs arriver au meme r&ultat par de simples consid&ations d'ho- 

mog6n6it~. 
dx 

En effet, hb, F, G, H sont des fonctions de x - -  x,, y - - y , ,  Z - -  <,, ~, - -  d t  ' 

dy,  r dz,  homog6nes de degr6 n I par rapport h x, y, Z, t, x, ,  y, ,  Z,, t, 
~I ~ dt, ' ~' --- d t  

et ~t leurs diff&entielles. 
Donc les d&iv&s de +, F, G, H par rapport ~t x, y, K, t (et par cons6quent 

aussi les deux champs f,  g, h; ~, ~, y) seront homogbnes de degr6 - - 2  par rapport 
aux m~mes quantit6s, si nous nous rappelons d'ailleurs que [a relation 

l/Y( 
est homog6ne par rapport dtces quantit6s. 

dx, 
Or ces d4riv6es ou ces champs d6pendent des x -  G ,  des vitesses ~ et des 

d2 X I  t �9 
acc616rations - ~ ;  ils se composent d'un terme ind6pendant des acc~leratlons (onde 

de vitesse) et d'un terme lin6aire par rapport aux acc61&ations (onde d'acc61&ation). 

d x~ d 2 x, 
Or ~ est homog6ne de degr6 o et ~ homog6ne de degr6 - -  x; d'ofi il suit que 

l'onde de vitesse est homog6ne de degr6 - - 2  par rapport h x -  x x , y -  y~, ~ ~ K, 
et l'onde d'acc61&ation homog6ne de degr+ ~ i. Donc, en un point trbs 61oign6 l'onde 
d'acc61&ation est pr6pond6rante et peut par consequent &re regard& comme se con- 

fondant avec l'onde totale. De plus, la loi d'homog6n6it6 nous montre que ['onde d'ac- 
c61&ation est semblable ~t elle-m4me en un point 61oign6 et en un point qudconque. 
Elle est donc, en un point quelconque, semblable ~t l'onde totale en un point 61oign& 
Or en un point 61oign6 la perturbation ne peut se propager que par ondes planes, de 
sorte que les deux champs doivent &re 6gaux, perpendiculaires entre eux et perpendi- 
culaires h la dii'ection de propagation. 

Je me bornerai ~t renvoyer pour plus de d&ails au M6moire de M. LANGr.VIS dans 

le Journal de Physique (Ann& x9o5). 

w 6 . -  Contraction des l~lectrons. 

Supposons un 61ectron unique anim6 d'un mouvement de translation rectiligne et 

uniforme. D'apr~s ce que nous venons de voir, on peut, gfftce ~l la transformation de 
LORENTZ~ ramener l'&ude du champ d&ermin6 par cet 61ectron au cas 06 l'61ectron 
serait immobile; la transformation de LORENTZ remplace donc l'61ectron r&l en mou- 

vement par un 61ectron id6al immobile. 
Soit ~, ~, y; f ,  g, b le champ r&l; soit ~', ~', y ' ;  f ' ,  g', b' ce que devient le 
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f, champ apr6s la transformation de LORENTZ, de sorte que le champ id&l ~. ' ,  corre- 
spond au cas d'un 61ectron immobile; on a: 

f,  _ d+' d+' b' = d+' .  
~' = ~' = ~" = o, d x "  g' : ' - -  d y "  ~ d z "  

et pour le champ r&l (en vertu des formules 9 du ~ I ) :  

~ = o ,  ~=~b, 7=--~g,  (,) 
Pf',  g = kl=g ', b = kPb' .  

I1 s'agit maintenant de d&erminer l'6nergie totale due au mouvement de l'61ectron, 
l'action correspondante et la quantit6 de mouvement 61ectromagn&ique, afin de pouvoir 

t O" ' calculer les masses electroma~,n&lques de l'61ectron. Pour un point 61oign6, il suffit de 
consid&er l'61ectron comme r6duit ~t un point unique; on est ainsi ramen6 aux formules 
(4) du ~ pr&6dent qui g6n&alement peuvent convenir. Mais ici dies ne sauraient suf- 
fire, parce que l'6nergie est principalement localis& dans les parties de l'&her les plus 
voisines de l'61ectron. 

On peut fake ~t ce sujet plusieurs hypotMses. 
D'aprhs celle d'ABRAHAM, les 61ectrons seraient sph&iqu.es et ind6formables. 
Alors, quand on appliquerait la transformation de LORENTZ, comme l'61ectron r6el 

serait sph6rique, l'61ectron id6al deviendrait un ellipsoide. L'6quation de cet ellipsoide 
serait d'aprhs le ~ I :  

k~(x ' - -  ~t' - -  ~t' + ~ ' ) ' -  + ( y ' - -  ,~kt' + .~ k~x ' y  

-o 7 (;4' - -  ~kt '  + ~ k , x ' )  ~ = Pr  ~. 
Mais ici l'on a: 

I 

de sorte que ['6quation de l'ellipsoide devient: 
X r2 

k-r + f f  + ;('=-- l=r ~. 

Si le rayon de l'61ectron r6el est r, les axes de l'61ectron id6al seraient donc: 

k lr ,  lr, It. 

Dans l'hypoth~se de LORENTZ, au contraire, les 61ectrons en mouvement seraient 
d6form6s, de telle faqon que ce serait l'61ectron r6el qui deviendrait un ellipsolde, tandis 
que l'61ectron id6al immobile serait toujours une sphhre de rayon r ;  les axes de l'6- 
lectron r&l seront alors: 

r r r 

I k '  l '  l 
D6signons par 

A __ __2I f f f d . c  

l'dnergie glectrique longitudinale ; par 
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l'dnergie dlectrique transversale; par 

= + C 
2 d 

l'dnergie magndtique transversale. I1 n'y a pas d'~nergie magn6tique longitudinale, puis- 
que ~ ~ x ' - - o .  D+signons par A', B', C' les quantit6s correspondantes dans le 
syst6me id6ai. On trouve d'abord: 

C' - -  o, C - -  ~' B. 

D'autre part, nous pouvons observer que le champ r6el d6pend seulement de x+et, 
y e t  ~[, et ~crire : 

dr - -  d(x + , t ) d y d z ,  

dr'  - -  dx 'dy 'd  z' ---- k P d r ;  
d'ofl 

IA' 
A' - -  k l-' A, B' - -  k-' l-'  B, A "-  " k "' B = k I B'. 

Dans l'hypoth~se de LORESTZ on a B' --- 2 A', et A', inversement proportionnel 

au rayon de l'Oectron, est une constante ind~pendante de la vitesse de l'&lectron r&el; 
on trouve ainsi pour l'~nergie totale: 

A + B + C . -  A' Ik(3 + ~') 

et pour Faction (par unit~ de temps): 

3 A ' l  A+B--C=--V-. 
Calculons maintenant la quanfit~ de mouvement ~lectromagn&ique; nous trouve, ons: 

-  f(g' + D 

Mais on dolt avoir certaines relations entre l'6nergie E - -  A + B ~t_ C, Faction 
par unit~ de temps H - -  A -[- B ~ C, et la quantit~ de mouvement D. La premiere 
de ces relations est: 

d H  
E - - H ~ r  

d e '  
la seconde est 

d ou: 

dD I dE 
ds s d~ ; 

d H  
(2) D - -  d~" E ---- H - - r  

La seconde des ~quations (2) est toujours satisfaite; mais la premi6re ne Pest 
que si 

2_ x 
t = ( I  _ _ ~ 2 )  6 = k  3 ,  

c'est4-dire si le volume de l'~lectron id~at est ~gal ~ celui de l'~learon r~d, ou en- 
core si le volume de l'~lectron est constant; c'est l'hypoth~se de LANG~VlN. 

Rend. Circ. Mahra. Palermo~ tomo XXl (zgo6).--Stampato il t4 dicembre xgo I. ao 
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Cela est en contradiction avec le r6sultat du ~ 4 et avec le r6sultat obtenu par 
LORENTZ par une autre voie. C'est cette contradiction qu'il s'agit d'exp[iquer. 

Avant d'aborder cette explication, j'observe que, quelie que soit l 'hypoth6se adopt6e 
nous aurons 

H - - A  + B - - C = -  k ( . 4 '  + B'), 

ou, A cause de C ' - - o ,  

(3) 
l p 

H = - T H .  

Nous pouvons rapprocher ce r6sultat de l'~quation J =- J '  obtenue au ~ 3. 
Nous avons en effet: 

J = f Hdt, ]' =- f H' 

Nous observerolls que l'&at du syst~me d@end seulement de x - ] - ~ t ,  y et <, 
c'est-~l-dire de x', y',  Z', et que nous avons: 

I 
t' - -  - f - t  + ~x', 

(4) d t ' - -  I -~- dt. 

En rapprochant les ~quations (3) et (4) on trouve J - - ] ' .  
Pla~ons-nous dans une hypoth~se quelconque, qui pourra &re, soit ceUe de Lo- 

RENTZ soit celle d'ABRAHAM, soit celle de LANGEVt~, soit une hypoth6se interm~diaire. 

Soient 
r, 0 r, 0 r 

les trois axes de l'61ectron r6el; ceux de l'~lectron id6at seront: 

klr, Olr, Olr. 

Alors . 4 ' - + - B '  sera l '&ergie 6lectrostatique due ~t un ellipsoide ayant pour axes 
klr, Olr, Olr. 

Que l 'on suppose l'6lectricit6 r~pandue :l la surface de l'61ectron comme ~t celle d 'un 
conducteur, ou uniform~ment r~pandue ~t l'int6rieur de cet ~lectron; cette ~nergie sera 

de la forme:  

.4' + B ' =  
k l r  ' 

off ~? est une fonction connue. 
L'hypoth6se d'ABRAI-IAM consiste ~l supposer:  

r - - -  c o n s t .  0 - -  I .  

CeUe de LORENTZ: 
I - -  I~ kr - -  const., 0 - -  k. 
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Celle de LANGEVIN: 
x 

l = k  3, 

On trouve ensuite: 
k -= O, k I r --- const. 

/ - ] ' - _  

k*r 

ABRAHAM trouve, ~ la diff&ence des notations pros (G6ttinger Nachrichten, 19o2 , 

P. 37): 
H - -  a I - - ~  2 - -  l o g  I 2 7 

a &ant une constante. Or, dans l'hypothhse d'ABRAHAM~ on a 0 - -  i; donc: 

(5) ~ = ak " ~ l o g  I + *  a log I + ,  
I - - ~  ~ I--~ ~ 

ce qui d~finit la fonction ~. 
Cela pos6, imaginons que l'6lectron soit soumis ~t une liaison, de telle faqon qu'il 

y air une relation entre r et 0; dans l'hypoth~se de LORE~TZ cette relation serait 
0r = const., darts celle de LA~qGEW~ 0~r3=  const. Nous supposerons d'une fa~on 
plus #n~rale 

r - -  bO', 
b &ant une constante; d'ofl: 

( 6 )  

OH 

I m 

Quelle sera la forme que prendra l'~lectron quand la vitesse deviendra - - ~ t ,  si 

l'on ne suppose pas l'intervention d'autres forces que ceUes de liaison ? Cette forme sera 
d~finie par l'~galit~ : 

OH 
- ~  ~ -  0~ 

OU 

m O  . . . .  ~ - ] -  O - " k - ~  ' - -  o ,  

_ mk_- 

Si nous voulons que l'~quilibre ait lieu de teUe faqon que 0---k, il faut que pour 
0 

- ~ - - - I ,  la d~riv~e logarithmique de ~ soit ~gale ~ m. 

I 2d Si nous d&eloppons T et le membre de (5) suivant les puissances de s, l'& 

quation (5) devient: 

, ( i_  a(i + 
en n~gligeant ]es puissances sup~rieures de ~. 
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En diff~rentiant, il vient: 

- -  r  I - - - -  - - - - - ~ a .  
2 3 

Pour ~ - - o ,  c'est-~-dire quand l'argument de 9 est ~gal ,t I, ces ~quations de- 
viennent : 

2 ~ '  2 
(7) ~ = a, ~ ' - -  a ,  - -  - -  

3 9 3 

On dolt donc avoir m - - -  Z conform6ment ~ l'hypothbse de LANGEVI~r. 
3 

Ce rbsultat dolt &re rapproch6 de celui qui est relatif ~t la i ~re ~quation (z) et 
dont en rbalit~ il ne diff&e pas. En effet, supposons que tout ~lbment d-r de l'61ectron 

soit soumis ~ une force Xd-: paral/~le i l'axe des x, X &ant le mdme pour tous 
les 616ments; nous aurons alor% conformbment ~ la d6finition de la quantit6 de mou- 

vement: 

dt -- X d'r. 

D'autre part, le principe de moindre action nous donne: 

~l= f X~Ud.~at, ]= f Hdt, ~]-- f D~Udt, 
U &ant le dbplacement du centre de gravit6 de l'~lectron; H d~pend de 0 et 

si l'on admet que r e s t  lib ~t 0 par l'6quation de liaison; on a alors: 

OU 

oH ) ~l= d \ at + - ~ o .  ,tt. 

d~U 
D'autre part ~ - - -  d--T; d'ofi, en intbgrant par parties: 

f D ~ d t  -- j'9  Udt, 

d'o6 

de ~, 

f / O H ~  OH - -  f ~W; + W6~~ dt dt; 

OH �9 OH 
D - -  Or ' O0 = o. 

dH 
d6rivbe - ~ - ,  qui figure dans le 2 a membre de la : ,e  ~quation (2), c'est la Mais la 

d~riv~e prise en supposant 0 exprim~ en fonction de ~, de sorte que 

dH OH OHdO 
dE - -  0 r  -~- 0 0  dE" 

L'~quation (2) ~quivaut donc ~t l'~quation (6). 
La conclusion est que si l'~lectron est soumis ~ une liaison entre ses trois axes, 
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n uzterzzent en dehors des forces de liaison, la forme que prendra et si aucune autre force "" ," 

cet 61ectron, quand il sera anim~ d'une vitesse uniforme, ne pourra &re telle que 
l'61ectron id6al correspondant soit une sph&e, que dans le cas off la liaison sera que 
le volume soit constant, conform&nent .~ l'hypoth~se de LA~GV.VlN. 

Nous sommes amends de la sorte ~t nous poser le probl~me suivant: queries for- 
ces suppl~mentaires, autres que les forces de liaison, serait-il n~cessaire de faire inter- 
venir pour rendre compte de la loi de LORENTZ OU, plus g~n&alement, de route loi 
autre que celle de LANGEVIN ? 

L'hypoth~se la plus simple, et la premiere que nous devions examiner, c'est que 
ces forces suppl~mentaires d6rivent d 'un potentiel sp&ial d6rivant des trois axes de 
l'ellipsoide, et par cons6quent de 0 et de r ;  soit F(0 ,  r) ce potentiel; dans ce cas 
Faction aura pour expression: 

] - - . f  [H + F(O, r ) ]d t  

et les conditions d'6quilibre s '&riront:  

d H  dF  d H  d F  
(8) do 

Si nous supposons r et 0 li~s par la liaison r - - b  0", nous pourrons regarder r 
comme fonction de 0, envisager F comme ne d+pendant que de 0 et conserver seu- 
Iement la I ~" ~quation (8) avec: 

~? d H  - -  m~ *?' 
H - -  bk~O~, dO - -  bk~O '~+~ + bk30 '~" 

I1 faut que, pour k = 0, l'~quation (8 ) so i t  satisfaite; ce qui donne, en tenant compte 

des 6quations (7) :  
d F  ma 2 a 
d-O : bO '~+3 + 3 born+3' 

d'ofi : 

F - - - -  
b0~+' m -{-- 2 

et  dans l 'hypoth~sc de LORENTZ, Off m : -  I :  

a 
F =  

3bO " 

Supposons maintenant qu'il n 'y  ait aucune liaison et, consid6rant r et 0 comme 
deux variables ind6pendantes, conservons les deux 6quations (8);  il viendra: 

H _ _  ~ d H  ~' d H  - -  07 
' d O  - -  k3r ' dr  - -  k ~ r  ~" 

Les ~quations (8)  doivent &re satisfaites pour k = 0, r = b 0~; ce qui donne:  

d F  a d F  2 a 
- -  , _ _  , 

(9)  d r - -  b~O ~+~' dO 3 bO~+3 
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"Une des manihres de satisfaire ~t ces conditions est de poser: 

(Io) F = Argo ~, 
A, ~- et ~ &ant des constantes; les 4quations (9) doivent &re satisfaites pour k = 0, 

m r - - - b 0  , ce qui donne: 

d ~ b ~-' 0 m~ ..... ~ __ a d ~ U 0 "~+~-' - -  2 a 
b~ 0~'+~ ' 3 b 0 ~+3" 

En identifiant on trouve 

m - J - 2  a 
( i i )  e = 3 Y ,  ~ --- 2y, y - -  3 m + 2 '  A =  ~ b~+,. 

Mais le volume de l'ellipsoide est proportionnel ~1 r 3 0 =, de s0rte que le potentiel 

suppl6mentaire est proportionnel ~ la puissance "l' du volume de l'~lectron. 

Dans l'hypoth6se de LORESTZ, on a m- - -  - -  I, T = I. 

On retrouve donc l'bypoth~se de LORENTZ a la condition d'ajouter un potentiel sup- 
plgmentaire proportionnel au volume de l'dectron. 

L'hypoth6se de LASGEVIS correspond ~l T = oo. 

w 7 . -  Mouvement  quasi-stationnaire.  

I1 reste ~i voir si cette hypothhse sur la contraction des 61ectrons rend compte de 

l'impossibilit4 de mettre en 4vidence le mouvement absolu, et je commencerai par &u- 

dier le mouvement quasi-stationnaire d'un 61ectron isol6, ou soumis seulement ~ l'ac- 

tion d'autres 61ectrons 61oign6s. 

On salt qu'on appelle mouvement quasi-stationnaire un mouvement off les varia- 

tions de la vitesse sont assez lentes pour que les 6nergies magn&ique et 41ectrique dues 

au mouvement de l'41ectron different peu de ce qu'elles seraient dans le mouvement 

unfforme; on salt 6galement que c'est en partant de cette notion du mouvement quasi- 

stationnaire qu'ABRAHASi est arriv6 a celle des masses 61ectromagn&iques transversale 

et longitudinale. 

Je crois devoir pr&iser. Soit H notre action par unit6 de temps: 

off nous ne consid6rons pour le moment que les champs 4lectrique et magn&ique dus 

au mouvement d'un 41ectron isol6. Au ~ pr&4dent, consid&ant le mouvement comme 

uniforme, nous regardions H comme d6pendant de la vitesse ~, ~, r du centre de 

gravit4 de l'6lectron (ces trois composantes, dans le w pr&6dent, avaient pour valeurs 

- - e ,  o, o) et des param&res r et 0 qui d6finissent la forme de l'61ectron. 

Mais si le mouvement n'est plus uniforme, H d@endra non seulement des valeurs 

de ; ~, r, 0 ~l Hnstant consid&6, mais des valeurs de ces m4mes quantit6s ~i d'au- 

tres instants qui pourront en diff6rer de quanfiths de m4me ordre que le temps mis 



SUR LA DYI~AMIQ.UE DE L'I~LECTRON'. I~9 

par la lumi~re pour aller d'un point ~. l'autre de l'~lectmn; en d'autres termes, H d& 
pendra non seulement de ~, ~, ~, r, 0, mais de leurs d&iv&s de tousles ordres par 
rapport au temps. 

Eh bien, le mouvement sera dit quasi-stationnaire quand les d6riv&s partielles de 
H par rapport aux d~riv+es successives de ~, ~, r, r, 0 seront n~gligeables devant les 
d+riv&s partielles de H par rapport aux quantit~s ~, ~, (, r, 0 elles-m~mes. 

Les ~quations d'un pareil mouvement pourront s'&rire: 

(i) 

d H  dF d H  dF 
dO + dO- -  dr - } - d r - - - ~  

f . - f f 
d d H  Xd'r .d d H  Yd":, - - - -  Zdv.  
dt  d~ - -  ' d t  d~ dt dE 

Dans ces 6quations, F a la m~me signification que dans le ~ pr&6dent; X, Y, Z 
sont les composantes de la force qui agit sur l'61ectron: cette force &ant due unique- 
ment aux champs 61ectrique et magn&ique produits par les autres 61ectrons. 

Observons que H ne d6pend de ~, "~, ( que par l'interm~diaire de la combinaison 

c'est-~t-dire de la grandeur de la vitesse; on a donc, en appelant encore D la quanfit6 
de mouvement: 

d H  d H  ~ 
d~ - -  -dTr --- "-- D , 

d'ofl: 
d d H  D d~ D ~V2 d V  dD ~ d V  

( 2 )  d t  d~ - -  V d t  _ d t  - j -  d V V d t '  

- -  D d V  dD ~ d V  d d H  D d~ V ~2 (2bi9 + 
dt d~ - -  V dt dt d V  V d t '  

avec  

(3) v d V  d~ 
= Z -aT. 

Si nous prenons la direction 

les 6quations (2) et (2 his) deviennent: 

d d H  dD d~ 
dt d~. - -  d V  d t '  

et les trois derni~res ~quations ( r ) :  

_ f  D d~ dD d~ Xd'r, 
(4) d Y dt - -  V dt 

actuelle de la vitesse pour axe des x, il vient: 

d r  
- -  ( - -  o ,  d--} = d--[ ; 

d d H  D d~ 
dt d~ - -  V dt 

_ frd , - V  -,iT - -  
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d D  
ABRAHA~ a donn6 ~l ~-~ le nom de masse Iongitudinale et ~t D 

V 

et je pose 1/I - -  V * = h, d 'o~: 

V 
H =  + b, D = - f f - ,  

Nous poserons encore: 

M= vav 
dt  = y ~ '  d t  ' 

d D  d D  I D 
__ b-3 __ h-} .  

d V  - -  ' d V  V ~ V 3 - -  

X I = fxa  
et nous trouverons pour l'~quation du mouvement quasi-stationnaire : 

,d~ h_ ~ (5) b- -~- + ~ M = X I . 

Voyons ce que deviennent ces ~quations par la transformation de LORENTZ. 
Nous poserons: I -]- ~,  = ~z, et nous aurons d'abord: 

~ '  = ~" + *' ~ '  = T '  v.~' = T '  
d'odl l'on tire ais~ment 

b 
~ h ' - -  T . 

Nous avons ~galement 
dt'  - -  k ~ d t ,  

d'o6 : 

d~' d~ I d~ '  d~ I d~ ~ 
dt'  - -  d t  k3~ 3' d t '  - -  d t  k ' ~  ~ d t  k2~) ' 

d'ofi encore: 

e t  

(6) 

d~' d~ I d~ ~ 

dt' d t  k2t~ ~ d t  k '~  ~' 

M' d~ *b ~ M 
= d t  k 3 ~ 4 + k 3 ~  

h '-'d~'' ~'M' v id~ b_ 3 OM] ~_i, 
+ h ' - '  = L  b - ~ +  ( ~ +  

C'est pourquoi 

d H  
le nom de masse transversale; rappelons que D -  

d V "  
Dans l'hypoth~se de LORE~TZ, on a: 

d H  O H  

d V  - -  O V '  

O H  
0 V repr6sentant la d~riv+e par rapport t V, apr6s que r et 0 ont +t~ remplac6s par 

leurs valeurs en fonctions de V tir+es des deux premi6res +quations ( I ) ;  on aura d'ail- 

leurs, apr~s cette substitution, 

H - - +  A I / I -  W.  

Nous choisirons les unit~s de teUe faqon que le facteur constant A soit ~gal a I, 
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(7) 

X,, Y~, Z~ comme ayant la m6me signification que dans les +quations (5). 

part, nous avons I ~--- I et - ~  --- k u.; ces 6quations deviennent donc: 

(8) t X; = ~ - ' ( X  + , Y X , ~ . ) ,  

Calculons ~ X, .'. h l'aide des 6quations (5), nous trouverons: 

y x , ~  = ~-'M, 
d'ofl: 

(9) 

, , d~' "~'M' ,' ,d-~ b -3 M )  h- 7 / r  + h ' -~  = [ > 7 / +  "~ ~-, ~-,. 

Reportons-nous maintenant aux ~quations (II  b~) du w I; on peut y regarder 
D'autre 

l ~, . p - - l ( X  I + ~ h - - J M ) ] l  
x; = k-'~-' Y,. 

I 

En comparant les 6quations (5), (6), (7) et (9), on trouve enfin: 

l '/~' x' h'-~ ~-, + b ' -~ 'M ' - -  ,, 
0o) 

d~' ~ 'M'  h'-' ~-F + h'-, = Y;, 

ce qui montre que les ~quations du mouvement quasi-stationnaire ne sont pas alt&~es 
par la transformation de LORESTZ; mais cela ne prouve pas encore que l'hypoth6se de 

LOR~NTZ est la seule qui conduise ~. ce r~sultat. 
Pour &ablir ce point, nous allons nous restreindre, ainsi que l'a fait LORtNTZ, ~t 

certains cas particuliers, ce qui nous suffira &idemment pour d~montrer une propo- 
sition n~gative. 

Comment allons-nous d'abord &endre les hypotheses sur lesquelles reposait le 
calcul pr&~dent ? 

I ~ Au lieu de supposer l = I dans la transformation de LoR~.~rz, nous suppo- 
serons I quelconque. 

2 ~ Au lieu de supposer que F est proportionnel au volume, et par consequent 
que H est proportionnel ~t b, nous supposerons que F est une fonction quelconque de 
0 et de r, de teIle faqon que [apr~s avoir remplacfi 0 et r par leurs valeurs en fonc- 
tions de V, tir&s des deux premieres ~quations ( i)]  H soit une fonction quelconque de g. 

J'observe d'abord que, si l'on suppose H = b, on devra avoir l =  I; et en effet 
les 6quations (6) et (7) subsisteront, saul que les seconds membres seront multipli6s 

I 
par -7- ; les ~quations (9) ~galement, sauf que les seconds membres seront multiplies par 

I I 
l ~ -  ; et enfin les ~quations (io),  saul que les seconds membres seront multiplies par -7-" 5i 

l'on veut que les ~quations du mouvement ne soient pas ak&~es par la transformation 
Rend. Circ. Matem. Palermo, tomo XXI (t9o6). ~ Stampato il I i dicembrr 19o ~. 2x 
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de LORENTZ, c'estdt-dire que les ~quations (Io) ne different des ~quations (5) que par 
l'accentuation des lettres, il faut supposer: 

/ ~  I. 

d~ dZ 
Supposons maintenant que l'on air -t~ ~ ~ ~---o, d'ofi ~ =//", ~ - - ~ - ~  ; les ~qua- 

tions (5) prendront la forme: 

(Sb~) d d H  d D  d~ _ X d d H  D d ,  y 
--d--7-d~ - - d V  dt  - ' d t  dm - -  V d t  - " 

Nous pouvons d'ailleurs poser: 

d D  D 
d V - -  f ( V )  = f ( ~ ) ,  i f -  - -  ? ( V )  - -  q~(~). 

Si les ~quations du mouvement ne sont pas alt~r~es par la transformation de Lo- 
RENTZ~ on devra avoir: 

~.d~ 
f (  ) ~ - - -  X ,  

~(~)~ = r, ,  

f.~,,e~' )Ti, x;=t-~-'(x,+~Z-x,O=~-'~-'x,(~+~-)=~-~x, 

~t'~"~ d~'  , l_=k_,{z_ , , ~-~-  = E = Y, 

et par consequent: 

(ii) 

Mais  n o u s  a v o n s :  

d'ofl : 

d'ofl,  en  ~ l iminant  l * 

~ t  d~' f (~)  = 12f(~')~-{, , 

d~' , , ,d~, = P k ~ ( ~ ' )  t' q~ t,~)-gt d " 

d~' d~ I d~'  d~ I 
d t - - ' -  dt  k3bL 3' -dt 7 ~ d t  k~l~ 2' 

f (~') - -  f = f (~) l* ' 

~(~')=~--~l =~(~) ; 

, nous trouvons l'~quation fonctionnelle: 

k ~  ~ ~(~) f(~) 
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ou, en posant 

celle-ci : 

f (~ )  dD ' gag 

~quation qui dolt &re satisfaite pour toutes les valeurs de ~ et de e. Pour ~ - - o  on 

trouve: 
a(~) = a(o)0 - e), 

d'ofl : 

D = A  r , 

I 
A &ant une constante, et off j'ai fair ~ ( o ) = - - .  

m 
On trouve alors: 

(~) = ~-  \ r  ' 

Or ~(~')= ~(~)~'; aonc on a: 
mm I I  

(~ + ~)'-'0 -- e) ~ = - ~'-lO - e) ~ z -~. 

Comme I ne dolt d~pendre que de ~ (puisque, s'il y a plusieurs ~lectrons, I dolt 

&re le m~me pour tous les  ~lectrons dont les vitesses ~ peuvent &re diff~rentes), cette 

identit6 ne peut avoir lieu que si l'on a: 

m - - -  I~ 1 - -  I .  

Ainsi l'hypoth~se de LORZNTZ est la seule qui soit compatible avec l'impossibilit~ 
de mettre en &idence le mouvement absolu; si on admet cette impossibilitb, il faut 

admettre que les blectrons en mouvement se contractent de fa~on ~t devenir des ellips- 

oides de r&olution dont deux des axes demeurent constants; il faut done admettre~ 
comme nous l'avons montr~ au w pr&~dent, l'existence d'un potentiel suppl~mentaire 
proportionnel au volume de l'blectron. 

L'analyse de LORE~TZ se trouve done pMnement confirm&, mais nous pouvons 

mieux nous rendre compte de la vraie raison du fair qui nous occupe; cette raison dolt 

&re cherch& dans les consid&ations du ~ 4. Les transformations qui n'alt~rent pas les 

gquations du mouvement doivent former un groupe, et cela ne peut avoir lieu que si 
l - -  I. Comme nous ne devons pas pouvoir reconnaitre si un ~lectron est en repos 

ou en mouvement absolu, il faut que quand il est en mouvement il subisse une d6- 

formation qui dolt &re pr&is~ment celle que lui impose la transformation correspon- 

dante du groupe. 

~(r = r + ~  \r __--2 W r ) " 

~ ( ~  + ~  ~ = a ( ~ )  ~ + e  
~ , ~ + ~ j  (;T--~)  ~' 
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w 8. w M o u v e m e n t  q u e l c o n q u e .  

Les r6sultats pr&6dents ne s'appliquent qu'au mouvement quasi-stationnaire, mais 
il est ais6 de les &endre au cas g~n&al; il suffit d'appliquer les principes du ~ 3, c'est- 
~l-dire de partir du principe de moindre action. 

A l'expression de l'action: 

] ~ td.~ 

il convient d'ajouter un terme, repr~sentant le potentiel suppl6mentaire F du ~ 6; ce 
terme prendra ~videmment la forme: 

],--- f y (F)dt, 
off ) - ( F )  repr~sente la somme des potentiels suppl+mentaires dus aux diff&ents 61ec- 
trons, chacun d'eux &ant proportionnel au volume de l'+lectron correspondant. 

J'&ris (F)  entre parenthbses pour ne pas confondre avec le vecteur F, G, H. 
L'action totale est alors ] ~ - J .  Nous avons vu au ~ 3 que J n'est pas alt~r~ 

par la transformation de LORElqTZ; il faut montrer maintenant qu'il en est de m~me 

de L" 
On a, pour Fun des ~lectrons, 

o 

F )  - - -  ~o ~ 

&ant un coefficient sp&ial ~ l'~lectron et v son volume; je puis donc &rire: 

l'int~grale devant &re &endue ~ tout l'espace, mais de telle faqon que le coefficient 
~o soit nul en dehors des ~lectrons, et qu'h l'int&ieur de chaque ~lectron il soit +gal 
au coefficient sp&ial ~1 cet ~lectron. On a alors: 

l, = f  odxdt 
et apr~s la transformation de LORElqTZ: 

],, = f 
Or on a % - - ~ ' ;  car si un point appartient ~t un ~lectron, le point correspondant 
apr~s la transformation de LORENTZ appartient encore au mgme ~lectron. D'autre part, 
nous avons trou% au ~ 3: 

d'r' d t' - -  14 d"r d t 

et, puisque nous supposons maintenant I - - z ,  

d'c' d t '  - -  d '~dt .  

y (F) = f %  d,, 
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On a done 

J,-----J',. c.o. .  F. D. 

Le th6or6me est done g~n~ral, il nous donne en m~me temps une solution de la 
question que nous nous posions ~ la fin du ~ I:  trouver des forces compl~mentaires 
non altbr~es par la transformation de LORE~TZ. Le potcntiel suppl~mentaire (F)  sati- 
fait ~cette condition. 

Nous pouvons done gdn~raliser le r~sultat 6noncb ~t la fin du ~ I e t  &rite: 
Si l'inertie des glectrons est exclusivement d'origine dectromagngtique, s'ils ne sont 

soumis qu'i~ des forces f origine dectromagndtique, ou aux forces qui engendrent le poten- 
tiel suppldmentaire (F), aucune expgrience ne pourra mettre en dvidence le mouvement 
absolu. 

Quelles sont alors ces forces qui engendrent le potentiel (F)? Elles peuvent 6vi- 
demment 6tre assimil~es ~t une pression qui r6gnerait ~t l'int~rieur de l'+lectron; tout 
se passe comme si chaque 61ectron +tait une capacit6 creuse soumise ~i une pression 
interne constante (indLpendante du volume); le travail d'une pareilie pression serait 
~videmment proportionnel aux variations du volume. 

Je dois observer toute lois que cette pression est n+gative. Reprenons l'+quation 
( I O )  du ~ 6, qui dans l'hypoth6se de LORENTZ s'~crit: 

F - -  Ar30~; 

les ~quations ( I I )  du w 6 nous donneront: 

a 
A - -  

3 b4 " 

Notre pression est ~gale /t A, ~t un coefficient constant pros, qui d'aiUeurs est 
n~gatif. 

i~valuons maintenant la masse de l'~lectron, je veux parler de la ~ masse exp~ri- 
mentale , ,  c'est-s de la masse pour des vitesses faibles; on a (cf. ~ 6): 

H - -  k , ~ ,  0 - - k ,  ~ - - a ,  0 r - - b ;  

d'ofi 

a a V I - - W .  H - - b k - -  b 

Pour V tr~s petit je pubs ~crire: 

H ' - - -  b- I 

a 
de sorte que la masse, tant longitudinale que transversale, sera --~-. 

Or a est une constante num6rique, ce qui montre que: la pression qui engendre 
notre potentiel supplgmentaire est proportionnelle tt la 4 e puissance de la masse expdri- 
mentale de l'dectron. 
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Comme l'attraction newtonienne est proportionnelle ~, cette masse exp&imentale, 
on est tent~ de conclure qu'il 3" a quelque relation entre [a cause qui engendre la gra- 
vitation et celle qui engendre ce potentiel suppl~mentaire. 

w 9 . -  H y p o t h e s e s  sur  la Gravitat ion.  

Ainsi la thforie de LORENTZ expliquerait compl&ement l'impossibilit6 de mettre en 
&idence le mouvement absolu, si toutes les forces &aient d'origine 61ectromagn&ique. 

Mais il y a des forces auxquelles, on ne peut pas attribuer une origine 61ectroma- 
gn&ique comme par exemple la gravitation. Ii peut arriver, en effet, que deux syst&nes 
de corps produisent des champs 4lectromagn&iques 6quivalents, c'est-s exerqant la 
m4me action sur des corps ~lectris6s et sur des courants, et que cependant ces deux 
syst6mes n'exercent pas la m~me action gravifique sur les masses newtoniennes. Le 
champ gravifique est donc distinct du champ 41ectromagn&ique. LoRel~Tz a donc &6 
oblig4 de compl&er son hypoth4se en supposant que lesforces de toute origine, et en parti- 
cMier la gravitation, sont a~:ectdes par une translation (ou, si l'on aime mieux, par la trans- 
formation de LOREXTZ) de la mdme maniere que les forces dectromagndtiques. 

I1 convient maintenant d'entrer dans les d&ails et d'examiner de plus pros cette 
hypotMse. Si nous voulons que la force newtonienne soit affect6e de cette fa~on par 
la transformation de LoRv.NTZ~ nous ne pouvons plus admettre que cette force d~pend 
uniquement de la position relative du corps attirant et du corps attir6 ~. l'instant con- 
sid&& Elle devra d6pendre en outre des vitesses des deux corps. Et ce n'est pas tout: 
il sera naturel de supposer que la force qui agit ~. Finstant t sur le corps attir6, d6pend 
de la position et de la vitesse de ce corps A ce m~me instant t; mais elle d6pendra, en 
outre, de la position et de la vitesse du corps attirant, non pas A l'instant t, mais 
un instant antgrieur, comme si la gravitation avait mis un certain temps ~i se propager. 

Envisageons donc la position du corps attir~ :i l'instant t o et soient, ~. cet instant, 
Xo, Yo, Zo ses coordonn&s, ~, "~, ~, les composantes de sa vitesse; consid&ons d'autre 
part le corps attirant :i l'instant correspondant t o -{-t et soient, ~t cet instant, Xo- +- x, 
Yo + Y, :(o + Z ses coordonn&s, ~,, ~,,  ~ les composantes de sa vitesse. 

No~ls devrons d'abord avoir une relation 

0 )  q~(t, x, y, z,, ~, ~, ~, ~,, ~ ,  ~ , ) -  o 

pour d~finir le temps t. Cette relation d~finira la loi de la propagation de Faction 
gravifique (je ne m'impose nullement la condition que la propagation se fasse avec la 
m~me vitesse dans tousles sens). 

Soient maintenant X ,  Y ,  Z les 3 composantes de Faction exerc~e ~t l'instant t 
sur le corps attirb; il s'agit d'exprimer X ,  Y~, Z~ en fonctions de 

(2) t, x, y, Z, ~, ~, [, ~,, ~ ,  [ , .  

QueUes sont les conditions ~t remplir ? 
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I ~ La condition ( I )  ne devra pas ~tre alt6rbe par les transformations du groupe 

de LORENTZ. 

2 ~ Les composantes X ,  Y ,  Z devront ~tre affectbes par les transformations de 

LORESTZ de la meme mani~re que les forces ~:lectromagn6tiques dbsign6es par les m~- 

mes lettres, c'est-~.-dire conform~ment aux ~quations ( I I  b~) du ~ i. 

3 ~ Quand les deux corps seront au repos, on devra retomber sur la loi ordinaire 

de l'attraction. 

I1 importe de remarquer que dans ce dernier cas, la relation ( I )  disparait, car le 

temps t n e  joue plus aucun r61e si les deux corps sont au repos. 

Le probl~me ainsi pos6 est ~videmment ind~termin6. Nous chercherons donc ~t sa- 

tisfaire autant que possible ~t d'autres conditions compl~mentaires : 

4 ~ Les observations astronomiques ne semblant pas montrer de d6rogation sensible 

~l la loi de NEWTON, nous choisirons la solution qui s'6carte le moins de cette loi, 

pour de faibles vitesses des deux. corps. 

5 ~ Nous nous efforcerons de nous arranger de fagon que t soit toujours n6gatif; 

si en effet on congoit que l'effet de la gravitation demande un certain temps pour se 

propager, il serait plus difficile de comprendre comment cet effet pourrait d6pendre 

de la position non encore atteinte par le corps attirant. 

I1 y a un cas off l'ind6termination du probl~me disparait; c'est celui off les deux 

corps sont en repos relatif l'un par rapport ~t l'autre, c'est4-dire off: 

c'est donc le c a s q u e  nous allons examiner d'abord, en supposant que ces vitesses sont 

constantes, de telle sorte que les deux corps sont entrain~s dans un mouvement de 

translation commun, rectiligne et uniforme. 

Nous pourrons supposer que l'axe des x a ~t~ pris parall~le fi cette translation, de 
telle fa~on que ~ ~ ~ ~ o, et nous prendrons ~ --- ~ ~. 

Si dans ces conditions nous appliquons la transformation de LORENTZ, apr~s la 

transformation les deux corps seront au repos et l'on aura: 

4' m .t~'---~' = o .  

' Y' Z' devront ~tre conformes ~i la loi de NEWTON Alors les composantes X, ,  ,, , 

et on aura, ~t un facteur constant pros: 

( 3 )  t Xp yP x :  = - 7 '  r '  = -  z rPl 
r " = x ' 2 + y ' ~ + Z " .  

Mais on a, d'apr~s le ~ I :  

x'  - -  k ( x  + ~t), y '  = y, z~' = zo 

I ~ = + = k ( i  - -  e )  = - F '  
? 

r,3 , 

t' - -  k ( t  + ~x), 
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X'=kP--(X + ~ X  ~) = k2X ( I - - ~ ) =  X 

YI --  ?p~- Y, - -  k Y~, 

z :  = k z  . 

On a d'ailleurs: 

e t  

(4) X _ _ - - k ( x - - ~ t )  Y , - - - - Y  Z, _ _ - - Z ;  
r '3 ~ ~ r '3 ~ k r '3 

ce qui peut s'&rire: 

dV dV dV I 
(4~'3 x, = U~' Y, = ~ ,  z = dz;  v = G~. 

II semble d'abord que l'ind&ermination subsiste, puisque nous n'avons fair aucune 
hypoth~se sur la valeur de t, c'est4t-dire sur la rapidit~ de la transmission; et que 
d'ailleurs x est foncfion de t; mais il est ais~ de voir que x ~ ~t, y, Z, qui figurent 
seuls dans nos formules, ne d~pendent pas de t. 

On volt que si les deux corps sont simplement anim6s d'une translation commu- 
ne, la force qui agit sur le corps attir~ est normale ~t un ellipsoide ayant pour centre 
le corps attirant. 

Pour aller plus loin il faut chercher les invariants du groupe de LORENTZ. 
Nous savons que les substitutions de ce groupe (en supposant l ~  I) sont les 

substitutions lin6aires qui n'alt~rent pas la forme quadratique 

x~ -Oc y= + z= - -  tL 
Posons d'autre part: 

= ~ t '  "~ = ~ t '  ~ - ~ 7 '  

- - -  ' _ L _ _ .  - - -  - - -  

8, t ' ~' 8-,t' 

nous voyons que la transformation de LORENTZ aura pour effet de faire subir ~i ~x, 
~y, ~ro St, et ?t 8x ,  ~y ,  ~,Z, ~, t les m~mes substitutions lin~aires qu'~t x, y, Z, t. 

Regardons 
x, y, Z, t l/~- I, 

~x, ~y, ~z~, ~ t{ /~  ~, 

~,x, ~,y, ~,Z, ,~, t f - -  ~, 
comme les coordonn6es de 3 points P, P', P" dans l'espace A 4 dimensions. Nous 
voyons que la transformation de LORENTZ n'est qu'une rotation de cet espace autour 
de l'origine, regard& comme fixe. Nous n'aurons donc pas d'autres invariants distincts 
que les 6 distances des 3 points P, P', P" entre eux et ~t l'origine, ou, si l'on aime 
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mieux, que les 2 expressions: 

x2 + / + Z2 -- t 2, xSx -J- ySy + z~Z--  t~t , 

ou les 4 expressions de m~me forme qu'on en d6duit en pernmtant d'une mani~re 
quelconque les 3 points P, P', P". 

Mais ce que nous cherchons ce sont les fonctions des io variables (2) qui sont 
des invariants; nous devons done, parmi les combinaisons de nos 6 invariants, recher- 
chef celles qui ne d6pendent que de ces io variables, c'est-A-dire celles qui sont ho- 
mog~nes de degr6 o tant par rapport fi Ix,  ]y, 8% It,  que par rapport k ~,x, By, 
8, Z, 8. t. I1 nous restera ainsi 4 invariants distincts, qui sont: 

t -Yx~  t -Yx~,  I - Y ~ ,  (s) X,e- t ' ,  
r  y.:, r  r  Y e ) 6 -  

Occupons-nous maintenant des transformations subies par les composantes de la 
force; reprenons les 6quations (11) du w I, qui se rapportent non ~t la force X,, Y ,  
Z, ,  que nous consid&ons ici, mais A la force X, Y, Z rapport6e ~t ]'unit6 de volume. 
Posons d'ailleurs : 

T - - Y X [ ;  

nous verrons que ces 6quafions ( I I )  peuvent s'6crire (l = I): 

iX ' = k(X + , T), r' = k(T + ,X), 
(6) Y ' =  Y, z ' = z ;  
de sorte que X, Y, Z, T subissent la m4me transformation que x, y, Z, t. Les inva- 
riants du groupe seront donc 

X X ' - -  T', X X x - -  Tt, X X ~ x - -  T~t, X X ~  x - -  T~ t. 

Mais ce n'est pas de X, Y, Z que nous avons besoin, c'est de X,, Y,, Z,, avec 

T = Y x ~ .  
Nous voyons que 

X, Y, __ Z, T, I 
X - - Y - - Z - - T - - p  

Donc la transformation de LORENTZ agira sur X ,  Y ,  Z ,  T de la m4me ma- 
nitre que sur X, Y, Z, T, avec cette diff6rence que ces expressions seront en outre 
multipli6es par 

p i ~t 

p' - k(i + ~,)  - -  ~t'" 

De m~me elle agira sur E, ~, [, 1, de la m4me mani6re que sur ~x, ~y, ~Z, ~t, 
avec cette diff6rence que ces expressions seront en outre multipli6es par le mdme facteur: 

~t I 

~r k(i  + ~ , )  

Consid6rons alors X, Y, Z, T I / ~  i comme les coordonn6es d'un quatri6me point 
R~d. Circ. Matera. Pa|ermop t o m o  XXl (19o6). --Stampato il ,6 dieembre *9o $. ~,2 
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Q; alors les invariants seront les fonctions des distances mutuelles des cinq points 

o, P, P', P", Q 

et parmi ces fonctions nous devons conserver seulement celles qui sont honlogSnes de 
degr~ o, d'une part par rapport 

x, Y, z, T, a:, 
(variables que l'on peut remplacer ensuite par X ,  Y ,  Z ,  T,, ~., "a, ~, i), d'autre 
part par rapport 

~ , X ,  ~ I Y '  8 t70 I 

(variables que l'on peut remplacer ensuite par ~.,, "~,, [~, I). 
Nous trouvons ainsi outre les quatre invariants (5), quatre invariants distincts 

nouveaux, qui sont: 

Y X : - -  T~ ~ - X  x - -  T t ~-X,~ --  T, ~ - X , ~ - -  T, 
(7) i -  ' ' y : ; r  Z : '  

Le dernier invariant est toujours nul, d'apr~s la definition de T .  
Cela pos~, quelles sont les conditions :t remplir ? 
i ~ Le premier membre de la relation (I), qui d6finit la vitesse de propagation, doit 

~tre une fonction des 4 invariants (5). 
On peut faire 6videmment une foule d'hypoth~ses; nous n'en examinerons que 

deux : 
A) On peut avoir 

Z X - -  t = ~ r 2 - -  t 2 - -  O, 

d'ofl t "---}-r,  et, puisque t dolt &tre n~gatif, t - - -  r. Cela veut dire quc la vitesse 
de propagation est ~gale ~t celle de la lumi~re. Il semble d'abord que cette hypoth6se 
doive ~tre rejet~e sans examen. LAPLACE a montr& en effet que la propagation est, ou 
bien instantan&, ou beaucoup plus rapide que celle de la lumi6re. Mais LAPI.ACE avait 
examin~ l'hypoth~se de la vitesse finie de propagation, ceteris non mutatis; ici, au con- 
traire, cette hypoth&e est compliqu~e de beaucoup d'autres, et il peut se faire qu'il y 
ait entre elles une compensation plus ou moins parfaite, comme celles dont les appli- 
cations de la transformation de LORENTZ nous ont d~j~t donn6 tant d'exemples. 

B) On peut avoir 

La vitesse de propagation est alors beaucoup plus rapide que celle de la lumi~re; mais 
dans certains cas t  pourrait ~tre n~gatif, ce qui, comme nous l'avons dit, ne parait 
gu~re admissible. Nous nous en tiendrons done it l'hypotb~se (A). 

2 ~ Les quatre invariants (7) doivent ~tre des fonctions des invariants (5). 
3 ~ Quand les deux corps sont en repos absolu, X ,  Y,, Z, doivent avoir lava- 
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leur d~duite de la loi de N E W T O N ,  e t  quand ils sont en repos relatif, la valeur d~duite 
des ~quations (4)�9 

Dans l'hypoth~se du repos absolu, les deux premiers invariants (7) doivent se r~- 
duire ~t 

Yx: ,  Y x,,,, 
ou, par la loi de NEWTON, 

I I 

r 4 ' r 

d'autre part, clans l'hypoth~se (A), le 2 a et le 3 e des invariants (5) deviennent: 

- ~ - Z ~  - ~ -  X ~ ,  

c'est-~t-dire, pour le repos absolu, ~t 

~ r ,  ~ r .  

Nous pouvons donc admettre par exemple que les deux premiers invariants (4)se 
r~duisent 

(~- y~.:) ~ r  y~:. 
(r + y x~,)" r + Z x~' 

mais d'autres combinaisons sont possibles. 
I1 faut faire un choix entre ces combinaisons, et, d'autre part, pour d6finir X ,  

Y,, Z, il nous faut une 3 e ~quation. Pour un pareil choix, nous devons nous efforcer 
de nous rapprocher autant que possible de la loi de N~WTOS. Voyons donc ce qui se 
passe quand (faisant toujours t - -  - - r )  on n~glige les carr6s des vitesses ~, t ,  etc. 
Les 4 invariants (5) deviennent alors: 

- - r - - Z x ~  , - - r - - Z x ~ , ,  I O, 

et les 4 invariants (7): 

Yx:, _Yx(x + ~r), Y x ( ~ , -  ~), o. 
Mais pour pouvoir comparer avec la loi de NEWTON, une autre transformation 

est n~cessaire; ici x o -~- x, Yo 21- Y, ~ @ Z, repr6sentent les coordonn6es du corps atti- 

rant ~t 1'instant t o 2 I- t, e t r =  ] / /~x2 ;  clans la loi de NEWTON il faut envisager les 
coordonnc~es x o + x,, Yo-~-Y,, ~-~-Z,  du corps attirant ~ l'instant to, et la distance 

r j  " -  X z . 

Nous pouvons n~gliger le carr6 du temps t n~cessaire b. la propagation et par 
cons6quent faire comme si le mouvement &ait uniforme; nous avons alors: 

x - - x  +~, t ,  y = y , + ~  t, ~ - - - ~ , + ~ , t ,  
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ou, puisque t = - -  r, 

X ~ X x - -  ~x r ,  

de sorte que nos 4 invariants (5) deviennent: 

o, - r  + Y x ( ~ , - ~ ) ,  

e tnos  4 invariants (7): 

X X : ,  X X ,  [x, + (~ - -  ~,)r,], 

y = y  --~,r, Z - - Z , - - ~ , r ,  

- - r i ,  I 

Y x , ( L  - -  ~), 

~ = r , - -  Yx~ , ;  

O~ 

Dans la seconde de ces expressions j'ai &rit r, au lieu de r, parce que res t  multipli~ 
par ~ -  ~, et que je n~glige le carr~ de ~. 

D'autre part, la M de NEwxo~ nous donnerait, pour ces 4 invariants (7), 

x Y x, (~ - ~,) Y x, (~ - ~,) o. 
4 ) 2 9 3 ' rx rx 'rx rx 

Si done nous appelons A et B, le 2 a et le 3 e des invariants (5), et M, N, P 
les 3 premiers invariants (7), nous satisferons ~t la loi de NEWTOI% aux termes pros de 
l'ordre du carr6 des vitesses, en faisant: 

I + A  A - - B  
(8)  M - - -  B--7, N - -  B ~- , P - -  B--- T -  

Cette solution n'est pas unique. Soit en effet C le 4 + invariant (5), C -  I est 
de l'ordre du cart6 de ~, et il en est de m~me de ( A -  B) 2. 

Nous pourrions donc ajouter aux 2 as membres de chacune des 6quations (8) un 
terme form6 de C -  I multipli6 par une fonction arbitraire de A, B, C et un terme 
form6 de ( d -  B) 2 multipli6 6galement par une fonction de A, B, C. 

Au premier abord, la solution (8) parait la plus simple, elle ne peut n4anmoins &re 

adopt&; en effet, comme M, N, P sont des fonctions de X ,  Y, Z, et de T,=Y-X~, 
on peut tirer de ces trois 4quations (8) les valeurs de X,, Y ,  Z,; mais dans certains 
cas ces valeurs deviendraient imaginaires. 

Pour 6viter cet inconv6nient, nous op6rerons d'une autre manihre. Posons: 

I I 

ce qui est justifi~ par l'analogie avec la notation 

I ~ - -  - -  

qui figure dans la substitution de LORP.~TZ. 
Dans ce cas, et ~t cause de la condition - - r - - t ,  les invariants (5) deviennent : 

o, B = - - k , ( , ' + Z x O ,  
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D'autre part, nous voyons que les syst6mes suivants de quantit+s: 

x, y, ;6 ~ r --- t 

koX,, koY,, koZ,, koT, 

k o ~, ko ~, ko ~, ko 

k,~,, k,~,, k,~,, k, 
subissent les mtmes substitutions lin~aires quand on leur applique les transformations 
du groupe de LOR~.I~TZ. Nous sommes donc conduits ~t poser: 

(9) 

k~ L =y~+~+~,~, 
o~ k, z, = ~  +~+~,~v, 

at k~ T , = - - r - - + ~ +  y. 
ko T o  

I1 est clair que si % ~, y sont des invariants, X,, Y,, Z, ,  T satisferont A la 
condition fondamentale, c'est-~t-dire subiront, par l'effet de transformations de LOREI~TZ, 
une substitution lintaire convenable. 

Mais pour que les 6quations (9) soient compatibles, il faut que l'on air: 

Yx,~- T,=o, 
ce qui, en remplaqant X ,  Y ,  Z ,  T par leurs valeurs (9) et en multipliant par ko ~, 
devient: 
( i o )  - -  A ~  - -  ~ - -  C y  = o. 

Ce que nous voulons, c'est que si l'on ntglige, devant le carr~ de la vitesse de la 
lumi~re, les carrts des vitesses ~, etc., ainsi que le produit des acctl&ations par les di- 
stances, comme nous l'avons fait plus haut, les valeurs de X,, Y ,  Z restent con_for- 
mes ~t la loi de N~.wro~. 

Nous pourrons prendre: 
A~ 

F - - o ,  y - -  C " 

Avec l'ordre d'approximation adoptS, on a: 

k o = k ,  = i, C =  I, A = - - r  + Y , , ( ~  - - ~ ) ,  

x - - x , + ~ t = x  --~,r. 
La I ~' ~quation (9) devient alors: 

x, = ~(x - .4 ~,). 

a ,,-,'-- - - ~ x ,  

Mais si on n~glige le carr~ de 6, on peut remplacer A t ,  par - - r  6, ou encore 
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par - -  r "~ . , ,  ce qui donne:  
X = ~ . ( x + ~ , O = , - x  , .  

La loi de NEWTON donnerait 
X~ 

X l  ~ ~ - -  ~ r~ 
I 

Nous devons donc choisir, pour l'invariant 0q ceiui qui se r~duit ~t - -  ~ ~t l 'ordre 

I 
d'approximation adoptS, c'est-?l-dire - ~ .  Les Oquations (9) deviendront: 

x k, A 
X, = ko B3 ~' ko B3 C ' 

y,_._ y k, A 
koB3 ~ k o B 3 C' 

(I0 
- -  k oB 3 ko B 3 C '  

r k, A 
T - -  k oB 3 k o B 3 C" 

Nous voyons d'abord que l'attraction corrig& se compose de deux composantes; 
l 'une parall~le an vecteur qui joint les positions des deux corps, l 'autre paraU~le ~t la 

vitesse du corps attirant. 
Rappelons que quand nous parlons de la position ou de la vitesse du corps atti- 

rant, il s'agit de sa position ou de sa vitesse au moment  off l 'onde gravifique le quitte; 
pour le corps attire, au contraire, il s'agit de sa position ou de sa vitesse du moment  
off l 'onde gravifique l'atteint, cette onde &ant suppos~e se propager avec la vitesse de 
la lumi&e. 

Je crois qu'il serait pr6matur~ de vouioir pousser plus loin la discussion de ces 
formules; je me bornerai donc ~t quelques remarques. 

i qui I ~ Les solutions ( i i )  ne sont pas uniques; on peut, en effet, r e m p l a c e r - ~ ,  

entre en facteur partout, par 
I 

B3 -1- (C  - -  i ) f , ( A ,  B, C) -I- (A - -  B)*f,(A, B, C), 

f .  et f ,  &ant des fonctions arbitraires de A, B, C, ou encore ne plus prendre ~ nul, 
mais ajouter ~t ~, ~, ,( des termes compl~mentaires quelconques, pourvu qu'ils satisfas- 
sent ~l la condition ( I0 )  et qu'ils soient du 2 a ordre par rapport aux ~, en ce qui con- 
cerne a, et du I e~ ordre en ce qui concerne ~ et y. 

2 ~ La I ~ ~quation ( i x )  peut s '&rire: 

x = + + ZxO] 

et la quantit~ entre crochets peut, eUe-m~me, s '&rire:  

02) (x + r~,) + ~(~y - -  x~,) -}- ~(~,z~- x~,), 
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de sorte que la force totale peut C'tre partag,i,e en trois composantes correspondant aux 
trois parentheses de l'expression (i  2); la premi4re composante a une vague analogie avec 
la force m4canique due au champ 6iectrique, tes deux autres avecla force m&anique 
due au champ magn6tique; pour compl&er l'analogie je puis, en vertu de la i ~r re- 

, . C de fagon que X~, ~, , marque, remplacer dans les equauons (I~) B~- par ~3T' Y Z ne 

d~pendent plus que lin&airement de la vitesse ~., "~, ~ du corps attirb, puisque C a di- 
sparu du d~nominateur de (i~bi'). 

Posons alors: 

l k (x  + r~,) = ),, k (y  + r'q) 

il viendra, C ayant disparu du ddnominateur de 

X __BX + ~ "  

04) v = + 

, Z = N +  

et on aura d'ailleurs: 

Os) 

- - / , ,  

~ '  

B 3 

B 3 

B 3 

k - -  = ; 

;t y v 
Alors ;% ~, ~, o u - ~ ,  -B-/-, -B-/-, est une esp~ce de champ dlectrique, tandis que 

~.' ~.' ~' 
X', ~t', % ou plut6t B3, B3, B~ , est une esp~ce de champ magn&ique. 

3 ~ Le postulat de relativit~ nous obligerait ~ adopter la solution (~ I) ou la solution 
(I4)  ou l'une quelconque des solutions qui s'en d~duiraient ~ l'aide de la I i:re remar- 
que; mais la premiere question qui se pose est celle de savoir si elles sont compatibles 
avec les observations astronomiques; la divergence avec la loi de NrwToN est de l'ordre 
de ~=, c'est-,'Mire 1000o fois plus' petite que si elle btait de l'ordre de E, c'est-A-dire 
si la propagation se faisait avec la vitesse de la lumi~re, ceteris non mutatis; il est donc 
permis d'esp~rer qu'elle ne sera pas trop grande. Mais une discussion approfondie 
pourra seule nous l'apprendre. 

Paris, juRlet 19o ~. 

H. Poi~cA~/~. 


