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B e m e r k u n g  ~iber den ]nha l t  yon  Punk~mengen.  

Von 

F, HAUSDORFF ]n Greifswald. 

Bekan•tllch haben E. Borel und H. Lebesgue das Problem der Inhalts- 
bes~immung yon PunkCmengen wenigstens eine Strecke wei~ axiomatisch 
zu behandeln versucht. Es soll jeder besehriinkten Menge A des n-dimen- 
sionalen euklidisehen Raumes E~ als Inhal~ eine nichtnegative Zahl f(A) 
unter folgenden Bedingungen zugeordne~ werden: 

(a) Der Einhei~swiirfel hat den Inhalt 1. 
(~) Kongruente Mengen haben denselben Inhalt. 
(r) Es is~ f(A + B) = f(A) + f(B). 
(~) Es ist f (A + B + C+...) = f(A) + f(B) + f(C) + . . .  fiir eine 

beschr~nkte Summe yon abz~hlbar vielen Summanden.*) 
Die yon Lebesgue gegebene konstru]ztive Inhaltsdefinition erfiillt zwar 

diese vier Forderungen, abel" sie ordnet nicht allen (beschr~ink~n) Mengen, 
sondern nur den ,megbaren" Inhalte zu. Das ers~e Beispiel einer im 
Lebesguesehen Sinne nicht megbaren Menge stamm~ yon G. Vil l i**);  
iibrigens hat das System der unmet~baren Mengen diese]be M~ichtigkeit~ 
wie da.s der mel~bareu und das aller Mengen. Die Frage bleib~ also often, 
ob das dutch die Forderungen (a) his (~) gestellte Inhaltsprobtem, in der 
Ausdehnung auf alle beschriinkten Mengen, iiberhaupt liisbar is~ oder niche. 

Man bemerkg sofort, dab eine LSsung des Inhaltsproblems fiir den 
~-~+1 auch eiae s den F_~ liefern wfirde (indem man einer n-dimensio- 
halen Menge A~ den (n + 1)-dimensionalen zylindrischen Kiirper A~+ 1 mit 
dot Basis A,  und der Hiihe 1 zuordne~ und t;(A~)-~f~+~(A~+l) setzt)~ 

*) Vgl. H. Lebesgae, Lemons sur l'in~gm~ion (Paris 1904)', S. 103. Wit be- 
zeietmen eine Snmvne volt ~engen nu~ dann mi~ A + .B +- - - ,  wenn diese Mengen 
paarweise keinen Punkt gemein haben. 

**) A. Schoeniiies, Entwickelung der Mengenlehre (Leipzig mad Berlin 1913), S. g74, 
wo H e r  weiteren Beispielen yon E. B. van Vleck mad Lebesgue auch das im Te~rb 
folgende yon mix mitgeteilt ist. 
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ebenso auch eine fiir den n-dimensionalen sptu~rischen Raum K ~  wobei 
die Bedingung (a) dutch die zu ersetzen ist~ dab K~ selber einen lmSitiven 
Inhalt, etwa 1, haben soil; endlich sind die Inhaltsbestimmungen fiir die 
gerade Linie E 1 und den Kreis K 1 identische Probleme. 

Wir zeigen zuerst, daft unter den Forderungen (a) his (~) eine In- 
haltsbestimmung keinesfalls mSglieh ist; naeh dem eben Bemerkben ge- 
niigt es~ dies ffir den Kreis nachzuweisen. Zu diesem Zweek spalten wir 
die Kreisperipherie K in abz~Idbar vide k ~ t e  Mengen. Nehmen wit 

1 �9 len Radius ~ ~-~, also f ( K )  -~ 1, stellen' die Puukte des Kreises dureh 

eine reelle Variable x dar~ so dab zwei Wer~en mit ganzzahliger Differenz 
<terselbe Kreispunkt entspricht~ und verstehen unter ~ eine irrationale Zahl, 
so gehSr~ zu jedem Punk~ x eine abz~hlbare Menge 

P~= {..., x -  28, x - -  8, x, x + 6, x +  2~, . . . } ;  

~lnd zwei Mengea /)~, P ,  haben~ wenn sie nicht identiseh sind, keinen 
Puakt  gemein. W~ihlen wir j e s t  aus jeder Menge/) ,  genau einen Punkr x 
aus, so entsteht eine Menge 

Ao : {x, y, z, . . . } ,  

�9 durch Drehung um ein beliebiges Vielfaches m~ yon 5 in die Menge 

A,~= {x + m~, y + m~, z + m~, . . . }  

iibergeht; zwei solche ~engen mit verschiedenem Index haben keinen 
Punkt  gemein, und es ist 

K . . . .  q- A_~ -~- A _ I +  Ao-~- Aid- A~q- - ' - .  

hlle diese ]~engen sind kongruent, solten also denselben Inhal~ f (A~)  ~ a 
haben; da K die Teilmenge A I ~ A s ~ - . - - ~  A~ enthiilt, so muB 1 _~_ n a  
.sein fiir jede natth-liche Zahl n, also a -~ 0, und damit ist die Bedingung ((?) 
~verletzt. Es folgt beiliiufig~ dab diese Mengen A~ im Lebesguesehen Sinne 
nicht meBbar sind (ihr ~ul~erer Inhalt ist tmsitiv, der innere Null); abet 
~das Wesentliche ist, dab wit gar nieht yon der Lebesguesehen Inhalts- 
<tefinition, sondern nur yon seinen Postulaten Gebrauch gemach~ habe~ 

Der Widerspruch, auf den wit gefiihrt wurden, bezieht sich auf die 
_Forderung ((~), die allerdings gerade den spezifischen Vorzug tier Borel- 
Lebesgueschen Ma~theorie gegenfiber der ~lteren Peano-Jordansehen In- 
haltstheorie ausmacht. Lassen wit aber diese Forderung fallen und fragen 
~ach einer etwaigen LSsung des Inhaltsproblems unter Einschr~-ung auf 
<lie Postulate (a)(fl)(7), die wohI das M~nimum (lessen darsfe]len, was 
veto Inhalt der P~lnldanengen verlang~ werden muB. Set'bst u~ter d/es~ 
.Bedir~ungen ist das Problem unl6goar, wauigst~ms fox die Kugel und daher 
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i~tir den drei- oder mehrdimensiona|en e~kl~dischen Raum. Zu diesem Zweek 
zeigen wir~ daft e ~  Kugdh~f t e  mit  einem Kugddri~el kongruent sein ]~a~, 
oder genauel; daft (yon einer abziihlbaren Menge abgesehen) die Kugel K 
in drei Mengen A, B, C gespalten werden kann derar~, daft A, B, C 
und B ~ C paarweise kongruen~ sind. 

Es sei ~ eine Halbdrehung (urn x) und ~p eine Dritteldrehung (urn ~ )  

um eine yon der ersten verschiedene Achse. Diese beiden Drehungen er- 
zeugen~ da ~ 2 ~  ~p~= 1~ eine zun~chs~ in folgender Weise darstellbare 
Gruppe 

(G) 1 I ~, ~, ~ 1 ~ ,  ~ ' ,  v% ~ I . . - ,  
in der wit die Produkte versehiedener Faktorenzahl dutch Striche getrennt 
haben; hierbei werden % ~p, ~p~ a]s einfache Faktoren gerechnet. Die all- 
gemeine Form eines Produktes yon zwei oder mehr Pak~oren ist eine der 
folgenden vier: 

wobei n eine natiirhehe Zahl und m~ = 1 oder 2 is~. 

Bei geeigneter Wahl der Drehungsachsen is~ kein Produk~ aus einem 
oder mehreren Fakioren gleich der Identi~4~ 1, sind also die in der Form (G) 
angeschriebenen I)rehungen paarweise verschieden. Um dies zu zeigen~ be- 
merken wir zuerst, dab ein Produkr das = 1 is~, jedenihlls in der Form a 
angenommen werden kann; deml aus ~ = 1 wtirde ~fl~ = a-~ 1 folgen~ 
aus ? = 1 ebenso ~?ep ~ ~-----1, und aus ~ = 1 schlieBlich 

~ - ~ P ~ =  a ' =  1. 

Die ansaren Drehungen entsprechenden or~hogonalen Transformationen 
haben, wenn wit die r in die z-Aehse, die ~-hchse in die xz-Ebene 

1 
legen und den W~ul~el beider Achsen mi~ ~ & bezeictmen~ die Gestalt: 

{ x ' ~ - x Z  - - y g ,  

(v)  ~ = x~  + ~ ,  
z ' = z  i 

[ x ' =  - - x  cos~ + z sin ~ ,  

| z" = x sin ~ § z eos # ; 



wobei 

Inhal~ yon Punk~engen .  

x ' = - -  x l  cos & + y g  -4- z l  s l n ~ ,  

y ' =  --  xg  cos @ -- y l  q- zg sin ~ ,  

z ' =  x s i n &  + ~  r  
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i = c o s  s 2 ,  g = s i n T - = T  

gesetzt is~; tier Obergang yon ~ zu ~p~ wird dm'ch Vertauschung yon $, 
mir - - / ,  bewirkt. 

Es sei nun a ein Produkt yon n Doppelfaktoren ~ oder ~r a '  
elnes yon n q-1  solchen, also a ' ~  a ~ p  oder a'~-ar a ffihre den 
Punkt  O, O, 1 in den Punkt x, y, z fiber, a'  in x ,  y ;  z ,  so &~$ zwisehen 
diesen Koordinaten die Gleiohungen ( ~ )  oder die durch Vertauschung 
yon /t mii - - / ,  daraus hervorgehenden Gleichungen (~ga) bestehen. Wir  
behaupten, dab x, y, ~ yon der Form 

x = sin ~ (a cos # ' -  1 + . . . ) ,  

y = sin & (b cos &~-i + . . . ) ,  

z = c cos ~ + - - -  

sind, d. h. x und y Produkb yon sin ~ mit einem Polynom (n - t )  m Grades, 
eia Polynom n ~= Grades in cos & In tier Tat is~ dies far n = 1 r ieht i~ 

da der Punkt O, O, 1 dutch ~ p  oder ~,p2 in l sin &, -2_ g sin @, cos @ 
fibergeht~ mad fibertriigt sieh yon n auf n-4-1; es ist niimlieh 

x' = sin ~ (a" cos ~ + . . . ) ,  

= sin e cos + . . . ) ,  

wobei zugleich 

a ' = i ( c - - a ) ,  b ' = ~ l t ( c - - a ) ,  c ' = c - - a ,  

3 
r  ( i -  = 

Durda wiederhol~e Anwendung dieser Rekursionsformel folg~, daB nach 
Drehungen ~ p  oder ~#~ der Punkt O, O, 1 in x, y, z fibergeg~ngen isf~ wo 

3 n-I 

sida jedenfalls nieht identisch auf 1 reduzier~; ,,~ser Prodakt  a k~nn also 
nut  ffir endlieh vide besondere Wer~e yon cos ~, gleieh der Idenf i t~  I 
sein, mad es ist demnaeh dutch Vermeidm~g vo~ h ~ s ~ . n s  a b ~  ~ e t ~  
Werfen m6glich, a so zu wihlen, dab kein Pradul~ r g~mivh 1 wit& 
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Nachdem ~ in diosor Weise gew~Jalt is~, haben die Transforma~ionen 
yon (G), au6er der ers~en 1~ jede nur zwoi Fixpunkte, die zusammen eino 
abziiklbare Menge Q bilden; setzen wir die ganze Kugel K----P + Q, 
so mu6 nach der uns vorschwebendon Inhaltsbestimmung f ( Q ) =  0 und 
f (P ) - - - - - f (K)>0  sein. (Dutch eine goeigne~e Drehung, deron Achse 
dutch koinen Pnnk-t yon Q kindurohgeht und doroa Winkol koiner der 
abz~hlbar vielen L~izlgendifferonzen der Punk4m yon Q gleich ist, geht Q 
in oino kongruente Teilmengo yon P fiber; durch wiedorhol~e Anwen- 
dung erkennt man, daB, f~ir jedo natiirliche Zahl n, f ( P ) ~  nf(Q), also 
[(Q)-----0 sein muB.) Be~rachten wit je~z~ ~ur die Menge iP, so ent- 
spricht jedem ihrer Punkte x die abz~hlbaro Menge P~ dot paarwoise 
vorschiedenen Punkte 

x ,  x ~ ,  x~,, x~, ~, x~*, ,  . . . ,  

in die x durch die Transformationen yon (G) fibergeht; w~hlen wir aus 
jeder Monge iP~ gonau einon PnnLrt aus, so en%s/mht eine Menge 

und es ist 
P ----- M + M~o + M~ + M@ + Mcp~, + .  - .. 

Wir behaupten jetzt endlich: es ist mSglich~ diese Mengon oder die ent- 
sprechenden Transformationon auf drei Klassen A~ B, C so zu vertoiton, dat~ 

(1) yon zwoi Transformationen Q, O~ dio eine zu A und die andero 
zu B + C g~hSr~; 

(2) yon drei Trans~brma~ionen e, e~P, 0~P ~ je eine zu A, B, C gohSrt. 
Angenommen n~mlich, die Produkte yon n odor wenigor Faktoren 

scion beroits so vertoilt, da]~ diese Beding-ungen, soweit die fragliohen 
Transformationon unter den schon vorteilten vorkommon, erf'tillt sind. F, in 
Produkt yon n Faktoron, deron letztor ~V odor ~p~ ist, heil~e ~ ;  ein sotches, 
dessen letztor Faktor 9 ist~ heit~e q%. Jodes Produkt yon n + 1 Faktoron 
ist dann vo~I oinor der clrei Formen g+~0, q~z0, q ~ ,  und wir vorteilen 
sie folgendermal~en: 

wenn #, zu A~ B~ C gehSrt, so geh~ire ,p.9 zu B~ A, A; 
wenn ~ zu A~ B~ C gohSrt, so gohSre ~.~p zu B, C, A 

und ~.~+ zu C, A, B. 

Damit sind die Produkte yon n + 1 odor weniger Faktoron in dot ge- 
~fmsoht~n Weise ver~fl~; man sieht zugloich, welcho RoUe die Un~b- 
h~ngigkei~ yon 9, ~ spiott, d ~ n  wenn ein Produkt = 1 odor zwoi formal 
verschiea~ene Produ l~  gleich w~ren, so kSnn~e die verlang~e Vor~eilung 
auf Widerspr~ohe ffihren. 
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Wir deu~en, indem wir die Iclentd~K~ in die Klasse A werfen, den 
Anfang der Verbeflung an: 

.B  __ 
I 

�9 ~, ~,~,~ ~ ~ ' ~ * r  .. 

~ y, e~,~ ~ q~,r ~,~ 

w~hrend die beiden folgenden Zusammens~ellungen zeigen, wie dureh die 
Bedingung (t) die Klassen A und.B + C, dutch die Bedingung (2) die 
Klassen A, ~B~ C aufeinancler bezogen werden: 

A ~scp q~s I 

Bezeichnen wir jetzt mit A~ B, C auch die Summen der betreffenden 
Mengen 

A = M + M~ + M ~  + M~S+ -- ., 

B =  M~ + M ~  + . - - ,  

C = M~,S+ Mcp~ + .  --, 
so is~ 

A~o = B + C, A ~ =  B, A ~ =  6, 

die Mengen A~ B, C, B + C sind kongruen~ und A miif~tm gleiehzeitig die* 
H~lfte und das DritteI des Kugelinhatts haben. 

Das Inhaltsproblem setbst ohne die Lebesguesehe Forderung (8)' ist 
also ffir die Kugel und ffir den drei- oder mehrdimensionalen Raum nicht 
l~sbar. 

Fiir den Kreis, die gemde Linie und die Ebene muB die F r ~  nae~- 
einer den Bedingungen (a)(fl)(~) genfigenden ][nhaI~sbes~immung .often. 
bteiben, da die S~ruk~r der Bewe~ngsgruppe in diesen F~len das obige 
u nicht gestat~et. 

Greifswatd~ 27. Februar 1914. 
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