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Bemerkung iiber den Inhalt von Punktmengen.

Yon

F. Hausporrr in Greifswald.

Bekanntlich haben E. Borel und H. Lebesgue das Problem der Inhalts-
bestimmung von Punkbmengen wenigstens eine Strecke weit awziomatisch
zu behandeln versucht. Es soll jeder beschrinkten Menge A des n-dimen-
sionalen euklidischen Raumes E, als Inhalt eine nichtnegative Zahl f(A4)
unter folgenden Bedingungen zugeordnet werden:

(¢) Der Einheitswiirfel hat den Inhalt 1.

(8) Kongruente Mengen haben denselben Inhalt.

(7) Es ist f(4+B) — f(4) + (D).

(8) Es ist f(A+B+C+--)=fA)+7(B) +f(C)+--- fir eine
beschrinkte Summe von abzihlbar vielen Summanden.¥)

Die von Lebesgue gegebene Zonstrulkiive Inhaltsdefinition erfiillt zwar
diese vier Forderungen, aber sie ordnet nicht allen (beschrinkten) Mengen,
sondern nur den ,meBbaren® Inhalte zu. Das erste Beispiel einer im
Lebesgueschen Sinne nicht meBbaren Menge stammt von G. Vitali #¥);
iibrigens hat das System der unmeBbaren Mengen dieselbe Michtigkeit
wie das der meBbaren und das aller Mengen. Die Frage bleibt also offen,
ob das durch die Forderungen («) bis () gestellte Inhaltsproblem, in der
Ausdehmung auf alle beschrinkien Mengen, tiberhaupt losbar ist oder nicht.

Man bemerkt sofort, daB eine Losung des Inhaltsproblems fiir den
E, ., anch eine fiir den E, liefern wiirde (indem man einer %-dimensio-
halen Menge 4, den (% + 1)-dimensionalen zylindrischen Kérper 4, mit
der Basis 4, und der Hohe 1 zuordnet und f,(4d) =f,,,(4,,) satzt),

*) Vgl. H. Lebesgue, Lecons sur Dintégration (Paris 1904), S. 103. Wir be-
zeichnen eine Summe von Mengen nur dann mit 4 -- B} ..., wenn diese Mengen
paarweise keinen Punkt gemein haben.

**) A. Schoenflies, Entwickelung der Mengenlehre (Leipzig und Berlin 1913), 8. 374,
wo auBer weiteren Beispielen von E. B. van Vieck und Lebesgue auch das im Text
folgende von mir mitgeteilt ist.
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ebenso auch eine fiir den xn-dimensionalen sphirischen Raum K, wobei
die Bedingung () durch die zu ersetzen ist, daB K, selber einen positiven
Inhalt, etwa 1, haben soll; endlich sind die Inhaltsbestimmungen fiir die
gerade Linie E, und den Kreis K, identische Probleme.

Wir zeigen zuerst, daB unter den Forderungen () bis (d) eine In-
haltsbestimmung keinesfalls moglich ist; nach dem eben Bemerkten ge-
niigt es, dies fiir den Kreis nachzuweisen. Zu diesem Zweck spalten wir
die Kreisperipherie K in abzdhlbar viele kongruente Mengen. Nehmen wir

den Radius = 2%, also f(K) =1, stellen’ die Punkte des Kreises durch

eine reelle Variable 2 dar, so daB zwei Werten mit ganzzahliger Differenz
derselbe Kreispunkt entspricht, und verstehen unter & eine irrationale Zahl,
s0 gehort zu jedem Punkt x eine abzihlbare Menge

P={-,xa-20,2—8,z,2+0, 2+20, ---};

x 7

und zwei Mengen P,, P, haben, wenn sie nicht identisch sind, keinen
Punkt gemein. Wihlen wir jetzt aus jeder Menge P, genan einen Punkt z
aus, so entsteht eine Menge

4, = {x,y, Z, - b
die durch Drehung um ein beliebiges Vielfaches m¢ von & in die Menge

A, ={z+md, y+md, 2+ md, ---}

iibergeht; zwei solche Mengen mit verschiedenem Index haben keinen
Punkt gemein, und es ist

K="'+-A-_2+A_.1+A0+A~1+-A2+"‘~

Alle diese Mengen sind kongruent, sollen also denselben Inhalt f(4,) =@
haben; da K die Teilmenge A4, + 4;+ - - - + 4, enthilt, so muB 1 > =a
sein fiir jede natiirliche Zahl », also a = 0, und damit ist die Bedingung (4)
verletzt. Es folgt beildufig, daB diese Mengen 4,, im Lebesgueschen Sinne
nieht meBbar sind (ikr ZuBerer Inhalt ist positiv, der innere Nuil); aber
das Wesentliche ist, daB wir gar nicht von der Lebesgueschen Inkalts-
definition, sondern nur von seinen Postulaten Gebrauch gemacht haben.

Der Widerspruch, auf den wir gefiihrt wurden, bezieht sich auf die
Forderung (9), die allerdings gerade den spezifischen Vorzug der Borel-
Lebesgueschen Maftheorie gegeniiber der alteren Peano-Jordanschen In-
haltstheorie ausmacht. Lassen wir aber diese Forderung fallen und fragen
nach einer etwaigen Losung des Inhaltsproblems unter Einsehrinkung auf
die Postulate («)(8)(y), die wohl das Minimum dessen darstellen, was
vom Inhalt der Punktmengen verlangt werden muB. Selbst unler diesen
Bedingungen ist das Problem unlosbar, wenigstens fir die Kugel und daher
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fiir den drei~ oder mehrdimensionalen euklidischen Raum, Zu diesem Zweck
zeigen wir, daf eime Kugelhdlfte mit einem Kugeldrittel kongruent sein kann,
oder genauer, daB (von einer abzihlbaren Menge abgesechen) die Kugel K
in drei Mengen A, B, C gespalten werden kann derart, daf 4, B, C

und B + C paarweise kongruent sind.

Es sei p eine Halbdrehung (um #) und v eine Dritteldrehung (um -2—:)

um eine von der ersten verschiedene Achse. Diese beiden Drehungen er-
zeugen, da @?= 9¥’=1, eine zunichst in folgender Weise darstellbare
Gruppe

(8) Lig o 9| gv, 93% 99, %9 |-,

in der wir die Produkte verschiedener Faktorenzahl durch Striche getrennt
haben; hierbei werden @, ¢, 92 als einfache Faktoren gerechnet. Die all-
gemeine Form eines Produktes von zwei oder mehr Faktoren ist eine der

folgenden vier:
&= QPR pYs - QYa,

B=vmpy™e .- Py,
y=@PhoyY™ .- Y™ @,
5_-—_¢m1(p¢ma e QYT

wobei n eine natiirliche Zahl und m;=1 oder 2 ist.

Bei geeigneter Wahl der Drehungsachsen ist kein Produkt aus einem
oder mehreren Faktoren gleich der Identitit 1, sind also die in der Form (G)
angeschriebenen Drehungen paarweise verschieden. Um dies zu zeigen, be-
merken wir zuerst, dab ein Produkt, das = 1 ist, jedenfalls in der Form «
angenommen werden kann; denn aus g =1 wiirde B¢ =« =1 folgen;
aus y =1 ebenso gy =3 =1, und aus & = 1 schlieilich

PIrmiym— o = 1.

Die unseren Drehungen entsprechenden orthogonalen Transformationen
haben, wenn wir die #-Achse in die z-Achse, die g-Achse in die z2-Ebene

legen und den Winkel beider Achsen mit —;—& bezeichnen, die Gestalt:

o=zl —yu,
(@) {y'=:w + y4,
&= z;
r'=—gcosd 4 zsin o,
(9) {3/=—-—y,
= xsind 4 zcosd;



Inhalt von Panktmengen, 431

F=—zlcosd+yp+2lsind,

(p¥) y —— zycos & —yL+ zusin P,
= xsind +2z cosd,
wobei
2 L 3
1=cos—3§=—%, u=sm%"’_—_%§_

gesetzt ist; der Ubergang von ¢ zu ¢? wird durch Vertauschung von g
mit — g bewirkt.

Es sei nun « ein Produkt von n Doppelfaktoren @y oder py?, &
eines von % + 1 solchen, also &' = apyp oder o = agpy?® o« fibre den
Punkt 0, O, 1 in den Punkt z, y, # iiber, o’ in &, ¥/, &, so daB zwischen
diesen Koordinaten die Gleichungen (@) oder die durch Vertauschung
von g mit — p daraus bervorgehenden Gleichungen (p3?) bestehen. Wir
behaupten, daB z, ¢, # von der Form

z=sind{acosd~1+4...),

y=sind(bcosd*~14 ..,

g2=ccos &+ ---
sind, d. h. # und y Produkte von sin & mit einem Polynom (n — 1)%= Grades,
z ein Polynom #*= Grades in cos &. In der Tat ist dies fiir » = 1 richtig,
da der Punkt 0, 0,1 durch ¢4 oder p9® in Asind, 4+ psin &, cos &
iibergeht, und tibertrigt sich von » auf n+ 1; es ist niamlich

£ =sin (@ eos 4 - ),

Y =sind @ cos &4 --.),

Z=ccos 9t L ...
wobei zugleich

a=1ic—a), ¥=+plc—a), =c—a,
d—d=>01—21)(c—a) =—2—(c—a).

Durch wiederholte Anwendung dieser Rekursionsformel folgt, daB nach
n Drehungen @ oder p¢* der Punkt 0, 0,1 in #, y, 2 tibergegangen ist, wo

= () s ot

sich jedenfalls nicht identisch auf 1 reduziert; unser Produki ¢ kann also
nur fir endlich viele besondere Werte von cos & gleich der Idenfitdt 1
sein, und es ist demnach durch Vermeidung von héchstens abzihlbar vielen
Werten méglich, & so zu wihlen, daB kein Produkt « gleich 1 wird.
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Nachdem & in dieser Weise gewihlt ist, haben die Transformationen
von (G), auBer der ersten 1, jede nur zwei Fixpunkte, die zusammen eine
abzihlbare Menge @ bilden; setzen wir die ganze Kugel K= P+ Q,
so muB nach der uns vorschwebenden Inhaltsbestimmung f(Q) =0 und
f(P)=f(K)>0 sein. (Durch eine geeignete Drehung, deren Achse
durch keinen Punkt von @ hindurchgeht und deren Winkel keiner der
abzihlbar vielen Lingendifferenzen der Punkte von @ gleich ist, geht ¢
in eine kongruente Teilmenge von P iiber; durch wiederholte Anwen-
dung erkennt man, daB, fiir jede natiirliche Zahl n, f(P) > nf(Q), also
(@) =0 sein muB.) Betrachten wir jetzt yur die Menge P, so ent-
gpricht jedem ihrer Punkte z die abzihlbare Menge P, der paarweise
verschiedenen Punkte

%, 29, Y, TP°, 2P, - - -,

in die z durch die Transformationen von (G) iibergeht; wihlen wir aus
Jjeder Menge P, genau einen Punkt aus, so entsteht eine Menge

. M={xyz- -}
und es ist

P=M+ Me+ Myp+ My*+ Moy +---.

Wir behaupten jetzt endlich: es ist mdglich, diese Mengen oder die ent-
sprechenden Transformationen auf drei Klassen 4, B, C so zu verteilen, da8

(1) von zwei Transformationen g, o die eine zu 4 und die andere
zu B+ C gehort;

(2) von drei Transformationen ¢, o9, o¥* je eine zu 4, B, C gehort.

Angenommen n#mlich, die Produkte von # oder weniger Faktoren
seien bereits so verteilt, daB diese Bedingungen, soweit die fraglichen
Transformationen unter den schon verteilten vorkommen, erfiillt sind. Ein
Produkt von » Faktoren, deren letzter ¢ oder ¢* ist, heiBe v ; ein solches,
dessen letzter Faktor ¢ ist, heile ¢,. Jedes Produkt von # -+ 1 Faktoren
ist dann von einer der drei Formen ¢,9, ¢,¥, ¢,¥? und wir verteilen
sie folgendermafen:

wenn ¢, zu A, B, C gehort, so gehdre v, ¢ zu B, 4, 4;

wenn ¢, zu A, B, C gehdrt, so gehdre @, zu B, C, 4

und @,9* zu C, 4, B.
Damit sind die Produkte von % 4 1 oder weniger Fakioren in der ge-
wiinschten Weise verteilt; man sieht zugleich, welche Rolle die Unab-
hingigkeit von ¢, ¥ spielt, denn wenn ein Produkt == 1 oder zwei formal

verschiedene Produkte gleich wiiren, so konnte die verlangte Verteilung
auf Widerspriiche fiihren.
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Wir deuten, indem wir die Identitit in die Klasse 4 werfen, den
Anfang der Verteilung an:

4 { 1 Vo oyt Y | PeYe VP PYiep? |-
UAL ‘ PPl Pioy’y "o

B Py poY oy ppip , PP

c L o |pep?Pieyp’ PYeYP* ppiep

wihrend die beiden folgenden Zusammenstellungen zeigen, wie durch die
Bedingung (1) die Klassen 4 und B+ C, durch die Bedingung (2) die

Klassen A, B, C aufeinander bezogen werden:

Llve 9% ov' |ove |weve vev'e  Veve vev'e  giiow’

2

9 B P

1

|
1 ]1 Py P oyt e | Yovy vopip  Ploye  Popiy  gPpieyt

¥ Yoy Py @ oYY YePed PePioy Popep Yeplep o'y

Qw4

P pep® Pyt PVPV*  bored® Yobey® evey® Peviey’ gvipd
Bezeichnen wir jetzt mit 4, B, C auch die Summen der betreffenden

Mengen

A=M+ Myp + MyPp + Moyp®+ -,

B= M+ Mg+,

0=M¢2+M‘P¢+ Y

Ap=B+C, Ay=DB, A¢=C,

die Mengen 4, B, C, B + € sind kongruent und 4 mifite gleichzeitig die’
Hilfte und das Drittel des Kugelinhalts haben.

Das Inhaltsproblem selbst ohne die Lebesguesche Forderung (d) ist
also fiir die Kugel und fiir den drei- oder mehrdimensionalen Raum nicht
16sbar.

Fiir den Kreis, die gerade Linie und die Ebene muB die Frage nach
einer den Bedingungen («)(8)(y) gentigenden Inhalisbestimmung -offen-

bleiben, da die Struktur der Bewegungsgruppe in diesen Fillen das obige
Verfahren nicht gestattet.

Greifswald, 27. Februar 1914,

so ist
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