
Grenzwer the  yon Reihen an der  Convergenzgrenze.  

Von 

OTTO HiJLDER in Tiibingen. 

. 

~ a , , x  v-1 sei eine Potenzreihe mit dem Convergenzradius 1.; x 

denke man sich reell und positiv, < 1, und dem Wertl~ 1 sich be- 
liebig nKhernd. 

7 g  

Wenn die Summe ~ a ~  ffir n ~ cx) einen Grenzwerth hat ,  so 
Y ~ I  

ist bekanntlich : 

(I) lira ~ a~x ~-1 = ~ a , .  
~-=1 ( " V  

Auf der andern Seite kann die Potenzreihe auch einen Grenzwerth 
haben, wenn die Coefficientenreihe schwankt. Z. B. die Function 

1 
1-712: x --= 1 -- x - ~ x  ' ~ -  x ~ - { - . . .  

I w~ihrend die Reihe der Coefficienten 1 --1-~-1 --  l -~--.. hat die Grenze -2 ' 

divergirt, und zwar so, dass sie stets zwischen Jr- 1 und 0 bin- und 

' daS herschwankt. Es f:~llt hier sofort auf, dass jener Grenzwerth-~- 

arithmetische Mittel ist zwischen den GrSssen 0 und 1., zwischen denen 
die Coefficientensumme schwankt. 

Die Verallgemeinerung dieser Bemerkung ffihrt zu einer K erie 
yon S~tzen. 

~t 

W e n n  ~ a ,  ~ - s ,  mit  n ~ c~ keinen Grenzwerth hat,  abet die 
1 

Gr~ssen s l ,  s 2 , . . ,  einen Durchschnitt  c haben,  so dass 

lira ,sl + s, + .  �9 �9 + s,, 
. . . . . . . .  ~ C 

r 
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is t ,  so hat  auch die T~tnct ion ~ '  a , x  �9 a ['~r x ~ 1 eine Grenze ,  u n d  
1 

diese ist  aueh ~ c*). 
Wetter: Wenn kein l)urchschnitt der s t ,  ~'.~, �9 �9 �9 vorhanden ist, 

setze lllall : 
S , + S ~ + . -  �9 + s,, 

n 

.p  

s ,7==  ~ , ' +  s , ' + -  �9 - +.~,,  

. . . . . .  , . 

~.,(},--i) _I_ ~(7--I} -L _L ,~(y--l) 
( y )  " ' I  ~ "~ ,  ~ " " ~ ~n  

~: it& 

und l|tlrt gilt: W c n n  lint s(,,r)-~ e,  so is~: 
f i z z .  co  

12 } l i r a  a,,x" t - - "  e .  

. v - ~  l t 

Diese Kette yon S'~tzen gilt auch f(ir complexe Coefflcienten. 

, 

Eine Verallgemeinerung des Satzes (I) nach einer andern Seite 
hin, die fiir reelle Coefficienten gilt, ist folgende: 

Wenn die GrSsse s~ schwankt, aber zwisehen endliehen Grenzen 
bleibt, so miissen bekanntlich zwei Grbssen G l und H, existiren, 
//I > G,, so dass zu jedem beliebigen Werth e clue Stelle der Reihe 
st, s2, s : , , . . ,  gefunden werden kann, yon der ab far alle folgenden 
Glieder 

G , - - ~ < s ~ < H , - 4 - ~ .  

Wenn dabei (lie Grenzen G I und H I so eng als mSglich bestimmt 
sind, so sind (;t und H 1 das, was Herr P. du B o i s - R e y m o n d  die 
Unbestimmtheitsgrenzen yon s~ nennt**). Dann ist stets auch 

a n  

G t - d  < L  ~a,x " - I < H ~ + ~ ' ,  
1 

wobei die Ungleichung fiir ein beliebig kleines e" muss giiltig ge- 
macht, werden kSnneu, indem wir x in ether genfigend kIeinen Strecke 
bet x ~ 1 annehmen. G, und Hj sind aber dann fiir die Potenzreihe 
nicht nothwendig die engsten Grenzen. Es muss dann ftir ihre 

*) Dieser erste Satz ist bereits yon Hrn. F r o b e n i u s  aufgestellt und be- .  
wiesen worden: siehe dessen Arbei~ , f iber  die Leibnitz'sche Reihe"  im 89. Bande 
yon Borchardt's Journal ,  p. 262--264. 

**) Siehe dessen a | lgem.  Functionentheorie, pag. 269. 
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Schwankung in der N~he yon x ~ l noch zwei Grenzen geben, 
G~ und //2, die unter Umstiinden zusammenfhllen, wenn n~hnlich die 
Function einen limbs hat. Es ist dann: 

Gi < G2 < t/,, < H~. 
Den Fall ,  dass sn einen lira hat ,  kann man hierin aueh mit ein- 
sehliessen ; 

Dann folgt aus G I == t [  1 

Dieser Satz gilt aueh, wenn man s~ setzt start s . ;  ihn welter zu verall- 
gemeinern~ gestatten wenigstens unsere Beweise nicht. 

4. 

Wi t  beweisen im Folgenden die Siitze zusammen und setzen reelle 
Coefficienten voraus. 

Dabei werden wit uns stets der bekannten Formel fiir partielle 
Summation bedienen : 

(II) .~.~ P'q" = ~,.~ " -- q'+' e q'+' 'r 

Die GrSssen sn, s ' ,  s", 
niigen den  Gleiehungen: 

. 

�9 . . ,  die in Art. 2 definirt wurden, ge- 

,~1 + s~O~ _~ . . . .  + ~(~) s ~+ ' )  
n n 

und 
s ('b n s  (~+1) (n - -  1) s (~+11 

n ~ n - -  ' n - - I  " 

Kommt eimnal eine Reihe ~ Jr) die zwisehen endlichen Grenzen 
~ 1 7 o 2 , " " " ~' 

sehwankt, so ist 
l s~r~ l < 

(dem absoluten Betrag naeh) fiir jedes n; also, da 

s~ - 1  = n s  (r) - ( n  - 1 )  s (') 
n n - - l ~  

ist 
!1 s~-') I < n A  -a t- (n --, 1)A 

< 2 h A ;  
ferlaer : 

I s(r-~' 1 ~  < n I s:-I  [ -1 - ( n - -  1)Is 'r-I)._1 

< 2 n 2 A  + ( n - -  1) 2 h A  

< 4n~A 

l s~ I < 2~nrA; 



5 3 8  O. HSLD~:n. 

allgemein : 

(III) 

Ferner ist 

a l s o  : 

d ' ~ 0 ~  1 ~ 2 , . . . , 7 .  

CIn ~ 8n  - -  S n - - 1  

[a~] < 2r+lnrA,  

w6raus ersichtlich ist, dass unter den gegebenen Bedingt~ngen (lie 
aO 

L T a ,  x *-~ fiir alle x ~ 1 divergirt. Wenn ferner die Potenzreihe 
1 

s ~ , s 2 , . . ,  keine Grenze habdn, ist auch klar, dass die Convergenz 
nicht tiber 1 hinausgeht. 

. 

Nach Formel (II) Art. 4 ist: 

2 2 a. x ' - '  = s , ( x ' - '  - -  x ' )  + xns. ,  
I 1 

nach (lII) Art. 5 ist: 
lira (q'" s~) ~ 0, 

a l s o  -* n--:,~ 

2 a . x "  ' = ( ' - -  
l I 

und, wenn die s, zwischen endlichen Grenzen bleiben: 

2 }  
m - -  1 

=(1 - x) ~ _ _ s , x ' - '  + [ s . , ] x" - ' ;  
1 

[sin] i s t  ein Werth zwischen der oberen und unteren Grenze yon 

Durch passende Wahl yon m macht man 

wenn G 1 und Hz die Unbestimmtheitsgrenzen sind fiir die s~. Nun 
kann dutch passende Wahl yon x, genfigend nahe bei l ,  der Werth yon 

7?$ 

so nahe an die 1, und der yon ( l - - x ) L T s , , x  "-~ so nache an Xm-Z die 
1 

0 gebracht werden~ als man will; so dass dann: 
ao 

Gj - -  ~" < ~ ,  a , x  "-~ < 111 -[- ~'; 
1 
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d wird mit 1 - - x  oo klein. Ist speeiell 

G t = H 1 ~ - -  c ,  

so is~ 

x = = l  

7~ 

Wel~n die s j , s2~ . . ,  schwanken, setze man: 

2 /2 } (1 - x )  s, x "-~ = (l - x) vs;(x'- '  - x ' )  + ns,: x~ 
1 ".. 1 

o o  

= (1 -- x)~ ~ ~,s'x,-' (wie obe.)  
1 

, . '  • } 

/ 
'(. 1 1 1 

- - ( 1 - x ) ~  { ~ ; x ~  1 _ [s,;J ,,~"1 + Is,;,]. 
1 1 

Man kann nun die Schltisse wiederholen und findet; dieselben 
Sgtze ftir s~. Bei weigerer Verwandlung kommt: 

(1 - x), ~ ~.<x,-, = (l - ~ )  , ,,s;:{,~x,-,-(v+l)x,}, 
1 l 

indem 

1 l p  

S v  ----- ~t 8 ~  ; 

! 

dies liisst sich iihnlieh behandeln, wenn man es gleieh 

2 ( 1 - x ) : ~ v ( v + l )  s~x'-' (1 - - x )  2 tt Y--X - -  V S v  X 

, 1 

setzt. 
8. 

Um die in Art. 2 gegebenen S~iize allgemein beweisen zu k5nnen, 
schicken wit eiuige andere voraus. 

Sei : 

f(x) = ~ q~(v)s,x'-', 



540 O. m~,.,~,. 

tp(v) eine rat ionale gauze Funct ion r'"" Grade.' mit  dem hSchsten Coef- 
ficienten e, also:  

~(~) = e ~ r  + . . .  

Die s, sollen wieder im Unendl iehen zwisehen den Grenzen G I 
und H I schwanken)  so ist:  

t ,  ~, . c . r !  - ~ < (1 - -  :,O"+~f(.~) < H ,  . e .  r !  -[- ~, 

wo wieder ~ mlendlich ldein,  wenn .m unendlich nahe bei 1. 
Speciell is t :  

G j  ~ H j  ~ e ,  

lira s ,  ~ c ,  
n ~ a o  

B e w e i s :  

so ist:  

lim {(I - x ) " + ' f ( x ) }  = v . e . r ! .  
X - - - I  

( ! -  x) r+' f(x) 

l'<," 
m (m- U"" (m-rq-U_l ~ ,  

i r a - -  l 

= ( , , )  S , , , : - - '  - -  

-4- [s., 
wobei 

lira 

x r - 1  dr  (x)  ~ [ 

" da:r J 

~ (m) 1 x ' - ' .  r ! 
r e ( m - -  I ) . . .  (m--- r +  1) J 

) 

(m)  
m ( m - - U . . . ( m - - r T U  ~-  e. 

W i r  machen dieselben Schlfisse 
haupteten Satz. 

wie oben und erhal ten so den be- 

so ist :  

I s t  wieder : 

ao 

1 

. 

.qt + s~ + . . . + s .  
. . . . . .  ~ - -  . . . .  ~ S n  

s," + s; + . . .  + s~ ,, 
n ~ s n ~  

. . . .  o . . . .  

- -  N-'~s c~+') { ~ ( . ) ~ , ' - ' -  ~ ( ~ +  1)x'}, z_J �9 
! 

vorausgesetz t ,  class die s ,  d ie ' i n  Art.  5 erw~hnte  Bed ingung  erftillen. 
Also : 
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(~ co 

~ r  (~)s(, ~' x ' - ' =  o - x )  ~ , ~ + , ,  r (~)~,,-, 
1 1 

co 

__  " ~ V S  10+0 ~ . ~  , { r  + 1) - ~ ( , ) }  ~ ' .  
1 

Aber r soll, wie oben, vom r t~'' Grade sein; r + 1) - -  qg(v) ist 
vom r -  ltcn~ und zwar 

(,, + 1) - ~ ( , , )  = ~ .  ~ .  ~ r - ,  + . . . ,  
W e l l n  

~(~,) = e , ,~  + �9 . .  

10. 
Sei nun : 

l " ( x )  = " ~  q~(v ) s~x  ' ' -1,  cp (wie oben); 
1 

aber die s, mSgen sehwanken,  und es sei 

lim s (y) ~ c, y 

dann folgt zun~ichst aus dem in Art. 8 bewiesenen Satz: 

lim l - - x ) " +  1 q~ v ) s  ) x ~-1 ~ c �9 e �9 r ! .  
x ~ l  1 

Aber nach Art. 9 ist 

oo cto 

~ ( ~ ) s  ~ = , ~ , r  "-~ 
1 ~ 1 

- - x .  s ~y) v cp ( v  + l )  - -  (p ( v )  x , 
1 

und es ist vermSge Art. 8 und 9, well 

und v c p ( v )  = e v ' +  1 + . . .  

und 

lira 
X-----I 

Also : 

lira 
Xm.~-I 

(~(~ + ~) - r  ~. ~, + . . . ,  

(1 - -  x)~+~ % -----e.  c .  (r  + 1)! ;  
1 

+,> 
I v "~' 

M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n .  X X .  

~ e . c . r . r ! .  
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lim~(1--x)~+12cp(v)s~V-1)x"-I } 
x ~ - I  ~ I 

ebenso beweist man nun,  dass 

= e . c . { ( r  + 1 ) ! - - r . r ! } = e . c . r ! ;  

�9 - - 2 )  Xr--1 e . c . r ! ~ l i m  1 - - x )  '+~ cp(v s 
x ~ l  t 

m S. f. 
Also ist stets: 

lim (I -- x)~+ 1 cp(v)s,x "-t - ~ - e . c . r ! ,  
x ~ l  [ 1 

wenn 

und 

lim s ( r ) -  c 

,~ (~,) = ~ .  ~,~ + . . . .  

11. 

Specialisiren wir den Satz des vorigen Artikels, indem wir q0 ( v ) =  1, 
r = 0 setzen, so kommt: 

x ~ l  I 

Definiren wir (lie s~ hierin wieder als Summen der a~ so kommt:  

lira a , x  "-1 ~- c, 
x = t ( ~  j 

der Satz des Art. 2 in seiner allgemeinsten Form. Setzen wir: 

l~(x) ---- ~ s,x'-', 
1 

lira s ( v ) -  c, y - -  

so kommt: 
�9 0 ' )  = (~' - -  1 ) . . .  O' - r + 1)(~ ,  - ~-), 

a~ P ( ~ )  [ r !  lim ( 1 - - x ) ~ +  r d Z - -  I = c .  

Der Satz: 

well l l  

12. 

l - - X )  S ,X  ~- I  ----C~ 
1 

lim s t+s~  -t- "_"_ + s,~ 
- ~  C 
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zeigt eine auffallende Analogie mit dem Satz yon D i r i c h l e t :  

lim w ~ ---- c 

w e i l l l  

lira aj ~-a_,~ ~ . - - , - [ -a .  = C, 

der in der Zahlentheorie eine Rolle spielt. Man kann also vermuthen, 
dass auch dieser einer Verallgemeinerung f'~hig sei. 

13. 

Ffir unendlich grosse n sei wieder 

G l - E < a .  < H I - ~  

so ist fiir unendlich kleine w (positiv reell) 

av ~, 
Gt - ~ '  < w -~-w~ < 1t, -4- �9 

1 

B e w e i s :  ZunLichst is~ die Convergenz gesichert,  wenn die a 
zwischen endlichen Grenzen bleiben. Ferner  ist, nach bekannter Methode 

1 < f a x  1 
(y.~_ 1)l~-w , f  xl-~-u, < l--~-w 

2 f 2 1 " d x  1 
- ,yl-'~ii,- < < 

u ' t - I  n n 

clo 

n l + ,  ~ -[- _ _  < 
,'+. ~ ~-~ , 

n n 

woraus folgt: 

___I . . . . . . .  I -4- ~f+~-, 
1--[- w W n w 

n 
WO 

o < e < l  
ist. Also : 

Nun ist : 

lim l w ~ - ~ , ~  = I .  
w-----O ( 

m - - I  a " 2 % ~ ,  ~-4~- -{- [a,,] w ~,+,, 
1 1 m 

woraus die Behauptung folgt. 
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14. 

Die a seien unter einer endlichen Grenze; und es sei auf irgend 
eine Weise bewiesen~ dass zu jeden ~ ein (~ gefunden werden kann, 
so dass fiir alle w < c~ 

2 a* G - - ~  < w  -~+~ < H + ~ .  
1 

Die G und H sind feste GrSssen, abet night nothwendig die Unbestimmt- 
heitsgrenzen der a. 

Dann gilt auch 
2 a ~  ~ (v, w) 

G - -  e ' < w  vl+~ < H + d  
1 

wo e' unendlich klein fiir unendlieh kleine w, wofern r w) folgende 
Bedingungen erfiillt : 

Fiir jeden ganzzahligen Werth yon v (v = 1 , 2 ,  3 �9 �9 .) und fiir 
jeden reellen positiven Werth yon w unter einer gewissen Grenze sei 
r w) definirt; fiir jedes specielle v sei 

lim {w 9 (v, w)} = 0. 

Wenn ferner_1 und w unendlich klein werden (unabhiingig yon �9 y 

einander), so soll 9 dem Werth 1 sieh unbegrenzt niihern: 

lira r w) ~- 1. 
w-~-0 

~W 

~o ( v ,  w )  - -  1 
Grenze sein. 

B e w e i s :  

2 a,~(v, w) 
1 

~ avq~(v , w) 2 a, 

c~ 

+ W ~ a,~(cp(v,w)--1) 
yl--{- m 

~Tt 

a, cp(v, w) ' a, ~ + W 
/ ~ l + w  ~ /  ~,,1-{-w / 1,1"~-w 

1 1 ) 1 
o o  

E( + a., cp(m,w)- 1 w l+~ 

Man w~ihlt M und ~ so, dass ftir 

v > M ,  

so klein ist, als man will; die a sollen unter einer 
Man setzt m > M fest und wghlt dann w so, dass 
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1 geniJgend nahe an 1, w --~-f§ e und W ~ r l + w  
1 t 

H q - a  f'211G und der erste, Theil gen~igend klein wird. Dann ergiebL 
sich der behauptete Satz. 

15. 

Wit  fiihren die Detlnitionen ein: 

a j + u ~ + . -  + %  
. . . . . .  n . . . .  a n ,  

a,'+ a~'+.. + a,: 
c t  

. . . . . . . . . . . . . . .  ~ - a n ~  9Z 

�9 , ~ �9 �9 o . . . .  

so ist, wenn a" unter einer endlichen Grenze bleibt, auch a~', a~', �9 �9 �9 
unter derselben; abet nicht die a~ im Allgemeinen. Doch c6nvergirt 

in diesem Fall  stets t + ~  und es ist 
1 

1 ~i~-;- ---- 2 ,-,-§ qo(v, w), 
1 

wo q9 die im vorhergehenden Artikel bezeichneten Eigenschaften hat. 
B e w e is : Durch partielle Summation erh~ilL man : 

~i;,o- = v a ;  ~ + ~  (~ + ~1,+ ~ + (~ + i ? + ~  ; 
1 'v~--.l 

aber 

,,+,o } - w  ' -  (, + 

~w ~ I - ~ ~ 11- . . . 

1 I ( 1 - ~ ' t V ) ( 2 q - W )  1 I -----  ~ - ~ -  l q - w - -  1 . ~  X - +  . . . .  

Der Ausdruck in der K lammer .ha t  die Eigenschaft yon cp(v ,  w ) ,  

er liisst sich sogar fiir kleine 1 ,  w nach diesen GrSssen entwickeln. 

(, , ) Hiltten wir niimlich v vl+~ ( v - 1 )  ~+~- entwiekelt statt  

v ~,+w (~ q_ 1)ltw , 
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so h'~tten wir dieselben Glieder erhalten in der Entwickelung nach 
l 

-~-, nur alle mit demselben Zeichen. Jeder Coefficient wird dann ent- 

wickelt eine ganze Function yon w mit gleichzeichigen Coefficienten, 
wodurch jede Umstellung der Glieder gerechtfertigt ist. Man kann 

desshalb die Reihe auch nach w und ) ordnen: 

~ l + w -  1 +  . . . .  

Dass die obige Bedillgung fiir jedes si)ecielle v erfiillt ist, ist 
evident. 

Also: 
1 1 , ,p (v,  w)  

ferner 
~ a n  lira 1)~+~, ~ 0 ,  w > O ,  

~=~ ( n +  

da a,: unter einer fcsten Grenze, und w bei 
gang als constant zu betrachten ist. 

Hieraus und aus 

diesem Grenztiber- 

a v  "1 , 1 1 n a,: 
~i+~;- = v a ,  ~,4~ - -  i ; ~ i ~ - ;  ~ + (~ + ~ ) , : ~  1 1 . 

folgt die Convergenz von 

und die Gleichung 

Ebenso 

a v  

~ , l+w 
! 

s % s a~, ~Iv, w) 
~I+,~ - -  - - ~ T + ~  . . . .  

1 1 

, , + ~  ~ ( v ,  w) - -  ~1+,o 
1 1 

9)(% w) bedeute~ hier genau dieselbe Function. 

16. 

' Jetzt  kSnnen wir den Satz in roller Allgemeinheit beweisen. 
8ei 

und n wie oben, so ist nach Art. 13. 
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a(y ) 
G, - -  g < w ; i ~ , -  < / / 1  + g ,  

1 

g unendlich klein mit unendlich kleinem w, also nach Art. 14. 

�9 a 7) ~ (~,w) g, 

1 

aber nach Art. 15. 

2 a~r'~(~,,w) 2 a'~-') 
1 1 

also auch 

G~ - -  g '  < w - ,,f4~- < / / 1  + g '  
1 

tl. S. f .  

Man hat also allgemein: Wenn 

a '  -~- a '  -]- " " " + a n  - - ~  a n  , 
n 

a (  + a 2, + . . . -[- a n rr  

n 

. . . .  ~ . . . , 

und wenn a,~ end[ich bleibt, und 

G, - -  e < a~) < / / 1  + ~, 

e tmendlich klein mit unendlich grossem n~ so kann auch zu jedem 
e' eine Grenze der w gefunden werden, derart ,  dass flit alle w unter 
dieser Grenze 

G~ - -  ~' < w ~i:~,  < / / 1  + g. 
1 

Speciell: Fiir 
G, ~ H 1 ----- c, 

d . h .  

kommt 

lira a}[) ~ e 

/ 2 im w 
w~---O 1 

Der letzte Satz gilt auch fiir complexe a,. Dann muss rood. a~ 
unter  einer festen Grenze bleiben. Der Mittelwerthssatz ist direct 
dann nicht anwendbar; man setzt (in Art. 13.): 

a ,  ~ c + ~,, lira ~, -~- 0 ,  
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w j 4 - ~ -  = w c  ;-,74- + w -V,+, ~ + w ,,+,o , 
l 1 1 m 

-v~47 ~ ,,~+w -~- [mod. d,,] t vl+w 
ll~. lit II~ 

u. s. f. 

sl,  82, 8a, s l, 85, - . . ,  = = -  1, 

v �9 t �9 v , - - -  1 
S l ,  82~ 83~ 84 ~ 85~ �9 ., ~ 

allgemein 

B e i s p i e l e .  

17. 

Wir haben oben schon das einfachste Beispiel erwithnt: 

1 - -  x + x ~ - -  x 3 + . . . .  

Die Ableitung dieser Reihe 
1 

- -  -(t-_t_--~i ~- = - -  I q -  2 x  - 3 x  2 + 4 x  3 - -  5 x '  + �9 �9 �9 

giebt ein Beispiel ftir den Fall, dass auch die s~ sehwanken, und die 
s~' einen Grenzwerth haben, denn: 

q- l ,  - - 2 ,  or- 2,  - - 3 ,  . - . ,  

O~ 2 3 
3 '  O, - - ~ - ,  . . . ,  

Also 

s,'~ = O, 
, - ( n +  1> 

s~.+~ . . . .  :.,+-i q - T  " 

es stimmt also mit der allgemeinen Theorie. 

18. 

{~i. (n~) .  x-} = R ~- 

(R bedeutet den reellen Theil). 

r  e a i  �9 X 

i 0  - e"' .x)" ' 1 

[ ] 
X sill et 

1 .axcosa.4_x r  
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Aber 

lira x sin a sin ,~ I cotg " 

a 2 n - - I  
n - - 1  C O S  ~ - -  C O S  . . . .  ~ . . . . .  (Z 

1 o 2 sin --- 
2 

r162 
m ~ n  

cos 2 1 ~ , 3  2 v - -  l 
t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

8,1 ~ . a . a / 7 . ~  Cos - - - -~ - - -  ~ 
- -  ~.~-~ 1 2 sin =- 2 n s m  

2 2 

die Summe wird wieder endlich,  desshalb 
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T t i b i n g e n ,  M~irz 1882. 

N a c h t r t i g l i c h e  B e r i c h ~ i g u n g .  

I n  de r  Arbe i t  im XX. B a n d  dieses J o u r n a l s  S. 138 s ind  u n t e r  die Be i sp ie le  

im  Ark  VI  F u n e t i o n e n  g e k o m m e n  wie t g  ~ und  eo tg  , die in u n e n d l i e h e r  N~.he 

des  N u l l p u n k t e s  Pole  bea i tzen .  Solehe F u n e t i o n e n  waren  u r sp r f ing l i eh  yon  de r  
B e L r a e h h m g  a u s g e s e h l o s s e n ;  doeh gilt~ a u e h  ffir sie de r  be t r e f f ende  Sat~z, u n d  de r  
Bewe i s  b l e ib t  im  W e s e n t l i e h e n  derse lbe .  


