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1Jber die A u f l S s u n g  y o n  Gle ichungen  im  log i scben  Gebietekalkul .  

Von 

LEOrOLD LSw~.m~m~ in Rummelsbm'g-Berl.in. 

Einleitung. 
Der ,,Gebielekalkul" l~gt sich auffassen als ein Zweig der ,,Mengen- 

lehre" (obwohl auch eine allgemeinere Auffassung m6glich ist). 
Der Theorie lieg~ dann zugrunde eine beliebige Menge M, deren 

,Untermengen" a~ b~ c~... x, y~ z, . . .  als ,,Gebiete" bezeichnet werden sollen. 
Zahlen will ich immer mit den Buchstaben k, l~ m, n, T und den ent- 
sprechenden griechisehen Buehstabea bezeichnen. Ieh seize ein f~ir allemal 
M ~ 2 m, N = 2 5 P = 2P. Die ,,leere" Menge wird mi~ 0, die ,,Oesamt- 
menge" M zur Abkfirzung mit 1 bezeichnet. 0 und 1 heigen die ,Moduln". 
Grieehische Buchstaben ~, fl, 7 , " "  ~, ~, ~, "'" sol.len immer einen der beiden 
Moduln bezeiehnen, was der Leser stets genau beaeh~en wolle. 

Ist ein Gebiet a als Untermenge in einem anderen Gebiefie b ent- 
baleen, so schreibt man a ~ b (lies: a sub b). 

Die ,,Summe" a + b zweier @ebiete ist die Vereinigungsmenge der 
beiden, welehe jedes Element yon M enthglt, das eniweder in a oder in b 
(oder in beiden) enihalten ist. Das ,,Produki" ab ist der ,,Durchschni~t" 
oder der ,,Gemeinteil" der beiden Mengen, d. h. es enthiilt ausschlieBIieh 
alle gleichzeifig in a und in b enthaltenen Elemen~e yon M. 

Unter dem ,,Negat" ~ (lies: a nicht) eines Gebietes a versteh~ man 
die zu a gehSrende ,,Komp]emeni~rmenge" M - - a ,  welche alle nieht in 
a 'enthaltenen Elemente yon M umfag~. 

Under einer ,,Funktion yon x, y, ~ , . . . "  versteht man jeden Ausdruek, 
welcher aus den Gebie~en x, y, z , . . .  (und irgendwelehen anderen Gebieten 
a, b~ c,. �9 .) aufgebaut is~ vermittels beliebig vieler der drei oben definierten 
Grundoperationen: Addition, Muliiplikation und 1%gation. 

Ieh werde nun im folgenden aus dem ktirzlieh ersehienenen ,,Abri$ 
der Algebra der Logik" yon Dr. E r n s t  S e h r ~ d e r ,  herausgegeben yon 
Dr. E u g e n  Mfil ler ,  die auf den. Gebietekalkul beziigliehen Formeln und 
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Lehrs~tze (ohne hnwendung des &ussagekalkiils) in derselben Numerierung 
wie dorr zusammenstellen (mit Weglassung der unwichtigen gestrichelten 
Nummern sowie yon 33--35), was vielleich~ auch den Besi~zern des Werkes 
erwtinscht sein mag ,,aquivalent" werde ich kurz mit .iiq." abktirzen: 

I a : ~ a  

II hus  a=~ b, b :~ c folgt a : ~  c 

l I I  a =~ b, b =~ a ist iiq. a ---- b 

IV~ O=~a l IV+ a ~ l  
V Es is~ nieht 1 =~ 0 

V I~ x ~ a ,  x : ~ b  ist ~q. x : ~ a b  I VI+ a : ~ y ,  b e y  ist Kq. 

(a + (a + s) = = + 

b = a  is~. iiq. a-----b 
a ~ a  

Aus a -~ b, b = e folgt; 

Aus a . ~ b l ,  b l a b  folg~ a=~b 

VII 

1) 

2) 
a) 

5), 
G 
7)~ 

8L 

p = ~ 0  ist iiq. p = 0  

ab ~ a, ab :~ b 

ab ~ ba 

9)~+ a = a b  is~ ~q. 

10) a = b ist ~iq. 

11)~ a a = a  

12)• a . O = O ,  a .  l = a  

13)>, a(a q- b) ----- a 

a=~b  

a q - b = ~ a b  

14)~ l = a b  ist gq. l----a, l = b  

15)~ Aus a ~ b folgt ac :~ be 

16). ,, a ~  b ,, ac = bc 

17)~ ,, a ~ b , c ~ d  folgr a c ~ b d  

18)~ ,, a ~ b , c ~ d  ,, ac=~bd 

19)• ,, a ~ b , c = d  , a c ~ . b d  

20)~ ag  --  0 

21) ~ = a 

22) a = b ist i~q. ~ = 

23) 6=1, 
24). + 

4)+ Aus a = a 1, a 1 ~ b folg~ a :~ b 
5)+ 1 ~ q ist iiq. 1 = q 

6)+ a = ~ a + b ,  b ~ a + b  

7)+ a + b = b + a  

8)+ a q-~b+c)=(a-k-b)-b c = a + b + v  

und a + b = b 

und a + b = ab 

11)+ a + a = a  

12)+ I - - - - - i -ha ,  a = 0 + a  

13)+ a ---- a q- ab 

14)+ a+b----O is~ Kq. a = 0 ,  b = c  

15)+ Aus a ~ b folgt a + c =~ b + c 

16)+ . a = b  ,, a + c = b + c  

17)+ . a ~ b , c : ~ d f o l g t a + e ~ b + d  

18)+ ,, a=~b,c=d . a + c ~ b + d  

19)+ ,, a = b , c = d  . a + c = b + d  

20)+ 1 = a + g 

a + b ~ y  

a b = O i s ~ s  und 1-----e+b 
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25) a ~ b ist ~q. b =C 

26) a b = O ,  a d - b ~ l  is~ ~q. ~ - ~ b  und b = - a  
27)• a b - 4 - ~ b = 0  ist Kq. a = b  und l = ( ~ q - b ) ( a J r b )  

28)• 0 = a ~  28). l = a +  

~(a-bb-4-c)(a+bWS)(ad-b+cj... 

29)• ab = a(~ -[- b) 

3o)  = + b) (a + + b) 
31)~ ab == ~ -4- 

32). a(b d- c) = ab -4- ac 

32): (a-4-b)(c+d)=ac+add-bc-f-bd 
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.=- ab -k ab + 5b + ~b 

= a b c  + abg + abe-4- . . .  

29)+ a + b = a + a b  

30)+ a + b ~  ab + ab + ~b 

31)+ a d- b ~ Y,b 

32)+ (ad-b) (ad-c) -= a -b bc 

33)'+ (a+c)(ad-d)(bd-c)(bd-d)=abd-cd. 

Die Nummern dieser Formeln werde ieh~ woes  mir gut scheint, unter 
die Gleichheits- und Subsumptionszeichen setzen, bei denen sic gebraueht 
werden, wie es such in dem Abrili geschehen ist. 

•achdem in den w167 1--5  einige Hilfsmittel en~wickelt sindp soften 
drei Methoden zur AuflSsung yon Gleichungen sngegeben werden (in w167 6 
und 7, w 8, w 9). Ich werde dabei si~m~liche Entwicklungen auf den obigen 
Formeln aufbauen~ ohne frtihere Untersuchungen auf dem (}ebiete als be- 
kannt vorauszusetzen (ds ich doch noch einmal sUes yon neuen und all- 
gemeineren Gesichtspunkten sus herzuleiten babe), und ohne yon der 
Deutung des Kalkuls sis Mengenkalkul (die mir manehe Beweise ersparen 
oder abkfirzen wfirde) Gebraueh zu maehen. 

Ffir wer~volle l~atsehliige bei der Arbeit bin ich Herrn M a i l e r  and 
ganz besonders Herrn K o r s e l t  zu Dank verpfliehtet, dessen Anregung und 
Kritik eine grtindliche Umarbeitung der Abhandlung zur Polge gehsbg hat. 

w  

Grundlegende Detinitionen und SJttze tiber Disjunktivsysteme. 

Einen geordneten Inbegriff yon n Gebieten (al, a~, . . . ,  a,) werde ich 
kurz ein ,,System n ter Ordnung" nennen. Unter den Qebieten ditrfen such 
gleiche vorkommen. System% die sich nur durch die Reiheafolge der 
vorkommenden Elemente unterscheiden, sollen ,,verwandt" genann~ werden. 
Ein System, welches nut die ,,Moduln" 0 und 1 enth~ilt, nenne ieh ein 
,,Modularsystem". 

�9 - a s sollen disjunktiv oder beigeordnet heiSen, Die Gebiete a 1, a ~, ., 
wens sic ,,disjunkg (get, rennt,)" und ,,komplementgr (erg~nzend)" sind, 
d. h. wenn 



do) a~a*=O far  x # Z ,  

Ein System yon disjunktivea Gebieten will ich kurz ein ,Disjunktiv- 
syst~em" nennen. 

Sa t z  1. 1)as einzige ~sjunktivsystem erster Ordnung is~ (1). Jedes 
Disjunktivsystem zweiter Ordnung hag die Eorm (a, ~), and umgeke~rt sind 
zwei ,,obverse" Gebiete a und ~ stets disjunktiv. Ersteres iblgt aus 26), 
letzteres aus 20)~+. 

Ist (a 1, a~,..., a ~) ein Disjunktivsystem, so sind (a l, a~, ..., a ~, 0, 0,..., 0) 
and  die verwand~en Systeme naeh 12)x + aueh Disjunktivsysteme. Die Reihe 
der yon 0 verschiedenen (~ebiete eines Disjunktivsystems nenne ich seinen 
,Kern", die Reihe seiner Nullen nenne ich seinen ,Hohlraum". Disjunktiv- 
systome ohne Hohlraum nenne ich ,,kernig". 

Satz  2. Gleiche Gebiete eines Disjunktivsystems geh6ren zum Hohl- 
ra~tm (Korselt). Dean aus ap = aq folgt aPl~aVaP = aPa q ~ O. 

Satz  3. Der Kern eines Disjunktivsystems, vereinigt mit beliebig vielen 
2Vullen (oder auch fiir sich allein), ist wieder ein 1)isjunktivsystem, wie aus 
tier Definition leieht folgk 

S atz  4. .Erset~t man in einem 1)isjunktivsystem einige Gebiete dutch 
ihre Summe, so erhiilt man wieder ein Disjunktivsystem ; d. b. ist ( a~ a~, ..., a", 
b i, b2, �9 �9 b ~) ein Disjunktivsystsem, so ist (a 1 + a ~ + . . -  -4- a", b l, b ~, ..., b n) 
auch eines, denn (ai +a~ +...+a'~,)b~3~o) O, (al +a~-~...-4-am)- 4- bl + b: + .. 
�9 . + b ~  1. 

Das System, in welchem das x t~ Element = 1, alle iibrigen = 0 sind, 
nenne ich ,,das ut~ Elementarsystem". 

Satz  5. Jedes Modulardisjunktivsystem, sowie jedes Disjunktivsystem, 
in welchem alle Gebiete bis auf eins = 0 sind, oder in welchem ein Gebiet 

1 ist, ist ein .Elementarsystem. Denn 1) kann nach Satz 2 in einem 
Modulardisjunktivsystem hSchsiens ein Gebiet = 1 sein, und 2): Wenn in 
e inem Disjunktivsystem alle Gebie~e bis aaf  eins (ffir das es zuni~ehs~ 
unbest immt bleibt) ~-0 sind, so mu$ dieses eine wegen d~), 12)+ = 1 seia, 
und  3): Ist a~-= 1, so ist fiir ~ Z :  aal~a~.  1 =a~a~.~O, q .e .d .  

Wir  wollen jetzt ein Schema kennen lernea, naeh dem man sieh 
jedes beliebige Disjunktivsys~em erzeug~ denken kann: 

Sa tz  6. Ist (a ~ a l, a ~ , . . . ,  a ~) e~n Disjunktivsystem, so is~ auch 
( a ~  r, a ~ ,  a ~ ,  . . . ,  a"~) tines. 

Beweis .  Fiir x #  0 ist 

(a~ r)" a~e~)• a~e'a~e~O far  ~ # Z, 

a~ +r  T a ~ + a ~  +... + a ~  ~y§ r +a~ + a ~  + a ~  +... + a~ra~o) r +r -~ l .  
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Fiir a ~  0 erh~lt man den ersten Teil yon 
Sa t z  7. Ist  (a', a ~, . . . ,  a") eia Disjunktivsystem, so ist auch (r, a'~, 

a ~ , .  �9 ., a"e) eines, und  jedes bdiebige Disjunktivsystem n + 1 ttr Ordnung 
ka~m man sich a u f  diese Weise aus einem JDisjunktivsystem n t*~ Ordnung 
entstanden denken (Korselt). 

Um niimlich eia beliebiges Disjunktivsystem n + 1 ur Ordnung (b ~ b l, 
b~, . .  ., b") auf diese Form zu bringen, seize man 

r = b ~ a ~ = b" + txb ~ ffir x ~ l ,  2 , . . . , n ,  

we man fiir (t l, t ' - ' , . . . ,  t") ein beliebiges Disjunk~ivsystem n ter 0 rdauag  
(z. B. ein Elementarsystem) nehmen kann. Dann ist 

1) (a x, a~, " . . . ,  a") ei= Disjunldivsystem, dean 

a"a ~ = (b~ + Ub  ~ (b~ + t~b~ ~do)O fiir ~ + ~, 

~t ~t  n 

x=l ~r  u----I g = l  

I b~ = r, 
2) [ b~ " ~)~o)+ b" ( b~ + ~o) ~ o )  b~O ~)~ ~ ) ~  (b ~ + t,bO) ~O = a %  

q .e .d .  

Denkt man sich so ein gegebenes Disjunktivsystem #o~ Orchatmg alas 
einem n --  1 tot Ordnung entstanden, dieses aus einem n - -  2 t~ 0rdaung usw., 
so erhi~lt man z. B. fiir n = 5 folgendes Schema: 

(1), 
r = d :  ( d , ~ ) ,  
r = c :  ( c , ~ d ,  ~J ) ,  

r = b: (b, bc, bed ,  b e d ) ,  

r = a: (a, ~b, 5bc, 5 b ~ d ,  ~ b e d ) .  

w  

Zugeordneto Disjunktivsysteme. 
Ein zweites Schema fiir "Disjunk~ivsysteme, das fiir die Folge yon 

der grSSten Wichtigkeit sein wird, erh~lt man mit Hilfe des Begriffes der 
Summe yon Disjunktivsystemen. 

Gegeben seien zwei Disjunk~ivsysteme 

A = (~; a ~ . . . ,  ~), 
B = (V, b ; . . . ,  b-). 
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Ieh setze*) 

A A- B = (a* b~ a 1 b~. . . ,  o) b~, a s 5 2 a ~ b~, .. ., a s b ~, . . . . . .  , a '~ b ~, a '~' bS~..., a ~. b~). 

Dann gilt das assoziative Gesetz, and die Elemente yon A + B A - C + - - -  
sind die Ausdrticke yon dez Form a ~ bXc ~ . .  ., wo a ~" ein Element yon A ,  
b ~ eines yon B,  o ~ eines yon C is~ usw. 

S a t z  8. Die Summe zweier und folglich auch mehrerer Disjunktiv- 
systeme ist wieder ein Disjunk~ivsystem. 

Beweis .  1) Greift man zwei versehiedene Elemente a~b ~ und a~b ~ 
heraus, so ist entweder u =~ ~ oder 2. =~ v (oder beides). Ist z. B. u ne ~t 
so Jst a~-az~ 0, folglieh a~'b ~. a t ' b '=  O. 2) Die Summe der Elemente  

yon A + ~ gib~ naeh 32)~ (a t + a s + . . .  + a 'n) (b t + b 2 + . . .  + b") ~ 1. 
Satz 8 liit~ sieh auch folgendermaSen ausspreehen: 
S a t z  8a. Die Reihe vo~ Gebieten, welche aus .p  Disjunktivsystemen 

entstehen, indem man aus jedem derselben auf  aIle m6glichen Arten eim 
.Element aushebt und diese p ausgehobenen Elemente miteinander multi~liziert~ 
gst ein DisjunIctivsys~em (Korselt). 

Setzt man nun 

= (o,,, a , )  + (as, as) + . . .  + (a,, 
so hat  man hiermit eine Methode gewonnen, um mi~ Anwendnng y o n  
m~gliehs~ wenlg (n) Buehs~aben m~iglichst viele ( N )  disjunk~ive Gebiete 
auf  die allgemeinste Weise zu bildea (vgl. Satz 12a). Ieh nenne n u n  
(a�89 a ~ . . . ,  a #) ,das zu dem System (a~, a ~ , . . . ,  a,) gehiirende oder zu-  
georclnete Disjunk~ivsystem" und seine Elemente nenne ieh ,die zu al, as, . ._ 
�9 ., a .  gehiirigen disjunk~iven Gebiete" oder kurz ,die zu at, a s , . . . ,  a~ zu- 
geordneten Gebiete". 

Fiir ~ = 3 ist 
a I = a i  a~ a3~ 

a ~ = a~ a~ ~ ,  
a 8 = al ~ a~, 

a~ = ~1 as as, 
a6 ~- al Gs a3~ 

a ~ ~ a~ a~ as, 
a s -~ a~ a~ as. 

Wilt  man p < N disjunktive Gebiete bilden, so daft  man natiirlieh. 
n icht  yon den N disjunktiven Gebieten einf~oh p auswithlen, sondern mulb 

*) Vgl. SvhrSder, Vorlesungen tiber Algebrs der Logik, Bd. I, Anhang 6, wo ffi.l: 
Gruppen ein t~hnlieher Begriff entwlckel~ wird. 
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auf irgendeine Weise die N Gebi'ete in to Klassen teilen und innerhalb 
derselben addieren (vgl. Satz 4), z. B. ffir p = 6: 

b 1 ~  a l ~ a l ~  a~ as~ 

b ~ = a 2 = al, a~  as, 
b s = a ~ = al, ~.., a~, 

b 4 ~ a  ~ = a l ,  a~, a~, 

b 5~-a  ~ = ~ ,  a~, as, 

b ~ = a ~ + a ~ + a ~ ~+ ~ ( ~  + ~ ) .  

(D ~) 

Zu Systemen mit lauter verschiedenen Elementen gehiirt im allge- 
meinen ein kerniges Disjunktivsystem, aber keineswegs immer; is~ z. B. 
das System selbst schon ein Disjunktivsystem, so s~imm~ der Kern des 
zugehSrigen Disjunktivsystems mit dem System iiberein, wiihrend die 
tibrigen N - - n  Elemente zum HoMraum gehSren. 

Sa~z 9'. Eine Summe yon 1)isjunktivsystemen ist nicht nur durch seine 
Summanden und deren Reihenfolge eindeutig bestimmt, sondern auch umge- 
kehrt: Die Zerlegung eines gegebenen Disjunktivsystems in zwei und folglich 
auch in mehrere Summanden yon gegebener Or&mngszahl ist stets in ein- 
deutiger Weise m6glich, wean das ProduIct der gegebenen Ordnu~gszahlen 
gleich der Ordnungszahl des gegebenen Disjunktivsystems ist. 

Beweis .  Das gegebene Disjunktivsystem set 

(~, ~, . . . ,  ~-), 
die gegebenen Ordnungszahlen der Summanden m und n. Dann ist zu 
beweisen, dab die Gleiehungen 

x~y ~ ~ a(~-l) ~+~ ( u =  1,2,...~m, ).~1,2,...,n) 

eindeutig durch disjunktive Gebiete x~ y~ auflSsbar sind. Wir wollen 
a(~'-l) "+~ = a~, ~ setzen. Nun folgt aus den Gleichungen und der Forderung~ 
dab die x ~ sowie die y~ disjunktiv sein soUen: 

x~" ---= x~" ~ Y2 ~ ~ x~ Y~ ~ ~ a~' 

Es gib~ also h5chstens diese eine LSsung der Aufgabe. h der Tat 
befriedigen diese Werte ffir x x und y~ die vorgelegten (~leichungen~ denn 

x~.ya = ~a~ ,~  ' ~'la~.,,~ _ ~a~.,ra~',~ ~ ~W• 

Derjenige Summand, welcher u' = u, s = X en~sprieht, wird ----a~',~ ftir die 
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i ibr igen  Summsnden sind die Exponenten ungleich, folglich die betreffen- 
den Glieder ~ O. Also wird x~y ~ -  a~, ~, q. e. d. 

Endlich is~ noch zu zeigen, dab die x ~ sowie die y~" disjunktiv sind: 

x~x~'=~a~,~a~",~"3~, ~ a ~ , ~ a  ~;," ~ 0  fiir u ~ z ' ,  

x Z 

y~ yr  ~ 0 fiir ), # it', ~ y~ ~ 1, q.e .  ebenso d. 
2. 

Ein Spezialfall yon Sstz 9' is~ der 
F u n d a m e n t a l s a t z  9. Ein System und sein ~ u g ~ e s  Disjun~tiv- 

system sind eindeuti!] durcheina~der bestimmt. 
Die Umkehrung yon (D) z. B. lautet: 

al = (a 1 -t- a ~ -{- aa + a*) ", 

a8 = a ~ + a 8 + a 6 + a ~, 

wie man mit Hi.fie yon 98)+ sieht, indem man die rech~ss~ehenden Summen 
aus (D) bildet. Die Klammern sind nur gesetz~ zur Verdeutlichung des 
Bildungsgesetzes und kiinnen auch wegbleiben. 

Ich will endlich noch ffir n ~ 4 die Umkehrungsgleichungen hin- 
schreiben: 

a~ ~ ( a  1 + a '~ + a a + a ~ -{- a ~ + a 6 -t- a 7 + aS), 

a~ ~ (a 1 + a ~ + a 3 ~- a ~) -~ (a 9 -~ a 1~ -~ a 11-3 t- a~),  

= + a + + + + + + 

a~ = a ~ + a ~ + a ~ + a ~ + a ~ + a n + a ~a + a ~ .  

Aus Satz 5 and Satz 9' folg~ 
Sa~z 10" Die Summa yon :EZementarsystemen ist wiedo" ein ~lement~- 

system, und umgekehrt: Ein Elementarsystem !i~ert bei der (eindeutige~) 
Zerlegung in Summanden wieder Eh~mentarsysteme. 

Ein St)ezislfall ist 
Sa tz  10. .E/nero  jeden der ~ mSglichen Modularsysteme n ~ Ordnung 

ist eineindeutig zugeordnet eines der N ]~tementarsystem~:N ~" :Ordnung. 
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w  

Das Yeriflkationstheol~m. 

Gegeben sei sine Funk~ion der einander beigeordneten Gebiete 
~l, ~ , . .  ", x k. Zun~ahst ]assen sieh die l~Iegate ~ dieser Goblets weg- 
schaffen, denn wegen 

a~~,~ a~ s ~  O, a ~" + ~  a ' ~ l  

g41~ die wiehtige Formel: 

Nun lassen sich die Funktionen durch Ausf~hrung der Negationen (vgl. 31) 
und Ausmultiplizieren mit tIilfe yon do) und 11)~ auf die Form bringen 

$r 

da ja die Glieder mit x~'x ~ verschwinden. Wegea all) kann man nun 

L ~ ' x  ~ f~ir L schreiben. Daraus folgt: 

S a~z 11: Jede Funktion disjunktiver Goblets lgflt sich linewr und 

ho~wgen in bezug auf  diese Gebiete darstdl~, d. h. in der Farm ~ a ~ .  
x 

Selbs~verstiindliah liil~t siah stets erreichen, da~ die a~ yon den x ~ 
unabhiingig sind, odor wenn .man hierauf verziahtet, so liiBt sich stets 
erreiahen, dab a~ ~ x ' ,  denn man kann ja naah 11)~ a~x ~" erse~zen durah 
b~x ~., wo b~ = a~x ~- gesetzt is~. Hier ist. tatsilahliah b~ ~ ~'. r 

Ieh will noah bemerken, ds$ sich mit Hills unserer Betraahtungen 
alas yon SchrSder aufgeworfene Problem tier Ordnung eines endllchen 
Feldes in Unterfelder*) h~ahst einfach erledigen l~ t .  Unter einem ,,Fold" 
(Schr~der sagt ,,(~ruppe yon Gebleten") verstahe ieh mit Herrn Korselt 
einen Inbegriff yon Gebieten, bei dem durah Addition, Multiplikation 
und Negation keine neuen Gebiete mehr gebildet werden k~nnen. Be- 
traehtet man nun dam Feld G(a~, a s , . . . ,  a~), d. h. das Fold, welches aas 
diesen n Gebieten gebildet wird, indem man mit ihnen aUe mSglichen 
Additionen, Multiplikationen und Negs~ionen vornimmt, his keine :neuen 
Gebie~e mehr en~s~ahen, so mu~ dieses Feld na~trlieh da~ Di~junk~iv- 
system (a ~, a~, . .  ., a ~r enthalten. Neck Sa~z 9 ist 

= " "  ",  a - -  

wean (a ~, a~, .. ., a ~) der Kern yon (a ~, a~, ..  ., a ~) ist. 

*) ygl. Schr~der, a. s. O. Bd. ]:, Anhang 6. 
~ a ~ e m a t i s c h e  Annalen. LXVIIL I~ 
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Ein Fold is~ a/so volls~indig charak~erisier~ durch ein bestimmtes in 
ibm enthaltenos keraiges Disjunktivsystem, und die Anzahl der Unter- 
folder muB also angeben, wieviele kernige Disjunktivsysteme sich aus 
al, eP, . . . ,  a '~ bilden lassen, und jedes Untorfeld mul~ die Form haben 
G(b , bD �9 �9  

Nun lgl~t sich jedes Element b ~" als lineare homogene Funktion d e r a  * 
dars~ellen, deren Koeffizienten yon den a x unabh~ingig, also = 0 odor 1 
sind, d. h. in der Form 

~ $x a x "  

Das Element 0 kommt auch under den b * vor, weft es ~ a".a ~ (z=~X) ist. 

Die Gmppe enth~lt also M Elemente, und clio b ~. in den Unterfeldern sind 
irgendwelche sue den a ~ gebildete Summen. Bei diesen Summon darfjedes a" 
in einem und nur einem b ~- als Summand vorkommen. (Denn wgren z. B. 

b l = a ' 4 - a  ~-k- ' ' ' ,  b ~ = a ' + o 2 ' + . . . ,  
~o w~ire wegen a~ =~ 0 

b~b~F§ a ~. -]- (a ~ + . . . )  (at, - ~ . . . )  ~ 0 
14)+ 

im Widerspruch zu do. ) Man erh~lt also alle P-gliedrigen Unterfeldor 
yon G, indem man auf alle mSglichen Arten die m Gebiete a x in 

Klassen einteil~ und innorhalb jeder Klasse die Gebie~e addiert. 
Daraus folgt: 

,~atz 12: Ein M-gliedriges Feld enthiitt 
p - I  

~! , ~  (-- 1)" (~o), ( p - - v )  ~ 

P-gliedrige Un!~rfdder und ebensoviel kernige Disjunktivsysteme pt~ Ordnung 
IhsSen sieh aus einem kerni!len Disjunktivsystem rn t'~ Ordnung bilden. 

Zugleich folgt aus unseron Betrachtnmgen: 
Satz 12a: Mit Hilfe yon n Buchstaben lassen sich genau N vtm 0 

v~r~chiedene disjwnktive Gebiete bilden~ und zwar nut nach dem Schema (D). 
Zwei lineare homogene Funktionen slnd dann und nut  dann einander 

gIe~r weun die gleichnamigen Glieder einander gleich sind, d. h.: 
S'atz 13: Aus 

It $r 

Dies hat schon Schriider gezeigt*), indem er in der Voraussetzung 
links und reehts mit x x multipliziorte. 

*) Vgl. Schrttder, a. a. O. Bd. II, S. 408. 
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ES m~ige nun eine gewisse Gleichung eder Subsumption, in der die 
disjunk~iven Gebie~e x 1, x~, ..  ., x ~ aufbre~en, allgemein richtig soin, d. h. 
also, sic mSge gel~enj wenn man fiir die darin vorkommenden Buchs~aben 
irgendwelche speziellen Gebie~e einse~z~ (wobei Symbole, bei denen Ex~ 
ponenten auf gleicher Basis stehen 7 hier und in Zukun~ s~e~s als disjunktiv 
vorausgese~z~ werden sollen). Nun is~ nach 24)~, 27)~ jede Subsumption 
der Gleichung ~iquivalent einer auf 0 gebrach~en Gleichung. Nach dem 
u l~il~ sicb also die vorgelegte Gleiehung oder Subsumption 
auf die Form bringen 

~ a  x x x ~ O~ 

wo die a~ yon den x ~ unabhiingig sin& 
Ist nun diese Gleichung allgemein richtig, so is~ sic such rich~ig, 

wenn man fiir die x ~" die Werte eines beliebigen Elementarsystems ein- 
se~zt, sic ist z. B. rich~ig fiir x ~ = 1, x ~'' = 0 fiir x' =~= x. 

Fiir dieses Wertsystem wird abet unsere Gleichung a, = 0. Ist um- 
gekehrt die Gleichung richtig fiir die Werto eines beliebigen Elementar- 
systems, d.h.  ist a~. = 0 fiir beliebiges u, so ist auoh ganz aUgemein 
a,x~l ~ 0 ffir beliebiges ~, fblglioh such ~a ,x*Fc .O .  ttieraus folgt 

Satz 14a: Das einfache Verifikationstheorem: Ob eine Gleiehung oder 
Subsum~tion, in der die A-Temente eines Disjunktivsystems (x 1, x~, .. ., x ~) 
vorkommen, allgemein richtig ist, kann man daran erke~nen, daft sie stets 
richtig ist, wenn man fi~r die x ~ die Werte eines beliebigen iElementar- 
systems k ~ Ordnung einsetzt. 

Kommen in einer vorgelegten Gleichung oder Subsumption die Ge- 
biele x~,x~, . . .~x~ vor, so ist dieselbe ~iquivalent einer Gleichung in 
den x ~, da sich diese dutch jene nazh Sa~z 9 eineindeutig ausdrtlcken 
lassen. Diese letztere Gleichung kann man abet nach Satz 14a veri- 
fi~ieren, indem man die x ~ tier Reihe nach die Werte der N Elementar- 
sys~eme _N t~ Ordnung durchlaufen li~fit. Dann durchlaufen abet nach 
Satz 10 die x~ die s~imtlichen N Modularsysteme n ~'~ Ordnung. Daraus folgt 

Satz 14b: Das Miillvrsche Verifikationstheorem*): Ob eine Gleichung 
oder Subsumption, in der x~, x~ , . . - ,  x .  vorkommen, allgemei~ richtig ist, 
kann man daran er~nnen, daft sic richtig ist fiir beliebige Wertsysteme O~ 1 
der Gebiete x~, x~, . . . ,  x , .  

Ebenso ergib~ sieh aus Sa~z 10' und 14a s noch allgemeinere 
Theorem, das aber f0r unsere Zwecke niche, besonders wich~ig is~: 

Sa~z 14~: Ob eine Gleichung oder Subsum~tion~ in der die :Elemente 

*) Vgl. Eugen Mfiller, -&us der Algebra der Logik, II. Das Elimina~ionsproblem 
und die Syllogis~ik. Prog~amm~.bh. des Gymnasiums in Tauberbischof~heim 1901. 

12" 
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me~erer Di@unktivsysteme vorkvmmea, allgemein richtig ist, kann man 
daram erkeanen, da~ sie stets richtig ist, wenn man fiir die Elemeate eines 
~ e n  1)i@'unktivsystems die Werte eines beliebigen Elementarsystems der 
g~eichea Ord~ung einsetzt. 

Es sei nun elne Gleichung vorgelegt, in der auBer den Moduln nut  
noch das Gebiet v suftritt und die sich nach dem Vorhergehenden auf 
die Form bringen l~il~t: 

Wit setzen die Richtigkeit de," Gleichung filr einen bestimmten, yon 
0 und 1 verschiedenen Wert yon v voraus. Dann ist ftir diesen Welt 

~ v , ~ 0 ,  ~ =  0. 

Wiire nun a = 1, so w~re v i~)~ av =~ 0 gegen die Vorausset~ung, 

also ist a = 0 and ebenso ist ~---- 0, well sonar ~ ~ 0 wiire. Umgekehrt  
folgt aus a = 0, fl = 0 die Richtigkeit der Oleiehung. Hieraus er- 
gibt sich: 

Sa tz  14d: Ob eine Gleichung oder Subsu~ption, in der aufler den 
Modu]m nu~" ein einziges yon 0 und 1 verschiedenes Gebiet vorkommt, richtig 
ist, kann man d~'an erkennen, daft sie richtig b~'bl, wean man fiir dieses 
Gebiet 0 oder 1 einsetzt. 

K o r o l l a r :  Wenn eine GIeichung oder Subsumption, in welcher aufler 
den Moduln n~r ein einziges Gebiet v vorkommt, f#r einen s~eziellea, van 
0 und 1 verschiedenen Weft  yon v richtig ist, so ist sie auch richtig fiir 
v = 0 und f/b" v ---- 1. Das Korollar hebt aas 14d gerade den Teil heraus, 
welcher nicht bereits aus 14b folgt. 

w  

Das Entwicklungstheorem. 

S atz 15: Ist (z. B. ffir drei Gruppen yon Gebieten) 

so Let 
(E) F ( x l ,  . . . ,  S ,  " " ,  

= ~ ,  F(al~., a s z , . . . ,  a,n~; bl~ , bs~,, . . . ,  b~t,; c1~ , c s , , . . . ,  c~,) x~y~z ". 

Emtsprechead2s gilt fi~'r die Elemente bdiebig vieler Disjunktivsysteme. 
Ausdrficklich sei bemerkt, da~ die a, b, c n i c h t  ~on den x, y, z unab- 
hiingig zu sein brauchen, 

Der Beweis folgt aus dem allgemeinen Verifikationstheorem, denn 
der Satz ist richtig fttr x Z =  y~ = z~ ~ 1. 
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Wichtig sind yon diesem Satz fiir uns nut folgende Spezialf~ll% die 
sieh mit dem einfachen und dem Mfillerschen Verifika~ionstheorem beweisen 
]sssen: 

(E,) F ( ~ a l ~ , x  ~, ~/~a,~x ~', . . . ,  ~a=~.x")=~.F(a,~.,a,,,...,am,~)x". 

Wit wollen nun ein ftir allemal folgende Abktirztmgen einffihren: 

[a, bL = ax + b~, 
[a, b, c, d]~ = axy + bxy + c~,y q- d~,~ , 

[a, b, �9 �9 h ] ~  = axy~ + bxy~ + cx~z + d x ~  + e~yz + f~.y~, 
+ g~,yz + h~flz. 

Dann ergibt sich 

(E,)  -~([al,  b,, cl, dlL~, [a,, b.., c,, d~L~, " ", [a., b., c,,, d J ~ )  = 

= [F(al,  a ~ , . . . ,  a,,), F(bl,  b , , . . . ,  b,,), F ( c , ,  c , , . . . ,  c,), 

F(dl, d,,..., d,)]~, 
entsprechend flit x, y, ~, usw. 

(E~) F(alx + A ~ ,  a~x + A~., . . . ,  a,,x + ~t,~,; b2y + BI~ , 
4y  + 2~,~, . . ,  b,y + .B,y) = 

=[F(al,  a~,..., am; bt, b,,...,b,,), F(a,, a~, ..., a,n; B~,B~,...,B,,), 
F(At,A~,...,A,,; b,, b~,..., b,,), F(A,,A..,...,A,~; Bt, B~,...,B,)L,j, 

entsprechend fiir x, y, z, usw.*] 

(E,)  F ( x l t + u ~ ,  x~t+u,~, . . . ,x , , t+ , t~)=F(xl ,x~, . . . ,x , , ) t+  F(ul,u~,...,u.)~ 

Spezialf'~lle yon (E~] resp. (E~) sind das Boolesehe Muliiplikations- 
theorem 

I . ~  a~x~'.~_~ b,,x~'= ~ a,~b~x~', 
(M) ~ , 

i [a, b, c, d].~ [al, b~, c~, d~]~ = [aa~, bb~, cc,, dd~]** 

trod das Sehrgdersche Negationstheorem 

[a, b, c, dL~ -- [~, ~, a, ~]~. 

Bilden die a, ein ~odularsystem resp. El~mentarsystem, so ergibr 
sich aus (N): 

�9 ) Ygl. L~wenheim, ~bar das Aufl~sungsproblem im logisehen Klassenkalkul. 
Sitzungsber. d. Berliner Math. Ges., VII. Jahrg., S. 90. 
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�9 . a" einander beigeordnet, so ist, wenn ~1,~8, . . . ,  ~, Siad a*, a ' ,  -, 
dis Zaklen yon 1 bis n in irgend einer Reihenfolge sind, 

(N') a ~ + a ~" +. �9 �9 + a~P = a~ + ~ + a~ + s +. �9 4- a ~. 

Vorgekommen ist bereits 

Ein spezieller Fall yon (Es) ist die bekannte Entwicklungsformel 

(E~) F(x ,  y) = [1~(1, 1), •(1, 0), E(0 ,  1), F (0 ,  0)L, ,  

wonaeh sich jede Funktion yon x und y nach den Argumenten ,,eat- 
wiekeln", d. h. in der Form schreiben liiBt: [a, b, c, d]~, was nattirlich 
entsprechend ftir beliebig viele Argumente gilt. 

Satz  16: Wean allgemein (ftir alle Werte der vorkommenden Buch- 
staben) aus dem Bestehen einer Gleichung E = O  das Bestehea einer Gleiehung 
G == H gefo~ert werdea kann, so ist G F  = H_~ (vorausgesetzt, daft es 
wirldieh Werte g{bt, fiir die die Gleichung F == 0 erfiillt isO. 

Speziell : 
Satz  17: Wean allgemein was der Gleickung F - - - 0  die Gleichung 

G ~ 0 folgt, so ist G ~ F (falls F = 0 iiberhaupt erfiillbar ist). 

Beweis :  Kommen in F, G und /~r nur die Gebiete xl, x~ , . . . ,  x,  
vor und l~eine anderen (aber nicht notwendig in jeder Funktion alle 
diese Gebiete), so kann man nach (E~) schreiben: 

F = ~  a~x ~', G = Z  ~xx~- , H = ~  7~x" , 
g X g 

we die x ~ zu den x~ gehiiren. Grieehische Buehstaben soften, wie schon 
gesagt, stets Moduln bedeuten. Folgt nun aUgemein aus E ~  0 G----H, 
so gilt dies auch flit x~ =  1, d. h. dann folgt auch aus a~------0 fl~ = ~,~. 
Wenn also a~ ~ 0, also ~x = 1 ist, so soil fl~ = 7~, also auch 

sein. Wenn dagegen a~ = 1, also ~ =  0 ist, so ist obige Gleichung yon 
selbst erftillt. Also ist sie in jedem Falle richtig und zwar ffir jades r. 
Folglieh ist aueh 

~.~ ~ ' ~  x ~ +  Z ~ ' ~  x~, 

G F ~ H F ,  q .e .d .  

tIieraus ergibt sieh eine Verallgemeinerung des VeHfikationstheorems, 
die auch Herr M/filer sehon ebenso wie den Satz 16 gefunden hat :  
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Satz  14': Nicht  nur  F o r m d n  lassen sich mi t  Hilfe der Verifikations- 

theoreme beweisen, sondern auch solche Leh/fs~itz G welche besagen, daft aus 
emer oder mehreren Subsumptionen oder Gleichungen gewisse andere folgen. 
Is~ niimlich ein System yon Gleichungen und Subsumptionen gegeben, so 
is~ dieses bekanntlich (vgl. 24)~, 27)• 14)~) Kquivalent einer auf 0 ge- 
brachten Gleichung, dot ,,vereinigten Gleiehung" des Systems*). Voraus- 
setzung und'Behauptung lassen sich also auf die Form bringen: F =  0, 
G ~- 0. Der Lehrsatz ist also nach Satz 17 i~quivalent G =~ F. Auf 
G ~ F abet lassen sich die Verifikationstheoreme anweaden. 

w 

D i e  Z u s a m m e n s e t z u n g  yon  L~isungon.  

Is~ (t  x, tz, . .  ., t~) ein Disjunktivsystem, und ist 

fiir t I = 1 xl, y,, zl, " " ", 

t "2 1 ". 
�9 �9 �9 . . . . . . . 

,, b ~ = 1 x~, y~, zp," �9 �9 

eine Liisung der Gleichung F ( x ,  y ,  a , . . . ) =  O, so ist 

g-----I g=i X=I 

eine Liisung der Oleichung. 
A for~iori gilt die Behauptung, wenn (auch ohne irgendwelche An- 

nahme iiber die t) 

x~, Yt, at, �9 �9 "; x~, y~, a~, �9 . .;  �9 �9 "; %,  Yv, ap, . . �9 

p L6sungen der Oleichung sin& 
Bewei s :  

P 

F(x,v,a,...) ) 
X = I  

Nun ist aber 
F(xx ,  v, ,  a x , . . . )  ,x = o,  

denn ffir t x = 0 lot dies selbs~rorst~ndiich, und filr t x ~-1 folg~ os aus 
der Voraussetzung. Folglieh ist 

F ( x ,  y ,  a, . . . )  = O, q. e. d. 

*) z.B.ista:~b,c=d~quivslentab~O, eTf+ ~d~O und a b +  ed + e  dt~0.  
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Umgekehrt:  ]st 
P P P 

eine L~sm~g der Gleichung F(x ,  y, z. �9 .) = O, so ist 

fiir t l = l  F(xl ,  y l , z , , . . . ) = O ,  
, t' = 1 F(x2 ,  y~, z~,- �9 = 0, 

�9 , ~ ~ �9 . . . . . . . .  �9 

,, t ~ = ~  ~ ( x ~ ,  y~, ~ ,  �9 �9 .) = o, 

da sich ffir t ' =  1 die Ausdriicke fiir m~y, z , . . .  auf x~, y~, z , , . . ,  redu- 
zieren. Hieraus folgt: 

Sa t z  18: Rine IZsung emer Gleid~ung kann man durch ,Zusammen- 
set~ng" finden, wenn man nut imstande ist, die Gleichung f@r 

t ~ - - - - l ( u = l , 2 , . . . , p )  
tm 16sen, und umgekelrrt kamn man sich jede LSsung einer Gleichung ent- 
xtamdea denken dutch Zusammensetzung mit ttilfe bdiebiger disjunktiver 
Gebiete. 

w 

Der Zwischenwertsatz und die natiirlichen. Liisungen. 

Ich will die Entwickelungen dieses Paragraphen nur fiir Gleichungen 
mit drei Unbekannten durchftihren; die Verallgemeinerung bietet keine 
Schwierigkeit. 

Es sei 
F(x,  y, z) = [a, b, c, d, e, f, g, h]~.  

Setzt man in (E4) fiir n --- 3 fiir ul, us, u s der Reihe nach s~mfliche 
8 Modularsysteme drifter 0rdnung ein, so erh~ilt man wegen x t + t s ~ x W t ,  
~ ( 1 ,  I ,  1) ~ a,  F ( 1 ,  1 ,0 )  = b, . . . ,  folgende Formeln: 

F(x+~, y+~, z+~)=t2"(x,y,~)+ a~, 

F(x~- t ,  yt, z § 2 4 7  ct,  
F ( x  + ~, y t, z t) ffi t F ( x ,  y,  ~) + d ~, 

F(xt, y+~, ~+t-)=t~'(z,y,~)+ e~, 
F(x t ,  y+~,  ~t) - t F ( x , y , z )  + f C  
F(x t ,  yt, ~ - { - t )= tF(x , y , z ) - { -g~ ,  
F(x t ,  yt, r,t) = t.F(x, y,~) + h L 

Die emte dieser Fomeln hat mit dem Taylorschen Lehrsatz 
gewisse ~h~liohkeit. 

ei~e 



Gleichungen im logischen Gebietekalkul. 185 

(Eine VeraUgemeinerung z. B, der ersten und le~zten Formel w~re 

iibrigens 
F(r~ + s~, ~y ~- sy ,  rz + s~) ~% [a, F(~, y, z), F(~ ,  g, ~), h i , ,  

di~ ~ich ergibt, wenn man 

~bxeibi, entsprechend fiir y und ~.) 
Setzt man ftir t der Reihe nach a-~ t, b + t , . . . ,  h +  t ein~ so folgt: 

F ( x  + ~ t ,  y + ~ t ,  z + ~t)  = (a+t )_F(x , y , z , ) ,  

P ( x  + ~ ~, y + $ ~, ~(b + t)) = (b + t) ~ (x ,  y, ~), 

F(x(h  + t), y(h + t), ~(h +t))  = (h + t) F(x ,  y, n). 

I~h nenne nun die Subs~itat~o~en 

x" = x + b, Y" = y -k b, ~' = zb, 

x" ~ xh ,  y" -~ yh,  z" ~ zh  

di~ 8 ,,natiirllchen Substitutionen" yon F ,  und die Substitutionen 

s  ~ t ,  y ' ~ - y ~ - ~ t ,  z ' = z ~ - ~ ,  

x ' = x + $ t ,  y ' = y + b t ,  ] = z ( b - { - t ) ,  

x'--x(h+t), y'--~(~+t), ~'--~(~+t) 
~e ,,~rweiterten natiirliche~" Substitutionen. Aus u~ser~n Formeln folg~: 

Sa tz  19: Die natiirtwhen Substitutionen fiihrea 2" in aF,  bF, .~ ,  hF~ 
die erweiterten natiirlichen Subs~itutivnen in ( a + t) F~ (b ~- t) F f  . ., ( h % t) F iiber. 

Hieraus folgt: 
Satz  20: Aus jeder Lb'sung der ~teichung F =  0 geht d/arch eine 

do" vrweiterten oder unerweiterten natiirlichen Substitutionoz eine n.eue 
Ih'~mg hervor. 

B o i d e r  Oelegenheit m~chte ich folgendes bemorkea: Is~ x, y~ 
eine L~isung, so is~ fiir t ~  ~ b g d ~ f y h  

x ' = x - { - u t ,  y ' = y ~ - v t ~  z ' = z + w t  

auch ei~e LSsung~ weil 
Z ( x ,  y ,  ~') = ~F(z +u,  ~+u ,  ~+u) + ~ F(z ,  y, z), 

wo alas ers~e ~lied wegen F ~  t (vgl. Satz 21a)) verschwindet. 
Sa tz  21"):  Der Zwischenwertsat~: Es sd 

~ ( x ,  ~, z) = [~, b, . . ., ~]~.. 

*) Vgl, Sch~Sdor, a. ~. O., Bd- I, S. t27 flgd. 
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Dann ist 

a) a b c d e f g h ~ 2 ( x , y , z ) ~ a + b + c + d + e + f + g + h .  

b) Es g~ot Werte van x, y, z, fiir die F jeden gegebenen Zwischenwert 
zwischen a b c d e f g h und a + b + c + d + e + f + g + h, d. h. jeden 
gegebenen Weft yon der Form 

a b c d e f g h  + t(a + b + c + d + e + f  + g + h )  

annimmt. Dasselbe gilt fiir beliebig vide Variable, auf die sich der folgende 
Bowels ohne wei~eres ausdehnen I~B~. 

Fiir a) mag der folgende Bowels vielleich~ noch etwas eiufachor sei~ 
als dot Schriidersche: 

a x y z . ~  a, 
o• 

b x y ~  :~ b, 
�9 . �9 * 

. F ~  a x y z  + b x y ~  + . .  �9 + h S ~  :~ a + b + . . .  + h. 
17)+ 

Ebenso l~l~t sich beweisen: 

F =  ~xy~ + ~xyz + . . .  + ~ . ~  ~ + ~ + . . .  + ~, 
a b e d e f g h ~ F ,  q .e .d .  

Der Beweis yon b) folgt aus Satz 19, denn durch Zusammonse~zung 
aller natfirlichen Substitutionen kann man 2' in a b c d e f g h F iiberffihren, 
d. h. nach a) und 9)~ in a b cde fgh .  Diese zusammengeselz~e Substitution 
wird also eine L~isung der Gleichung F (x, y, z) = a b c d e f g h ergeben, und 
ich will ein9 so erhaltene Liisung eine ,,natfirliche LSsung" nennen. Je 
nach der Reihenfolge, in der man die Substilutionen zusammensetzt, erh~lt 
man verschiedene natiirliche L5sungen. Wonder man zuerst die zu a, 
dann die zu b, dana die zu c gehSrige Substilution an and so fort, so 
erh~ilt man folgende LSsung:*) 

x = ~ + b +  ~ + o~+ e f g h . u ,  

y =~+~+ cd(~+f+gh.v), 
= + + + + w))), 

fleren Gesetzmii~igkei~ einleuchte~. Fiir u, v, w darf man beliebigo Werh~ 
einse~zen. Eine ganz en~sprechende Form haben die Iqega~e: 

~----abca(~+f +y+~+~), 
= a b ( ~ + d + e f ( ~ + h + ~ ) ,  

= a(b + c(d  + e( f  + g(h + w-)))). 

�9 ) Ich babe dlose Ltisung zuers~ hergeleite~ a. a. O. S. 93. 
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Herr Mfiller hat bemerk~ daB, wenn die Eliminationsresultan~e eri~llt 
is~, die le~z~en Glieder, welehe u, v, w enthalten, herausfallen, wie man 
b e i m  Ausmultiplizieren leieh~ mit Hilfe yon 29)+ erkennt. 

0brigen s liefer~ nieht ~ur jede LSsung der Gleichung 

F = a b c d e f g h  

e ine  LSsung der (]lsichung F = 0 fiir den Fall, d ~  die ,,Elimi~a~ions- 
.resultants" R ~ a b c d e f g h  = 0 effiillt ist, sondern aush umgekshr~: 

Sa te  22: Ist F ( x ,  y, z) ~- 0 erfiglt fiir irgend ein Wertsystem x, y, 
(das ira allgemeinen yon den Parametern a, b , . . . ,  h abha'ngen wird) bei 
all~,n derartigen Werten der _Parameter, weld~e die JEliminationsresuZtante 
erfiiUen, so ;,st auch bei beliebigen Parameterwerten stets 

F ( x ,  y, z) ----- a b c d e f g h  

f'4r dieselben Ausdriieke x, y, z, (in die man die neuen Parmaterwerte ein- 
gesetzt zu denken hat). Dies gilt auch dann, wenn die Parameter a, b, ..., h 
spezidle Werte haben, wenn sie etwa spszielle Fun~ionen anderer Para- 
me ie r  p, q, r, �9 �9 �9 sin& 

Dsnn wsnn aus der Elimi~ationsresultante F----0 folgt, so ist nach 
Satz  17 F ~ I~, R - ~  F,  t~ ~ R, q . e .d .  

a) 
Satz 14": Die Verifikationstheoreme lassen sieh auch auf solche Sii2~e 

anwenden, deren Voraussetzuug resp. Behau~tung b esagt, daft es Werte gibt, 
die eine gegebene Gleichung erfi~llen. 

Voraussetzung resp. Behauptung lassen sieh dann niimli~h ersetzen 
(lurch die Eliminationsresultante der betrsffenden Gleichungen. 

Die Gleichung 

z~(x, y, z) = a + b + c + d -F e -F f + g + h 

liiBt sish durch Kontrap.osition' 

auF die zuerst geliiste zuriickftihren. Eins Liisung ist also z. B. 

x----a + b +  c - F d  + ~ f  y h . u ,  

y =  a + b + ~J(e+f  + y~.v), 

Is~ nun eine Liistmg xo, Yo, zo der Gleiehtmg 

z~ =- a b c d e f g h  

u n d  sine Liisung xl, Yl, ~1 der (}lsishung 

F ~ a + b + c + d + e + f + g + h  
bekann~, so is~ 

X ~ X o t - F x ~ t ,  y - ~ y o Y + y ~ t ,  z = z o t - F z ~ t  
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eine LSsung der Gleiehung 

. F ~  a b c d e f g h  + t(a + b+ c + d + e + f + g + h), 

wie aus dem Verifikationstheorem mit Hilfe yon 6)~+ folgt. 
Die LSsung soll eine natiirliche genannt werden, wenn Xo~ Yo, z o 

sowie xi~ YI~ ~i nach der oben auseinandergesetzten Methode gewonnen 
sind. Die natfirLichen L~isungen dfirften die denkbar einfachsten sein. 

Herr Korsolt hat Zeichen angegeben, mit denen man die Verall- 
gemeinerung unserer Formeln nicht nut durch Beispiele und die Worte 
,,usw." andeuten, sondern auch wirklich angeben kann. Mit einer ldeine~i 
AbRnderung dieser Zeichen setzen wit 

X 1 ~ 2;~ X 0 ~ ~ 

4 = + ,  4 = ' " •  

Setzt man mit Peirce und SehrSder 

1" = = f l  ~ r  a = . ~ ,  0' J0 Ffir a=fl ,  

so golten folgende, z. T. yon Herrn Korselt aufgestellte Formeln: 

aft -= fl" == ~ f l  + ~fl---- l~,a, 

~ =~.= ~ + ~ - - o ; ,  a ,  

a~r* 

die Summationen sich fiber siimiliche Permutationen der Faktoren w e  

eretrecken. 
(x-)  ~ = ( ~ ) ~  = x ( . ~  = x ~ )  

(speziell: x ~ = ~" -- .0) 

(speziell: x ~  ~ ---- x ~ �9 1 ~  = xfl.  1 ~  

+ ~ = x ~ + 0 ~  ffi ~ + 0 ~ )  

Die wioderholte Anwendung der beiden letzten FormeJn liefer~ folgende 
Formeln~ mit deren Hilfe man die Richtigkeit tier na~lrllchen. L ~ u n g e ~  
leieht direkt zeigen kann: Setzt man 
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so ist 

A + B ~ a + b  t~ +~ t-~ +t~', l~'+~ ~ ~+r ~"+&~'~+~" 

Hiernaeh kann man leicht A' und A-~  ~B bilden. Ferner ist 

. . . .  X 1 ~ 

a ~ , a  2 , . , . , a  n 

und unsere &usgangsformeln lassen sich zusammenziehen und verall- 
gemeinern zu 

~(x~ 4~r ~, 4~ t%.. . ,x , -~  e,) = ~r(~,, ~, ..., ~.) + ~ ( r  ~, . . . ,  ~.). 
Bezeichnet man die N Modularsysteme n tot OrdIllm~ 111 irgeadeiner 

Reihenfolge mit 
(~,~, a~.~,..-, ~ )  (~ = i , 2 , . . . , ~ V )  

und sot~t zur Abkiirzung 

so lassen sich die nattirlichen L~sungen in folgendor Form angeben: 

Dutch Ausmultiplizieren der Klammern erh~It man, wio sine leiehte 
Uberlegung zeigt: 

x.= ~ ~  + , ~ , ~  +,~.~, ~, ~ +... + ~ ~,... ~ _ ~ + ~ , . . . ~ .  
In der L6sung z. B., die wir fiir n ~ 3 hingoschrieben ha~ten~ ert~lt 

man beim Ausmulfiplizieren Summen~ deren Summaadon die Ausdrticke sind: 

~, ab, a b ~  . . ., abcdefgh,  abedefgh,  
mul*iplizier~ 

in x mit den Koeffizien~en 1, 1, 1, 1, 0, 0~ 0, 0~ u~ 
. y . ,, ,, 1,1 ,  o, o, l ,  l ,  O, O, v, 
,, �9 ,, ,, ,, ~ , O , I , O ,  L O ,  I ,  0 , ~ .  

Endlich will ich noch ohne Boweis folgende S~ze erwi~hnon: 
1) Die N! natfirlichen L~sungen, die man erh~l~ indem man die 2~ 

na~ilrlichen Substitu~ione0a in allen m6glichen Reihenfolgen hint~reinander 
ausflihrt, sind voneinsnder versehieden. 

2) Die Ausfffl~ng einer schon friiher benu~z~en Substi~ation ~nder~ 
das Ergebnis nioh~ mehr. 
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~) Sind in einer allgemeinen Gleichung az, az , . . - ,  a~ die Gleichungs- 
koeflizienten, mad 

einc L~sung der Gleiehung, so hsben 

dieselben Werte wie in dem Anfang einer nstttrliehen LSsung. (Ist z. B. 
~a .~rl ' ~ 4 ~ . ,  ~r _~r s eine LSsung unserer friiheren Gleiehung mit drei 
Unbekatmten, so ist ~ = 1, # = 1, ? =-0,  wie man leieht sieht.) 

w  

Reproduktive L~sungen. 
Wit beschr~ken wieder die Betrachtungen der ersten H~Ifte dieses 

P a r ~ p h e n  auf Gleichungen mit drei Unbekannten, ds such hier die 
Verallgemeineruug keine Schwierigkeiten bietet. 

- ~o(u, v, . . .),  
y - ~ ( . ,  ~,. . . ) ,  

ist eine ,,allgemeine Lt~sung" der Gleiehung F(x,  y, . . . ) = a b e d e f g h ,  
wean Jie 

1) i~r beliebige Werte der ,,srbitri~ren" Parsmeter , ,  v , . . .  eine 
LSsuag ist, und 

2) f~hig ist, jede beliebige L~sung vo, F(z ,  y , . . . ) =  a b c d e f # h  
r d. h. ist eine bestimmte Ltistmg xo, Y o , " "  der Oleiehung 
gegcben~ so mltssen sieh bestimmte Werte yon u, v, ... finden lassen, ftir die 

z , -  ~ ( ~ ,  v, ...), 
~o= ~(-, ~ , ' - ' ) ,  

. . . .  . . 

wird. 
Ida nemae ein System yon Fmaktionen yon u, v , . . .  ,,reprodaktiv in 

bezug auf F ' ,  wenn es die Schr~dersche ,,Adventivfordertmg ~' erftlllt, 
d. h. wean jeder der Unbekanntea a~, y , . . .  einer der mrbitritren Psrsmeter 
~ v , - . .  in der Weise zugeordnet ist, dad, wenn man flit u, v, - . .  eine 
I.~stmg xo, yo , . . ,  der Oleich--g F - - a b c d e f g h  einset~zt, 

:~o =" ~'(~0, ~ o , ' "  "), 

yo - ~(~o, ~o , . . . ) ,  



Gleichungen im loglschen Gebietekalkul. 191 

wird. (Dabei braucht aber r v, . .  .), ~p(u, v , . . . ) , . . ,  keine LSsung z u  

sein.) Demnach sind reproduktive LSsungen auch immer allgemeine 
LSsungen. Das einfachste reproduk~ive System ist (u, v , - . - )  selber. 

Die Gleichung . F ~  a b c  d e f g h  l i~t sich in der Form schreiben 

[ a .  4 ,  �9 "', h ~ ] ~  ~ 0 ,  
WO 

b 1 = b(~ -}- ~ - ~ . . .  -F h), 

h a = h ( ~ +  ~ + . . .  + ~ )  

ist. Die Gleiehung liiBt sieh also ersetzen durch eine auf 0 gebraehte 
Gleichung, welehe (da erstere naeh dem Zwisehenwertsatz stets eine 
L6sung besitzt) stets eine Liistmg besitzen mug, was wir aueh bei den 
folgenden Betraehtungen stets voraussetzen miissen, da sonst der Begriff 
,reproduktiv" hinf~illig wird. 

Wean wir ftir al,  bl, . . . ,  h a wieder a, b, . . .~ h sehreiben~ so legen 
wir zugrunde die Gleichung 

/7' = [a, b, . . . ,  hi, y, = 0. 

Wit fragen nun: Welche Forinen mtissen die Funktionen (p, ~p,... 
haben, urn LSsungen resp. reproduktive Funktionenreihen darzustellen? 

Jedes Fun~ionentripel yon u,  v, w li~$t sieh dutch Entwieklung auf 
die Form bringen: 

x ~ [ x .  x~, . . - ,  xs] . , . ,~ ,  

Y ~ [Y.  Y~, "" ", Ys].,.,~, 

Zuni~chst folgt aus Satz 18, dab xl, Yi, gl; x~, y~, r,j: �9 �9 .; xs, Ys, Y8 ach~ 
L6sungen der Gleichung sein mfissen, wean x, y, z L(isungen der Gloi- 
chung sind. 

Sollen dagegen x, y, z reproduktiv (abet nicht notwendig eine Li~sung) 
sein, so mul3 aus F(u, v, w) = 0 folgen u = [xl, x~,. �9 xs]~o~, folglich ist 
nach Satz 16 

~F(u, ~, w) ~ Ix,, x , , . . ,  x~L.~ P(~, ~, w), 

entsprechend ftir v und w, also z. B. fiir u -  1~ v ~ 1, w ~ 0: 

1 .  b ~ x~b, 1 .  b---- y~b, O . b = ~ b ,  

~ :~ x~, $ ~ y~, ~ -~ b, 

x~ ~ x~ + b, y~ ~ y~ + b, z~ ~ ~ b. 
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Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die iibrigen ~,, y,, s,. 
Se~zen wit diese in die Gleichungen ffir x, y, z ein, so ergib~ sich folgende 
Form 'flit jede reproduktive Funktioneureihe: 

{ i ~ [ x l ~ 5 ,  x , §  x s ~ c , x , + d ,  xse, x6f, x ~ g , x ~ h ] . o . ,  
(R) =--[yt+5,  y~+b, ysc, y,d, " ys+~,  Y s + f ,  Y7g, Ysh],,.~, 

~ - [ ~ l + g ,  z~b, zs + ~ , z4d, zs + ~ , z6f , z7+~,  ~sh],... 

Umgekehrt ist jede Funkgionenreihe yon dieser Form reproduktiv, 
Denn ist 

F ~- [a,  b, - . . ,  h ] ~ ,  = 0,  
so ist  z. B. 

e~yz ~+ O, 

folglich verschwinde~ in dem Ausdruck 

X . -  [x~ + 5, x 2 + ~, x s + ~, x,  + J,  x~e, x J ,  XTg , xshJzv. 

alas 5. Glied nad ebenso nattirlieh das 6 ,  7. mad 8. Ferner folgt aus 
der Vorausselsung 

axy# ~F+ O, 

(x 1 + 5)xy~ 1~+ (xl + 5)xy~ --~ axyz  s~,, (xl "% 5 -F a)xyz ~o)+ 1~+1~)~ xyz .  

Forint man ebenso das 2 ,  3. und 4. Glied yon X urn, so wird 

Ebenso l~ii~t sich unsere Behaupttmg fiir die zweite und dritte Zeile 
yon (R) beweisen. 

(R) stellt also eine reproduktive Liisung dar~ wenn x~, y~, z~; xs, y~, 
~;  . . . ;  xs, Ys, ~s irgend welche Liisungen sind. 

Es geniigt abet schon die Annahme, da~ 

x ~ ' ~ - x ~ §  y/- - - -y~+5,  z~'----z~5~ 

�9 . . . .  . * �9 �9 ~ �9 o , ~ 

x~'~ xsh, Ys' =~ Y8 h, zs '= zsh 

Liisungen sin& Dana li~t sich niimlich in (R) der Ausdruck fitr x in 
der Form sehreiben: 

Xll~+[Xl'-~-~ , X~'~-b, XS'~-~ , Xa'-~ J, xs'e , x6'f~ xT'g , xs'h]u.~ , 

entsprechend fiir y and ~. Also liii~t sich unter dieser Voraussetztmg 
x~ y, z wieder atff die,vorige Form bringen. Wir haben also das Resultat: 

Satz 23: Jede rel~rodukgve L~sung lgfltsieh auf die _~orm (R) bringen, 
wo entweder 
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x~, y,, zt, 

x~, y~, z~, 

xs, Ys, zs, 
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so wird 

~(u, v, w), q~(u, ~, w), Z(u, v, w) is~ dne L~t,~g der Oleichu~g, 
wenn x, y, z eine L5sung ist, weft r  ~p, % mi~ x, y, ~ tiberoi~thamen. 

Fiir eine beliebige 4nzahl yon Unbekann~en haben wir also das 
Resulta~: 

Sa~z 24: Jede reproguktive Funktionenrdhe der Glei&u~g 

F ( , , ,  x~, �9 �9 x,) = 0 
M ~ t h e m ~ c h e  Amnalon. LXTIII. ~[S 

, = r v, w)F(u,  ~, w) + u F(u, % w), 

y = ,l,(u, v, w) F(u, ~, va) + ,~ .F(u, % w), 

* = z (u, v, ~) F(~,, ,~, ~) + ~ ( " . ,  '~, ~'). 

x I +~, y~+~, z~ +~, 

x 2 §  y~+b, ~b, 
, . ~ �9 �9 �9 . . 

xsh, Ysh, zsh 

LSsungen der Gleichun 9 22= 0 bedeuten. 
Fiir n Unbekannte schreib~ Herr Korselt die Form (1%) e$ws so: 

5 5 2 , 

wo ;t die Zahl ist, welche angibt, zu dem wievielten Elementarsystem 
(%, a2, . . . ,  %) geh6rk 

Nun liifll sieh abet (R) noch auf eine andere Form bringen. Aus 
x~ 4- a ~ x~ a + a folgt ngmlich 

x=[x~a§  l .~ ,  x~b+ l .b,  xsc+ l.~, x4d§ l 'd ,  xse+O'~, zJ+O.f, 
xTg + O. y, xsh + O. ~]~,~ 

Entsprechende Ausdriicke ergeben sich ffir y trod ~. Setzen wir nun 

[ z ,  x~, . . . ,  xd~.~ -- ~(u, v, w), 

[y,, y~, "" ", n L , .  --  V(u, ~, ~) ,  

[~,, ~ , , . . . ,  z~],,,o = z (*~, ", w), 
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~ 84rA ~n~f die Form ~ 

(I~) n(u,,~,...,u,)F(%,~,...,u,)+%F(%,u,,...u.) (z =- 1, 2,. . .,n) , 

und umgeheh~: Jede dera~4i#e Fun~ionenreihe ist reproduldiv. 
Satz  24a: J~ reproduktive Lb'sung tier Gleichung F= 0 ld/Jt sich 

in der Weise auf die Form (Re) bringen, daft die q~x eine IZsung der Glei- 
vhung b~Tden, und umgekehrt: Jede derartige Funktionenreihe (Fh) , bei der 
die ~x eine LSsung der Gleichung sind, ist eine reprodulddve lZsung. 

Der einfachste Fall is~ natiirlich der, we die ~px Konstamte in bezug 
auf  die arbitr~ren Parameter u x shad, we also die ~ eine ,,rein partikulare" 
L~eung eind, d. h. eine L~sung ohne arbitrate Parameter. Es sei aber 
ausdritcklich bemerkt, dab sich eine reproduktive LSsung im aUgemeiuen 
niche, wie ich anfangs vermutete, auf eine eolche Form bringen l~ t ,  we 
die ~p~ eine rein psrtikulsre LSsung bilden. Die Gleichung F(x,  y ) -  xy  
- ! - g g -  0 hat z. B., wenn u und v die arbitriiren Parameter sind, die 
reproduktive LSsung x ~- u, y -- ~ (die zufiillig in bezug auf v konstaut 
ist. Man kann ja abet such schreiben x=-u (v -F~ ,  y--~(v-}-~), u I'~B~ 

sic.h, w/e leicht zu zeigen ist, nicht auf die Form aF(u , v )+  uF(u,  v) 
briugen, wenn a konsf~ut sein soil. 

Die Formen (R) und (R1) sind ~quivalen~, und wit h~tten auch unsere 
Beweiei~hrmag anstat~ an der Form (R) an der Form (Rt) durchf~Lren k~nnen. 

Dieses ist sogar einfacher und interessanter, doch schien mir such 
jones sehr lehrreich und me~hodisch wichtig zu sein, so dab ieh es nicht 
glaubte, umgehen zu sollen. Ffir die zweite Methods brauchen wir den 

Hi l fssa tz .  Ist r x j , . . . ,  x,) t = O, 8o ~ e n  s~9~ die xfl auf die 
.Form bringen : 

x~t = z~t, 

we die *, l~assende Zgsungen der Gleichung $ -  0 sin& Dies folgt aus 
Satz 14", indem man t ~ 1 mad t = 0 setzt.*) t daft yon den x~ abhangig 
sein, auch dfiffen t und die Gleichungsparameter yon r voneinander ab- 
h~agen. 

Satz 25: Die aY!lemeinen Ausdriicke far solche Werte, wdehe, wenn 
man t - O  set~, Ziisungen der Gleichung ~P(yl, y~,.. . ,y.)--O werden, si~d 

we die u~ gana beliebige Werte (z. ]8. Fun~ionen yon O wad die ~ Y.2sungen 
tier Gleichung q)m 0 bedeuter~ 

*) Man kaun den Satz auch beweisen, indem man mit dem Entwioklungs- odor 

Verifikatlons~heorem zeigt, da6 die ~x ==x~t-{-r x {, wo die ~-~ eine belleblge L41sung 
yon ~ ~ 0 bedeuten, eine LSsung der verlangten Art bilden. 
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Beweis .  1) Die Ausdr~icke sind, falls t ---- 0 ist, wirklich eine LSsung 
der Gleichung, wie man sofort sieht. 

2) Sind irgendwelche Ausdrticke Yl, Y~," ",Y~ gegeben, welche fiir 
t ~ 0 ei~e Liisung tier Gleichung sind, so is~ nach Sa~z 16 

*(yl ,  y ,  �9 �9 y~)t -- 0. 

En~wickelt man die y~ nach t: 

so folgt 

~'(y l ,  y~, . . ., y . )  ~ ~ , (u l ,  ~ ,  . . . ,  u . ) t  + r v, , . . . ,  ~.)~. 

Bet Multiplikatiou mit t wlrd wegen (l)(yl, y~,--.,  y~)t-----0: 

r  v~,. �9 v~) ~ = 0, 

folglieh nach dem Hilfssatz 
v~ = ~ .  

Se~zen wit dies in den hnsatz fiir y~ ein, so erhalten wit die Form des 
Lehrsatzes, q. e. d. 

Dieser eLufache Satz besitzt offenbar eine griil~ere Tragweite, als man 
beim ersten Anblick glauben soUte. Herr Korselt hat z. B. die Frage 
aufgeworfen, wie Funktienen 

f~(x,, x~, . . . ,  x.)  (~ ~ I, ~,. . . , ,~) 
aussehen miissen, welehe stets dama eine Liisung der (~leichung 

F(~I, ~ , . . . ,  ~ )  = 0 

darsteUen, falls x l ,  x ~ , . . . ,  x, ,  eine Liisung der Gleiehung is~. Die Ant- 
weft  laute~ nach Satz 25 (ftir t = F(xl,  x2, .- . ,  x~)) 

f ,, ( x~ , x~ , . . ., x , )  = ~,, ( x l  , x~ , . . ., x~)  F ( x l  , x ,  , . . ., x,,) "t- z , , F  ( x l  , x ,  , . . ., x , , )  

(~ = 1, 2 , . . . ,  n) 

we die ~p~ beliebige Funktionen (den u~ in Satz 25 entspreehend) und die 
~r L~isungen yon /7 '~ 0 (vorgreifend kiinnen wit bemerken: Ausdrilcke 
yon tier Form (RI) , wenn dort die r eine Partikularl(isung, z. B. eine 
na~iirlJ.che, bedeuten) sind. 

Ebenso einfach erledigt sieh das Problem, Funktionen yon x l ,  x ~ , . . . ,  x,, 

zu suchen, welche LSstmgen ether Gleichung q) . . -0  darstellea, falls 
x~,  x~ ,  � 9  x,,  LSsungen yon F ~ 0 sind. Es ergib~ sieh wieder der vorlge 
husdruck,  in welehem aber diesmal die z, L~sungen der (~leichung $ ~ 0 

bedeuSen. 
Dies benutzen wit zur hufsf~llung yon reproduk~iven Ausdriicken 

f ~ , ( x l ,  x~ , . . ,  x,,). Diese sonen die Eigenschaf~ haben, dal~ fiir.F(x~, x ~ , . . . , x , )  ~ 0  

x,, ~ f~ (x~,  x~, . . . ,  x, ,)  (u  = 1, 2 , . . . ,  n )  

13" 
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w'.~d. Die vereinigte Gleichung dieser n Gleichungen entspricht also hier 
der Gleichung q)~_ 0. Es miissen also die z x LSsungen ~on r  O, also 
L~isungen der  Gleichungen 

:r.~. = z X (~ = 1, 2 , . . . , n )  

sein. Diese Gleichungen besitzen abet nut die sine L6sung z~. = x~. 
Se~zen wir diese ein, so erhalten wix 

f x ( x , , x ~ , .  . ., x , )  = ~ x ( x l , x , , . . . , x , , )  F ( x , , x ~ , . . . , x , )  + x x . F ( x , , x ~ . , . . . , x , )  

(u = 1, 2 , "  ", n ) ,  

q. e. d. Die x~ so]lea h~er natiirlich nicht mehr LSsungen bedeuten, k~inne~l 
also auch dureh  u~ orsetzt werden. 

S~ellen nun  die f~ eine LSsung der Gleichung W ~  0 dar, so l~f]~ 
sich der obige Ausdruck stets so umformen, dab die ~, durch sine LSsung 
ersetzt werden ,  wie es Satz 24 verlangt, und zwar hiichs~ eiafach dadurch, 
dab man ~ dutch f ,  ersetzt, wag in jedem Falls erlaubt is~ (auch otme 
dab die f~ sine LSsung bilden), weft durch Multiplika~ion der letzten n 
Gleichungen mi~ F 

/~. F ~  ~ .  F ( u ~  1,2,-.. ,n) 

folg~. (Fre i l ieh  kann man aueh im allgemeinen die r so bestimmen, dai~ 
(1~) eine reproduk~ive LSsung ist, ohne dal~ die r eine LSsung wiiren.) 

Der Ausdruck (R1) wfirde nun sine Methode geben, alle mSglichen 
reproduktiven Liisungen auch wirklich aufzustellen, falls es geliinge, alle 
mSglichen LSsungen ~ herzustellen. Dies ist aber leicht~ wenn nur sine 
einzige L~isung al, a2, . . . ,  a,  (z. B. sine natiirliche) vorliegt. Der Aus- 

druck a ~ l m ( % ,  v~, �9 � 9  v ,)  -~ v ~ F ( v l ,  v~, . . . ,  v,,) liefert dann silmtliche 
L~isungen. Man braucht nut flit die v,. ganz beliebige Funktionen 
@ , , ( u ~ , u ~ , - . - ,  u,,) zu nehmen, Si~mtliche reproduktiven L(isungen sind 
also in tier Form enthalten: 

x; = [ a . F O ,  + a F(a , a , , . . . ,  F (u ,  u,, . .- ,  

we die @~. beliebige Funktionen der u,. sin& 
Setz~ man  z. B. #~ -= ~ ,  so erh~il~ man folgende bis jetzt noch nieht 

bekannte reproduktive L~isung: 

x~ = [a~F(~, ,  ~ , , . . . ,  ~ )  + ~ i ~ ( ~ ,  ~ , . . . ,  ~ ) ]  F ( ~ .  u , , - .  -, u 3 

+ us , . . . ,  u,,). 
~ u n  noch einige Folgerungen ffir Leser~ weIche mit der Algebra 

tier Relat ive  vertraut sin& 
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In der Algebra der Relative ist 

x = [ a . 1 ; F ( ~ ) ; l + ~ . 0 ~ F ( ~ ) ~ 0 ] ~ l ;  F ( u ) ; l + u . 0 ~ i ~ ( u ) t 0  
eine neue reproduktive L~isang, und, was die Hauptsaehe ist, keine 
,,rigorose". *) Sie hat aber leider mi~ einer rigorosen immerhin so viel 
Ahnlichkei~ dab sie nut elnen schwachen For~schritt gegentiber der 
SchrSdersehen rigorosen L6sung darstellt. 

Sind p Liisungen 

a;.1, a ~ , . . . , a ~  (• = 1 , 2 , . . . ,  p) 
gegeben, so ist 

x~. = ~ a~., r~(ul, u~, - - . ,  u~) 
A 

auch ehae L~isung~ wenn die T x einander beigeordnete Funk~ionen sind. 
Setzt man diese Ausdrficke in (B1) fiir die %. ein, so kann man mannig- 
faltige neue reproduktive Lgsungen erhalten. Fiir ;~ = 2 z.B. ergibt sich: 

Shad a und b LSsunged der Gleichung F(x)-----0 in der Algebra 
der Relative, so is~ 

x = [ a . I ;  T(u);  1-I-b.O$ T(u)$O]. l; .F(u); l +u.O;t.F(u)tO 

eine reproduktive L6sung, die, wean man f(ir u keine L6sung der Glei- 
ehung einsetzt~ immer wieder die LSsung a oder die LSsmag b repro- 
duziert, welche also, wenn dieser Ausdruck gestattet ist, genau halb so 
rigoros ist als die Schriidersche. Ebenso l~iBt sich dutch Verwendung 
yon p beigeordneten ausgezeichneten Relativen (die man nach dem Muster 
(D') konstruieren kann), aus p gegebenen Liisungen eine reproduktive 
L~isung konstruieren welche stets eine dieser p Liisungen reproduziert, 
falls man fiir u keine Liisung einsetz~. 

S~nd auch solohe Liisungen noeh nieht befriedigend, so miigen sie 
doch vielleicht in speziellen Fiillen gute Dienste leisten, vielleieht auch 
einen Fingerzeig geben, wie man in der Frage weiter kommen kann. 

w  

Die analytisehe Methode und  die Anzahl der  L~isungen. 

Wir wollen jetzt eine andere Methode der AuflSsung yon Oleichungen 
besprechen, welehe ich die analytische Methode nennen m6chte. Sie 
bilde~ ein sehr primitives Yeffahren, und stimmt im wesenthchen mit 
dem Jevonsschen  Ausmusterungsverfahren iiberein, gestattet aber nicht 
nur,  s~imtliche miighchen L6sungen auch wirklich aufzustellen und ihre 
AnzahI zu bestimmen (was aueh dutch Reduktion (siehe w 9) geling~), 

*) Vgl. Schrlider, ~. a. O. Bd. HI, S. 167. 
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sondern sie gib~ uns auch den besten Einblick in die Struk~ur der L6sungen 
uncl bleib~ die ultima ra~io in allen F~illen, we andere Methoden versagen, 
z. B. bei einigen Un~ersuchungen tiber symmef-rische L~sungen. Sie 
bes~eht darin, dab man die Gleichung F =  0 15st ftir alle Modular- 
systeme der rorkommenden Gleichungsparameter und arbitr~iren Parameter, 
uud dann gem~iB w 5 zusammensetzt. 

Es handelt sich also dabei um die Aufgabe, parame~erlose Gleichungen 
zu lSsen, denn wenn man die Parameter gleieh 0 oder 1 setzt, fallen sie 
eben fort. Nun hat abet z. B. die Gleichu~g x y 2 = 0 nicht das Weft- 
system (1, 1, 0), wohl abet aUe anderen Modularsysieme als LSsungen. 
Jede kompliziertere parameterlose Funktion yon x, y, z liiBt sich nun nach 
x, y, z entwiclreln, d. h. auf die Form bringen: 

Nehmen wit nun z. B. die Gleichung 

so wird alas erste Glied gewi$ ftlr jedes Modularsystem verseh~riaden, 
wean wir anr alas Wertsystem (1, 1, 0) vormeiden; das zweite, wenn wir 
nur das Wertsystem (1, 0, 0) vermeiden, und das dritte, wenn wir nur das 
Wer~system (0, 0, 1) vermeiden. Diese drei Modularsysteme sind also die 
einzigen, welehe nieht L~sungen der Gleiehung sind; alle fibrigen 2 8 -  3 
Modularsysteme sind LSsungen. Atlgemein k~nnen wir sagen: 

Jede en~wiekel~e parame~erlose Gleichung mit n Unbekannten und 
r Gliedern besi~z~ genau 1 = N - -  r rein par~ikulKre L~sungen, d. h. Modular- 
18sungen ~1, ~ ,  ~;  ~ ,  V~, ~;  "" "; ~,, V,, ~. 

Unl~sbar ist also eine parameterlose Gleichung dann und nur damn, 
wean in der Entwiekelung aUe N Glieder vorkommen. (In der Tat redu- 
zier~ sieh dann die Gleiehung auf 1 ~+ 0 und kann deshalb keine L~sungen 
besitzen.) 

Wieviele L~sungen gib~ es nun, in denen h~ehstens die arbitr~ren- 
Parameter u~, u~,. �9 ur vorkommen diirfen? 

Ist 
x =  ~ ( ~ ,  ~ ,  . . ., %) ,  

y = ~, (u~,  % , . . . ,  %) ,  

eine L~sung, und sind die u" den u~. zugeordnet, so ist 

[ x f~--~ ~(1,  1, ..., 1)uX+ ~(1, 1 , . . . ,  O)u~q - . . .  4- r 0 , . . . ,  O)u P, 
" / = 1, . . . ,  + + . . .  + o , . ,  

( ~ = ~ (~, ~ , . . . ,  ~)~,~+ ~(~,  ~ , . . . ,  o ) ~ , +  . . .  + z (o ,  o, ., o)~,~. 
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Die drei Koefiizienten yon u ~ haben keine Parameter and bilden 
nach Satz 18 eine L~isung, folglich sind sie eine tier obigen 1 Modular- 
lSsungen. Jede L6sung hal also die Form 

x -= ~., u ~ + .4, u~ + " "  + ~F u~' 
(L~) y = *b,u 1 + */~.,u ~ + �9 �9 �9 + ~ p u  ~, 

z = ~,, u ~ + ~ u ~ + . . .  + ~p  u P, 

we die ~, V, ~ Modularl~isungen bedeu~en, und umgekehrt bilden nach Satz 18 
Ausdriicke yon der Form (L~ stets eine L6sung. Will man also silmtliohe 
Liisungen bilden, so hat man jedes der P Gobiete u ~" mit si~mtlichen 
l Modularliisungen dutch Multiplikation zu verbinden, so dab man im 
ganzen 1 t Liisungen erhi~lt. Diese sind auch nach SatT. 13 voneinander 
verschieden (d. h. je zwei r mindestens ein Wer~system der u'9, da die 
i ModularlSstmgen aueh dann noch verschieden bleiben (wenigstens ftir 
u*-{= 0), wenn man sie mit einem arbitri~ren Gebie~e u ~" mul~iplizierl. Ioh 
will diese LSsungen einmal nile hinschreiben ftir die Gleichung 

x y z + x y ~  § ~yz 4-XY~ + x y z = O  
fiir den Fail, dab ein arbitriirer Parameter u erlaubt sein sell. Die rein 
partikularen Liisungen sind (1, 1, 1), (1, 1,0) und (0,0, 1). Die zu u 
gehiirigen disjunk~iven Gebiete sind u, ~. Daher ist P - =  2 und es gibt 
32 Liisungen. Schreiben wit flit den Augenblick kurz (a,b) ftlr au.4-b~, 
so sind diese: 

x = (1, 1), (1, 1), (1, 0), (1, 1), (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 1), (0, 0), 

y-----(1, 1), (1, 1), (1, 0), (1, 1), (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 1), (0, 0), 

z----(1, 1), (1, 0), (1, 1), (0, 1), (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1,0),  (1, 1). 

Untereinanderstehende Moduln bflden immer eine Liisung. 
Sind tinter den Zahlen ul, ~2, '"  ", rp eiaige einander gleieh, so 

kiinnen wit in (L~) die entspreehenden Modularliisungen vet die Klammer 
ziehen and erhalten so als die Form einer beliebigen L~isung: 

{ x = ~.~ ( ~  + ~r + . . - )  + ~ , ( ~  + u , ,  + . . . )  + . . . ,  
(LD y = v,,(u~ + ~ ,  + . . . )  + v,,(u~ + ~ ,  + . . . )  + . . . ,  

= ~., (u ~, + u ~ ,  + . . . )  + ~ , ( u ~  + ,r + . - . )  + . . . ,  

we ~1 ~:x ,  =~ . . . ,  ebenso die Exponenben alle voneinander verschieden 
und die Gliederzahl ~ 1 and auch ~ P is~. 

Ich behaupte nun: Jede allgemeine Liisung ist in der Form enthalten 

(h) x = ~ t ~ + ~ t ~ + - . .  + ~,~, 

entspreehend fiir y und z. 
1) Diese Liisung ist allgemein, .denn jede beliebige Liisung (L~) 

-kann man aus ihr erhalten, indem man 
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t~, = u~, + ~", + . . , ,  

and die iibrig bleibenden t gleich 0 setzt. Nach Satz 4 ist dann 
(t 1, t s , . . . ,  t ~) auch wirklieh ein Disjunktivsystem. 

2) Jede allgemeine Liisung li~l~ sich auf diese Form bringen. Denn 
denken wir nns eine allgemeine LSsung in der Form (L3) geschrieben, so 
behaupte ich, daI~ s~im~liche 1 Modularliisunge n u n t e r  den vor den Klammern 
stehenden Koet~fizientensystemen (vielleieht mehrfach) enthalten sind, dab 
also eine vorgelegte ModularlSsung (~,  ~y., ~,) mi~ einem der Koeffizienten- 
sys~eme iibereinstimmt. Denn wegen der Allgemeinheit der LSsungen muii 
es ein Wertsys(~em der u geben, air das unsere Ausdrtieke (Ls) gleieh 
~x, */,, ~, werden. Dieses Wertsystem kann ev. yon gewissen Parametern 
v abh~hagea, die aber keine Gleichungsparameter sind; es sei etwa 

~ = g~ (~,, v~ , . . . ) .  (~ = 1, 2,- . . ,  :P) 
Dana Boll also sein 

-- +g,,, + . . . )  + + . . . )  + . . . ,  

entsprechend ~ r  ~% und ~. Soll dies allgemein rich~ig se~n, so is~ es 
aueh riehtig, wema man alle Parameter v gleich 1 setzt. Dann bilden 
abet die g~ ein Modularsystem, folglieh nach Satz 5 ein Elementarsystem. 
Setzt man aber ein solches air die g~- ein, so bilden die drei rechten 
Sei~en eines der Koeffizien~ensysteme, das also zufolge unserer drei Glei- 
ehungen gleieh. (~., ~/~., ~.) wird. 

Schreib~ man also unsere allgemeine LSsung in der Form (L~), so 
kommt unter den Koeflizientensystemen yon (Ls) jede Modularliisung je 
einmal vor, und man erh~l~ daher aus (Ls) die Form (A), indem man 

u ~, + u~'~ + . . . .  t% 

�9 . , , ~ . , ~ 

se~zt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Die Anzahl der allgemeinen Liisungen, die man aus p arbitr~ren 

Parametera baden kann, wird also angeben mtlssen, auf wie viele Arten 
sieh 2 Gegensi~nde u ~, u ~ , . . . ,  u e in I Fiicher bringen lassen, so dab in 
jedes Fach wenigstens einer yon den Gegenst~nden kommt. Diese A~zahl 
is~ abet 
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Kehren wir nun zuriiek zu tier allgemeinen Gleichung 

F ( x ,  y , z )  = [a, b, . . ., h ] ~  = a b c d e f g h  

und fragen zuniichst nach der Anzahl der rein partiknlaren Liisungen. 
Entwiekeln wir naeh den Koeffizienten a, b , . . . ,  h und setzen die zu 
diesen geh(irigen Gebiete gleieh a ~, a~, . .  ., a ~ ,  so wird die Gleiehung 

(hx) ti'(~,) r y, ~) a ~ -{- q~e(x, y, z) a ~ + . . .  -4- r Y, z) a ~ --  a ~, 

wo die (~ parameterloso Funktionen sind. Die a ~- sind Produkie yon tier 
Form a", b ~'~ c", d", e ~',/"6 g", h '~. (in Korseltscher Sehreibweise). r erh~il~ 
man, indem man in F 

a 1~-- 1, 

se~zt. Es is~ also %-----1. 

is~, indem man in F 

also a = b ..... h ~ 1 

(r erhiilt man beispielsweise, da 

a~S~ ab~  d Y f ~ h 

a = b = h = l ,  c = d = e = f = g ~ O  
setz~; es is~ also 

r = x y z  + x y ~  + 2 ~ . )  
Ferner ist %56 = 0. 

Man erhiilt nun nach Satz 18 s~mfliche LSsungen, indem man die 
Gleiehung F = a 1 der Reihe nach fiir 

a 1-- -1 ,  a ~ = l , . . . , a  ~5~---1 

aufl~st und dann zusammensetzt. Die aufzalSsenden Gleichungen werden 
dann 

�9 i=1, r e s = 0 ,  . . . ,  % 5 s = 0 ,  

yon denen die ers~e und letz~e identisch erfU11~ sind, w~hrend ~r = 0 

genau so viele ModularlSsungen besitz~, als das Produkt a" negierte 
Faktoren en~hiilt. 

Freilieh besi~zt z. B. die Gleichung ~6s = 0 auBer den Modular- 
15sungen noch LSsungen, die yon den Gleiehungsparame~ern abhiingen, etwa 

, (a, b, . . ., h), z (a, b, . . ., h), e (a, b, . . ., h). 
Diese sind mit 

a6S= a b ~ d ~ f g h  

zu multiphzieren. Nun folgt aber aus dem Mtillerschen Verifikations~heorem 

$(a ,  b, c, d, e, f ,  g, h) a b e d  Y f  ] h  

= ~p(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) a b ~ d F f ~ h ,  

entspre.chend fiir X uad ~. Man kann also die Liisungen der Gleichtmg 
~ = 0 ersetzen dutch Modularl~isungen, ohne dab die zusammengese~zte 
LSsung der Gleichung 2' = a b c d e f g  h sich daddrch itnder~e. 

Verschiedene Modalarliisuagen yon ~ = 0 liefera nach Satz 13 bei 
der Zusammensetzung verschiedene Li~stmgen yon F = a b c d e f g h ,  da 
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die Verschiedenhei~ der Modularl6sungen sich durch Multiplikation mit 
a ~ nicht ~nder~. (a~-----0 daft n~imlich wegen der Allgemeinheit der Glei- 
chung F----0 nicht angenommen werden.) 

Betrach~en wir nun allgemein eine Gleichung mi~ n UnbekannLen, 
so enthiilt diese 2 ~ Produkte a ~, darunter (Ar)~ Produkte mit ~ Negaten. 
Zu jedem liefert die zugehSrige Gleichung ~x ~ 0 ~ LSsungen. Nur 
�9 1 = 1 besitz~ A r LSsungen. Diese kommen aber nur in BeLrach~ bei 
der L~sung der Gleichung F ~  a l a ~ . . . a ~  , nicht bei der Gleichung 
2 " =  0. Im ganzen gibt es also 

N 

rein partikulare L~isungen, wo der erste Faktor wegf~illt fiir die Gleiehung 
2'----0. 

Ftlr n = 1 erh~il~ man 2 .2 ,  ffir n = 2 bereits 124. 4 = 15876 �9 4, fiir 
n = 3 abet 2 TM �9 3 s~. 556 �9 7 s �9 8 > 6 �9 1014s rein partikulare Liisungen. 

Da sich aus der Tatsaehe, dal~ die Gleichung F= a 1 L~isungen besitzt, 
leich~ mit Hilfe tier Betrachtungen auf S. 187 unten der Zwischenwer~- 
sa~z beweisen liU3t, so haben wit hiermit einen neuen, wenn auch weniger 
einfachen Beweis desselben. Sind/o arbi~riire Parameter erlaubt, so sind 
die A-~.ahlen noch in die / ~  Po~enz zu erheben. Es folgt also: 

Sa tz  26: Die Gleichung 2"(xl, x~, . . ., x~) = 0 besitzt, wenn die Elimi- 
nationsresultante als erfiillt vorau2gesetzt wird, genau 

Lb'sungen rait h6chstens p Parametern. 
Ebenso folgt aus dem Vorhergehenden 
Sa~z 27: Die Gleichung F ( x , ,  x~, ..., x,) = 0 besitzt unter dersdben 

Voraussetaung genau 

allgemeine L~sungen mit hUchstens p Pazametern. 
Diese Zahl gibt zu .gleicher Zeit an, wieviel allgemeine Lgsungen sich 

mit ttilfe yon _P arbitr~iren disjunktiven Parametern bilden lassen, au~h 
ohne daft t ) Poten~ yon 2 ist. 

Wir wollen nun fioeh die Anzahl cler reproduktiven Liisungen aus- 
reehnen. Wit  gehen aus yon der Form (R) und fragen zuniichst, wieviel 
Werte die Ausdriicke 
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xl  ~ xi  ~- ~ ,  yl -~ yl ~- ~, ~l ---- zl -~ ~ 

aanehmen kSnnen. En~wickeln wir diese Gebieie nach den Koeffizienten 
a,  b , . . . ,  h ,  so miissen alle Gli~der mit dem Fak~or ~ auoh wirLlich vor- 
komm~n, und es fragt sich nnr noch, welche yon den iibrigen Gliedem 
vorlrommen k(innen. Diese Frage liiBi sich abet ebenso beantworten wie 
anf S. 202 oben, nur spielt bier 2 < -  1 dieselbe Rolle wie dort 37, da die 
Glieder mit dem Negat a bereits erledigt sin& Die Anzahl wird also 

~r 

H ~(~- 1)~. 

M~n sieh~ ieicht, a ~  es f~r (~ ,  ,~, ~) ,  (z~, y,,  ~,), . - ,  ( ~ ,  y~, ~.) 
ebenso viele Miiglichkeiten gibe. Daraus folgt: 

Sa tz  27a: Die Gleichung F(x~ ,  x2, . �9 x , )  ---- 0 besitzt genau 

~(~- ~)~. ~ i (  ~ + ~) (~)~. + 

reproduktive ZSsungen bei erfiillter .Eliminationsresultante. 
Ftir n ~ 1 gibt es eine, fiir n ~ 2 bereils 24 ~ reproduk~ive Liisungen. 

w  

Reduzierte Gleichungen. 
Wir kommen jetzt zu der allereinfachsten L~isungsme~hode yon Glei- 

chungen, die J o h n s o n  bereits angegeben hat, ohne aber die Rechnung 
durchzufiihren. Es sei die Gleiohung 

[a 1 , a~, �9 .., a~]~, ~. . . ,  ~ ~ 1 1 a ~  
x 

vorgelegt. Setzt man die zu den xx geh~irigen disjunk~iven Gebiete gleich 
x l, x~, . .  ., x ~  so erh~lt man die ,,reduzierte" Gleichung 

Z a~x ~ ~- O. 

Da nun nach Satz 9 die x~ durch die x ~" eindeutig bestimm~ sind, so 
brau~ht man nur die L~isungen der roduziorten Gleichung zu 8uchen. Die 
Oleichun'gen (V) zeigen dann, wenigstens fitr n = 3, wie man die Un- 
bekannten finder. 

Zu gleicher Zeit lii•t ~ch das kufl~isungsproblem allgemeiner fassen: 
Jede beliebige Oleichung zwischen den Elementen mehrerer Disjunktiv- 

~ystem~ (x;  x ' , . . . ,  ~ ) ,  (~; y~, . . . ,  f ) ,  (~, ~ , . .  -, ,.~), �9 �9 �9 i ~ t  ~ich ,~f  di~ 
Form bringen: 

~ a , ~ ' '  x*y~z f' . . . .  O, I 

r,~,~, . . . 
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was slch ebenso zeigen l~Bt wie Satz 11. Ist nun (t 1, t ~, ., �9 " t ~''~) die 
Summe obiger Disjunktivsysteme (vgl. die Definition S. 174 oben)~ so sind 
nach Satz 9 die Ltisungen dieser Gleichung eindtutig verkniipf~ mit den 
LSsungen der reduzierten Gleichung 

a z . ~  , . . . t '~ ~ 0 ~  

x , 2 , p , .  . .  

wo t" ~ x~y~z t' . . . ist. 
Ich bemerke noch ausdriicklich, dab bei reduzierten Gleichungen auch 

die versehwindenden Glieder hingesehrieben werden miissen, damit man 
sieht, welche Unbekannten einander beigeordnet sind. 

Betrachten wir nun z. ]3. die Gleichung 

at  1-4- bt ~ + ct ~ + dt  ~ A- et ~ ~ abcde.  

Sie hat folgende L6sung 

t l = 5 + w l a b c d e ,  t * = a b - l - w s a b c d e ,  t S = a b S + w S a b c d e ,  

t ~ =- a b c d  -J- w4abcde,  t ~ = abcd~ -[- wSabcde.  

Diese Gebiete sind in der Tat einander beigeordnet (vgl. (D')). Ich nenne 
diese L~sung eine nattirliehe L6sung. Ffir w'~= 1 wird die Ltisung sehr 
~rivial : 

t 1 = 5 ,  t ~ = a b ,  t s-~ab-~, t 4 = a b e d ,  t 5 = a b c d  

und liefert einen neuen, hSchst einfachen Beweis des Zwischenwertsatzes. 
Betraehten wit nun noch, als einfaches Beispiel, die allgemeine Glei- 

chung mit den Unbekannten x 1, x ~, x a, x 4, yl, yg. y8 welehe geordnet die 
Koeffizienten a, b , . . . ,  1 besitzen mSge. (k, 1 bedeuten also hier einmal aus- 
nahmsweise nieht Zahlen, sondern Gebiete.) Setzen wir das Produkt dieser 
Koeffizienten gleich /7, so wird 

t n =  ~ + l l w  ~1, t 1~= a b -~ I I w  1~, tlS=a b ~ -4- I I w  is, 

t~=abcd-4- TIw ~1, t~=abcdy.4-  FI w~, t*S=abcde[-[- TIw *s, 

tS~=abcdef]+ FlwS~, taL~abcdefg~ + l l w  a~, t~Z=abcdefgh~ + TIw ~, 

# ~ = a b c d e f g h i 3 + l l w  ~, t ~ =  abcdefghijk-4- Tlw ~, ta~= a bcde fgh  ijkl-4-1Iw ~, 

folglich ergib~ sich mit Benutzung yon 29)+ und 32)• 

x ~ = ~ + b + ~ + H u  ~, 
x ~ = abc (d  + ~ + f )  + TIu ~, 
x a = abcde f (~  -~ h + ~) A- TIu ~, 
x ~ = a b c d e f g h i ( ~  A- k + l)  +~l-Iu', 
y~ -= a + b c(d + e f (~  + hi~))  + 17v ~, 

= + 

WO 

+ - -  (w w " ) .  
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Bringt man nun die letzten Glieder in die Klammer hinein, so erkennt 
man, dab unsere LSsungen genau so gebaut sind wie die na~rlichen 
LSsu~gen auf S. 186. 

[ch will nun noch die na~firlichen L~isungen ffir d~e @leichung 

k t ~ 

Z X X  ax~,x y z ----0 
x=l ~=I ~--I 

angeben: 

�9 . +u,.,~) + H a .  '~5 

Y~'= *IIa(al ~, +a,z~ +"" +a, ~,,,-4- *Ha(~.~ + ~ . +  """ka2~,,,+'" 
. .  + * i l a ( a ~ ,  + ~ ,  + . . .  + ~ , ~ ) . . . ) )  + f l a .  v ~, 

z"= *IIa (a,1 ~~* Ha(al, ,,+"" +*Ha(a, ,~. +*IIa(a,l s+*Ha(g~ ~',, +-.. +*Ha (~,,, 

+ ...... +*lIa (~,  ,,+*iI~ ( ~ +  ... + * m  (~,,,,)...)) . . . . . .  )...)))...)) + u ~ .  w,', 

wobei *Ha das Produkt aUer derjenigen (~ebiete a bedeuben soU, welehe 
bei unserer Ordnung dam ersten in der darauffolgenden Klammer voran- 
gehen. Dabei k~nnen na~iirlieh in diesen Produkten aueh alle diejenigen 
Faktoren wegbleiben, die in der Zeile sehon vorher vorgekommen sind. 

Die Summen sind in x ~" lang, in y~ mi~bllang und in z ~ nut zwei- 
gliedrig. 

Die Anzahl der rein par~ikularen L~sungen einer reduzierten (}leiehung 

1~8~ sieh nun leiohter als in w 7 folgendermaBen bestimmen: Jede Un- 
bekannte 1~$~ sich darsbllen ais eine Summa ~on einigen der zu den 
Koeffizienten a~. zugeordneten Gebiete a x. Da nun die Unbekann~en dis- 
junktiv sein sollen, so mu$ jades einzelne a ~- in einer und nut einer dot 
Unbekannbn als Summand auftreten. Die Unbekannten lassea sich also 
mi~ m F~chern vergleichen, in welche gewisse Gegenst~nde a ~ (zu denen 
auch Ha~ geh~rt) untergebracht warden sollen. Nun verlang~ abet die 
Gleiehung~ alas x ~- (auger vielleicht dam Oliede Ha~) nur solche Summan- 
den enth~I~, welche nich~ den Faktor a~ (infolgedessea also den Fakbr  ~ )  
besi~zen, and diese Bedingung genilgt, um die ~leichung zu befriedigen 
(worm auch noch Ha~ in irgendeiner Unbekannbn als Summand unter- 
gebrachL wird). Greif~ man also irgend ein a ~ heraus, welches 2 negierte 
Fakbren enth~lt, so hat man die Wahl zwischen 1 Unbekannbn, in 
welehe man es als Summanden unbrbringen kann. Nun gibt es (m)~ 
Gebie~e a ~ mi~ ~ negierbn Faktoren, und ftir jades stehen ;t ,,F~her ~' 



~06 L. LSwE~H~I~. 

(nur far IIa~ stehen ?n Fiicher) zur Auswahl, folglich habeu wit im 
ganzen wieder dieselbe Anzahl wie in w 7, nur kana m bier eine beliebige 
Zahl bedeuten, w~hrond dort N eine Potenz yon 2 war. Diese Herleitung 
ist nicht wesentlich yon der Herleitung in w 7 verschieden; die letzte 
erscheint einfacher, die erste zeigt aber besser die S~ruktur der L~sungen 
einer unreduzierten Oleichung. 

Endlich erwiihne ich noch, dab 

iT' ~ ~ _ a ~ x  x 

X 

durch die Substitution 

iiborgeftihr~ wird in i F +  a~ ,  also dureh die Substi tut ion 

~ -~ x~. + ~t~, ~ =  x~a~ fOx it + x 

in a~2'. Die substituierten (~rSSen bilden nach Satsz 6 ein Disjunktivsystem. 
Daher liigt sich ebenso wie in w 7 (freilich ein wenig einfaeher) die 

allgemeine Form einer reproduktiven L~isung herleKen: 

(R3 x" -- (x~ + a~) ~" + ~ x~ a~ u ~, 

wo fox jedes Jl entweder (xi, x~, . . . ,  x~.) oder aber 

x~a v . . . ~ x ~  a~_l~ x 2 + a~ x~ a~+ij .~ 

eine L~sung der Oleichung F = 0 bedeute~. 
Is~ nun F durch Redaktion entstanden, so kann man leicht zu den 

ursprttnglichen Gebieten zurfickkehren und erhiilt ohne Mfihe die Form (R). 
Auch l~iB~ sich leicht, wie friiher (1%), die Form herleiten 

(1%') x = ~ '  + u ~  = ~ '  + u~a~, 

wo opt, r  r elne LSsung irgeadwelcher Art ist. 
Ioll babe absichflich yon dieser Erleichterung in den friiheren Para- 

graphen keinen Oebrauch gemacht. 
Andere interessan~e Resultat% welche ich durch Reduktion gewonnen 

hab% mfissen wegen Raummangels einer spiiteren VerSffentlichung vor- 
behalten bleiben. 

N a o h t r a g  zu den  w167 6 und  7. 

W~ihrend der Drucklegung land ich noch folgende Yerallgemeinerung 
der Korsel~schen Zeichen: Setzt man 

a ~ b ~ ab + c(a+b),  
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so gil~ nach dem Yerifikationstheorem jede Formel, die ffir die alten, 
engeren Definitionen riehtig war, auch ffir diese neuen, erweiterten. 
Ferner is~ 

a '~ ~ 1~ a ~ ~ O, 

ab"= b, a s~ = ~ usw.*) ,  

a s = 1 is~ ~iq. a = b, 

a s = O  , ,, a = b ,  

a S r  ,, ,, a = b  c und b = c  ~ und c=aS*) ,  

wie aus der drittletz~en Zeile folgt, 
Die Gleichung x ~ =  b besitzt also als einzige L~sung x = a b. Die 

natfirliehen Substitutionen Iauten 

(S) x' = x + F (~ ,  v, w) ~, y ' =  y 4 F(u ,  v, w)', r  z +WF(u, v, w ? ,  

wenn u, v, w Modula sin& Wird dieses nun nich~ mehr vorausgesetz~, 
so stimmt (S) mit (R) und (R~) fiberein, wie man sieht auf Grund der 
Formel 

ax  -4- b~. = ~2 ~ a = x '~ -~ b. 

Die Substitution (R), (R~) oder (S), die ieh mit / ~ , ~  bezeichnen 
will, fiihrt F ( x ,  y, z) in F(u ,  v, w) F(x ,  y, z) fiber, und dureh Zusammen- 
setzuag der S u b s t i t u t i o n e n / ~ , / ~ , o ~ ,  . . . ,  / ~  ~ in ixgend elner Reihen- 
folge erh~It man eine aUgemeine (und, wenn B~,~ zuletzt kommt, repro- 
duk~ive) L6sung der Gleichung F(x ,  y, ~) ~ abcdefgh. Die Form (R~) 
vermag also aus sich selbs~ heraus allgemeine LSsungen zu liefern und 
ist dazu nieht, wie ich bisher glaubte, auf die auderweitige Ermi~tlung 
einer Partikular16sung angewiesen. 

*) u Schr~der, ~. a. O. S. 380, 381. 


