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(Jber &bbi ldung von Mannigfal t igkeiten.*)  

Von 

L. E. J. BRouwEa in Amsterdam. 

w  

Der  Grad einer  stetigen Abbildung einer geschlossenen zweiseitigen 
Mannigfaltigkeit. 

Unter einem Simplexsterne des n-dimensionalen ZaMenraumes ver- 
stehen wir eine in einer Umgebung eines Punu 0 iiberall dicht liegende, 
endliehe Menge yon nicht in das Innere voneinander eindringenden und 
den P-unkt 0 als Eckpunkt besitzenden Simplexen, deren je zwei eine 
p-dimensionale ( O ~ p ~ n -  1) Seite gemeinsam haben~ sonst aber keinen 
gemeinsehaftlichen Punkt besitzen. 

UnMr einem n-dimensionaler~ ~lemente .E verstehen wir das einein- 
deutige und stetige Bild eines Simplexes S des n-dimensionalen Zahlen- 
raomes. 

Under den ,Eckpu~ten bez. p-dimensionaIen Seiten yon E verstehen wir 
alsdann die Bilder der Eekpunkte bez. der p-dimensionalen Sei~en yon S. 

Wit  bilden nun aus n-dimensionalen Elementen eine solche zusammen- 
hi~ngende Panktmenge Z, dab je zwei dieser Elemente entweder keinen 
gemeinschafffichen Punk~ besitzen, oder eine ~0-dimensionale (0_~__.p=~n--1) 
Seite (und dann zugteich alle in ihr liegenden Seiten geringerer Dimen- 
sionenzahl) gemeinsam haben, fibrigens abet keinen gemeinschaf~llchen 
Punk~ besitzen, w~ihrend in jedem E.ckpunkte die daselbst zusammen- 
stoBenden Elemente in derselben Weise, wie die Simplexe eines gewisse~ 
Simplexsternes des n-dimensionalen Zahlenraumes~ aneinander schlieBen. 

Die in dieser Weise konstruierte Punktmaenge Z soll eine ~q~imvn- 
sionale Mannigfaltigkeit heil]en, und zwar, wenn die Zahl ihrer Elemente 

*) W~hrend der Drucklegung dieser ~ Abhandlung ist im z~eite~ Bande dee 
,,In~rc~uction ~ la ~hgorie des fonction~ d'une variable" vo~ 5. Tannery erschlene~: 
J. Hadamard, ,Sur quelques aplflicatfions de rlndice de Kroneeker'L Die daaelbat 
ausgef~hrte Theozie berfihr~ sich mannigf~h mit den vorliegende~ Entwiekim~ge~ 

Mat~matisahe A~!em ]Sx"rl= 7 
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e~dlich is~, eine g ~ s s e n e  n-dim~sionalr Ma~,igfaltigkeit; wenn die 
Zahl ihrer Elemen~e unendlie~h is~, eine offene n - d i ~ a l e  Man~i~- 
fa~tigke~t. 

Diese Definition 1 ~  sowohl endliche, wie unendliche Zusammen- 
hangszahlen zu*). 

�9 Eine gesddossene n-dimensionale Mannigfaltigkei~ is~ eine abgeschlossene 
Punkt'menge**); eine of/erte n-dimensionale Mannigfal~igkei~ abet eine n@ht 
a b g e s ~ e n e  Pun~menge .  Sei nKmlich P~, P~, P ~ , . . .  eine solche Funda- 
mentalreihe yon lhml~ten einer offenen Mannigfaltigkeit~ da$ keine zwei 
dieser Punkte demselbeu Elemente angeh~ren, so existier~, weft es kein 
Element gibt, in dessen beliebiger N~he Punkte  unendlich vieler ver- 
schiedener Elemente liegen, f~r diese Fundamentalreihe kein Grenzpun~.  

Eine n-dimensionale Manni~al~igkeit sol1 eine 9emessene n-di~nensionalv 
~annigfaltigkeit heiSen, wenn in jedem Elemen~e die Punkte  in solcher 
Weise durch n + 1 nicht negative, homogene Koordinaten (als ,Norma~- 
koordinaten" zu bezeichnen) eineindeufSg und s~etig repr~senfier~ sind, dab 
in jeder lo-dimensionalen Seite die Punkte  fiir jedes Element, dora diese 
Seite angehSrt, dieselben Koordinaten besitzen. 

Wir behaupten nun, da$ jede n-d~mensionale Mannigfal$igkei~ zu einer 
gemossenen n-dimensionalen Mannig~al~igkei~ gemach~ werden kann. 

Zum Beweise dieser BehaupSung weisen wit  zun~chst den P u n k a h  
der eindimensionalen Seiten ihre N o r m a l k o o r d i n ~ n  zu, und zwar ~oll~ 

*) Dasselbe leistet die Konstruk~ion, welche ich meinen gruppentheoretischen 
Un~ersuchungen zugrunde gelegt babe (vgl. Math. Ann. 67, S. 2~7~ und die Be- 
richtiguug in 69, S. 180). Dort wird yon einem witlk~[irlichen endiichen Gebiete G 
de~ ~-dimensionalen Zahlenraumes mit der Grenze ~ ausgegaugen; eine zusammen- 
h~mgende Teilmenge yon ~ mit der Eigensclmft, daB, wenn ein Punkt iP zu s ge- 
hSr~, auch der innezhalb einer gewissen im n-dhnension~lea Zahleuraume um P be- 
schriebenen Kugel liegende Teil yon @ zu ihr gehSrt, wlrd ein Teilgeb~et Z yon @, 
und da~ innerhalb einar solchen Menge yon Kugeln liegende Te~lgebie~ yon G ein~ 
Ir~ens~e von ~ genannt. Sodann warden gewisse Gebiete ~, zus~.m~en mit ihren 
Grenzen g dorart paarweise eineindeutig uud ste~ig aufeinander abgebildet und identi- 
flziert, dab je zwei in dieser Weise zusammentreffende tnnenseiten zusammen mit den  
entsprechenden Gebiete 7 eine auf ein Gebiet des ~-dimensionalen Zah]enramnes ein- 
eindeuti~ und s~tig abbildbare Punktmenge darstellen, und es werden ~ n s  die paar- 
weL~e iden~ i~z i~  Gebie~e y, und zweitens diejenigen Punkte der Grenzen g, welche 
dutch die tden~ifizierungen auf @ehie~e des n~dimensionalen Zahlearaumes eineindeutig 
und s~e~g abhfldbare Umgebungen bekommen haben, zum Gebiete G hinzugerechnet. 
Mit einer solche~ Definition l~l~t sich abet, so lange die Theorie tier g~f~lfliche~ 
I n v ~  des n-dimensionalen Zahlenraumes nicht genfige~d weir entwic.kel~ ist, 
in vielen F~llen micht welter operie~en; so sind wiz z. B. ffir den G e l i d  der 
vor~egenden A~beit ~uf den oben im Texf, e gew~hlten Ausgangspunk~ angewie~e~. 

d. h. ~eirm Punktmae~ge, in wetcher jede Fundamentatreihe ~baem ebenfalla 
~ur ~ g e  gel~rigen G~m~l~Unk~ h e s i ~  
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wenn wir die nich~ Null werdenden Normalkoordinaten tier Punkte der 
eindimensionalen Seite ApA~ mit ~ und ~ bezeichnen~ das Verh~tnis 

in A~ unendlich sein, und yon dort an s~etig abnetunen~ bis in A~ tier % 
Weft Null erreicht wird. 

Um sodann die Normalkoordinaten der Pnnkte der zweidimensionalen 
Seiten zu bes~immen, bilden wir eine solche zweidimensionale Seite A~AqA~ 
derar~ eineindeutig und stetig auf ein Euklidisehes ebenes Dreieck F G ~  r 
ab~ dab den Seiten des Dreiecks die eindimensionalen Elementseiten 
A~A~, A~A~ und .ArA~ entsprechen~ repr~sentieren die Punkte dieses 
Euklidischen Dreieeks dutch homogene Sehwerpunktskoordina~en in bezug 
auf die Eckpunkte . ~  G, H~ und w~hlen innerhalb des Dreiecks einen 
willk~rlichen Punk~ O. 

Sei :B ein Punk~ der zweidimensionalen Seite A~A~A~, :B" sein Bild 
im Dreieeke iWG}/. ]Das jenseits ~ '  fortgesetzte geradlinige Segment OB' 
trifft eine der Seiten des Dreiecks~ beispielsweise die Seite G H, in einem 
Punk~e C'. Sei C derjenige Punkt der eindimensionalen Seite AqA,., 
der C' entsprich~ cuq und cu~ seine !~orm~koordina~en~ C" der Punkr 
der Dreiecksseite GH mit den Sehwerpunk~skoordinaten 0~ cuq und cur, 
und /Y" der Sehnittpunkt der geraden Linie 0C"  mit der/~" enfiml~en- 
den Parallellinle zu GH. Dann w~]alen wir als Normalkoordina~n yon B 
die Schwerpunktskoordinaten yon B". 

Nachdem in dieser Weise yon den Punkten aller zweidimensionalen 
Seiten die lgormalkoordinaten bestimmt sind~ betrachten wit eine drei- 
dimensionale Seite A~,A~A,.A,, und bilden sie derar~ auf ein Euklidisches 
Tetraeder F G t t K  ab e dab den Seiten und Kan~en des Tetraeders der 
Roihe naeh die zu A~A~ArA ~ gehSrigen zweidimensionalen und eindimen- 
sionalen Elementseii~n entsprechen. Die Pnnlr~e dieses Euklidischen 
Tetraeders repr~sentieren wir dutch homogene Schwerpunktskoordinaten 
in bezug auf die Eekpunkte ~, G, ~Y, K, und w'~hlen innerhalb des 
Tetraeders einen willkiir]~chen Punkt M. 

Sei / )  ein Punk~ der dreidimensionalen Seite .AsA~A~A,, ~' sein 
Bild im Teiz~der .FGH.K. Das jenseits 1)' fortgesetz~ geradllnige 
Segment M/) '  ~riiR eine der SeRen des Tet~ders ,  beispielsweise die 
Seite GHK in einem Punk~ :E'. Sei Jg derjenige Punkt der zweidimen- 
sionalen Seite A~A,.A~, der. E '  entspricht, z~ ,  ~ ,  ca, seine Normal- 
koordinaten, ~ "  tier Punkt der Tetraedersei~e G.HK mit den Schwer- 
p~n_lr~skoordinaten O, ru~, ~ ,  ~ , ,  undiD" der Schnit~punkt ~ r  geraden 
Linie M ~ "  mi~ der 1)" enthaltenden Paralleldbene zu~ Ebene G]KK. 
Dann w~hten wir als Norm~lkoordinaten yon .D die Sehwerlm~&~koordL 
naten yon D". 

7* 
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In dieser Weise fa~areax wit for~, his wir sehliet~lieh mit~els der 
Normalkoordinaten der thlnldm der (n--l)-dimensionalen Elementseiten 
die Normalkoordinaten a//er Punkte der Mannigfal~igkeit derart bestimm~ 
haben~ dal~ diese in der Tat aas eine gemessene n-dimensionaIe Mannig- 
fal~igkei~ vorliegr 

Wir wghlen nun zu jedem Elemente einer gemessenen n-dimensionalen 
Mmmigfaltigkeit ein Euklidisehes reguliires Simplex fester Kantenl~nge 
als sein ,,repr&~entierendes Simplead ~, und bilden es darauf in solcher Weise 
eineindeu~ig und stetig ab, dab die Sehwerpunktskoordina~en in Bezug 
auf die Eekpankte eines Punktes des repr~sentierenden Simplexes den 
lqorma/koordinaten des entsprechenden Punkbes des n-dimensionalen Ele- 
mentes gleich sin& 

Under einem Teilsimplex bez. einem ebenen p-dimensional~ tMum- 
stiick des Elementes vers~ehen wir alsdoam des Bild eines Teflsimplexes 
bez. eines ebenen io-dimensionalen Raumstiiekes des reprgsentierenden 
Simplexes. 

Unter der JLtinge eines in einem Elemen~e liegenden geradlinigen 
Segmentes verstehen wir die L~nge, welche des eutsprechende Segment 
im repr~sentierenden Simplexe besitzt. Under der JE~tfernur~g zweier 
Pnnk~e der Mannigrfaltigkeit verstehen wit des Minimum der Li~nge eines 
sie verbindenden (eventuell mehrere Elemente durehziehenden) Streeken- 
ZllgeS. 

Under dem Schwerlnenkte gewisser in Punk~en desselben Elementes 
angebruehter Massen verstehen wir den Bfldpunkt des Schwerpunk~es yon 
in den entsprechenden Pmakten des repr~entierenden Simplexes ange- 
braehten, jenen gleiehen Massen. 

Unter dem I~ha/te eines Teilgebietes eines Elemen~es vers~eken 
wix den Inhal~ des entsprechenden Teilgebietes des reprKsentierenden 
Simplexes. 

Als Indikatrix ei,nes .Elementes bezeiehnen wit ehae gewisse Reihen- 
folge seiner Eekpankte, wobei solehe Re~enfolgen, welehe dutch eine 
gerade Zahl yon Vertausehungen zweier Eekpunk~e auseinander hervor- 
gehen, als ~/uivalen~ be~raeht~t werden. Somi~ shad nur zwei Indika~rizen 
des Elementes m6glieh, yon denen wir eine beliebige ats die ~oos/t/ve 
aasw~hlen kSnnenl dana bezeiehnen wit die andere a~ die negate.  
Dutch die Wahl der posi~iven htdikata6x des Element, s ist zugleieh die 
positive hadikata'ix des reprfisentierenden Simplexes, dm-eda diese die positive 

Q . . 

IadilmtaSx jedes Teilsimplexes des repr/ise~ierendea Simplexes, and dutch 
le~zt~re sedaliej~heh die positive Indikafrix jedes Teilsimplexes des Elemen~es 
bes~immt~ 
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Wit betrachten nu~ eine solche endliehe geschtossene Kette yon 
untereinander versehiedenen Elementen der gemessenen n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit, bei der je zwei aufeinanderfolgende Elemente n Eekpunkte 
gemeinsam haben~ und nehmen fiir eines dieser Elemente eine positive 
Indikatrix an. Mittets dieser bestimmen wir die negative Indikatrix des 
folgenden Elementes, indem wit den ffir diesen neu auftretenden Eck- 
punkt an die Stelle des fiir ihn in Fortfall kommenden setzen. In dieser 
Weise bes~immen wir der Reihe nach f~ir jedes Element tier Kette eine 
positive Indikatrix~ und finden schliet~lich, wenn wit zum Ausgangselemen~e 
zuriiekkommen, ffir dieses eine neue positive Indil~atrix. Wenn ff~r jede 
gesehlossene Kette von Elementen dlese neue positive Indikatrix mR der- 
jenigen, yon der wit ausgegangen sind, identisch ist, so soU die Mannig- 
faltigkeit zweiseitig, im entgegengesetzten Falle einseitig heiBen. 

In einer zweiseitigen gemessenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit; 
isb somi~ dureh die Wahl der positiven Indikatrix eines Elementes zu- 
gteich f'tir jedes Element und f'dr jedes Teilsimplex eines Elementes die 
positive Indika~rix festgeleg% sodas wir yon einer positiven I~dikatrix do" 
Mannigfaltigkeit spreehen kSnnen. 

Wir denken uns mit einer zweiseitigen, geschlossenen~ gemessenen, 
~-~imensionalen Mannigfaltigkeit 9 eine eindeutige und s~etige Abbitdung 
auf eine gemessene n-dimensionale Mannig~altigkeit ~' vorgenommen, und 
set~en zun~chst auch ~' als zweiseitig und geschlossen voraus. 

Wit unterziehen # einer simplizialen Zo.legung ~ yon der Dichte ~, 
d. h. wir zerlegen jedes Element yon ~ in solcher Weise in eine endliche 
Zahl yon Teflsimplexen, dab je zwei davon entweder keinen gemeinschaft- 
lichen Punkt besi~en, oder eine p-dimensionale ( 0 ~ p ~ n - - 1 )  Seite 
(und dana zugleieh alte in ihr liegenden Seiten geringerer Dimensionen- 
zahl) gemeinsam haben, im fibrigen abet keinen gemeinschaf~lichen Punkt 
besitzen, und dab die Brei~e der Teilsimplexe die GrSBe e als Maximum 
besitzt. Diese Teilsimplexe soften die Grundsimlg~xe, ihre Eekpunkge die 
Gr~nd~nkte, ihre Seiten die Gr~ndseiten der Zerlegung heiBen. FOr die 
Dichte e wiiJalen wir eine obere Grenze el, welehe sie nicht ~iber- 
steigen soil. 

In der MannigfaltigkeR/r wird eine positive Indikatrix angenommen, 
und dementsprechend jedes GrundsimplCx mi~ einer positiven Iudil~rix 
versehen. 

Ein solches Grundsimplex, dessert Eckpunk~bitder alle demselben 
~Elemen~ yon ~ angehSren, wollen wit ein ,,9eu~hnl@hes Gruz~lsim~ u 
nennen. 

Jetz~ definieren wir, was unter einer zu ~ 9e]~ige~ s i r ~ z / a ~ ,  zfb- 
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b~u~g ~, welche die A ~ d u n g  r aF2roximiert, verstanden werden soiL 
Es is~ eine Abbildung, welche sich nut auf die gew6hntichen Grundsimplexe 
erstreck~, und zwar in folgender Weise: 

Sei ~ ein gewShnliehes Grundsimplex mit den Eclrpunkten A1, A~, . .  
. . ,  A,,+i , denen ffir die Abbildung a die demselben Elemente yon / an- 
gehSrigea Punkte B1, B~ , . . . ,  B,+ 1 enbprechen. Ein ira Inneren oder 
auf der Gromze yon ~ liegender Punk4 P lil~t sich als Sehwerpunl~ yon 
gewissen in A1, A ~ , . . . ,  A,+ i konzentrierten positivea Massen auffassen. 
Wenn wir diesetben Massen der Reihe nach in B~, B~, . . . ,B.+~ an- 
bringen, so bestimmen sie einen Schwerpunkt Q, den wit fiir die Ab- 
bildung fl dem Punk4e /~ entsprechen lassen. Alsdann wird, falls die 
Punkte B1, B , , . . - ,  B~+ 1 nichl in einem ebenen (n - -1)  - dimensionalen 
Raumstiicke liegen, das Grundsimplex = auf ein Bildsimplex ~, dessen 
Inhalt wit, je nachdem die Bildindikatrix positiv oder negativ ausfill~, 
positiv oder negativ rechnen werden, eineindeutig und s~etig abgebride~. 
~u aber die Punkte B1, B2 , . . . ,  B~+ I in einem (n--1)-dimensionalen 
Raums~cke enthalbn sind, so wird das Bildsimplex singul~ und be- 
kommt den Inhal~ Null. 

Die Entfernung zwischen den Bildpunkbn flir e~ und ffir fl desselben 
Punkbs  yon ~ be3i~zt eine gewisse obere Grenze e~, welche m i t e  1 unter 
jede Grenze herabsinkt. 

Wir definieren wei~er eine zu ~ gehSrige modifizierte simloliziale Ab- 
b,7.dung ~,, welche die Abbildung e: approximiert. Sie wird bestimmt dutch 
die Gr56e �9 1 nich~ fibersteigende Verriickmngen der Grundpunktsbilder, und 
wird sodann aus ihren Grundpunk~sbridern in derselben Weise wie fl kon- 
s~ruiert, wobei fiir 7 im allgemeinen nicht dieselben gewShnlichen Grund- 
simplexe auftret~n, wie fiir ft. 

Wir bestimmen nun beliebig in jedem Elemen~e yon / als sein 
, / n a e n ~ / e x "  ein solches Teilsimplex, dessen Grenze die Greaze des 
Elemenbs nicht tariff, uad w~ len  e~ in soleher Weise, dab jeder P- ,*~ 
yon #,  der ffir e/he Abbildung ~ oder y in einem Innensimplexe abge- 
bride~ wird, fiir jede Abbildung fl oder  ? nur gewSh,llehen Grund- 
simplexen angehSr~, welehe dana na~iirlich s~e~s in demselben Elemen~e 
yon / abgebflde~ werden. 

Wir besch~dgen uns zun~ichs~ mit einer solchea Abbfldung ?, welche 
keine s ingu~en  Bildsimplexe aufweis~, und zwar in bezug auf ds~ 
Im~ensimplex J eines gewbsen Elemen~es E. Die Menge derjen~gen ira 
Inne;en yon J en~hal~nen pnrl~e, welehe ~/eht dem Bride einer (~.~--~)- 
~ m e n s i ~  Gruadseit~ angeh~re~, bezei~tmen ~ mi~ ~ unel bemoan, 
ds6 je  zwei P~-[~e r e -  ~ s/ch dureh einen aus einer eadiichen Zahl vQn 
S h a k e n  bes~ehenden, g~nz in ~ verlaufeaden S h ' e c k e n ~  verbine~en lsssen. 
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Einen solchen zu ~ gehSrigen Punk~, welcher n~etd dem Bildo eiae~ 
(n--1)-dimensionalen Grundsei~e angeh~r~ nennen w]r einen ge~b~rd~c~ 
Psnkt  ~on 3:. 

Seien P1 and Ps zwei beliebige gewShnliche Ptmkte yon ~ welehe 
dutch einen ganz in ~ verlaufenden Skreckenzug s verbrmden sind, mid 
sei P ein variabler gewgl~llicher Punkt yon 3: Die Zahl der positiven 
bez. negativen Bildsimplexe, welehe Pl  bedecken, bezeiehnen wit mit 
Pl bzw. Pi', die analogen Zahlen ffir P~ mit 10.~ mid p~', die analogen 
ZaMen fiir P mit p und T'. 

Diese Zahlen 1o mid 10' kSnnen sich bei Bewegung yon B an s en~- 
lang nur dann s wenn das Bild ~ einer (n--1)-dimensionalen Grund- 
seite passiel~ wir& Wenn dabei die beiden Bildsimplexe, wetche in v 
zusammenstol~en, auf verschiedenen Selden ~von ~ liegen, so besitzen sie 
dasselbe Vorzeichen, und die Kreuzung yon �9 hat auf die Zahlen p unr 10', 
also auch auf die Zahl p - - 2 ' ,  keinen Einflufl. Wenn aber die beiden 
Bfldsimplexe, welche in v zusammenstoi~en, auf derselben Sei~e yon v 
liegen, so besitzen sie entgegengesetzte Vorzeichen, und die Kreuzung 
yon v ffihr~ en~weder eine Zunahme yon p und Io' je um eins, oder eine 
Abnahme yon ~ und p'  je um eins herbei, 1;46t also wieder die Zahl 1o--10" 
ungeiinder~. Mithin is~ 10~ -- Pl"-~ P~ -- P~, and f ~  die Abbildu,~ 7 ist 
i~ de~ gewShnlichen Punld, en yon 3- die Zahl p -  p" eine Konstante. 

Wir wenden uns nunmehr zu einer Abbildung fl, ffir welche wir~ 
die gewShnliohen Punkte yon J~ und die Zahlen ~ und io" in analoger 
Weise, wie in Bezug auf 7, definieren. Wenn dann f i r  /~ in ~r zwei 
gewShntiche PunkCe/)1 mid P~ existierten, fiir wetche Pl--10~" und 10~--p~" 
verschieden w~ren, so kSnn~en wit ~ mi~ solcher Genauigkei~ durch eine 
zu ~ geh6rige und keine singul~en Bildsimptexe aufweisende modifizier~ 
simphziale hbbildnng 7~ approximieren, da$ die Pnnlrte P1 und P .  such 
in bezug auf ~,, gewShnliche Punkte yon J w~ren, und die Zablen 
Pi, $1'~ 10s~ P~" in bezug auf Z, dieselben Werte, wie in bezug auf ~, 
bes~en, soda6 Ftir 7, die Zahl T - / o '  in den gewiihnlichen PunkCen yon 
J keine Konstante seia kSnnte. Aus diesem Widerspraehe folgern wir, 
daft a~d~ fiir die Abbild~ng fl in den gew/ihn~ie;~ Punktan yon J" die Zah~ 
la--1~ eine Konstante ist. 

Wir behaup~en w e i r ,  dab tier Weft d/eser K a ~ , z t e ,  de~ ugr ~ / t  c 
be~eiehne~, fiir jede sinv~liziaJe Ab~nT~ag, we~he die Abbih~ng g a~ox~-  
m/err, dersdbe /st, und zwar zeigen wir ~ fur zwei derazCig~ 
simp'.liziale Abbildungen &'  und &,  dali die /~" zugrmade liegerate sim- 
~pliziate Zerlegung ~l" ans der ~" zugrunde lieg~nden simplizialen Z e ~  ~" 
durch simtfiiziate Zerleguag der ~ p l e x e  yon ~ '  hervorgeh~, wir 
sa~n  kin'z, da~ ~.~' aine ~ vo~ ~'  is~ 
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.~ In diesem Falle kGnnen wir n~mtich die Bitder der Grundpunk~e 
�9 on ~1" fiir fll"~ insofern die en~prechenden Bilder f~r fl~" exisgeren, in 
diese auf den kiirzesten verbindenden Streckenzfigen stetig iiberf/ihren, 
und ffir die Folge festhal~en~ wobei, was J betrifft, die Abbildung ~ '  ste~ig 
in ~1" iibergeht~ Der Gesamtinhal~ der in J enthalteaen Teile der Bild- 
simplexe, welcher c real so groB ist als J~ kann bei diesem stetigen 
0bergange keine Sprfinge erleiden, sodal~ die gauze Zahl c sich nicht 
�9 udern kann. 

Es seien jetzt fll und fl~ zwei willkiirliche simpliziate Abbildungen, 
welche die Abbildung r approximieren. Seien ~1 und ~ die ihnen zu- 
grunde liegenden simplizialen Zerlegungen yon 9. Wit konstruieren eine 
so diehte Unterteflung ~8 yon ~1, dab es ffir die zugehSrige simpliziale 
Abbildung fl~, welche die Abbildung fl~ approximier~, mSglich ist, in J 
einen solchen sowohl ffir ~2, wie l~r fls gewShnlichen Punkt P zu 
w~hlen, daft die Eckpunkte eines witlkfirtichen, iP bedeckenden Bild- 
simplexes fiir fls in ~jedem JP bedeckenden Bildsimplexe i~tir fl~ enthalten 
sind. Dann aber gehSr~ zu jedem P bedeckenden Bildsimplex fiir fl~ 
ein w~d nut ein t ~ bedeckendes Bildsimplex f~r ~ ,  und zwar besitzen 
je zwei einander in dieser Weise en~sprechende Bildsimplexe denselben 
Sinn der Indikat~ix. Hieraus fo]gern wir, dag die Zahl c, wetche sehon 
fiir fll und ~ dieselbe ist, auch ffir f12 und fl~,, und deshalb schliefllich 
auch f~ir ~t and fl~ dieselbe ist. 

Wit werden jo~zt zeigen, dab die Werte et und c~, welche c in den 
Innensimplexen ~ und J~ zweier solcher Elemente ~ und ~ ,  welche 
eine (n --1)-  dimensionale Seite S gemeinsam haben, besitz~, einander 
gleieh sind. 

�9 Dazu w~hlen wit zwei solche Euklidischo regul~e Simplexe T~ und T~, 
welche in bezug auf eine gemeinsame (n --1)  - dimensionale Seite 2? die 
SpiegeIbilder voneinander sind, der Reihe nach als repr~sentierende Sim- 
plexe yon E~ und ~ ,  sodafl die (n--1)-dimensionalen Selden 3 und 2? 
einander en~sprechen. 

Sodann werden die ~Begriffe ,,Teilsimplex", ,~.dimensiona]~ l~a~m. 
s~iick" , ,Schwer~n~'  und ,,lnhak" yon T~ ~- T~ (d. h. yon tier yon T~ und T~ 
zusammen gebildeten Punktmenge) in genau derselben Weise auf E ~ - ~  
f~bertragen, wie sie f r ~ e r  yon einem einzigen repr~sen~ierenden Simplex 
auf das voa ibm rep f f~ t i e r t e  Element i~ber~ragen worden sind. 

Wir bes~immen in Jg~ und ~ sotche ~der Reihe na~h o~ und ~ ent- 
. ~ t ende  Toilsimplexe U~ und U~, welche eine in S ]iegende (n--1)-di-  
mensionsle Seite gem..einsam habe% deren Greazen abet die ~ibrigen Seiten 
yon/~  und ~ .ieht treffen. 

I)iejenigen Grundsimploxe~ deren Eckpunktsbilder ftir die Abbitdung g 
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aUe zum Inneren der Punktmenge E 1 + ~ geh~iren, reehnen wit nu-nmehr 
zu den gewShn]ichen Grundsimplexen, und bestSmmen eine simpliziale 
Abbildung ~6, welche a approximiert, und welche sich auch auf die neu 
hinzugekommenen gewShnIiehen Grundsimplexe erstreek~; zu ihr gehiiren 
wieder modifizierie simpliziale Abbi]dungen 7" Die obere Grenze fiir e 
w~hlen wir jetzt derarg, dab in bezug amf U 1 + U~ und auf die gewShn- 
lichen Grundsimplexe in der neuen Bedeuttmg dieselbe Eigensehaf~, 
welche frtiher den Innensimplexen und den gewShnlichen Onmdsimplexen 
im alien Sinne auferlegt ist, giilfig bleibk Dann kSnnen wir nach der 
schon oben angewandten Methode folgern, dab fiir die Abb~Tdu~ng ~" in de~ 
geu-6hnl~chen t>unkten yon U 1 + U 2 die Zatd p--1~" eine JKonstante ist. 

Diese zu fl" und U1 + U~ gehSrige Konstante is~ aber einerseRs mi~ 
der zu fi und ~ geh5rigen Konstante cl, anderersei~s mit der zu ~ und J~ 
gehiirigen Konstante c~ identisch, sodaB in der Tat die Konstante c in J1 
und ~ ,  dann abet auch in allen Elementen yon ,~; denselben Wer~ hak 

Die Konstanie c, welehe einerseigs in allen Elementen yon/~ ,  und 
andererseits fiir alle simplizialen Abbildungen, welehe a appro~imieren, 
denselben Werg besitgg~ stellt mithin eine ~igenschaft vo~ a dar. Wit 
nennen sie den Grad der eindeutigen und stetigen Abbildung r162 

Za'ei ei~deutige und stetige Abbihlungen yon a au f  .a', welche sich stetig 
i~einander iiberfiihren lasses, besitzen denselben Grad. 

Approximieren wit sie n~mlich beide dureh solche simpIiziale Abbil- 
dtmgen, denen paarweise dieselbe simpliziale Zerlegung yon ,~ zugrunde 
liegt, so kSnnen wir zwischen jedes Paar dieser Abbildungen eine solehe 
endliehe Re[he yon auf dieselbe Zerlegung gegrfindeien simplizialen Ab- 
bfldungen einsehalten, da~ jede yon ihnen den oben der simplizialen Ab- 
bildung fl auferlegten Bedingungen geniigt,, and dab je zwei aufeinander- 
folgende yon ilmen sieh nur im Bildpunkte eines der Grundpunkte, und 
zwar beliebig wenig~ unter~heiden, sodal~ es sieher ein Innensimplex 
yon u" gibl, in dem sie beide genau dieselbe Bildmenge, also denselben 
Wert der Konstnnte c bestimmen. Mithin kann sieh dieser ~'err an der 
genannten Reihe yon Abbildungen en~lang nicht iindern, was nut miiglieh 
is~, wenn die beiden eindeutigen and stetigen Abbitdungen, yon denen wir 
ausgegangen sind, yon gleiehem Grade sind. 

DaB jede endliehe, positive oder negative, gauze Zahl als Grad einer 
Abbildung auf~reien kann, zeigen am eimfachsten diejenigen eindeutigen 
und ste~igen hbbildungen einer Kugel auf eine andere Kugel~ welche 
rationale Funkfionen der komplexen Variabeln darstellen. Der abso|uh~ 
Wer~ d6s Grades dot Abbildung is~ bier mit dean Grade der ent~rochenden 
Funk~ion identisch. 
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Schlie~lich bemerken wir, (lag, falls f~x die Abbildung a die Bild- 
menge ~icht iibera~ dieht m ~ ist, der Grad vo~ a s~cher l~ull ixt. 

Dann exisfier~ n~mlich sieher auch eine simpliziale Abbildtmg fl, 
welche a approximier~, zu der wir in ~' ein solehes lnnenshnplex J" 
w~hlen kiinnen, in dem die yon ihr besfimm~e Bildmenge nieht iiberaU 
dieh~ liege. In einem Teilgebiete eines Innensimplexes, wo die Bildmenge 
yon ~ ~ ~ nicht eindring~, sind aber sowohl ~ wie ~', also auc~ c 
gleieh Null  

Wit haben his jetzt ~" als zweisei~ig und geschlossen angenommem 
Wenn abet ~' einseiCig und gesehlossen is~, so bleiben die vorstehenden 
U~oerlegungen sowohl in bezug anf ein einziges Innensimplex, wie in bezug 
auf die Innensimplexe zweier in einer (n - -1) -  dimensionalen Seite anein- 
ander grenzenden Elemente, vollst'~ndig in Kra~. Betrachten wit dana 
abet weiter eine solche gesehlossene Kette yon Elementen, in welcher der 
Sinn der I~idikatrix umkehr~, so muB in dieser Kette die Zahl c ~-p ~ p' 
einersei~ kons~n~ sein, und andererseits bei einem vollen Umlaufe ihr 
Zeiehen weehseln, was nut mSglieh isl, wenn sie g~eich Null ist. 

Wenn schlieBlich /z" often is~, so kann man, weil die Bildmenge yon 
in .s abgeschlossen ist, in ~' eine solche endliehe Menge ~" yon Ele- 

men~en angeben, dab sowohl ffir a, wie ffir die verschiedenen Abbildungen 
und 7 die Bildmenge yon t~ ganz in ~" enthalten ist, ohne jedoch in ,~" 

fiberall dich~ zu liegen. Ers~ere Eigenschaf~ bring~ mi~ sich, daft sowohl 
hinsichtlich eines einzigen ]nnensimplexes, wie hinsichttich der ln~en- 
simplexe zweier in einer (n -- 1)-dhnensionalen Seite aneinander grenzenden 
Elemente die obigen ~[berle~ngen wieder vSllig g~t ig  bleiben. Aus der 
Eigens~aft, dab die BiIdmenge yon # in ~" nicht tiberall dicht liege, folgern 
wir dann wei~er, dab auch bier tier Grad yon a nur 2~ull sein kann. 

Wir fassen alas Ergebnis dieses Paragraphen wie folgr zusammen: 
Satz  1. Wenn eine #weisei~ige, geschlosse~:e, gemessene n-dimensionale 

Mannigf~tigkeit # auf ~ine gemessene n-dimensionale Mannigfaltigkeit ,a" 
ei~leutig und stetig abgebildet wird, so existiert eine bei stetiger Modi- 
fizierang der A b b i l ~ g  sieh nicht 5ndernde endliehe ganze Za]d c mit der 
J ~ i g e ~ f t ,  daft die ~ i l d m ~ e  vo~ ~ jedes Teilgebiet vo~ #" im ganzen 
c Male positiv iiberdeckt. Ist ~" einseitig oder often, so ist c stets gleich 

*) Man bemarkt gleioh, dab dieser Abbildungsgrad in hohem MaBe yon der 
spezieilea Zer/egung yon ~ und ~" in Elemenbo, sowio yon der speziollen Hers~ellung 
it~er Messungaskalen unabhikugig ~ F~r ~ -  2 kann sogax leie~h~, bewiesen werden. 
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w 

Die stetigen Yektorfelder auf n-dimensionalen Kugeln. 

Wit betrachten eine ~-dimensionale Kugel X, welche wit in einem 
(~+l)-dimensionalen Euklid/schen Raume /~+I dutch die Gleichung 
~ - - - -  1 in rechtwinbligen Cartesischen Koordinaten darstellen. Da6 diese 
Kugel unt~r den im vorigen Paragraphen entwiekelten Beg,rift der ge- 
messenen n-dimensionalen Mannlgfaltigkei~ f~llt, zei~o~ sich, wenn wit die 
2 *+1 sph~risehen Simplexe, in welche sie dutch die n-dimensionalen ebenen 
R~ume x~ = 0 des /~+1 zerlegt wird, als ihre Elemento, und die Tefl- 
gebiete der in ihr liegenden p-dimensionalen groBen Kngeln als ihre 
ebenen t~-dimensionalen Raumstficke auffassen, w~ihrend wir in jedem Ele- 
mente denjenigen Punkt, dessen Cartesische Koordinaten im R~+ 1 alle 

+ 1/IT g l e i c h - - V ~  sind, Ms Einheitspunkt der ~ormalkoordinaten w~hlen. 

Naehdem weiter ~ eines der Elemente eine positive Indikatrix gewghl~ 
ist, is~ zugleich f~" jedes sphgrische Simplex (ein solches wird yon n + I 
verschiedenen (n--1)-dimensionalen Groflkugeln gebiIdet, und isg gfmzlich 
in einer gewissen Halbkuge! yon K en~halten) eine positive Indik~trix 
festgeleg~. 

In jedem Punkte P yon K existierg nun eine (n--1)-dimensionale 
Richtungskugel ;~h in der wir mig~els Orogkugeln analog wie flit K 
setbs~, die Elemente, die Simplexe, die ebenen p-dimensionalen gaums~fick~ 
und ~ormalkoordinaten definieren kSnnen. Weiter sell die positive Indi- 
katrix yon ~ in folgender Weise aus der positiven Indikatrix yon .K her- 
geleitet werden: Sei s ein zu ~ geh6riges (n--  1)-dimensionales sph~risches 
Simplex; wir bestimmen in K ein solehes n-dimensionales Simplex S, 
das ~ als Eck-punk~ besitz~ wiihrend seine P enthaltenden (n--1)-di- 
mensionalen Seiten dutch die ( n -  2)-dimensionalen Seiten yon s bestimmt 
"werden, und die le~z~ (n--~)-dimensionale Seite beliebig ist. Sodann 
schreiben wit die positive ]ndikatrix yon S in solcher Weise, dal~ in tier 
Reihe der Eckpunkte 2 ~ die le~zt~ S~elle erhiilt. Die tibrigen Eclrpn~lrte 
dieser Reihe bestimmen dann eine gewisse Reihenfolge der in P zu- 
�9 ammenkommenden Kanten yon S, mitMn ebenso eine gewisse Reihenfolge 
der Eckpunk~ yon s. Letz~re Reihenfolge wiihlen wir als positive 
Indikatrix yon s. 

da~ diese UnabhRngigkeit voltkommen ~ M entsprechende Nachweis ~ h~here 
D h n ~ e n ~ h i e n  d~-~e m'~m~fieh ties lieg~n, doe~ t~flt sieh auch ohne M ~ 
v e ~ n d ~ ,  ~ e  d~ foX.den P ~ p h e n  ~ e n .  
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Wit deaken uns in K ein solches sfe~iges Vektorfeld, da$ nut die 
Richtung, nicht die GrSSe der Vektoren in Betracht kommt, w~hrend nur 
eine endliche Zahl yon singuliixen ~ (d. h. Punk~en, in denen die 
Stmtigkeit der Vektorrichtung ges~Sr~ wird) exisf/er~, und zerlegen K 
mi~els einer keinen singuliren Punl~ des Vektorfeldes enthaltenden, 
(n - -1)-  dimensionalen GroBkugel x~ mit den Polen ~v 1 mid z~, in eine 
zt 1 enf]aaltende H ~ e  H 1 und eine ~ enthaltende H~lf~e H~ (die Grof- 
kugel z be~rachten wit als zu beiden ~ l f~en  geh6rig). Sowohl H 1 wie H~ 
zerlegen wir mittels (n--1)-dimensionaler Groflkugeht keinen singut.~ren 
Punkt des Vek~orfetdes enthalten, die in eine endliche Zahl yon n-dimen- 
sionalen sph~rischen Simplexen Si~ , Sic , Sia , . - .  bez. S~l , S~,  S~,  - . . ,  
welche alle ebonso, wie die Elemente einer n-dimensionalen Mann~f'altig- 
lrei~j aneinander schlieBen, w~hrend die Teilsimplexe yon ~ die Spiegel- 
bilder in bezug auf x der Te~Isimplexe yon H 1 sind. 

Sei ~ eine (n - -1)  - dimensionale Seite eines Teitsimplexes S ~ .  Aus 
der posi~iven Indikatrix yon S ~  tei~en wit in folgender Weise eine 

S " her: Wir ,positive Indika~rix yon a, betrachte~ als Seite yon ~.e 
schreiben die positive Indika~rix yon S~Z in solcher Weise, da$ in der 
Reihe der Eckpunkte der nicht in 6 liegende Eck-punkt die le~zte Stelle 
ethYlS. Die Reihenfolge der iibrlgen Eckpunl~e bes$immt die posit~ive 
Indikai~ix yon a, betrachtet als Sei~e yon S~,~. In dieser Weise wird 
zugleieh ffir den U~nfar~ 9 yon S~.q, welcher sich derar~ als zwe~sei~ige, 
geschlossene, gemessene (n--1)-dimensionale Ma~miffaltigkei~ auffassen 
l~$t, dali die (n--1)-dimensionalen Seiten yon S ~  seine Elemente, uncl 
die Teilgebiebe der in ibm liegenden /~dimensionalen Grol~kugeln seine 
ebenen p-dimensionulen Raamsfficke repr~sentieren, eine positive Indikatrix 
festgeleg~. 

Wir projizieren im /~+ l  den Umfang U~r eines Simplexes S ~  zu- 
sammen mit den in seinea Punktea angebraehtea Vektoren aus einem aul~er- 
halb S~,~ liegenden Punk~e Q yon K auf den im Q diame~ral entgegen- 
geset~ten Punkbe 0 angebrachtea n-dimensionalen ebenea Berfihrungs- 
raum @. Dadurch wird eine eindeutige und ste~ige Abbildung yon U~] 
auf die Kugel der Richtungen yon #~ deren positive Indikatrix durch die 
positive Indikatrix clef Kugel s festgele~ ist, bestimmt; wir behaup~en 
yon dieser Abbildung, da~ ihr ~rad unabh'fi~gig ist yon der speziellea 
Wahl des Projektionszen~rums Q. 

Zum Beweise dieser Behauptung bemerken wit, da$ dutch die s~ereo- 
graphische Projek~ion die (n--1)-dimensionale Riehtungskugel 2~ eine~ 
wl}!kfirliehen zu U ~  geh~rigen P u n k . s  P in eine kong~zaen~e Beziehung 
zur ( ~  1)-aimensionalen Ridahmgskugel yon ~ geset~t wird, woaure~ 
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zugleieh zwischen den Rich~ungskugeln )~ und l~ yon zwei wiUkfirliehen 
zu U~,~ gehSrigen Punkten P und B eine kongruente Beziehuug b~,~ her- 
ges~ell~ wird, und zwar in folgendar Weise: 

Sei V eine willkfirhehe zu i r  gehSrige Richtung. Sie bestimm~ mi~ 
Q und /~ eine in K liegende zweidimensionale Kugel l, in welcher die 
Punkte t), Q und /~ einen Kreis k bestimmen. In /~ gibt es dann eine 
solche zu 1 gehSrige Richtung, welche in 1 mi~ k denselben Winkel be- 
s~immt wie ]7. Diese Riohtung korrespondiert mit V ffir die Be- 
ziehung be~. 

S~etige Bewegaug yon Q in endlieher Entfernung yon B and R kann 
diese kongruen~e Beziehung bta nut stetig indern; mithin kann steidge 
Bewegung yon Q in endlieher Entfernung yon S,r das ganze System der 
kengruenten Beziehungen zwischen den (n - -1)-  dimensionalen Riehtungs- 
]rageln der Punkte van U,Z nut stetig ~ndern, sodal~ der Grad der durch 
alas u bestimmten AbbiMung yon U,,~ auf die (n - -1)  - dimensio- 
nale Riehtungskugel des Projektionsraumes keine Sprfinge erleiden kann, 
was nur mSglich is~, wenn er eine Konstaute c~# ist~ welche wir den 
Grad des Bi~n~olexes S~/~ nennen. Wir s~llen uus als Ziel, die Summe 
dieser Grade der versehiedenen ~ zu ermittelm 

Wir projizieren die H~lf~e H 1 stereographisch aus z~, und/T~ aus ~1- 
Die enbprechenden ~-dimensionalen ebenen Projektionsriume bezeichnen 
wir mit ~1 und @9, betrachten die durch diese stereographische Projek~ion 
bestimm~en Abbildungen der Ul~ auf die Rich~mngskugel yon #1, und 
suchen die Summe der Grade dieser Abbildungen. 

In c}ieser Summe liefer~ jede solche (n -- 1)-dimensionale Seite eines S,~, 
welehe nicht in z enthalten is~, well die in flar enthaltenen Grundsimplexe 
zweimal mi~ en~gegengesetz~r lndikatrix abgebilde~ werden, zwei einander 
zers~rende Bei~rige, soda~ nur die Bei~rgge de*" in ~ enthaltenen (n--1)-  
dimensionalen Seiten a~ yon Einflufi sind. 

Fasseu wir nun aber z in soleher Weise als eine zweiseitige, ge- 
schlossene, gemessene (n--1)-dimensionale Mannig~altigkeit auf, dag die 
a~ flare Elemen~e, und die Teilgebiete der in ihr liegenden 2-dimensio- 
nalen Gro6kugeln flare ebenen p-dimensionalen Raums~fieke rep~isen- 
$ieren, w~hrend ihre positive Indik,.trix yon der positiven Ind~ka~ix 
der ~ beh~chb~ als Seit~m der Si# , bes~imm~ wird, so rui% die stereo- 
graphische Projek~ion yon ~ auf ~l eine eindeutige und stetige Abbildung 
yon z alff die Rieht~ugskugel yon @, hervor, zu deren Grad c 1 die ~. 
genau diesetben Bei~r~ige liefern, wie zur Summe d ~  v,,~, soda~ c, der 
Summe der c,~ gleich ist. 

Versehen wir abet z mii~ derjenigen positiven ~dika~ix, wel~h~ 
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der positiven Indikatrix der a~, betraehtet als Seiten der Ss~, entsprieht, 
und projizieren wit sodann ~ stereographiseh auf @s, so zeign~ sieh in 
derselben Weise, dab der Grad es der in dieser Weise hervorgerufenen 
eindeutigen und ste~igen Abbildung yon ~ auf die Richt~ngskugel yon ~s 
der Summe der es.a gleieh isk 

Sei q der ~ enthaltende n-dimensionale ebene Raum des R~+i, so 
en~sprieht bei einer Spiegeltmg des R~+x in bezug auf ~ die Projelr~ions- 
kagel x~ yon x in ~ der Projektionskugel x~ yon x in @i mit entgegen- 
gesetzter Indikatrix~ die Riehtungskugel yon @s der Riehtungskugel yon @~, 
ebenfaUs mi~ ent~egengesetzter Indikatrix, und die vorliegende Vektor- 
ver~eilung in ~ der _I~eflexionsverteil~ng in ~h, d. h. derjenigen Verteilung~ 
welche aus der vorliegeuden in jedem Punkte dutch Spiegelung am ebenen 
in @~ liegenden Berfihruugsraum erhalten wird. 

Um die Summe der ca;~, d.h. die Summe yon e i mad e s zu ermitteha, 
haben wit mithin die Frage zu erSrtern: w/ev/d in einem ebenen E, uldi- 
dis~en n-diznensionalf~ t~aume # die Summe der G r ~ e  derje~igen Abb~7- 
d~n~en ~ und 0 eider (~--1)-dimenzionalen Kugel J= auf die l{ichtungs- 
kugd ~ yon @ be~ri~efl, welehe dutch eine stetige Vektorverteib~ng in den 
t)unk~en yon J: und ,7~re t~eflexionsve~eitung bestimmt 

Za diesem Zweeke bestimmen wir in c mittels eines (n -- l)- dimen- 
sionalen ebenen Raumes f eine (n--2)-dimensionate Grol~kugel mit den 
Polen ql und q~, und nehmen mit Y eine solche Fundamentalreihe yon 

r �9 �9 simplizialen Zerlegungen ~l, ~ ,  ~s', " " ,  ~m, " "  vet, dab ffir keine yon 
ihnen 101 in einer Grundseite lieg~ und dab ihre Dichte mit s~eigendem m 
unter jede Grenze herabsinkt. Wit  bezeiehnen mit z~ dasjenige Grund- 
simplex, welches qi ffir ~, enth~ilt, und mit u~, den Umfaug yon z~,,. 

Ffir jedes m leiten wir in folgender Weise aus ~ eine neuc eindeutige 
und ste~ige Abbildung @~ yon Y auf I her." Sei j ein willkfirlicher halber 
CrroBkreis, we]cher in ,c die Punk~e ql und qs verbindet, und h sein 
Schnittpunkt mit u~,,. Den Bogen qlh yon j bilden wir auf den Halb- 
kreis j ~n l ieh  ab. Wird dabei ein willktirlieher Punkt /7' in E '  ab- 
gebildet, so soil dem Punk~  E ffir die Abbildung ~ derjenige Punkt 
yon ~ entsprechen~ weteher far die Abbildung # dem Punk~ 2" entsprieht, 
w~hrend die nieht zum Bogen qlh gehSrigen P u n l ~  yon j far $~ are in 
den Bildpunkt g~ yon q~ far ~ abgebildet werdem 

Die Reflexionsabbildung (d. l~ die zu~ Reflexionsverteiluug geh6rige 
Abbildung) yon $~ bezeiehnen wir mit q~. 

Well # sieh ste~ig in $~ fibe'rfiihren l ~ t ,  wobei zugleieh Q ste~ig 
in O~ fibergeht, so is~ die Gradsumme yon ~ und p derjenigen yon @~ 
und ~ gleieh. 



"~ez Abbildung yon Ms-~;gfsttigkeiten. 1 t l  

Dutch wsitere simplizlale Zer leg~gen der Grundsimplexe yon ~ ge- 
langen wir zu einer solchen simpliziaten Zerlegtmg ~ yon c dab die 
entspreclmnden simplizialen Abbildungen ~, und ~ ,  wslche d~ und ~,n 
approximiersn~ den BeJiugungen~ welche im w 1 (ier approximierendsn 
Abbildung fl aufsrlsg~ sind, geniigen. 

Wit suehen zuniichst die Beigr~ge, wetche die yon 8~, und ~ er- 
zeugten Bildmengen yon z~ zur Gradsumme yon ~ und Q~ lisfern. Wenn 
wir mit g' den Reflexionsvektor der Richtung g im Punkte ~i yon Y be- 
zeichnen, so is~ auBsrhalb einer Ftix unbegrenzt wachssndes m u n t e r  jede 
Grenze herabsinkenden Umgebung yon g' sowohl f'tir die yon ~ erzsugte 
Bildmenge yon ~ ,  wie fiir die yon Q~ erzengte Bildmenge yon z~, die 
Zahl p--/~" sine Kons~m~e. Von diessn beiden Konstan~en iindert die 
letztsre sich n!cht, wenn wit die yon ~ ,  erzeug~e Bildmenge demxt modi- 
tlzieren, dab als Bildpunkt elves jedsn in ~,~ liegenden G~nmdpunktes P 
yon ~,, dem fiir ~ die l~ichtung er en~spricht, an Stells des Reflsxions- 
vekCor von e~ i n / )  der ReiiexionsvekCor yon e~, in qx h'i~k Nach dieser 
Modifizierung ist abet die yon 0:  erzeugbe Bfldmenge yon z~ in das Spiegsl- 
bild in bezug auf f der yon r erzeugtan Bildmenge yon z= tibsrgegangen, 
and zwei solche Spi~elbilder besitzen en~gegengeset~e Indika~_zen, sodas 
die beiden Bildmengen dsr Reihe nuch in zwei Punkten yon ~L, welche die 
Spiegelbilder vonsinander in Bezug auf f sind~ entgegengesetzte Zahlen lo--ff  
bestimmen; dann absr bes~immen auBerhalb der unter jeds Grenze hemb- 
sinkenden Umgsbung yon g' die yon ~,~ und ~ erzeugten Bildmengen 
yon z~ /~bera// en~gegsngesetzte Zahlen p - -p '~  und zerstSren mithin die 
beiderseitigen Beih4ge zur Gradsumme yon ~,~ und ~ .  

Wit haben js~z~ die Beitxi~ge zu ermi~eln, welehe die yon d~, und 0~ 
erzeugCen Bildmengen des yon z~ in J: bestimmten Restgebistes t~ zur Grad- 
summs yon (?~ und ~ liefern. Zun~ehst reduziert sich die yon 6~ erzeug~ 
Bildmenge auf den einzigen Punkt g, tiefer~ also keinen Bei~rag. Sodann 
is~ ffir die yon 0~ erzeug~e Bildmenge auBerhalb einer flit unbegrenz/~ 
wachsendes m u n t e r  jede Grenze hsrabsinkenden Umgebung yon g" die 
Zahl p - - f f  dem Grade derjenigen Abbildu~g vo~ J: auf ~ gleich, welche 
dutch die t ~ e ~ v e r t e i l u ~ g  sines konstante~ VeMors in den t~un,b2~ 
yon .f: bestix~r~t wird. 

Um diesen Grad zu ermitteln, bezeichnen wit mit ~ denjenigen P,~rl~t 
yon J=~ dessen Radius dem konstan~en Vektor entgegengesetzt isr mit  ;~ 
den ~ diameia~al en.tg~engesstz~en Punkt yon y~ mit  w die zu J: ge- 
hSrige (n -- 2)-dimsnsionale GroBkugel, wetehe Z~ und Z~ zu Polen hat) 
mit a~ bez% a~ die ~ bez. ~ enthaltende H~ff~, weIehe w in 5 l ~  
stimmt. Wir kSnnen dann mi~ der H~lfte a a leich~ sine solche simp]iziaIe 
Zerlegung voraetunen, da~ die Bitder der mit Imsifivex ][udikatr~vex.: 
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sehenen Grundsimplexe dis Kuget ~ genau einmal~ und zwar mit positiver 
Indikatrix fiberdeckem Zertegen wir weiter die H~Ifte a~ in solehe Grund- 
simplex% welehe denjenigen yon a~ diametral entgegengesetzt sind, uad 
versehen wit die~se je mit einer solchen Indika~ix, welehe derjenigen des 
entspreehenden Grundsimplexes yon a, ebenfalls diame~ral en~gegengese~zt~ 
is~, was bewirkt, da~ diese Indika~rix fttr gerades n positfiv, ffir ungerades n 
negabiv ausF~[i, so bestlmmen zwei entspreehende Grundsimplexe yon a, 
und a~ in Z dasselbe mit positiver Indikatrix versehene Bildsimplex. 

Wenn wit also aueh die GrundsimpIexe yon a~ mi~ einer positiven 
Indika~rix versehen, so iiberdeeken ihre Bfldsimplexe die Kugel 2 wieder 
genau einmal~ und zwar fiir gerades n mi~ posi~iver, flit ungerades n mit 
negativer Indikatrix, sodafi der gesuc~te Abbildungsgrad f'~r n gerade g~'ch 
~wei, f i i rn  ungerade gleich Null ist. 

Also ~ind auch d~e Gradsumme vim ~,~ und ~,,,, die Gradsumme yon 
und O, und schliefllich die Summe der e ~  fiir ~ gerade gleich zwei, f i i rn  
ungerade gleich Null. 

Wenu des Vek~orfeld in K ke/ne singul~ren Punk~e aufweis L so is~ 
seine Ste~igkei~ gleichmiiilig. Wit kiimaen dann die S~a so klein wiihlen, 
dab die Riehtungsvariation der auf @1 resp. ~ stereographiseh projizier~en 
Vektoren desselben U, fl eine beliebig klein gew~ht~e GrSBe nieht iiber- 
steigt, dab mifflin jedes c~fi gleieh Null ist. Dies ist aber nach dem obigen 
Ergebnisse ffir gerades n unmSglieh~ sodaB wir bewiesen haben: 

Sat;z 2. Ein stetiges Vektorfeld auf einer Kugel gerader Dimensionen- 
zahl besitzt wen4gslens einen singul~iren _Punkt. 

DaB dieser Sa~z ftir Kugeln ungerader Dimensionenzahl nicht za~ifft, 
erhelll am einfaehs~en aus der Be~raehttmg eines solehen Vek~orfeldes auf 
der dreidimensionalen Kuget, ffir welehe~die Beriihrungskurven yon einer 
(zweffach unendliehau) Schar yon untereinander im Cliffordsehen Sinne 
parallelen groflen Kreisen gebildet werden. 

w  

Die eindeutigen mad stetigen Transformationen n-dimcnsi0naler 
Kugeln und n.dimcnsionaler Elemcnte in sich. 

Wit denken mas je~zt die n-dimensionale Kugel K einer eindeuCigen 
uad s~etdgen Transformation r un~rwoffen, wel~ae keinen Punl~ lest 1"~. 
Wi t  nehmen mit ./~ solehe beliebig diehte simptiziale Zerlegungeat vor, 
2fir welche dis Gmndsimplexe in dersetben Weise, wie im w 2 die Sim- 
lalexe S ~ ,  gebilde4 werdeu, und konsta,~_ieren die entspreehe~en simpli- 
7Aalen Tmz~o~aationen yon K in sieh, welehe r approximieren. Dame 
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exis~ert sicher eine simpliziale r approximiexende Transformation t~ weldm 
ebenfalls keinen Punkt~est I~L Sons~ n~n]idl g~be es e~m~Fuadam~uh~l- 
~eitm yon solchen gegen r konvergierenden shnplizi~en Tra~forma~one~ 
welche der Reihe nach die Punk~e ~ ~ ,  ~ ,  .... fes~ lieSen; da~  abet 
wgre jeder Orenzpunk~ dieser Fundamen~lreihe F1, Fs, ~ .~- Fixp~Jk~ 
~ r  die Transforma~on r. 

Wir wiihlen ainen willkfirlichen, ffir t gew/~hnllchen und n/ch~ in einer 
Seite eines Grundsimplexes qiegenden Punk~ 0 yon K, ~verbinden jeden 
Punkt P yon K mit seinem Bildpunk~e P '  ~ die Transformatdom t dutch 
einen 0 en~haltenden Kre~is, und bringen in ~P denjenigen Vektor an~ 
welcher yon dem 0 ~./cht enthaltenden Bogen dieses .Kreises bes~mm~ wird~ 
Dann en~s~eht auf K ein stetiges u das nur eine endliche Zahl 
yon singul~en ~ e n  au~weis~, n~mtich ers~ns die P a n ] ~  we~che 0 
zum Bfldpunk~ haben~ zweitens den Punkt 0 selbs~. 

Wit w~hlen in K eine positive Indikatrix, bezeiehnea mit g~ ,~ ,  
,Sa,..., g~, diejenigen Grundsimplexe, deren Bildsimplexe ~ ,  r ~8~, ..., 
~S~ den Punk~ Omi t  positiver Indikatrix bedeoken, mit S~', S~', S~', - . . ,  
S~. diejenigen Grundsimplexe, deren Bildsimplexe ~$1' , ~S~, ~Ss , - . . ,  ~S~r 
den Punkt 0 mi~ negativer Indikatrix bedeoken, mit S" das 0 entlml~ende 
Grundsimpte~ Welter dtirfen wit die t zugrunde liegende simpIiziale Zer- 
tegung yon K so dioht voraussetzen, dag kein Grundsimplex mit seinem 
Bildsimplex einen gemeinschaftliohen Punk~ besitzt; dann is~ auch sicher 
~q" yon allen S~ und yon allen S~" verschieden. 

Um die Grade der Simplexe S~ nnd S~" zu ermit~eln, projizieren wit 
"ira/~,+~ &e K'ugel K saint ihren Vek~offelde s~ereographisch aus 0 auf den 
in dem 0 diametral entgegengesetzten Punkte O' angebr:achten ~-dimen- 
sionale~ ebenen Berfihrungsraum ~. 

D~e Projektion des Simplexes S,. bezeichnen "wit mit~ ~a, seine 
~}renze mit 1I,~ die Projektion der ~ e  des Simplexes aS a mit a~I~. 
Die Bfldindikatrix in ~1I, gehSr~ nun abet in @ zueiner he, at/yen Indi- 
katrix des yon ~11~ beg~enzten sphgrischen Simplexes ~ .  

Die Vek~oren in den Punk+~en ~ yon Ua, defien die P u ~  $" con 
~11~ en~prechen, werden clutch die geradlinigen Verbinclungsstrecken ~' 
!~es~immt; dutch gleiehmgBig sf~gige Abgnderung tassen "dies~e sieh in 
dt'ejemigen Vektoren fibefffilLren, welehe.in jedem Pv~ukfe ~ der gerad- 
linigen Verl~indungssh~.ke 0'~" l~raRel'sind. Letztere Vekboren ilber- 
decken aber die l~iehtu~kagel" ~r genau" einmal mit negativer Indikatr:~ 

.~oda~ ,dcr Gra~t yon S~ gleich ~-1 is~ 
In- aersdben. Weise ~ far-den C~l:je~s 8imi~exes S~ dec .We~ 

q- 1 gefunden. 
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Um den Grad yon S" zu ermitteln, fiihren wir die Vektorver~eihng 
in der Grenze 17" yon S" dutch stetige Ab~aderung in eine solehe tiber, 
fftr welche in jedem Punkte :P yon U" der Vektor dutch den 0 nicht 
e n ~ l t e n d e n  Bogen eines 0 und P verbindenden GroBkreises bestimmt~ 
wit& Projizieren wit sodann U" saint seinem Vek~orfe]de im /~+~ 
stereographisch aus 0" auf den ebenen n-dimensionalen Raum # ;  weleher 
K in 0 berii}n~, in 11", so wird in jedam Punk~  ~ yon 11" der Vek~r  
besti_~m~ dutch die Rieh(rang der geradlinigen Verbindungss~eeke 0 ~ ;  
somit fiberdeek~ die Vek~rverteihmg in 11" die Rieht-no~skagel to genau 
einmal mit posi~iver Iadika~rix, und der Grad yon S"  ist gleieh q- 1. 

Was die iibrigen Grundsimplexe angeh~, so lasse~l sie sieh in solehe 
Teilsimplexe zerlegen, 8odal~ innerhalb jedes einzelnen bei stereographischer 
Projelr~ion die Variation der Vektorrich~mg eine beliebig klein gew~iJalt~ 
GrSBe nieht iibers~eig~. Jedes dieser Teilsimplexe besi~zt also den Grad 
Null, und dasselbe gilt fiir die sieh aus itmen zusammense~zenden Grund- 
simplexe. 

Die Summe der Grade aller Grundsimplexe is~ mithin gleich --/~-t-p'q- 1, 
was fiir gerades ~ gleich zwei, ffir ungerades n gleich Null sein muB. 
Hieraus folgern wit, ~ : p - -p ,  d. k der Orad der Transformationen r u n d  
t, far gerades n gleieh -- 1, far ungerades n gleich + 1 ist~ womit wit zu 
folgendem Ergebnis gela~o~ sind: 

Sa tz  3 . . E / r e  eind~ige und stelige Transformat~ einer n-dimensiv- 
nalen Kugel i~ sivh, welche kdnen _Fixpunl~ aufweist, be~t~ /~'r #erades 
den Grad -- 1, f'dr unyerades n den Grad + 1. 

u  diesem Sa~ze formulieren wir folgende besonderen Fr, dle: 
F o l g e r u n g  1. Wenn bei einer eindeutigen und stetigen Transformatio~ 

ePaer n-dimensi~alen ,K~id i~ sich die Bildmenge n~cht i~ der ganzen l~uge~ 
~beralZ dicht liegt, so ex~stiert sicher ein Fixpunkt. 

F o l g e r u n g  2. Jede eineindeutige und stdige Transformation einer 
Kugd gerader Jgimeasionenzahl ~ sich, welche ~ch stelig in die Identittit 
iiberfiihren liiflt, besit~t sieher einen 2"ixtmnkt.*) 

F o l g e r u n g  3. Jede eineinde~'ge und s~ige Tran~orma~ion eider 
~K~el mug~rader .Dimensionenzahl in sieh, welehe ~ steti# i~ ei~e ~triege- 
lung iiberfiihren l~#t, besitet sieher einen Fixpun~t. 

*) Yon diesem Satzo babe ich fr~Maer don speziellen Fall bewiese~, dab jede 
e in~deu~e  u~l s~e~ge ~ e n  tier zwei~sio~alem Kugel in sich, wele2ae 
den Umlanfs~m nicht ~a~ier~, sicher einen Fixpunk~ aufwe~t. Vg!. A~Crd. Bet-, 
JholL Ausg. XVlI 2~ S. 750, ~lrs S. 48; e~gl. Au~g. XI 2, S. 797~ XDTt, S. I84. 
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DaB Transformat ionen-  i m Grades ffir gerades n, und Transfor- 
mationen -t- 1 ~ Grades fiir ungerades n nwht not~endig einen Fixpun_~ 
aufweisen, erhe]l~ am einfachsten aus der Beh~hhmg  der Rotationen un~ 
Spiegelungen eines EuklidJschen ~ + x  um einen festen Pun]~ 

Wit be~rach~en nnnmehr eine eindeutige und st~i~ge Transformation ~: 
eines n-dimensionalen Elementes • in sich. Wlr brmgen E in eine eino 
eindeutige und ste~ige Beziehung zu einer Kugelt~lf+~e H1, welche in einer 
n-dimensionalen Kugel K yon einer (n --1)-  dimensionalen GroBkugel z 
bestimmt wird. Dabei en~spric.h~ der eindeutigen und stetigen Transfor- 
mation yon E in sich eine eindeutige und s~et~ge Transfo~anation ~ yon 
in sich. Erweitern wit nun die Transformation P~ in solcher Weise auf 
die andere H ~ e  ~ yon K, dab je zwei Punk~e yon K, welche die 
Spiegelbilder voneinander in Bezug auf ~ sind, ~'tir ~ in denselben Pnnl~ 
yon ~ transformier~ werden, so lieg~ eine solche eindeutige und stefige 
Transformation yon :K in slch vor, bei welcher die Bildmenge nich~ fiberall 
dicht in K is~, f'dr welche also sicher ein, no~wendig in H 1 liegender, 
Fixpunkt existier~ Diesem Fixpnn]~te mu5 abet ein Fixpunk~ der Trans- 
formation ~ yon ~ in sich entsprechen~ sodaB wit bewiesen haben: 

Satz  4: ~ eindeutige ~ d  sterile Transfar~ion eines 
nalen ~te~ne~tes in sieh besitzt sicher dnen Fixpunkt. 

Amste rdam,  Juli 1910. 


