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Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten.*)
Von

L. E. J. Brouwzer in Amsterdam.

§ 1.
Der Grad einer stetigen Abbildung einer geschlossenen zweiseitigen
Mannigfaltigkeit.

Unter einem Simplexsterne des n-dimensionalen Zahlenraumes ver-
stehen wir eine in einer Umgebung eines Punktes O iiberall dicht liegende,
endliche Menge von micht in das Inmere voneinander eindringenden und
den Punkt O als Eckpunkt besitzenden Simplexen, deren je zwel eine
p-dimensionale (0 < p<n—1) Seite gemeinsam haben, sonst aber keinen
gemeinschaftlichen Punkt besitzen.

Unter einem n-dimensionalen Elemente F verstehen wir das einein-
deutige und stetige Bild eines Simplexes S des n-dimensionalen Zahlen-
rauimes.

Unter den Eckpunkien bez. p-dimensionalen Seiten von F verstehen wir
alsdann die Bilder der Eckpunkte bez. der p-dimensionalen Seiten von 8.

Wir bilden nun aus #-dimensionalen Elementen eine solche zusammen-
hingende Punktmenge Z, daB je zwei dieser Elemente entweder keinen
gemeinschaftlichen Punkt besitzen, oder eine p-dimensionale (0<p<Ln—1)
Seite (und dann zugleich alle in ihr liegenden Seiten geringerer Dimen-
sionenzahl) gemeinsam haben, iibrigens aber keinen gemeinschaftlichen
Punkt besitzen, wihrend in jedem Eckpunkte die daselbst zusammen-
stoBenden Klemente in derselben Weise, wie die Simplexe eines gewissen
Simplexsternes des »n-dimensionalen Zshlenraumes, aneinander schlieBen.

Die in dieser Weise konstruierte Punktmenge Z soll eine n-dimen-
sionale Mannigfaltigheit heiBen, und zwar, wenn die Zahl ihrer Elemente

¥ Wiahrend der Drucklegung dieser’ Abhandlung ist im zweiten Bande der
yIntroduction & la théorie des fonctions d’une variable* von J. Tannery erschienen:
J. Hadamard, ,Sur quelques applications de I'indice de Kromecker*. DPie daselbst
ausgefithrte Theorie beriihrt sich maannigfach mit den vorliegenden Entwicklungen.
Mathematische Annalen. LXXI. 7
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endlich ist, eine geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit; wenn die
Zahl ihrer Elemente unendlich ist, eine offene n-dimensionale Mannig-
faliigkest.

Diese Definition laBt sowobl endliche, wie unendliche Zusammen-
hangszahlen zu¥).

- Bine geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist eine abgeschlossene
Punktmenge®*); eine offene n-dimensionale Mannigfaltigkeit aber eine nicht
abgeschlossene Punktmenge. Sei ndmlich P, P,, Py, - - - eine solche Funda-
mentalreihe von Punkten einer offenen Mannigfaltigkeit, daB keine zwei
dieser Punkte demselben Elemente angehdren, so existierf, weil es kein
Element gibt, in dessen beliebiger Nihe Punkte unendlich vieler ver-
schiedener Elemente liegen, fiir diese Fundamentalreihe kein Grenzpunkt.

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit soll eine gemessene n-dimensionale
Manvigfoltigheit heifen, wenn in jedem Elemente die Punkte in solcher
Weise durch # -+ 1 nicht negative, homogene Koordinaten (als ,,Normal-
koordinaten® zu bezeichnen) eineindeuiig und stetig reprisentiert sind, daf
in jeder p-dimensionalen Seite die Punkte fiir jedes Klement, dem diese
Seite angehdrt, dieselben Koordinaten besitzen.

Wir behaupten nun, daB jede n-dimensionale Mannigfaltigkeit zu einer
gemessenen #n-dimensionalen Mannigfaltigkeit gemacht werden kann.

7um Beweise dieser Behauptung weisen wir zunichst den Punkten
der eindimensionalen Seiten ihre Normalkoordinaten zu, und zwar soll,

*) Dasselbe leistet die Konstruktion, welche ich meinen grappentheoretischen
Untersuchungen zugrunde gelegt habe (vgl. Math. Ann. 67, 8. 247, und die Be-
richtigung in 69, S. 180). Dort wird von einem wilikiirlichen endlichen Gebiete &
des m-dimensionalen Zahlenraumes mit der Grenze & ausgegangen; eine zusammen-
hangende Teilmenge von & mit der Eigenschaft, daB, wenn ein Punkt P zu ihr ge-
hort, auch der innerhalb einer gewissen im w-dimensionalen Zahlenraume um P be-
schriebenen Kugel liegende Teil von ®& wu ihr gehort, wird ein Teilgebiet y von @,
und das inmerhalb einer solchen Menge von Kugeln liegende Teilgebiet von & eine
Irmenseite von y genannt. Sodann werden gewisse Gebiete y zusammen mit ibren
Grenzen g derart paarweise eineindeutig und stetig aufeinander abgebildet und identi-
fiziert, daB je zwei in dieser Weise zusammentreffende Innenseiten zusammen mit dem
entsprechenden Gebiete y eine auf ein Gebiet des n-dimensionalen Zahlenranmes ein-
eindentiz und stetig abbildbare Punktmenge darstellen, und es werden erstens die paar-
weise identifizierten Gebiete y, und zweitens diejemigen Punkte der Grenzen g, welche
darch die Identifizierungen aunf Gebiete des n-dimensionalen Zahlenraumes eineindeutig
und stetig abbildbare Umgebungen bekommen haben, zum Gebiete G hinzugerechnet.
Mit einer solchen Definition 148t sich aber, so lange die Theorie der gestaltlichen
Invarianten des n-dimensionalen Zahlenraumes nicht genfigend weit entwickelt ist,
in vielen Fallen nieht weiter opexieren; so sind wir z. B. fir den Gegenstand der
vorliegenden Arbeit auf den oben im Texte gewiblten Ansgangspunkt angewiesenm.

*) d. h. eine Punkimenge, in welcher jede Fundamentalreihe einen ebexnfalls
zur Pankimenge gehorigen Grenzpunkt besifzt.
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wenn wir die nicht Null werdenden Normalkoordinaten der Punkie der
eindimensionalen Seite 4,4, mit w, und w, bezeichnen, das Verhiltnis
% in 4, upendlich sein, und von dort an stetig abnehmen, bis in 4, der

%q

Wert Null erreicht wird.

Um sodann die Normalkoordinaten der Punkte der zweidimensionalen
Seiten zu bestimmen, bilden wir eine solche zweidimensionale Seite 4,4, 4,
derart eineindeutig und stetig auf ein Euklidisches ebenes Dreieck FG H
ab, daB den Seiten des Dreiecks die eindimensionalen Elementseiten
ApAq, A,A, und A, A4, entsprechen, reprisentieren die Punkte dieses
Eukhdxschen Dre1ecks durch homogene Schwerpunkiskoordinaten in bezag
auf die Eckpunkte F, G, H, und wihlen innerhalb des Dreiecks einen
willkiirlichen Punkt O.

Sei B ein Punkt der zweidimensionalen Seite 4,4 4, B’ sein Bild
im Dreiecke FGH. Das jenseits B’ fortgesetzte geradlinige Segment OB’
trifft eine der Seiten des Dreiecks, beispielsweise die Seite G H, in einem
Punkte C’. Sei C derjenige Punkt der eindimensionalen Selte 4,4,
der ' entspricht, cu, und cu, seine Normalkoordinaten, C” der Punkt
der Dreiecksseite G H mit den Schwerpunktskoordinaten O, cttq und ¢u,,
und B” der Schnittpunkt der geraden Linie OC” mit der B’ enthalten-
den Parallellinie zu G H. Dann wihlen wir als Normalkoordmaten von B
die Schwerpunktskoordma.ten vor B”.

Nachdem in dieser Weise von den Punkten aller zweidimensionalen
Seiten die Normalkoordinaten bestimmt sind, betrachten wir eine drei-
dimensionale Seite 4,4 4 A4, und bilden sie derart auf ein Euklidisches
Tetraeder FGHK ab, daB den Seiten und Kanten des Tetraeders der
Reibhe nach die zu ApAqA,A, gehorigen zweidimensionalen und eindimen-
sionalen Elementseiten entsprechen. Die Punkte dieses FEuklidischen
Tetraeders reprisentieren wir durch homogene Schwerpunktskoordinaten
in bezng auf die Eckpunkte F, G, H, K, und wihlen innerhalb des
Tetraeders einen willkiirlichen Punkt M.

Sei D ein Punkt der dreidimensionalen Seite 4,4,4.4,, I sein
Bild im Tetraeder FGHK. Das jenseits D' fortgesetzte geradlinige
Segment MDD’ trifft eine der Seilen des Tetraeders, beispielsweise die
Seite GHK in einem Punkte E”. Sei E derjenige Punkt der zweidimen-
sionalen Seite 4 A4,A,, der E' entspricht, su,, zttr, zu, seine Normal-
koordinaten, E” der Punkt der Tetraederseite G HK mit den Schwer-
pankiskoordinaten 0, wu,, zu,, st;, und D" der Schuittpunkt der geraden
Linie ME” mit der D’ enthaltenden Paraﬂeiebene zar Ebene GHK,
Dann wahlen wir als Normalkoordinaten von D die Sechwerpunktskoordi-
naten von D".

q'
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In dieser Weise fahren wir fort, bis wir schlieBlich mittels der
Normalkoordinaten der Punkte der (n —1)-dimensionalen Elementseiten
die Normalkoordinaten aller Punkte der Mannigfaltigkeit derart bestimmé
haben, daf diese in der Tat als ecine gemessene #n-dimensionale Mannig-
faltigkeit vorliegt.

Wir wihlen nun zu jedem Elemente einer gemessenen n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit ein Huklidisches regulires Simplex fester Kantenlinge
als sein . reprisenticrendes Simplex”, und bilden es darauf in solcher Weise
eineindentig und stetig ab, daB die Schwerpunkiskoordinaten in Bezug
auf die Eckpunkte eines Punktes des reprisentierenden Simplexes den
Normalkoordinaten des entsprechenden Punktes des n-dimensionalen Ele-
mentes gleich sind.

Unter einem ZTeilsimpler bez. einem ecbenen p-dimensionalen Rawm-
stiick des Elementes verstehen wir alsdann das Bild eines Teilsimplexes
bez. eines ebenen p-dimensionalen Raumstiickes des reprisentierenden
Simplexes.

Unter der Ldnge eines in einem Elemente liegenden geradlinigen
Segmentes verstehen wir die Liinge, welche das entsprechende Segment
im reprisentierenden Simplexe besitzt. Unter der Ewtfernung zweier
Punkte der Mannigfaltigkeit verstehen wir das Minimum der Linge eines
sie verbindenden (eventuell mehrere Elemente durchzichenden) Strecken-
zuges. ’

Unter dem Schwerpunkte gewisser in Punkten desselben Elementes
angebrachter Massen verstehen wir den Bildpunkt des Schwerpunktes von
in den entsprechenden Punkten des reprisentierenden Simplexes ange-
brachten, jenen gleichen Massen.

Unter dem Inhalte eines Teilgebietes eines Elementes verstehen
wir den Inhalt des entsprechenden Teilgebietes des repriisentierenden
Simplexes.

Als Indikatriz eines Elementes bezeichnen wir eine gewisse Reihen-
folge seiner Eckpunkte, wobei solche Reihenfolgen, welche durch eine
gerade Zahl yon Vertauschungen zweier Eckpunkie auseipander hervor-
gehen, als dquivalent betrachtet werden. Somit sind nur zwei Indikatrizen
des Elementes moglich, von demen wir eine beliebige als die positive
auswihlen konnen; dann bezeichnen wir die andere uls die negative.
Durch die Wahl der positiven Indikatrix des Elementes ist zugleich die
positive Indikatrix des reprasenherenden Simplexes, durch diese die positive
Indikatrix jedes Teilsimplexes des reprasentwrenden Simplexes, und dureh
letztere sehlieBlich die positive Indikatrix jedes Teilsimplexes des Elementes
bestimmt.



Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten. 101

Wir betrachten nun eine solche endliche geschlossene Kette von
untereinander verschiedenen Elementen der gemessenen n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit, bei der je zwei aufeinanderfolgende Elemente » Eckpunkte
gemeinsam haben, und nehmen fiir eines dieser Elemente eine positive
Indikatrizx an. Mittels dieser bestimmen wir die negative Indikafrix des
folgenden Elementes, indem wir den fiir diesen neu auftretenden Eck-
punkt an die Stelle des fiir thn in Fortfall kommenden setzen. Im dieser
Weise bestimmen wir der Reihe nach fiir jedes Element der Kette eine
positive Indikatrix, und finden schlieBlich, wenn wir zum Ausgangselemente
zuriickkommen, fiir dieses eine neue positive Indikatrix,. Wenn fiir jede
geschlossene Kette von Elementen diese neue positive Indikatrix mit der-
jenigen, von der wir ausgegangen sind, identisch ist, so soll die Mannig-
faltigkeit zweiseitig, im entgegengesetzten Falle einseitig heilen.

In einer zweiseitigen gemessenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
ist somit durch die Wahl der positiven Indikatrix eines Elementes zu-
gleich fiir jedes Element und fiir jedes Teilsimplex eines Elementes die
positive Indikatrix festgelegt, sodaB wir von einer positiven Indikatriz der
Mannigfoltigkeit sprechen konnen.

Wir denken uns mit einer zweiseitigen, geschlossenen, gemessenen,
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit u eine eindeutige und stetige Abbildung «
auf eine gemessene w-dimensionale Mannigfaltigkeit p’ vorgenommen, und
setzen zunichst auch p' als zweiseitig und geschlossen voraus.

Wir unterzichen p einer simplizialen Zerlegung § von der Dichle &,
d. b. wir zerlegen jedes Element von g in solcher Weise in eine endliche
Zahl von Teilsimplexen, daB je zwei davon entweder keinen gemeinschaft-
lichen Punkt besitzen, oder eine p-dimensionale (0<p<n—1) Seite
(und dann zugleich alle in ihr liegenden Seiten geringerer Dimensionen-
zahl) gemeinsam haben, im iibrigen aber keinen gemeinschaftlichen Punkt
besitzen, und daB die Breite der Teilsimplexe die Grofie ¢ als Maximum
besitzt. Diese Teilsimplexe sollen die Grundsimplexe, ihve Eckpunkie die
Grundpunkte, ihre Seiten die Grundseiten der Zerlegung heiBen. Fiir die
Dichte & wiblen wir eine obere Grenze &, welche sie nicht iiber-
steigen soll.

In der Mannigfaltigkeit 4 wird eine positive Indikatrix angenommen,
und dementsprechend jedes Grundsimplex mit einer positiven Indikatrix
verschen.

Ein solches Grundsimplex, dessen Eckpunkisbilder alle demselben
-Elemente von y’ angehoren, wollen wir ein ,,gewdhnliches Grundsimplez®
nennen.

Jetzt definieren wir, was unter einer su § gehirigen simplisialen Ab-
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bildung 8, welche die Abbildung « approximiert, verstanden werden soll.
Es ist eine Abblldung, welche sich nur auf die gewohnhchen Grundsimplexe
erstreckt, und zwar in folgender Weise:

Sei z ein gewdhnliches Grundsimplex mit den Eckpunkten 4, 4,,: -

«y 4,1, denen fiir die Abbildung « die demselben Elemente von g’ an-
gehorigen Punkte B, B,,---, B,,, entsprechen. Ein im Inneren oder
auf der Grenze von z liegender Punkt P 1iBt sich als Schwerpunkt von
gewissen in 4,, 4, ---, 4,,, konzentrierten positiven Massen auffassen.
Wenn wir dieselben Massen der Reihe nach in B,, B,,---, B,,, an-
bringen, so bestimmen sie einen Schwerpunkt @, den wir fiir die Ab-
bildung B dem Punkte P entsprechen lassen. Alsdann wird, falls die
Punkte By, B,, -+, B,,, nicht in einem ebenen (n—1)-dimensionalen
Ravmstiicke liegen, das Grundsimplex z auf ein Bildsimplex ¢, dessen
Inhalt wir, je pachdem die Bildindikatrix positiv oder negativ ausfillt,
positiv oder negativ rechnen werden, eineindeutig und stetig abgebildet.
Wenn aber die Punkte B,, B,,---, B, , in einem (rn—1)-dimensionalen
Raumstiicke enthalten sind, so wird das Bildsimplex singulir und be-
kommt den Inhalt Null.

Die Entfernung zwischen den Bildpunkten fiir « und fiir 8 desselben
Punktes von g besitzt eine gewisse obere Grenze ¢, welche mit & unter
jede Grenze herabsinkt.

Wir definieren weiter eine zu { gehdrige modifizierte simpliziale Ab—
bildung y, welche die Abbildung « approximiert. Sie wird bestimmt durch
die GroBe & nicht tibersteigende Verriickungen der Grundpunktsbilder, und
wird sodann aus ihren Grundpunktsbildern in derselben Weise wie 8 kon-
struiert, wobei fiir y im allgemeinen nicht dieselben gewdhnlichen Grund-
simplexe auftreten, wie fiir .

Wir bestimmen nun beliebig in jedem Elemente von g’ als sein
HInnensimplex“ ein solches Teilsimplex, dessen Grenze die Grenze des
Elementes nicht trifft, nund wiblen ¢ in solcher Weise, daB jeder Punké
von g, der fiir eine Abbildung § oder y in einem Innensimplexe abge-
bildet wird, fir jede Abbildung § oder y nur gewGhnlichen Grund-
simplexen angehirt, welche dann natiirlich stets in demselben Elemente
von u' abgebildet werden.

Wir beschiftigen uns zunichst mit einer solchen Abbildung », welche
keine singuliren Bildsimplexe aufweist, und zwar in bezug auf das
Innensimplex J eines gewissen Elementes E. Die Menge derjenigen im
Tnneren von J enthaltenen Punkte, welche nicht dem Bilde einer (w-—2)-
dimensionalen Grundseite angehdren, bezeichnen wir mit 6, und bemewken,
daB je zwei Punkte von ¢ sich durch einen aus einer endlichen Zahl von
Strecken bestehenden, ganz in ¢ verlaufenden Streckenzug verbinden lassen.
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Einen solchen zn ¢ gehdrigen Punkt, welcher nicht dem Bilde einer
(n— 1)-dimensionalen Grundseite angehdrt, nennen wir einen gewdhnlichen
Punkt von oJ.

Seien P, und P, zwei beliebige gewthnliche Punkte von J, welche
durch einen ganz in & verlaufenden Streckenzug s verbunden sind, und
sel P ein variabler gewdhnlicher Punkt von J. Die Zahl der positiven
bez. negativen Bildsimplexe, welche P, bedecken, bezeichnen wir mit
p, bzw. p,, die analogen Zahlen fiir P, mit p, und p,, die analogen
Zahlen fiir P mit p und p"

Diese Zahlen p und p' kdnnen sich bei Bewegung von P an s ent-
lang nur dann dndern, wenn das Bild 7 einer (n—1)-dimensionalen Grund-
seite passiert wird. Wenn dabei die beiden Bildsimplexe, welche in z
zusammenstoBen, auf verschiedenen Seiten ‘von z liegen, so besitzen sie
dasselbe Vorzeichen, und die Kreuzung von v hat auf die Zahlen p und p,
also anch auf die Zahl p — p’, keinen EinfluB. Wenn aber die beiden
Bildsimplexe, welche in = zusammenstofen, auf derselben Seite von =
liegen, so besitzen sie entgegengesetzte Vorzeichen, und die Kreuzung
von 7 fihrt entweder eine Zunahme von p und p  je um eins, oder eine
Abnabme von p und »* je um eins herbei, Lit also wieder die Zahl p —p’
ungeindert. Mithin ist p, —p, = p, — p,, and fiir die Abbildung y st
in den gewihnlichen Punkien von J die Zahl p — p’ eine Konstamte.

Wir wenden uns nunmehr zu einer Abbildung B, fir welche wir:
die gewshnlichen Punkte von J, und die Zahlen p und p’ in analoger
Weise, wie in Bezug auf p, definieren. Wenn dann fiir § in J zwei
gewohnliche Punkte P, und P, existierten, fiir welche p, —p," und p, —p,’
verschieden waren, so konnten wir § mit solcher Genauigkeit durch eine
zu ¢ gehirige und keine singuliren Bildsimplexe aufweisende modifizierte
simpliziale Abbildung p, approximieren, daf die Punkte P, und P, auch
in bezng auf y, gewshnliche Punkte von J wiren, und die Zahlen
Dy, Pi> Pg, Py in bezug auf p, dieselben Werte, wie in bezug auf B,
besdBen, sodaf fiir p, die Zahl p — »" in den gewdhnlichen Punkien von
J keine Konstante sein konnte. Ans diesem Widersproche folgern wir,
dap auch fir dic Abbildung § in den gewihnlichen Pumkien vorn J die Zakd
p—1 eine Konstante ist.

Wir behaupten weiter, daB der Wert dieser Konstonite, den wir mit ¢
bezeichnen, fir jede simpliziale Abbildung, welche die Abbildung « approxi-
miert, derselbe ist, und zwar zeigen wir zuniichst fiir zwei derartige
simpliziale Abbildungen B," und B, daB die B,” zugrunde liegende sim-
pliziale Zerlegung £," aus der §, zngrunde liegenden simplizialen Zerlegung £,
durch simpliziale Zerlegung der Grundsimplexe von &' hervorgeht, wir
sagen kurz, daB.g, eine Unferteidlung von & ist.
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In diesem Falle kionnen wir nimlich die Bilder der Grundpunkte
von f,” fiir B, insofern die entsprechenden Bilder fiir 8,” existieren, in
diese auf den kiirzesten verbindenden Streckenziigen stetig tiberfiihren,
und fiir die Folge festhalten, wobei, was J betrifft, die Abbildung B,” stetig
in B, tibergeht. Der Gesamtinhalt der in J enthaltenen Teile der Bild-
simplexe, welcher ¢ mal so groB ist als J, kann bei diesem stetigen
Ubergange keine Spriinge erleiden, sodaB die ganze Zahl ¢ sich nicht
dndern kann,

Es seien jetzt 8, und B, zwei willkiirliche simpliziale Abbildungen,
welche die Abbildung « approximieren. Seien {, und £, die ihnen zu-
grunde liegenden simplizialen Zerlegungen von g. Wir konstruieren eine
so dichte Unterteilang § von §, daB es fiir die zugehdrige simpliziale
Abbildung f;, welche die Abbildung @, approximiert, méglich ist, in J
einen solchen sowohl fiir 8, wie fiir 8, gewGShnlichen Punkt P zu
wihlen, daf die Eckpunkie eines wilikiirlichen, P bedeckenden Bild-
simplexes fiir 8; in jedem P bedeckenden Bildsimplexe fiir §, enthalten
sind. Dann aber gehrt zu jedem P bedeckenden Bildsimplex fiir S,
ein und nur ein P bedeckendes Bildsimplex fiir §,, und zwar besitzen
je zwei einander in dieser Weise entsprechende Bildsimplexe denselben
Sinn der Indikatrix. Hieraus folgern wir, daB die Zahl ¢, welche schon
fir B, und g; dieselbe ist, anch fiir 8, und B;, und deshalb schlieflich
~auch fir 8, und B, dieselbe ist.

Wir werden jetzt zeigen, daB die Werte ¢, und ¢,, welche ¢ in den
Innensimplexen J;, und J;, zweier solcher Elemente ¥, und E,, welche
eine (n—1)-dimensionale Seite § gemeinsam haben, besitzt, einander
gleich sind.

. Dazu wihlen wir zwei solche Euklidische regulire Simplexe 7} und 7,
welche in bezug auf eine gemeinsame (»— 1)-dimensionale Seite X die
Spiegelbilder voneinander sind, der Reihe nach als reprisentierende Sim-
plexe von E, und E,, sodaB die (»n— 1)-dimensionalen Seiten § und X
einander entsprechen.

Sodann werden die ‘Begriffe , Teilsimplex®, ,p-dimensionales Rawm-
stiick¥, ,,Schwerpunkt” und , Inkalt* von T, + T; (d. b. von der von 7, und T,
zusammen gebildeten Punktmenge) in genan derselben Weise anf E-+E,
iibertragen, wie sie frither von einem einzigen reprisentierenden Simplex
auf das von ihm veprisentierte Element iibertragen worden sind.

Wir bestimmen in ¥, und F,; solche der Reihe nach J; und .J, ent-
haltende Teilsimplexe U; und U,, welche eine in § liegende (n— 1)-di-
mensionale Seite gemeinsam haben, deren Grenzen aber die Gibrigen Seiten
von E;, und E,; nicht ireffen,

Diejenigen Grundsimplexe, deren Eckpunktsbilder fiir die Abbildung «
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alle zum Inneren der Punktmenge E, + F, gehdren, rechnen wir nunmehr
zu den gewdhnlichen Grundsimplexen, und bestimmen eine simpliziale
Abbildung §', welche « approximiert, und welche sich anch anf die neu
hinzugekommenen gewdhnlichen Grundsimplexe erstreckt; zu ihr gehdren
wieder modifizierte simpliziale Abbildungen »". Die obere Grenze fiir =
wihlen wir jetzt derart, daB in bezug auf U, + U, und auf die gewshn-
lichen Grundsimplexe in der neuen Bedeutung dieselbe Eigenschaft,
welche friither den Innensimplexen und den gewdhnlichen Grundsimplexen
im alten Sinne auferlegt ist, giiltig bleibt. Dann konnen wir nach der
schon oben angewandten Methode folgern, daB fiir die Abbildung B in den
gewihnlichen Punkten von U, -+ U, die Zahl p— p’ eine Konstante ist.

Diese zu § nnd U, + U, gehdrige Konstante ist aber einerseits mit
der zu f§ und J; gehorigen Konstante ¢;, andererseits mit der zu § und J,
gehirigen Konstante ¢, identisch, sodaB in der Tat die Konstante ¢ in J|
und J,, dann aber auch in allen Elementern von u', denselben Wert hat.

Die Konstante ¢, welche einerseits in allen Elementen von p’, und
andererseits fiir alle simplizialen Abbildungen, welche & approximieren,
denselben Wert besitét, stellt mithin eine Eigenschaft von « dar. Wir
nennen sie den Grad der eindeutigen und stetigen Abbildung e.

Zuet eindeutige und stetige Abbildungen von u auf ', welche sich stetig
ineinander wberfiihren lassen, besitzen denselben Grad.

Approximieren wir sie nimlich beide durch solche simpliziale Abbil-
dungen, denen paarweise dieselbe simpliziale Zerlegung von u zugrunde
liegt, so kinnen wir zwischen jedes Paar dieser Abbildungen eine solche
endliche Beihe von auf dieselbe Zerlegung gegriindeten simplizialen Ab-
bildungen einschalten, daB jede von ihnen den oben der simplizialen Ab-
bildung § auferlegten Bedingungen gentigt, und daB je zwei aufeinander-
folgende von ihmen sich nur im Bildpunkte eines der Grundpunkte, und
zwar beliebig wenig, unterscheiden, sodaB es sicher ein Innensimplex
von p' gibt, in dem sie beide genau dieselbe Bildmenge, also denselben
Wert der Konstante ¢ bestimmen., Mithin kann sich dieser Wert an der
genannten Reihe von Abbildungen entlang nicht @ndern, was nur moglich
ist, wenn die beiden eindeutigen und stetigen Abbildungen, von denen wir
ausgegangen sind, von gleichem Grade sind.

Daf jede endliche, positive oder negative, ganze Zahl als Grad einer
Abbildung auftreten kann, zeigen am einfachsten diejenigen eindeutigen
und stetigen Abbildungen einer Kugel auf eine andere Kugel, welche
rationale Funktionen der komplexen Variabeln darstellen. Der absolute
Wert des Grades der Abbildung ist hier mit dem Grade der enﬁpre&hend&n
Funktion identisch.
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Schlieflich bemerken wir, daB, falls fiir die Abbildung ¢ die Bild-
menge wicht tiberall dicht in Y’ ist, der Grod von o sicher Null ist.

Dann existiert nimlich sicher auch eine simpliziale Abbildung g,
welche « approximiert, zu der wir in u’ ein solches Innensimplex .J
wihlen konnen, in dem die von ihr bestimmte Bildmenge nicht fiberall
dicht liegt. In einem Teilgebiete eines Innensimplexes, wo die Bildmenge
von pu fiir 8 nicht eindringt, sind aber sowohl p wie p/, also auch ¢
gleich Null

Wir haben bis jetzt p’ als zweiseitig und geschlossen angenommen.
Wenn aber p’ einseitig und geschlossen ist, so bleiben die vorstehenden
Dberlegungen sowohl in bezug auf ein einziges Innensimplex, wie in bezug
auf die Innensimplexe zZweier in einer (» — 1)-dimensionalen Seite anein-
ander grenzenden Elemente, vollstindig in Kraft. Betrachten wir dann
aber weiter eine solche geschlossene Kette von Elementen, in welcher der
Sinn der Indikatrix umkehrt, so muB in dieser Kette die Zahl ¢=p — p’
einerseits konstant sein, und andererseits bel einem vollen Umlaufe jhr
Zeichen wechseln, was nur mdoglich ist, wenn sie gleich Null ist.

Wenn schlieBlich g’ offen ist, so kann man, weil die Bildmenge von
w in u' abgeschlossen ist, in g eine solche endliche Menge p” von Ele-
menten angeben, daB sowohl fiir ¢, wie fiir die verschiedenen Abbildungen
B und » die Bildmenge von p ganz in u” enthalten ist, ohne jedoch in u”
tiberall dicht zu liegen. Erstere Eigenschaft bringt mit sich, daf sowohl
binsichtlich eines einzigen Innensimplexes, wie hinsichtlich der Innen-
simplexe zweier in einer (» — 1)-dimensionalen Seite aneinander grenzenden
Elemente die obigen Uberlegungen wieder vollig giiltig bleiben. Aus der
Eigenschaft, dafl die Bildmenge von g in p” nicht iiberall dicht liegt, folgern
wir dann weiter, daB auch hier der Grad von « nwr Null sein Lann.

Wir fassen das Ergebnis dieses Paragraphen wie folgt zusammen:

Satz 1. Wenn eine zweiseitige, geschlossene, gemessene n-dimensionale
Manvigfaltigheit p auf eine gemessene n-dimensionale Mannigfaltigheit
eindeutry und stetig abgebildet wird, so existiert eine bei stetiger Modi-
fizierung der Abbildung sich wicht dndernde endliche ganze Zahl ¢ mit der
Eigenschaft, daff die Bildmenge von u jedes Teilgebiet von ' im gamzen
¢ Muale positiv berdeckt. Ist w' einseitig oder offen, so ist ¢ stets gleich
Null %)

* Man bemerkt gleich, daf dieser Abbildungsgrad in hobem MaBe von der
speziellen Zerlegung von p und g’ i Elemente, sowie von der speziellen Herstellung
ibrer Messungaskalen unabhiingig ist. Piir n =2 kann sogar leicht bewiesen werden,
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§ 2.
Die stetigen Vektorfelder auf n-dimensionalen Kugeln.

Wir betrachten eine %-dimensionale Kugel K, welche wir in einem
(n+ 1)-dimensionalen Euklidischen Raume R, , durch die Gleichung
Zx; =1 in rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten darstellen. DaB diese
Kugel unter den im vorigen Paragraphen entwickelten Begriff der ge-
messenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit fallt, zeigt sich, wenn wir die
2»+1 gphirischen Simplexe, in welche sie durch die #-dimensionalen ebenen
Riume x, =0 des R, , zerlegt wird, als ihre Elemente, und die Teil-
gebiete der in ibr liegenden p-dimensionalen groBen Kugeln als ihre
ebenen p-dimensionalen Raumstiicke auffassen, wihrend wir in jedem Ele-
mente denjenigen Punkt, dessen Cartesische Koordinaten im R, alle

gleich —}_~V~:; sind, als Einheitspunkt der Normalkoordinaten withlen.

Nachdem weiter fiir eines der Elemente eine positive Indikatrix gewihlt
ist, ist zugleich fiir jedes sphirische Simplex (ein solches wird von » + 1
verschiedenen (% — 1)-dimensionalen Grofkugeln gebildet, und ist giinzlich
in einer gewissen Halbkugel von K enthalten) eine positive Indikatrix
festgelegt.

In jedem Punkte P von K existiert nun eine (#— 1)-dimensionale
Richtungskugel 1, in der wir mittels GroBkugeln analog wie fir K
selbst, die Elemente, die Simplexe, die ebenen p-dimensionalen Raumstiicke
und Normalkoordinaten definieren kénnen. Weiter soll die positive Indi-
katrix von ip in folgender Weise aus der positiven Indikatrix von X her-
geleitet werden: Sei s ein zu 1p gehoriges (n — 1)-dimensionales sphiirisches
Simplex; wir bestimmen in K ein solches n-dimensionales Simplex S,
das P als Eckpunkt besitzt, wihrend seine P enthaltenden (n—1)-di-
mensionalen Seiten durch die (» — 2)-dimensionalen Seiten von s bestimmt
‘werden, und die letzte (»— 1)-dimensionale Seite beliebig ist. Sodann
schreiben wir die positive Indikatrix von § in solcher Weise, daB in der
Reihe der Eckpunkte P die letzte Stelle erhdlt. Die iibrigen Eckpunkte
dieser Reihe bestimmen dann eine gewisse Reihenfolge der in P zu-
sammenkommenden Kanten von S, mithin ebenso eine gewisse Reihenfolge
der Eckpunkte von s. Letztere Reihenfolge wihlen wir als positive
Indikatrix von s.

da8 diese Unabhingigkeit volkommen ist. Der entsprechende Nachweis fiir hihere
Dimensionenzahlen diirfte ziemlich tief liegen, dock 148t sich auch ohne ibn Satz 1
verwenden, wie die folgenden Parsgraphen zeigen.
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Wir denken uns in X ein solches stetiges Vektorfeld, daf nur die
Richtung, nicht die GrdBe der Vektoren in Befracht kommt, wihrend nur
eine endliche Zahl von singuliren Punkten (d. h. Punkien, in demen die
Stetigkeit der Vektorrichtung gestort wird) existiert, und zerlegen X
mittels einer keinen singuliren Punkt des Vektorfeldes enthaltenden,
{(n— 1)-dimensionalen GroBkugel x%, mit den Polen =z, und =,, in eine
#, enthaltende Halfte H, und eine x, enthaltende Hilfte H, (die GroB-
kugel # betrachten wir als zu beiden Hilften gehorig). Sowohl H, wie H,
zerlegen wir mittels (n — 1)-dimensionaler GroBkugeln keinen singuliren
Punkt des Vektorfeldes enthalten, die in eine endliche Zahl von %-dimen-
sionalen sphirischen Simplexen S8, S, S, - -+ bez. Sy, Ss, Soss - -5
welche alle ebenso, wie die Elemente einer n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit, aneinander schlieBen, wiihrend die Teilsimplexe von H, die Spiegel-
bilder in bezug auf % der Teilsimplexe von H, sind.

Sel 0 eine (n—1)-dimensionale Seite eines Teilsimplexes S,;. Aus
der positiven Indikatrix von §,; leiten wir in folgender Weise eine
»spositive Indikatrix von &, betrachtet als Seite von S, % her: Wir
schreiben die positive Ind1katr1x von 8,; in solcher Wezse, da8 in der
Reihe der Eckpunkte der mich? in ¢ liegende Eckpunkt die letzte Stelle
erhilt. Die Rejhenfolge der iibrigen Eckpunkte bestimmt die positive
Indikatrix von 6, betrachtet als Seite von S,,. In dieser Weise wird
zugleich fiir den Umfamg von S,,, welcher sich derart als zweiseitige,
geschlossene, gemessene (n—1)- dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen
158t, daB die (»—1)-dimensionalen Seiten von §,, seine Elemente, und
die Teilgebiete der in ihm liegenden p-dimensionalen GroBkugeln seine
ebenen p-dimensionalen Raumstlicke reprisentieren, eine positive Indikatrix
festgelegt.

Wir projizieren im E_,, den Umfang U,, eines Simplexes S, zu-
sammen 1mit den in seinen Punkten angebrachten Vektoren aus einem auBer-
halb S,; liegenden Punkte ¢ von K auf den im ¢ diametral entgegen-
gesetzten Punkte O angebrachten #»-dimensionalen ebenen Berithrungs-
raum &#. Dadurch wird eine eindeutige und stetige Abbildung von U,
auf die Kngel der Richtungen vorn 9, deren positive Indikatrix durch die
positive Indikatrix der Kugel 4, festgelegt ist, bestimmt; wir behaupten
von dieser Abbildung, daB ihr Grad unabhingig ist von der speziellen
Wahl des Projektionszentrums Q.

Zum Beweise dieser Behauptung bemerken wir, daB durch die stereo-
graphische Projektion die (#—1)-dimensionale Richiungskugel ir eines
willkiirlichen zu U, ; gehorigen Punktes P in eine kongruente Beziehung
zar (n—1)- dzmensmnalen Bichtungskugel von # gesetzt wird, wodurch
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zugleich zwischen den Richtungskugeln Ap und 1y ven zwei willkiirlichen
zu U,, gehdrigen Punkten P und R eine kono'ruente Beziehung bpz her-
gestellt wird, und zwar in folgender Weise:

Sei V eine willkiirliche zu 1, gehorige Richtung. Sie bestimmt mit
@ und R eine in K liegende zweidimensionale Kugel I, in welcher die
Punkte P, @ und R einen Kreis % bestimmen. In B gibt es dann eine
solche zu ! gehorige Richtung, welche in I mit & denselben Winkel be-
stimmt wie V. Diese Richtung korrespondiert mit ¥ fiir die Be-
ziehung bpz.

Stetige Bewegung von @ in endlicher Entfernung von P ond R kann
diese kongruente Beziehung bz nur stetig andern; mithin kann stetige
Bewegung von ¢ in endlicher Entfernung von S, , das ganze System der
kongruenten Beziehungen zwischen den (» — 1)-dimensionalen Richtungs-
kugeln der Punkte von U,, nur stetig &ndern, soda der Grad der durch
das Vektorfeld bestimmten Abbildung von U, auf die (»—1)-dimensio-
nale Richtungskugel des Projektionsraumes keine Spriinge erleiden kann,
was nur mbglich ist, wenn er eine Konstante ¢, ist, welche wir den
Grad des Simplexes S,, nennen. Wir stellen uns als Ziel, die Summe
dieser Grade der verschiedenen §,; zu ermitteln.

Wir projizieren die Halfte H, stereographisch aus =y, und H, aus .
Die entsprechenden »-dimensionalen ebenen Projektionsrinme bezeichnen
wir mit &, und 9,, betrachten die durch diese stereographische Projektion
bestimmten Abbildungen der U,; auf die Richtungskugel von &, und
suchen die Summe der Grade dieser Abbildungen.

In dieser Summe liefert jede solche (% — 1)-dimensionale Seite eines S, ;,
welche nicht in » enthalten ist, weil die in ihr enthaltenen Grundsimplexe
zweimal mit entgegengesetzter Indikatrix abgebildet werden, zwei einander
zerstorende Beitriige, sodaB nur die Beitrige der in x enthaltenen (% — 1)-
dimensionalen Seiten ¢, von Einflaf sind.

Fassen wir nun aber % in solcher Weise als eine zweiseitige, ge-
schlossene, gemessene (1 — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit auf, daB die
6, ihre Elemente, und die Teilgebiete der in ihr liegenden p-dimensio-
nalen GroBkugeln ihre ebenen p-dimensionalen Raumstiicke reprisen-
tieren, wihrend ihre positive Indikatrix von der positiven Indikatrix
der 6,, betrachtet als Seiten der S,;, bestimmt wird, so ruft die stereo-
graphische Projektion von % auf &, eine eindeutige und stetige Abbildung
von % auf die Richtungskugel von @, hervor, zu deren Grad ¢ die 6,
genau dieselben Beitrige liefern, wie zur Summe der ¢,,, sodaB e, der
Summe der ¢ ; gleich ist.

Versechen wir aber x mit derjenigen positiven Indikabrix, welehg
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der positiven Indikatrix der 6,, betrachtet als Seiten der S,;, entspricht,
und projizieren wir sodann % stereographisch auf &,, so zeigt sich in
derselben Weise, daB der Grad ¢, der in dieser Weise hervorgerufenen
eindentigen und stetigen Abbildung von x auf die Richtungskugel von #,
der Summe der ¢,; gleich ist.

Sei ¢ der » enthaltende n-dimensionale ebene Raum des R, ,, so
entspricht bei einer Spiegelung des R, _, in bezug auf ¢ die Projektions-
kugel %, von x in &, der Projektionskugel », von x in &, mit entgegen-
gesetzter Indikatrix, die Richtungskugel von &, der Richtungskugel von #,,
ebenfalls mif entgegengesetzter Indikatrix, und die vorliegende Vektor-
verteilung in %, der Reflevionsverteilung in x,, d. h. derjenigen Verteilung,
welche aus der vorliegenden in jedem Punkte durch Spiegelung am ebenen
in &, liegenden Beriihrungsraum erhalten wird.

Um die Summe der ¢,;, d. h. die Summe von ¢, und ¢, zu ermitteln,
haben wir mithin die Frage zu erdrtern: wieviel in einem ebenen Fukli-
dischen n-dimenstonalen Rowme & die Summe der Grade derjenigen Abbil-
dungen & und o einer (n— 1)-dimensionalen Kugel F auf die Richtungs-
kugel A von & betriigt, welche durch eine stetige Vektorverteilung in den
Punlien von F und thre Reflexionsverteilung bestimmi ssivd.

=t evd €t

Zu diesem Zwecke bestimmen wir in F mittels eines (»— 1)-dimen-
sionalen ebenen Raumes f eine (# — 2)-dimensionale GroBkugel mit den
Polen ¢, und ¢,, und nehmen mit f eine solche Fundamentalreihe von
simplizialen Zerlegungen &', &, &, -+, &, - -+ vor, daB fiir keine von
ihnen p; in einer Grundseite liegt, und daB ibre Dichte mit steigendem m
unter jede Grenze herabsinkt. Wir bezeichnen mit z, dasjenige Grund-
simplex, welches g, fiir {, enthilt, und mit u, den Umfang von z,.

Fiir jedes m leiten wir in folgender Weise aus d eine neue eindentige
und stetige Abbildung §,, von F auf 2 her: Sei j ein willkiirlicher halber
GroBkreis, welcher in f die Punkte ¢, und g, verbindet, und % sein
Schnittpunkt mit u,. Den Bogen ¢,/ von j bilden wir auf den Halb-
kreis j dhnlich ab. Wird dabei ein willkiirlicher Punkt F in F” ab-
gebildet, so soll dem Punkte F fiir die Abbildung 0,, derjenige Punkt
von A entsprechen, welcher fiir die Abbildung & dem Punkte 7 entspricht,
wihvend die nicht zum Bogen g,/ gehorigen Punkte von j fiir 4, alle in
den Bildpunkt g von ¢, fir § abgebildet werden.

Die Reflexionsabbildang (d. h. die zur Reflexionsverteilung gehorige
Abbildung) von &, bezeichnen wir mit g,,.

Weil & sich stetig in J,, tberfilhren 188, wobei zugleich o stetig
in g, fibergeht, so ist die Gradsumme von & und ¢ derjenigen von &,
ud g, gleich.
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Durch weitere simpliziale Zerlegungen der Grundsimplexe von §, ge-
langen wir zu einer solchen simplizialen Zerlegung §, von F, daB die
entsprechenden simplizialen Abbildungen 4, und ¢,, welche 4, und o,
approximieren, den Bedingungen, welche im § 1 der approximierenden
Abbildang B auferlegt sind, genfigen.

Wir suchen zunichst die Beitriige, welche die von 4, und ¢, er-
zeugten Bildmengen von z, zur Gradsumme von §, und g, liefern. Wenn
wir mit ¢’ den Reflexionsvektor der Richtung g im Punkte ¢, von f be-
zeichnen, so ist auBerhalb einer fiir unbegrenzt wachsendes m unter jede
Grenze herabsinkenden Umgebung von g’ sowohl fiir die von 4, erzeugte
Bildmenge von z,,, wie fiir die von g, erzeugte Bildmenge von z,, die
Zshl p —p’ eine Konstante. Von diesen beiden Konstanten iindert die
letztere sich nicht, wenn wir die von g, etzeugte Bildmenge derart modi-
fizieren, daf als Bildpunkt eines jeden in z, liegenden Grundpunkies P
von §,, dem fiir 8, die Richtung e, entspricht, an Stelle des Reflexions-
vektor von ¢p in .P der Reflexionsvektor von ep in g, tritt. Nach dieser
Modifizierung ist aber die von g, erzengte Bildmenge von z,, in das Spiegel-
bild in bezug auf f der von 4, erzeugten Bildmenge von 2z, tibergegangen,
und zwei solche Spiegelbilder besitzen entgegengesetzte Indikatrizen, sodaf
die beiden Bildmengen der Reihe nach in zwei Punkten von 1, welche die
Spiegelbilder voneinander in Bezug auf f sind, entgegengesetzte Zahlen p—p’
bestimmen; dann aber bestimmen aunBerhalb der unter jede Grenze herab-
sinkenden Umgebung von ¢’ die von d,, und g, erzeugten Bildmengen
von z, dberall entgegengesetzte Zahlen p — p/, und zerstbren mithin die
beiderseitigen Beitrdge zur Gradsumme von 4, und o,.

Wir haben jetzt die Beitrige zu ermitteln, welche die von 4, und o,
erzeugten Bildmengen des von z,, inf bestimmten Restgebietes 7, zur Grad-
summe von 4, und g, liefern. Zundchst reduziert sich die von §,, erzeugte
Bildmenge auf den einzigen Punkt g, Liefert also keinen Beitrag. Sodann
ist fir die von ¢, erzeugte Bildmenge auBerhalb einer fiir unbegrenzt
wachsendes m unter jede Grenze herabsinkenden Umgebung von g die
Zahl p —p’ dem Grade derjenigen Abbildung von F auf i gleich, welche
durch die Reflexionsverteilung eines konstanten Vektors in den Punkien
von S bestimmt wird.

Um diesen Grad zu ermitteln, bezeichnen wir mit 3, denjenigen Punkt
von S, dessen Radius dem konstanfen Vektor enmtgegengesetzt ist, mit g,
den 7, diametral entgegengesetzien Punkt von 5, mit w die zu F ge-
horige (» — 2)-dimensionale GroBkugel, welche y, und g, zn Polen hat,
mit g, bez a, die g, bez y, enthaltende Hilfte, welche w in F be-
stimmt. Wir konnen dann mit der Hilfte g, leicht eine solche simpliziale
Zerlegung vornehmen, daB die Bilder der mit positiver Indikatrix: ver~
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sehenen Grundsimplexe die Kugel 1 genau einmal, und zwar mit positiver
Indikatrix iiberdecken. Zerlegen wir weiter die Hilfte a, in solche Grund-
simplexe, welche denjenigen von @, diametral entgegengesetzt sind, und
versehen wir diese je mit einer solchen Indikatrix, welche derjenigen des
entsprechenden Grundsimplexes von @, ebenfalls diamefral entgegengesetzt
ist, was bewirkt, daB diese Indikatrix fiir gerades n positiv, fiir ungerades »
negativ ausfillt, so bestimmen zwei entsprechende Grundsimplexe von a,
und a, in 1 dasselbe mit positiver Indikatrix versehene Bildsimplex.

Wenn wir also anch die Grundsimplexe von g, mit einer positiven
Indikatrix versehen, so iiberdecken ihre Bildsimplexe die Kugel 1 wieder
genau einmal, und zwar fiir gerades » mit positiver, fiir ungerades » mit
negativer Indikatrix, sodaf der gesuchte Abbzldungsgmd fiir m gerade gleich
zwei, fiir n ungerade gleich Null ist.

Also sind auch die Gradswmme von 8, und ¢, , die Gradsumme von 0
und o, und schlieflich die Summe der ¢, ; fiir n gerade gleich zwei, fiir n
ungerade gleich Null.

Wenn das Vektorfeld in K keime singuliren Punkte aufweist, so ist
seine Stetigkeit gleichmifiig. Wir konnen dann die S,; so klein wihlen,
daB die Richtungsvariation der auf @ resp. &, stereographisch projizierten
Vektoren desselben U, eine beliebig klein gewdhlte GroBe nicht tiber-
steigt, daBl mithin jedes ¢, gleich Null ist. Dies ist aber nach dem obigen
Ergebnisse fir gerades » unmdglich, sodaB wir bewiesen haben:

Satz 2. Ein stetiges Vektorfeld auf einer Kugel gerader Dimensionen-
zahl besilzt wenigstens einen singuliren Pumkt.

DaB dieser Satz fiir Kugeln ungerader Dimensionenzahl wnicht zutrifft,
erhellt am einfachsten aus der Betrachtung eines solchen Vektorfeldes auf
der dreidimensionalen Kugel, fiir welchesdie Beriihrungskurven von einer
(zweifach unendlichen) Schar von untereinander im Cliffordschen Sinne
parallelen groBen Kreisen gebildet werden.

§ 3.
Die eindeutigen und stefigen Transformationen n-dimensionaler
Kugeln und n-dimensionaler Elemente in sich.

Wir denken uns jetzt die n-dimensionale Kugel K einer eindeutigen
und stetigen Transformation r unterworfen, welche keinen Punkt fest LiBt.
Wir nehmen mit K solche beliebig dichte simpliziale Zerlegungen vor,
fiir welche die Grundsimplexe in derselben Weise, wie im § 2 die Sim-
plexe S,;, gebildet werden, und konstruieren die entsprechenden simpli-
zialen Transformationen ven K in sich, welche r approximieren. Dann
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existiert sicher eine simpliziale r approximierende Transformation f, welche
ebenfalls keinen Puankt fest 188t. Sonst nimlich gibe es eine Fundamantal-
reihe von solchen gegen r konvergierenden simplizialen Transformationen,.
welche der Reihe nach die Punkte Fi, F,, Fy, - -+ fest lieBeri; dawn aber
wire jeder Grenzpunkt dieser Fundamentalreihe F), F,, Fy, - -~ Fixpunkt
fiir die Transformation r.

Wir wihlen einen willkiirlichen, fiir ¢ gewthnlichen und nicht in einer
Seite eines Grundsimplexes -liegenden Punkt O vop K, verbinden jeden
Punkt P vorn K mit seinem Bildpunkte P’ fiir die Transformation, ¢ durch
einen O enthaltenden Kreis, und bringen in P denjenigen Vektor an,
welcher von dem O wicht enthaltenden Bogen dieses Kreises bestimmt wird,
Dann entsteht auf K ein stetiges Vektorfeld, das nur eine endliche Zahl
von singuliren Punkfen aufweist, nimlich erstens die Punkte, welche 0

zum Bildpunkt haben, zweitens den Punkt O selbst. -

Wir wihlen in K eine positive Indikatrix, bezeichnen mit 8, S,
8;,-++, 8, diejenigen Grundsimplexe, deren Bildsimplexe St 52 5585~
#5p den Punkt O-mit positiver Indikatrix bedecken, mit 8/, &, &, ---,
Sy diejenigen Grundsimplexe, deren Bildsimplexe .8/, .S, ,S5, -+, ,Sp
den Punkt O mit negativer Indikafrix bedecken, mit 8™ das O enthaltende
Grundsimplex. Weiter diirfer wir die ¢ zugrunde liegende simpliziale Zer-
legung von K so dicht voraussetzen, daf kein Grundsimplex mit seinem
Bildsimplex einen gemeinschaftlichen Punkt besitzt; dann ist auch sicher
8" von allen S, und von allen S, verschieden.

Um die Grade der Simplexe S, und S, zu ermitteln, projizieren wir
im R, die Kugel K samt ihren Vektorfelde stereographisch aus Q auf den
in dem O dlametral entgegengesetaten Punkte (' angebrachten n-dimen-
sionalen ebenen Berithrungsraum &

Die Projektion des Simplexes S, bezeichnen wir mit &,, seine
Grenze it U,, die Projektion der Grenze des Smplexes S, mit 1,.
Die Bildindikatrix in 11, gehért nun aber in & zu’einer ne_qatwen Indi-
katrix des von M1, begrenzten sphirischen Snnplexes NI

Die Vektoren in den Punkten P von U,, denen dle Punkte %’ von
1, entsprechen, werden durch die geradhmgen Verbindungsstrecken ?B%
bestlmmt durch gleichmifig stetige Abanderung lassen "diese sich in
dxelemgen Vektoren tiberfihren, welche.in jedem Punkte P der gerad-
linigen Verbmdungsstregke op parallel sind. Letzatere Velktoren iber-
decken aber die Richtungskugel 1 genan einmal mit hegativer Indikatrix
-sodaf ,der Grad von S, gleich — 1 ist.

In. derselben Weise wird fiir. den Grad jedes Simplexes S,” der Wert
+ 1 gefunden.

Mathematische Annalen. LXXI. ]
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Um den Grad von S” zu ermitteln, filbren wir die Vektorverteilung
in der Grenze U” von S” durch stetige Abinderung in eine solche itber,
fir welche in jedem Punkte P von U” der Vektor durch den O nicht
enthaltenden Bogen eines O und P verbindenden GroBkreises bestimmt
wird. Projizieren wir sodann U” samt seinem Vektorfelde im R, ,
stereographisch ans ¢ aunf den ebenen n-dimensionalen Raum &', welcher
K in O beriithrt, in 11", so wird in jedem Punkie S von U” der Vektor
bestimmt durch die Richtang der geradlinigen Verbindungsstrecke O%;
somit tberdeckt die Vektorverteilung in U” die Richtungskungel 1, genan
einmal mit positiver Indikatrix, und der Grad von S” ist gleich 4 1.

‘Was die tibrigen Grundsimplexe angeht, so lassert sie sich in solche
Teilsimplexe zerlegen, sodaB innerhalb jedes einzelnen bei stereographischer
Projektion die Variation der Vektorrichtung eine beliebig klein gewihlte
GroBe nicht iibersteigh. Jedes dieser Teilsimplexe besitzt also den Grad
Null, und dasselbe gilt fiir die sich ans ihnen zusammensetzenden Grund-
simplexe.

Die Summe der Grade aller Grundsimplexe ist mithin gleich —p+p'+1,
was fiir gerades n gleich zwei, fir ungerades # gleich Null sein mu8.
Hierans folgern wir, daf p—p/, d. bh. der Grad der Transformationen » und
¢, fir gerades » gleich — 1, fiir ungerades # gleich 4 1 ist, womit wir za
folgendem Ergebnis gela.ngt sind:

Satz 3. Fine eindeutige und stetige .’Z‘mnsformatwn einer w-dimensio-
nalen Kugel in sich, welche keinen Fixpunki aufweist, besitet fiir gerades n
den Grad — 1, fir ungerades n den Grad + 1.

Von diesem Satze formulieren wir folgende besonderen Fille:

Folgerung 1. Wenn bei einer eindeutigen und stetigen Transformation
emer n-dimensionalen Kugel in sich die Bildmenge wicht in der ganzen Kugel
iberall dicht liegt, so existiert sicher ein Fixpunkt.

Folgerung 2. Jede eineindeutige und stetige Tramsformation einer
Kugel gerader Dimensionenzahl in sich, welche sich stetig in die Identitit
wberfithren lipt, besilzt sicher einen Fixpunlit.*)

Folgerung 3. Jede eineindeutige und stetige Transformation einer
Kugel ungerader Dimensionenzohl in sich, welche sich stetig in eine Spiege~
lung tberfiihren lift, besitzt sicher eimen Fizpunki.

* Von diesem Satze habe ich frither den speziellen Fall bewiesen, daB jede
eineindentige und stelige Transformation der zweidimensionalen Kugel in sich, welche
den Umlaufssine nicht Andert, sicher einen Fixpunkt aufweist. Vgl. Amsterd. Ber,
boll. Ausg. XVII 2, 8. 750, XIX 1, 8. 48; engl. Ausg. XI 2, 8. 797, XIIl 1, S. 184
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DaB Transformationen — 1% Grades fiir gerades », und Transfor-
mationen + 1“® Grades fiir ungerades » wichi notwendig einen Fixpunkt
aufweisen, erhellt am einfachsten aus der Betrachtung der Rotationen und
Spiegelungen eines Kuklidischen K ,, um einen festen Punkt.

Wir betrachten nunmebr eine eindeutige und stetige Transformation T
eines n-dimensionalen Elementes F in sich. Wir bringen E in eine ein-
eindentige und stetige Beziehung zu einer Kugelhilfte H,, welche in einer
#-dimensionalen Kugel K von einer (»—1)-dimensionalen GroBkugel x
bestimmt wird. Dabei entspricht der eindeutigen und stetigen Transfor-
mation von E in sich eine eindeutige und stetige Transformation % von H,
in sich. Erweitern wir nun die Transformation % in solcher Weise auf
die andere Hilfte H, von K, daB je zwei Punkte von K, welche die
Spiegelbilder voneinander in Bezug auf x» sind, fir W in denselben Punkt
von H, fransformiert werden, so liegt eine solche eindeutige und stetige
Transformation von K in sich vor, bei welcher die Bildmenge nicht iiberall
dicht in K ist, fiir welche also sicher ein, notwendig in H, liegender,
Fixpunkt existiert. Diesem Fixpunkte muB aber ein Fixpunkt der Trans-
formation € von F in sich entsprechen, sodaf wir bewiesen haben: |

Satz 4: FEine eindeutige und stetige Transformation eines n-dimensio-
nalen Elementes in sich besitat sicher einen Fizpunkt.

Amsterdam, Juh 1910,




