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Einleitung. 

1. Das Hauptresultat der klassischen Untersuchungen yon H. A. Schwarz*) 
fiber konforme Abbildungen gipfelt in dem Satze, dab jedes einfach zu- 
sammenh~ngend% sehliehte, aus einer endlichen Anzahl yon ana~ytischen 
Kurvenstficken, die sich unter yon Null versehiedenem Winkel schneiden, 
beraudete Gebiet, einschlie~lich des t~andes eineindeutig und stetig auf 
einen Kreis derar~ abgebildet werden kann~ dab diese Abbildung ffir innere 
Punkte winkeltveu sei. 

Um eine dera~ige Abbfldung eindeutig festzulegen, kaun man sioh 
u.  A. zwei entsprechende, orientier~e Linienelemente des lnneren geben, 
d. h. zwei P u n ~ e  und zwei dutch diese Punkte gehende Richtungen, die 
durch die Abbildung in einander ~ibergehen soUen. 

Nun kann man, wie es Poincar6 zuerst ge~an hat**)~ beweisez 9 da6 

*) Ges~mmelte Abhandlungen !I passim; siehe auch Picsrd, Traitg d'Analyse 
(2 ~ 6dition, Paris, Gauthier-Villars i905) II, Kap. 10. 

~*) Acta Math. 4, S. 231. I)er e i n f ~ e  Beweis, den wit imw 5 dieser Arheit 
f't~ diesen Sai~ geben, ist im wesentliehen derselbe wie bei Polnear6. ELuen ~a~deren 
Beweis, der auf das Problem f~ mehrfaeh zusammenh~agende Fl~ehen erweiterungs- 
~f~hig ist, hat vor kurzem Koebe gegeben: Uber d/e /Y~fo~cz~e~ng bel/eb~ger a ~ -  
]y~i~her K~rven, 2. Tez2 (J. f. Match. 1~9, S. 249--292), S. 262. 
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die konforme Abbil&mg yon zwoi zusammenhgngenden Gebieten aufeinander~ 
bei welcher ein P~ar yon entsprechenden Linienelementen im Inneren 
dieser Gebiete gegeben is~, aueh dann einde~ig bes~immt ist, wenn man 
fiber die Beziehungen der R~nder aufeinancler~ oder sogar fiber die Existeng 
einer derartigen Beziehung, gar keine Voraussetzung macht. Das zuerst 
erwghnte Problem der konformen Abbildung~ bei welehem man die Stetig- 
kei~ der Abbildung auch auf den Rand erstreckt~ kann demnaeh angesehen 
werden als spezieller Fall eines anderen erwei~erten Problems, we die 
stetige und konforme Abb/ldung nur fiir die infwr~ Punkte der beiden 
aufeinander abzubildenden Gebiete verlangt wird. 

Diese beiden Probleme s i n d -  info]ge des Poinear6schen Uni~ts- 
satzes - -  in allen FgUen ~quivalent~ we das ersfe yon ihnen eine L~sung 
zulgt~t; da man abet sehr leieht Beispiele konsfa~ieren kann, bei welchen 
letzteres nieht zutriff6, so sieht man, dal~ das ,~Problem ffir/nnere Punkte '~ 
tatsgohlioh allgemeiner ist~ als das andere. 

Die ganze neuere, grol~artige Entwicklung des Problems der konformen 
Abbildtmg*) fu~t auf der Tatsaehe, da]~ die Abbildung zweier Gebiet~ 
aufeinander sehon vollkommen bestimmt ist, wenn man S~tigkeit und 
Konformi~t ffir das lnr~ere dieser Gebiete pos~ulier~ (and nattirlich auch 
zwei entsprechende Linienelemente vor~hreib~); d/e ste~/ge Abb//dung der 
l~iinder aufeinand~ darf ~nan dagegen a l~riori nicht verlangen, sie ist eine 
Eigenscha~ die in jedem speziellen Falle en~weder vorhanden ist, oder nich~. 

Dieser Sachlage gemgB, beschfiftige ich reich in der vorliegenden 
Arbeil ausschliel~lieh mit der Abbildung des Inneren yon einfach zusam- 
menhiingenden Gebieten auf das Innere eines Kreises**). Uberhaup~ 
werde ieh st~ts mit dem Inneren der in Betracht kommenden Gebiete und 
hie mit ihren Randpun~en operieren. - 

2. Ffir die Probleme der konformen Abbildung ~berhaupt scheint nuR 
folgende Frage, die wir in dieser Arbeit voUstgndig beantworten, yon Be* 
deutung zu sein: ~Es seien ~ ,  G~, . . .  eine .Fore ~ ~ne~lich ~ Ge- 
biete~, die e i~r  u-Ebene angelg~ren, alle den Pu~kt u-~ 0 im I~r~re~, 

*) Vgl. z. B. das Vexzeichnis alex Axbeiten yon Po;.nc~a-~. Osgood, Hilbert~ 
Koebe usw.~ das in Koebes ,Uniformisierung beliobiger auaJytischer Kurven" (J. f. 
Math. 138. S. 195) zusammengeste~lt ist. 

**) Die Exlstenz der konformen Abbfldung fftr da~ Innore des a J l g e m ~  
schllchf~n einfach g~us~-nm~nde~a Gebiof~, dossen Rand m i n ~  zwei von- 
~ e r  vez~ehiedene" P~irbe e~th~t, lm~ Osgood bewiesen [On the exiatence of 
Gvee~ F-unction ~far the most general simply connoted plaueregiom T~ms. Am. 

Soc. I (1900) S. a~0--31~]. 
~" ~ wese~tlioh vezeinfae~ten Bewois hat Koebe vet klL~zem gegeben [J. f~ Mirth. 

130. S. ~OO--Ot]. 
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I~ u~d (urn nut de~ einfachsten Fall zu erwtihnan) stimaich im Inn,  ran 
des Kreises lu[ < M liegen. .Es sei f~(z) die analytische F~ktion,  wele.~e 
alas Gebiet G, auf den Einheitskreis lzl < 1 derart kenform abb~Tat.et, daft 
die PunMe z = 0 uruf u = 0 und in diesen die 2oositiven l~chtungen tier 
redIen Achsen einander entsprechen. Wdehe notwendigen und h i n r ~ d a n  
Bedingungen miissen die Gebiae G~ erfiillen, damit die Fun~ionen f.(~) 
bei wachsendem n gegen eine Grenzfunktion konvergieren, und welches sind 
die _Eigenschaften dleser GrenzfunTaion ? 

Diesen Un~ersuchimgen stellen wit oin Kapi~l voran, in welehem 
wit gewisse zum Toil schon Fmgs~ bekannte Ungleiehhoiten entwiekeln, 
die spgter gebraueht werden. 

Die meisten Autoren benutzen zu iihnliehen Zwecken den Hamaek- 
sehen Satz; ein rein fun~ionentkeorefisehes ikluivalentes Hilfsmittel~ das 
den Vorzug besi~t sehr elementarer Natur zu sein, finder sich bei 
Sehwarz*) und gefiiigt unseren Zweeken vollkommen. Wir werden nieht 
einmal yon der Ver-Algemeinerung dieses Satzes Gebraneh maehen, die 
Hen- E. LindelSf gegeben hat**). 

3. Unsere Result~te sind mancher Anwendungen f~hig, yon denen 
wit in der zweiten H~flfte diesor Arboit einige nRher untersuchen. So 
wird sich z. B. zoigen, dal~ man das I~nere oiner betiebigen Jordansehen 
Kurve auf das Innere eines Kreises konform abbilden kann, ~ndem man 
yon der Abbfldung yon Polygonen ausgeht, welche die Kurve yon auflea 
her approximieren, und dann zur Grenze iibergeht. Wir werden uns auch 
mit der S~etigkeit der Abbildungsfunktionen eines vet~anderlichen Gebietes 
besehi~ftigen. 

Die bei weitem int, ressanteste Anwendung, die wit yon unserem Satzo 
gemaeh~ haben, besteht abet in einer neuen Methode, um die Existenz 
der konformen Abbildung eines allgemeiuen Gebietes zu beweisen. Alle 
mis bisher bekannten Beweisanordnnngen fiir den allgemeinen Sa~ be- 
nutzen den Umweg fiber die L~isung des Raudwert~roblems ftir die Glei- 
chung Au = 0. Wit werden dagegen rein fnnlririonentlleoreLSsch vorgehen 
und mi~ verh'dl~nism~Big einfachen Mitteln, nicht nut die ~dglivh~eit der 
konformen Abbildung eines Gebiete.s beweisen, sondern die Abbildnngs- 

*) Zux Theorie dez Abbildung [P~grAmm der eidgenSssischen polytechnis~ 
Schule in Zfixich f~x das Schuljahr 1869--7~ Get--melts Abhandhmgen H, S. 1QS--S~S] 
Gesammelte Abhandlungen H, S. 109. 

~*) M6moixe sex eert~ines indgalitds darts la thdorie des fouctions monog~mes e~ 
sur quelques propridtds nouvelles de ces fonc~ions d~s le voisinage dun point singuliac 
esseutiel (Acta Soc. So. Fennie~ae ~ ,  Nr. 7, S. 1 - - ~ )  S. I. 



1 I0 O. C~o,oRY. 

fank~on setbst dutch ein reh~rrenfes Verfahren gewinnen, das bei jedem 
S c h ~ e  nut die AuflSsung yon GMchungen ers~en oder zweiten Grades 
verlan~. 

Kapitel I. 

Das Sehwarzsche Lemma. 

4. S atz I. .Es sei f(~) eine analytische Funl#,ion der ~m!~@xe~ Ver- 
//nder//chen z, d/e f/& [z[ ~ 1 regultir sein m~qe. Es sei ferner in diesem 
~ereiche 
(1) if(z) ~ 1 
und f(O) = O. 

Dann gilt fiir jedes z, das der Bedingung 0 < ]z} ~ 1 geniigt, die 
Beziehung 
(~) if(z)l < [el, 

wean nicht f(~) gleich einer linearen Funktion #az ist, wo dann immer 
If(~)i = Izl /st. 

]?fir diesen Satz yon Schwarz*) gebea wit den einfachsten uns be- 
kannten Beweis: 

Nach den Voraussetzungen is~ die Funktion r = f(z__Q) flit iz! ~ 1 
Z 

regul~ir. Es sei 0 eine positive Zakl, die kleiner als 1 ist; das Maximum 
des absotuten Betrages yon cp(z) innerhalb des Kreises Izl <7 Q wird auf 
der Peripherie Izl = O dieses Kreises erreicht. Auf dieser Peripherie ist aber 

t *eres weft If(z)I * ise. t ieraus folge, dab fnr Iz[ =< o 

if(")l =< 

sein mul~; mad da diese Ungleichhei~ flit jedes q < 1 gilt, folgt schlieBlich, 
d ~  far jedes }~l < 1 (Oteieh.hei~ ausgeschlossen) 

(3) ll(z)] =< 
sein muB. Ist ~(z) nicht konstant, so kann ffir keinen inneron Punkt des 
Einheitskreises lf(z)i = lzt sein, weft es sonst daun aueh innere Punkte 
dieser Kreisflgche geben wiirde fiir welehe tf(z)I > lzl sein mfiBte, was 
tier B e d ~  (3) widersprieht. Ist ~ e r  tqo(z)] = 1 far jedes t~I < 1, 
so muB die FunkGon f(z) yon der Form dez  sein. Unser Bats ist in 
seine~ ganzen Umfange bewiese~ 

*) In de~ oben zitie~en hbha~dlv_ng [Ges. Abh. II, S. 109]. 
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5. Mit Hilfe des Satzes yon Schwarz kSnnen wit jetzt solar leich~ das 
in der Einleigung erwihn~e Resulfa~ yon Poincar6 beweisen, das besa~, 
dab die konforme Abbildung des Innere~ eines einfach zusammontg4ngenden 
Oebiet~s G auf das Innere des Einheitskreises nut  auf eine einzige Weise 
mSglich is~, wenu zwei gegebene Linienelemen~e ineinander iibergehen soften, 

Ohne Besehffankung der Allgemeinhei~ k6nnen wir annehmen, dab G 
den Anfangspunkt der Koordinaten im Inneron enthKlt und dab bei der 
Abbildung die Anfangspunkte der Koordinaten und in diesen die l~ositiven 
Rich~ungen tier reellen Achsen einander entsprechen soften. 

Es seien unter diesen UmsfSmden 

(4) u = 

zwei Funk~ionen, durch welche das ]nnere yon G a u f  die Kreise [~I< 1 
and I~] < 1 ]conform abgebildet is~. Zugleich werden die beiden Kreis- 
flichen t z t < l  und ~t~I < 1 konform aufeinander abgebildet und zwar 
derar~, dab ihre Mit~elpunkte und in diesen die positiven Rich~ungen der 
reellen Achsen einander entsprechen. 

Die Abbildungsfunktion ~ = ~(z) und ihre Umkehrung z = z(~) ge- 
niigen beide den Voraussetzungen des Sa~zes I; also is~ nach diesem Satze 

sowohl z <: 1 als auah i-- < 1 fiir zwei entsprechende Punkf~ Hieraus 
d folg~ nach dem zweiten Teile des Salves, dab ~ :  daz ist, un~ da ,-,(~)~=o 

reell and posit ivist ,  haben wit schlieSlich ~ = z. 
Die beiden Funktionen Fi(z )und  F~(z) sind m. a W. idengsch. 

6. Den Satz I wollen wir jetzt dadurch verallgemeinern, dal~ wit die 
Vorausse~zung f ( 0 ) :  0 fallen lassen. Es sei also i~ir Izl < 1 die Fnnlr- 
fion y = f(z) regu]iir und lf(z)i < 1; im lqullpunk~ z -~ 0 babe man jet~g 
f(0) = a o. 

Durch die lineare gebroehene Substitution 

(5) 
a o 

i aol f(~) laoi 

bilde man den Einheitskreis lY] < 1 auf sich selbs~ derar~ ab, dal~ der Panl~ % 
in den Mittelptmkt diesels Kreises fibergeht. Wir k5mien aaf die Fankfion 
~(z) in welche f(z) dutch diese Subsfitui~on transformier~ wird, den Satz I 
anwenden and danaah scMieBen, da~ fiir aUe WorSe yon lz~ ~< ~ < 1, der 
Pnnl4 u ~- ep(~) innerhalb eines Kreises k der u-Ebene liegen mu~, dessen 
Mittelpankt mit dem Anfaugspunktm der Koordina~en zusammen{Ell~ und 
de, sen Radius gleich ~ is4. Die Funktion f(z) selbs~ mug also auch in 
einem Kreiso x der y-Ebeno hegen, n~mlich demjenigen, ~der dutch die 
Subsf~!m~ion (5) in ~ ~bergehk 
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sei 0 der Radius des kleinsten Kreises in der y-Ebene, dessen 
Mittelpunk~ im Anfangspunkte der Koordinaten lieg~ und der ~ entlElt; 
die GrSBe #, die iibrigens yon ~ abh~ngt, hat die Eigenschaft, (bib fiir 
]~[ ~_~ ~ die Ungleichheit if(z)[ ~_~ Q stattfinden wird. 

Um Q numerisch zu bestimmen~ nehmen wh" zuerst an, daft .a o ree/~ 
trod i~ / t i v  ist. Dann geht (5) fiber in 

ao - - y  
U a o y - - l '  

w O l ~ l l S  

ao -4- u 
9 = ao ,t +-~ 

folgr Da dutch diese Substitution die Aehse des Reellen in sieh selbst 
t~an__sformier~ wird, geht der Kreis i~[-~ ~ in einen Kreis fiber, der diese 
Achse or~hogonal schneider; die beiden SehnitCpunk~e dieses letz~en Kreises 
nait aer reellen Aehse haben die Werte 

rind die gr~gere der beiden Zahlen [Yl[ and IY~] wird den gesue.ht~n 
Weft ~ geben. 

Nun sind (da sowohl % < 1 ~Is aueh C < 1 sein mfissen) 

ao (1 -- ~) y~ -t-y~ 1- -a~  > 0  

,and 

es ist also 
ao+~ 

e = ly, l = y~ = : + ao----~" 

Is~ a o nich~ reell uud positiv, so braueht man nm" die gauze Figur 
van einen gewissen Winkel zu drehen um die Bestimmung yon 0 auf den 
erledigten Fall zurfickzuffihren. Dabei geht a o in laol fiber, und man 
erh~lt schlieBlich 

iao[+~ 
Q = l+iaoi~"  

7. Es sea jetzt F(x)  eine Funktion, die fftr i x - - x o l  < r regulRr ist, 

~nd deren absoluter Beh~g in diesem Bereiche den Wer~ M hie/it fiber- 
steigt~ setzt  man  x ~- % A- rz ,  so wird die Fnnl~tion 

F(=o + rz) 
f ( z ) =  M 

s fz] < t regnlKr sein mad einen absoluten Beta~g besi~zen~ der FAns nlcht 
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iibersteigk Nach vorhergehendem haben wit abet, wean ~ efiae reellr 
positive Zahl bedeutet, die kleiner als Eins ist, f~r 

Xol _-< 
die Ungleichhei~ 

Bemerkt man je~z~ dab die rechte Sei~e yon (6) monot~n w~chs~, 
wenn IF(xo)l yon Null his M zunimmt, so sieht man, da$ man in (6) 
~F(Xo) [ durch jede grSBere Zah] M o ersef~en kann, die M nicht tibersbeig~ 
mad erh~l~ schlie$1ich folgenden Satz: " 

Sa tz  II. Es sei die analytische Funktion F(x) im Kreise [x--xot < r  
reguliir und daselbst ihr absoluter Betrag IF(x)] < M; es seie~ ~ u~d M e 
~wei bdiebige positive Konstanten, die den Bedingungen 0 < @ < 1 und 

Dann ist f ~  jeden Weft vo~ x, der im Kreise tx--xol ~ @r liegt 

(7) IF( )t = 

Dieser Satz kann in gewisser Hinsicht als eine Verallgemeinerung 
yon I angesehen werden; er geht n~mlich in I iiber~ wenn man x o =  0, 
r = I ,  M =  1 und M o = 0 setzen kann. 

Andererseits ist II ein spezielter Fall eines viel allgemeineren Sa~zes 
yon Schottky*)~ den Landau**) vor kurzem noeh erweitert hat. 

8. Wit  wollen jetzt den Satz I in einer anderen Richtuag vervoll- 
st~adigen: Es sei wieder fiir [z I < 1 die Funk%ion u = f(z) reg-lKr und 
If(z)[ < 1; ferner sei f ( 0 ) =  0. kul~erdem son abet bier die neue An- 
aahme gemach~ werden, d ~  die erste Ableitung f '(z) yon f(z) ffir ~----0 
yon Null verschieden sei 

Dana k.nn man die Gleichung u =  f(z) in der Umgebung yon z-~ 0 
~ae~h $ auflSsen und erh~lt ein Funk~ionselemen~ z-~ r das in der 
Umgebung yon u = 0 regulKr ist. Es sei r die gr~i$te positive Zahl 
zwischen Null und Eins (eingeschlossen), welche die Eigenschaft befits%, 
dab ~ r  u[  < Oo die Funk%ion ~(u) reguliir umd 19(u)] < 1 is~. 

Das Funk~onselemen~ ~(u) ist im Kreise i u] < qo die Umkehrung 
einer emdeut/gen Funktion und s t i l t  daher die &bbildnng eines schlich~en, 
sich nicht iiberdeekenden Gebietes T d e r  ~-Ebene auf den Kreis [u[ < ~o 

*) ~ber den Picardschen SMz und die Borelschen Ungleidaungen [Berl. Bet. 
190&, S. 1244--1262] S. 1255. 

**) Bohr u. Landau, tiber das Verhal~en von ~(s) und~(s) in dot ~q~he der 
Ger~ea s = I [G6t~ Na~hr. Math.-phys. Klasse, ~9~0, S. 303--3~]. 

Ma,t.hem~tieche Amm,le~ Y~XXII. 8 



d~r. Umgekelar~ en~spricht jeder Kreisttii~he tzt < 0 die ganz imlerhalt~. 
des Gebietes T verliiu~ ein sctfiiehtes sieh nicht iiberdeckendes Gebie~ 
in der u-Ebene. 

Um zu einem voUsts Resuttate zu getangen, schlieBen wit den 
trivialen Fall u----e~~ aus; die l~berlegungen des w 5 zeigen, dab dies 
tier einzige Fall ist, we @o = 1 sein kann. Naeh dem Satze ! ist danIr 
fiir tzl ~ {)o immer [u i ~ q0 (Gleichheit ausgeschlossen). 

Diese Kreisflgche liegr also einsehlieglieh ihrer Peripherie ganz inner- 
halb des Gebietes T und es gibt Kaceise izl =<_ O, we 0 > {)o ist, welehe 
dieselbe Eigensehaf~ besitzen. Es ~ei 01 die griiBte positive Zahl zwisehen 
Null und Eins (eingesehlossen) yon der Eigensehaft, dag der Kreisflgehv 
]Z] < 01 vermiige der Funktion u = f(z) ein sehliehtes sieh nirgends iiber- 
deckendes Gebiet der u-Ebene entspricht; nach vorhergehendem is~ 01 > 0a 
(Gleiehheit ausgeschlossen). 

Nehmen wit nun die positive Zahl ~, ldeiner als 01 aber sonst be- 
liebig an, so entspricht, wie der Satz I lehrt, der Kreisperipherie Izl = ~  
eine geschlossene Kurve C der u-Ebene, die ganz im Kreise lul < ~ liegt, 
und es entspricht zugleich der Kreisfliiehe 'Iz[ ___< ~ ein schlichtes, sich 
nirgends iiberdeckendes Gebiet ~, dessen Rand die Kurve C isL 

Wenden wit nun den Satz I, nachdem wit  u = qov gesetzt haben, 
aaf die Fnnktion qg(Oov ) an; so kommt F'm-Iv[ <7 1 oder, was dasselbe 

i,4<Oo 
i -~ i ' U .... i < 1 "  

Der Kreisfliiche lul s  en~spricht also verm/~ge der ~unktion 
z ~ ~(u) ein Gebiet der z-Ebene, das einsehlieBlich seines Randes inner- 
-halb' des Kreises iz[ ~-~ verl~uft; diese Kreisflgche tul __~00o ist also ira 
Gebieim ~ enthalten, und da dieses Gebiet sich nirgends fiberdeckt~ folg~ 
schtieBlich, dab die Kurve C im Kreisringe, der aus den Kreisen ]u I = ,g 
und lu~ = OOo gebildet is~, verli~uft. 

Wit  sehen also, dab Ffir jeden Wert yon z, weteher der Bedingung 

0 < l*I < e~ 
genfigr die Ungleichheif~n 

 'ot*l < If(z)l < I*l 
bestehen, and kSnnen folgenden Satz formulieren. 

Sa tz  IlL ~ se/die ana2ytische JFunktion u ~ f~(z) fib. [z[ <~ 1 regu/2/r 
**r~d dasdhs-t lf(z)l g 1; diese ~'unktion sei keine line.are .Funktion yon z7 

es sei ferner 
f(0) = 0,  if(0) q= O. 

~it Oo beaeivhnen wi t  die gr6~te positive Zahl zwischen 2full und Eins~ fiir 
, J  
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w e r e  das Funktio~sdemerd ~ ~ ~(u), das in der, Umgebung vo~ ~ = 0  
d~e Umkehr~g van f(z) darstelit, im Kre~se lu[ ~ ~o regultir u~d dem ab- 
sd/aten Bet~age ~w~& Zddner als ~ins ist. 

Mit 01 bezeiehnen wit die gr6flte positive Zahl zwischen 2gul~ und Jgins 
(eingesctdossen) yon der .Eigenschaft, daft der Kreisfltiche I z] ~ Oi vermNje 
der FunCtion u = f ( z )  ein sehliehtes, sieh ni,zgends iiberd~kendes Gebiet der 
u-Ebene entsioricht. 

Dann @t i~ner  01 ~ Oo (Glew~eit a/usge~ddossen) , und ferner i~t f'g/r 

0 < }z] < 01 

(8) eo;*t < If(~)l & i*i. 
9. Man kann durch eine Reihe yon geeJgne~en elementaren Trans- 

forma~ionen und nochmalige Anwendung des Satzes I unseren letzten 
Sa~z III  durch einen anderen wesenflieh schhrferen ersetzen. 

Wit  ffiliren zu diesem Zwecke eine Funktion ~(z) ein, die f/it t~1 < i 
regulir sein mad den Bedingungen 

(9) 0 < l~(z)l < i 

genfigen soil, wo 0 eine positive 8r58e zwischen Null uad Ein~ bedeubt; 

a~erdem soll ~(0) tell und posi~iv sein. [Der P..~t ~(~) lie~ wegen (9) 
im Inneren der unendlichbl~ttrigen Riemannschen Fl~ehe, die das Ringgebiet 

, < i ~ l < i  
ausf/illt; diese Fl~iche, die einfach zusamme~h~.ngend ist, wird im folgen- 
den auf den Einheitskreis abgebildet.] 

Es sei 
(10) %@) = l~(z)  

und derjenige Zwcig des Logarithmus gewiitfi~, f i r  welchen ~(0) reell ist. 
Dann is~ wegen (9) 

(il)  
Zweitens sei 

ze < 'ax(~) < o. 

ins (ii) folg~ s~aan, aa~ f~r b; < i 

(i~) .~ v(~) > o 

ist; ferner is~ I~(0)] = I also ~(0) = e a ~  wo (wegen (13)) 0 < ~ < ~  is~. 
Endlich sei I 

9(z) -- e- a~ 

weg~n (13) ist ff~ ]~i < 1 auch tz(~)l < 1 und aul~rdem ist z(0)----0 
8* 
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Nach dem Satze I ist also Ftir jedes positive r < 1 und fiir i zi < 6 
auch I~(~)[ < ~. Aus (14) folgt nun 

Dora Kreise l~] = q en~sprich~ verm6go (15) ein Kreis in der t0-Ebene, 
tier die Oerade, welche die Punl~e e * i u n d  e - * i  dieser Ebene verbindeg, 
or~hogonal schneidek Diese Gerade entspricht n~4mlich in der Transfor- 
mation (15) reellen Werten yon ~; wi t  bekommen also die zwei End- 
p u n k ~  eines Durehmessers des" betrachteten Kreises, wenn wir_ in (15) 

= ~ ~ setzeu und finden ferner ffir den Mittelpunkt m u n d  den Radius r 
unseres Kreises die Werte 

e "~ ~ - -  e - ~  s 2~ sin @ 

Hierau~ en~nehmen wit ,  d ~  die den Werten 'z; < 6 entspreehenden 
Werte yon ~(z) ganz innerhalb eines Kreisringes liegen, der aus zwei 
Halbkreisen besteht, deren Mittelpunl~e in ~ = 0 liegen, und welche die 

Radien t m I + r u n d  [m I -- r besitzen. 
L ~ t  man @ zwisehen Null und ~ variieren, so wird sowohl das 

MaYimum yon 
(1 ~ 2~2 cos s o , +  6~)~i + ~a sin 0 

}m] + r = i - . ,  

als auch alas Minimum yon 
1 

(1 - -  2a~ COS 2 0  -~- ~,~'Z ~ 2 a  s in@ 
[ m  i - - r =  l _ _ 6 s  

= erreich~ und man erh~It schlie$1ich f ~  lzl < a far # =  F 

Aus (12) folgt sodann 

, - ~  ( ~)) t+. 06) ~i--+-~+~<~ -~i--_ <~_---~. 
Setzt man nun ~p(z) = ~e~/, wo ~ und ~ reeUe GrSgen bedeuten, die yon z 
abh~agon, so liefert (10) die Gleichung Z(z) ---- t~L + i,~, und (16) 

1 ~ 1 l ~ a  

Diese le~zte Bedin~mmg be, sag, t ,  wenn wir a = O ms&on und die Be~ 
zeidmung 

1 I~ 
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einflihren, dab far alle Izt ~ 
( is)  1~1 < ~o 
sein muB. Da ferner naeh (9) 2, zwischen Q und 1 iiegen muB und 
dasselbe yon ~p(0) gil~ bestehen die Ungleichheiten 

~ o  q' i ~ ( o ) -  z e o ~ i  < ( 1 - ~ )  + T ,  
lZ sin ,~i ~/~o, 

die wit zur Abseh~,tzung der aleiehungen 

1 -- ~(z) = 1 -- it cos ~ --  ilt sin #, 

ep(O) -- cp(s) = tp(O) -- it cos ~ -- iit sin ,~ 

benu~zen. Setzen wir dazu 

( 1 9 )  : + 

so erhalt~n wir ffir i~I < 

1~(~ ) -1  <~(~) ,  
(~o) I~(~) - �9 (o)] < ~(Q). 

Eine elementsro Absch~zung zeigt ferner, da~ far jeden der in Betraeht 
kommenden Wertm yon Q 

(e) < 1,4 V f -  
ist~ woraus folgt, dal~ Lim e(Q)~ 0 ist, eine Beziehung, die ma~ auch 

direkt aus den Forme]n (17) und (19) h~tte entnehmen kSnnen. 
Im aUgemeinen liefert aber die letzte Formel eine viel zu hohe Zahl; 

so ist z. B. far r die GrSBe e (O)~  0,0010025, wEhrend 

1 , 4 V ~ - ,  > o ,o ~  
wird. 

Die Ungleichheiten (20) sind in dem Falle~ den wit bis jetz~ voraus- 
gesetzt haben, da{~ r (0) reetl und positiv ist~ identisch mit den folgenden: 

(21) ~ ( ~ ) -  ~(~ ~-~-(~ t < ~(q)' I~(~) - ~(o)1 < ~(q). 

In ihrer le~z~en Form 421) behalten sie aber ihre Giiltigkei~, auch wenn 
~(0) komplex oder negativ ist, da man dutch eine Drehung der ~-Ebene 
- - w o b e i  die Ungleichungen (21) invaxian~ b l e i b e n -  den ~,llgemeinen 
Fall anf den zuerst behandelten zurtickfahren kann. 

Nun kehren wit zu der Funk~on f(z) unseres Satzes HI zurfick; n a ~  
diesem Satze ist ~ r  I zl ~ ~ 
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Se~zen wit z~-o~ ~ und ~(~) f(e~) f(z) wobei ~(0)~- f ' (0 )wi rd ,  

so f o ~  aus (21) 

, ~  jf'(o)l < ~(('o), i 

fftr I~] < Qo oder, was dasselbe ist, ftir ]z[ < P~Po. 
Wit  k~naen demn~eh folgenden Satz ausspre~hen: 
Sa tz  IV. Es se~ die am~jtische Funktion f(z) far Izl < 1 regular 

u ~  ~ s t  if(z)! < 1; a u f ~  sei f(O) = 0 und f (O) + O. 
Mit ~o und Pl bezeichnen wit, die im Satze HI definier~ Griiflen 

mi~ e(e) die. dutch die. Glai~u~en (17) u ~  (19) defmierte Funktien. 
1)ann ist f~r !z I < ~o01 

If(z) -- f(O) z[ < Qoql '~(qo) < 1,4OOOl V1 --po 
und 

f(z) f" (o) i , If'(o) z < qo01 ~(qo) < 1,40oql V1 -- ~o �9 

Der Sa~ IV kann als eine oft brauchbare VervollstKndigung des im 
w 5 bewiesenen Eindeutigkeitstheorems angesehen werden; er zeigt n~m- 
lich, dab innerhalb eines jeden festen Kreises !zl < a  < 1 die Funktion 
f(z) beliebig wenig yon einer linearen l~nl~tion abweicht, wenn nur die 
Zahl r hinreichend nahe an Eins lie~. Oder man kann auch sagen, dab 
das Maximum des absoluten Betrages des Restes 

f'(o) - , +  ~'~~ 3 z~ + . . .  
1 . 2  ~ 

tier MacLaurinschen Reihe yon f@), innerhalb des Kreises I~] < a nut 
yon ~o abh~ngt, sobald ~o > ~ ist. 

Interessant ist ferner die Bemerkung, daft bei gegebenem ~o die 
Gr611e der Approximation yon der Gestalt oder Analy6.zi~t des Randes 
des Gebietes oder allgemeiner der Riemannsohen Fl~ohe, die f(z) ffir 
[zl < 1 durchl~ufL v~llig unabh~ngig is~. 

Kapitel II. 

Der Kern einer Gebietsfolge. 

10. Als offenes Gebiet G bezeichnet man bekanntlich jede Punkt- 
menge (einer El~ne der komplexen Ver'~nderlichen u), die folgende Eigen- 
schaiten besit~: 

a)  Um jeden p~nlrt yon G als Mittelpunkt kann eine Kreisfl~che be- 
schrieben werden, die aus Iauter Punkten yon G besteht. 

b) Zwei Punkte a mad b yon G kSnnen stets durch einen Polygon- 
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zug verbunden werden~ der eine endliche Anzahl yon Eeken besitzt und 
aus lauter Punkten yon G besteht. ~ 

Unt~r Umst~nden wollen wir aueh den unendlich fernen Pun~i der 
Ebene u als l~ln~t yon G zulassen. Damit verstehen wir, daft das Ge- 
bier G1, das aus G dutch die Transformation dutch reziproke Radien 

U l ~ u l  en~steht, den Punkt u~ = 0 enthalten soil. 

Man nennt Begrenzung oder Rand des Gebietes G die Gesamtheit 7 
derjenigen tt~iufungspunkte yon G, die selber nicht zu G gehiiren. Ffigt 
man zu den Punkten yon G die .Punk~ yon 7 hlnzu~ so erhiilt man eine 
abgeschlossene Panktmenge, die wir stets mit G bezeichnen wollen~ und 
die man ein abgesehlossenes Gebiet nennt. 

Ein Gebiet G (~)der G) ist einfach zusammentdingend, wenn entweder 
alas Innere oder das AuSere eines jeden geschlossenen Polygons ohne 
Kreuzungspunkte, dessen Rand aus lauter Punkten yon G besteht, ganz 
in G liegt. 

11. Es seien G1, G s , . . . ,  G,~ . . .  unendlich viele einfach zusammen- 
hi~ngende, offene Gebiete der u-Ebene, die alle den Punkt u = O  enthalten; 
auBerdem wollen wit voraussetzen, um den einfachsten Fall vorweg zu 
behandeln, dal~ sue G~ innerhalb des Kreises ]u I < M liegen. 

Wir  nehmen an, dab man die konforme Abbildung s~imtlicher Ge- 
biete G. auf das Innere des Kreises !z ~ < 1 bewerkstelligen kann und 
dab f=(z) diejenige analytisehe Funktion yon z darsteUt, welche die Ab- 
bi[dung yon G, liefert, bei welcher die Punkte u -~  0 und z = 0 trod in 
diesen Punkten die positiven Richtungen der Achsen des Reellen einander 
entsprechen. 

Wi t  wollen untersuchen, ob man fiir die Gebiete G. notwendige und 
hinreichende Bedingungen ausfindig machen kann, damit Lira f~(z) f~r 
i z i < 1 existiere. ~ = | 

12. Die Funktionen 
(22) f~(z), f~(~), . - . ,  f , ( z ) ,  . . . 

sind ffir !z[ < 1 reguliir; ferner ist in diesem Kreise fiir jedes n 

I f.(,z)l < M. 
Ffir eine derartige Folge yon Funktionen hat Herr Montel folgende 

FAgensehaften bewiesen*): 

*) Sur les suit~s ~6~ies de fone~ions [Ann. Ec. Norm. (3) 24 (1907); S. 233---304]. 
Lemons sat les s~ries de polynomes ~ une variable complexe [Paris, Gauthier- 

Vill~rs 1910, S. f--128], S. 20~25. 
Vgl. such Oar~th6~lory mad Landau, Beitr:,tge zur Konvergenz yon Funkt~onen- 

folgen [BerL Ber. 1911, 16, S. 587~6IS]. 
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$ie gleichmtij~ig in jedem k2eineren Kreise u~d stdlt demnach ira IKreise 
I~l< 1 d ~  r ~ e  Y u ~  dar. 

b) Aus jeder Teilfolge yon (22) kann man eine neue Teilfolge ent- 
,~)~n, die f l i t  jedes ] ~ ! < 1 iamvergiert. 

In tier Terminologie yon Frdehet wiirde man m. a. W. sagen, dab die 
Folge (22) kompakt ist.*) 

13. Nelmaen wit zuerst an, dab der Lira f~(z) unserer Abbildungs- 

fnn~ionen f ~  I z: < 1 exis~iert und nieht konstant ist; damn ist nach 
vorhergehendem 

Lira f,~(z) -~ f(z)  

und f(~) siellt eine analytische regulKre Funktion dar, die nicht koa- 
stant ist. 

Die Funktionen der Reihe (22) haben - -  als Abbildungsfunktionen 
yon schllchten Gebieten - -  in jedem Punkte z o des Kreises i z i < 1 eine 
yon NuU versehiedene Ableitung; wit behaupten, dab dieselbe Eigensehaft 
der Funktion f(z) zukommt. 

Es sei n~m}_ieh, entgegen dieser Behauptmig f'(~o) = 0 mid 9 positiv 
und so klein gewiihl~, daft einerseits der Kreis zo+ 0d a i m  Imieren yon 

t z ! < l  liege [was z. B. sieher tier Fall ist, wenn 0 < l - - l Z o ]  ist] und 
' 2 
andererseits fiir 0 < tz -- zol ~ 9 die Funl~ion f '(z) # 0 sei. Dann wird, 
wenn z den Kreis z o + Od a b e i  variablem ~ einmal durchl~uft, der P u n ~  
u = f(z)  in der u-Ebene den Punkt f(zo) mehffach ~ sagen wit k-real 
(k_~2) ~ umkreisen. Wegen der Oleiehm~igkeit der Konvergenz, die 
als Folge der Eigenschaft a) des w 12 l~ngs dieses Kreises effol~, miiflte 
dies filr hinreichend grofle n aueh far den Punkt f~(~) der Fall sein. 
Le~zteres ist aber unmSglieh, da, wegen des Niehtversehwindens yon f,,'(~), 
der Pmikt f,,(z) jeden Punkt tier Ebene u hgchstens einmal umkreist. 

Zweitens wollen wit zeigen, dal~ die Grenzfunktion f (z)  fiir zwei 
versehiedene Werte yon z ebenfalls versehiedene Werte annimmt, d. h. 
daft aus ( z , - - 6 ) + 0  die Ungleiehheit f ( z ~ ) # f ( z , )  folg~. 

Da ngmlich f i r  jedes ]z] < 1 die Ableitung f ' ( z )  ~= 0 is~, so wird 
vermfge der Funktion u----f(z) fiir hinreiehend kleine O dem Kreise 
iz--z~l  ~ e  ein sehliehtes Gebiet U e in tier u-Ebene entspreehen, das 
sieh nirgends iiberdeek~ und den Pankt u~ ffi f(z~) in seinem Inneren ent- 
lff~lt. Man w~hle au~erdem @ so klein, da$ der Punkt z~ augerhatb ~es 

*) Yrgchet, Sur quelquee pointe an Ca~r Fonotiormel [Rend. Circ. Mat. Palermo 



K~fome Abbitd~. 12t 

Kreiges ~ z ~  ~11 ~ ~ f~Ut, und dieser Kreis ein~MieBlieh seines l~mde~ 
inuerhalb I z l ~ l  verl~uft. Den Abst~nd des Punktes u l~ f ( z~ )  yore 
Rande des Gebietes U e be~eiehne man m i t a .  

Die Reihe (22) konvergiert gleichm~gig im Kreise ] z -  zlt ~_~ r der 
Peripherio dieses Kreises einerseits und dem Mittelpunk~e andererseita 
ent~preehen demnaeh, vermSge der Abbildungsftmktion u~-f~(z) ,  eine 
Kurve und ein Puukt, die yon einem gewissen n = N an yore Rande des 

6 
Gehietes U e resp. yore Punkt~ u t ~ f(zl) um weniger als ~-.abweiehen~ 

der Kreisfl~ehe I z -  zlt ~ 0 entsprechen dann bei denselben Abbfldungen 
6 

Gebie~e de, r u-Ebene, die aUe den Kreis ] u -  uli ~< ~ in ihrem Innere~ 

enthaltem Fiir n ~ 2V wird demnach, da die Funktionen f~(z) fiir von- 
einander verschiedene Werte yon z v. e. verschiedene Werte annehmen, 

, 6 
die Ungleichheit t f , ( z~ ) -  uti > ~ gelten, woraus folgt, d ~  f ( z~)ze f (z , }  
ist, wie zu beweisen war. 

Aus diesen s~mfliehen l~berlegungen sehliet3en wir folgendes l{esult~. 
Wenn durd~ die l~unktiener~ 

(~2) f~(~), s  . .., f~(~), . . .  
eine Fore  van unendlich vielen Gebieten 

G ,  a ~ , . . . ,  a , , - . .  
(die a~f der u-Ebene aUe innerhalb eines und desselben .Kreises lieyen unxt 
den _Punkt u = 0 enthal~) auf  den Nreis t zi < 1 derart konform abgebildet 
werden, dat~ die Punkte u = O, z ~-0  ur~d in diesen Punkten die laositive~ 
]Rictdungen der Achsen des l~eeUen einander entspred, en; wean auflerdem 
fiir jedes ]z[ < I der Grenzweft 

Lira f . ( z )  = f (~)  

existiert~ so ist entweder f(z) identisch Null oder es liefert die Funktio~ 
u = f(~) f~r !z t < 1 die konforme Abbildua~g eines gewissen Gebie~ F der 
u - J ~ n e ,  das nirgends innere .Windungsgunlzte entl~ilt und sich n~gend$ 
iiberde&t. 

14. Es sei im Falle, wo f(z) nicht identiseh versehwinde~, H eiu 
abyesch/ossenez Crebiet der u-Ebeue, das einsehlieBlieh seines Randes ganz 
innerhalb F h e ~  und den Punkt u-~  0 in seinem lnneren enth~lk Dutch 
die konforme Abbitdung, welche die Funk~ion u = f(z) leis~et, wird dem 
Gebiete/~ ein gewisses abgesehlosseaes Gebie~ auf dem Kreise izt < 1 
entspreehen~ das bei positivem hinreiehend kleinem a ga~z ira Innev~ des 
Kreises lz[ ~ L- -  2a liegen wird. Dem grgl~ren Kreise [z I = 1 -- a coat- 
sprieht demnaeh vermSge der Funktion u = f(z) eine analytisehe Kurve C 
in dot u-Ebene, die dns Gebiet H umgibt. 
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Es sei 2e die En~femung zwischen C mad ~ .  Dem Kreise lz[ ~ 1 -- 6 
en~spreche vermSge der Funk"don u ~ f~(z) die analy~ische Kurve C,, in 
der u-Ebene; da die Funktionen f~(z)" auf diesem Kreise 9/e~chm#flig gegen 
f(z) konvergieren~ So wird yon einem gewissen n ~ N an der Absmnd 
2wischen den Kurven C, und C kleiner als e sein. 

Ffir diese Werte yon n ha~ das Gebiet H keinen gemeinsamen Punkt 
mit C~, und da der Punkt  u = 0 sowohl im Inneren yon H als aueh im 
.Iuneren yon C. liegt, so muB H ganz innerhalb C, and folglich ganz 
imaerhalb G~ liegen. 

Wi t  haben sehlieBlieh das Resultat, daft yon einem gewissen n a b  
H einschliefllich seiner Grenze gan~ im Inneren aller Gebiete G~ liegen muff. 

15. Wir  wollen je~zt beweisen, dal~ jedes Gebiet ['1, das sonst beliebig 
ist und nur die im leL-z~en Paragraphen bewiesene Eigenschai~ yon [- be- 
sitzt, im lnneren oder mindestens nicht augerhalb yon [" verliiuf~. 

Es sei also I" 1 ein Gebie~, das den Punkt  u ~ 0 in seinem Inneren 
enthiilt und yon dem wit  wissen, dab jedes abgesehlossene Gebiet H ,  das 
den Punkt u = 0 in seinem Inneren enthiilt und einschlieBlich seines Randes 
in I- 1 liegt, yon einem gewissen n an innerhalb s;Zmtlicher Gebie~e G, ver- 
~uft .  Es sei u o ein (innerer) Punkt yon ['1; zu beweisen ist, dab u o i m  
lnneren yon [- enthalten ist. 

Wi t  konsta'uieren ztmiiehst ein abgeschlossenes Gebiet H ,  das die 
t;hlnkte u = 0 und u ~ u o in seinem Inneren enfk~lt und in F 1 liegt, and 
verbinden diese beiden Punk~e dureh einen Polygonenzug~ der ganz in H 
liegt, und dessen Abstaaxd veto Raade yon H gleieh 26 sein mSge. 

Wir  konstruieren zweitens eine Kette yon Kreisen, deren Radien 
gleieh a seien und deren Mith~lpun~e auf diesem Polygone liegen. Der 
erste Kreis der Kette babe seinen Mittelpunkt in u = 0 und jeder der 
fibrigen auf  der Peripherie des vorhergehenden Kreises der Ke~te; der 
/ ~  K_reis der Kette enthalte den Punkt  u o. Es seien 

#1 = 0 ,  /*~, a s , - - - ,  ,% 

die Mitt~lpunkte dieser K_reise. 
Nun gibt es naeh Voraussetzung eine positive gauze Zahl N derart, 

dab ffir jedes n > N das Gebiet / t u n d  folglieh die Kreise 

(23) [ u --  .%i s 2 ~ ( j  ~- 0, 1, 2 , . -  -, k) 

alle im behreffenden G. enthalten sin& Die Umkehrung z----9~(u) der 
Abbildungsfanktion u = f~(z) ist also in jedem Kreise (23) reg~l:ir and 
ela }p~+x- -~ l=a ,  ] U o - - ~ k l ~ a  ist, so ist nach dem Satge H,  in 
welehem man 
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]%'(%) --< 
(j  = i ,  ( k -  1)). 

Durch sukzessive Anwendung dieser Ungleichheiten folgt, wenn man 
aueh hier bemerkt, dal~ man in den rechten Seiten yon (24) die GrSBen 
] ~  (.~j) I durch grSBere Zahlen ersetzen daft and dab auSerdem ~ ( ~ ) =  0 is~, 

SchlieBlich finder man 

Die Punkte 

8 3 k - i -  1 

3 k -  1 
�9 < < 1. 

befinden sich demn~eh aUe innerhalb eines festen Kreises, dessen Radius 
kleiner als Eins und yon n unabh~ingig ist; sie haben also mlndesteus 
einen fliiufungspnnlrt zo, der sieh in diesem Kreise 

befindet. Dieser Hiiufungspunk~. z o wlxd dutch die Funk~ioa U ~ f(z) auf 
einen Punkr %' des Gebietes F abgebildet; ieh behaupte, dab %' mit u o 
identisch ist. Im entgegengesetzten Falle kSnnte man die positive ZaM 
so klein wihlen, daft der Kreis lu--~uo" ] =~ 27 im Inneren des Gebiet~s [" 
tiige, wiihrend u o selbst auBerhalb dieses K_reises und in endliehem Ab- 
stande h desselben sich beF~ade. 

Dem Kreise ] u -  %'! <: ~ entsprieht in der kbbildung yon 1" auf 
iz] ~ 1 eine gewisse Umgebung yon Zo, die den Kreis ]Z--Zol ~ e  ent- 
halien miige. Da die Funktionen f~(z) in diesem Kreise gleichmiil~ig kon- 
vergieren, wird yon einem gewissen n ~ N 1 an fiir jeden Punk-L dieser 
Kreisfliiche ]f.(z) - -  %'] < 2V und folglich If.(z) --  %1 > h sein. Hierin 
ist abet  ein Widerspruch enthalten, da nach unserer Konstruk~ion beliebig 
groBe n und Punk~., die an z o beliebig nahe sind, exis~ieren, f'fir welehe 
f~(z) = %  ist. Also miissen die Punlrte u o' und u o zusammenfallen, und 
es ist jeder Punkt  yon l" 1 in g entJaalten. 

W i t  haben alles in Allem gezeigr daft das Gebiet [', das durvh die 
Grenzfun'ktion f(z) auf den F, inheitskreis abgebildet wird, dos grSflte Gebiet 
~st yon der ~Eigenschaft, daft jedes abgescMossene Gebiet H~ das in ~Tzrm ent- 
halten ist und selbst den Anfangspunkt der Xoordinaten u = 0 enthYlt, van 
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einem gewissen n an innerludb s~imt~ieher Gebie@ G~ der gegebenen Folgr 
rerlth~ft. 

Zugleich hat sich ergeben, dal~, wenn die Funktionen f~(z) gegen die 
Konstante Null konvergieren, kein einziger Kreis existiert, der den Pnnlr~ 
u = 0 umgibt und sich yon einem gewissen n an innerhalb aller G~ be- 
finde~ 

16. Die zuletzt gefundenen Eigensehaften yon r sind rein mengen- 
i~heorelischer Nalur. Jeder Folge yon unendlieh vielen einfach zusammen- 
hiingenden Gebieten 

G1, G~,..., G,,,..., 

die alle den Punkt u ~-0 enthalten und innerhalb des Kreises i u i ~  M 
verlaufen, k~innen wir ein Gebiet K zuordnen, das wit den Kern der Ge- 
bietsfolge nennen wollen und clas immer ex~s~ier~ ganz unabh~ngig davon~ 
ob die Folge der Abbildungsfunktionen f~(z) konver~ert oder nieht. 

D e f i n i t i o n  I. Der Kern K einer Getyletsfolge soil aus dem einzigen 
t)unkte u = 0 bestehe~ wenn es keinen Kreis gibt, der u ~ 0 zum Mitte~ 
punkte hat und vo~ ehaem gewissen n an innerhalb sgmt~icher G~ liegt. In  
jedem arMeren Falle sol] K das grSflte Gebiet yon der J~igenschafl sein, daft 
jedes abgeschlossene Gebiet H ,  da~ den Punk't u = 0 als inneren t)unkt ent- 
hiilt und samt seinem l~ande im Inneren yon K liegt, auch yon einem go. 
wissea n an innerhalb s~mtlicher G~ verlduft. 

Der Kern K ist dureh diese Definition eindetttig bestimmt. Man kann 
diese Tatsache beweisen~ indem man eine eifideutig bestimmte Konstruktions- 
regel angibt~ die ein Gebiet liefert, yon dem man beweisi~ dab es mit~ 
jedem Gebiete, das unserer Definition geniig~ identisch ist: 

Wenn der Kern nicht aus dem einen Punkte u ~ 0 besteht~ so gib~ 
es Kreise yore Mittelpunkte u ~ 0, die yon einem gewissen n an, inner- 
halb siimtlicher Gebiete G~ liegen. Der Radius dieser Kreise ist sicher 
kleiner als M und besitz~ eine obere Grenze ~)o. Es sei u I irgend ein 
Punkt des lnneren des Kreises [u I < 0o, es gibt dana sieher Kreise 
I n - - u l ] < :  O, die yon einem gewissen n an innerhalb siimtlieher G~ liegen; 
die P~dien dieser Kreise haben eine obere Grenze ~1 und es ist 01 ~ .%--luxl - 
Iudem man genau so foi~F~hrt~ wie bei der Konstruktion des Definitions- 
bereiches einer analytisehen Funktion, yon der ein Funktionselement be- 
l~an.t ist und dabei beriieksichtigt, dab die G. alle einfach zusammen- 
h~ngend sind, erh~It man ein Gebie$~ das mif~ dem Kerne K unserer Folge 
fibereinstimmen mn~ 2) 

17. Nachdem wit eingesehen haben, dab jede Folge w n  Gebieten 

*) Vgl. w 21 dieser Axbeit, der eine detaitlier~e Konstzuktionsregel enth~il~. 
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notwendig zu einem woblbestimmten Kerne ffihrt, kSnnen wir folgende 
Verelnbarung treffen: 

De f in i t i on  II. Wit  woolen sagen, daft eine "Gebivtsfolge 

(2~) V, ,  G ~ , . . . ,  ~ , . . . ,  

die aus unend~ich vielen Gebiete~ (mit densdben EAge~sct~ften wie friiher) 
be~eht, gegen ihren Kern K ko~vergiert, wenn jede beliebige Teil folge 

yon (25) denselben Kern~ wie die Hauptfb~e besitzt. 
Es ist khx, daft, wean der Limes der Abbfldungsftmkt~onen 

Lira f~(z) = f(z) 

fiir I z t < 1 existierr (tie Gebie~sfolge gegen ihren Kern koavergieren muB. 
Jede Teilfolge 

f~@), f,,(z), "" ; f , , (z) ,  " " 

konvergier~ n~mlich dann gegen dieselbe Funktion f(z), und diese ist ~aeh 
Friiberem niehts anderes als die Abbildungsfunktion fiir den Kern der 
Gebietsfolge (26). 

Wenn nun aber umgekehrt die Gebietsfolge (25) gegen ihren Kern K 
konvergiert, so behaupte ieh, dag die Grenzfunktion f(z)  existieren mug 
und die Abbfldungsfunktion yon X darstellt. 

Angenommen n~mlieh, es giibe ira Kreise tz i < 1 einen P - - ~  z = z0, 
fiir welehen Lira f,,(z) nieht existiert, so kann man aus der Folge f~(z), 
f s ( z ) , ' . ,  zwei Teiffolgen 

( 2 7 )  . . . ,  . . . 

und 

(28) f,, (~), f,~ (z). .  - .. f , ,  (z), � 9  

aussondern dera~, dal~ 

Lira ft, (zo) = a,  Lira f . ,  (zo) = fl 

und ~ + f l  ist. 
Ferner kSnnen wit naeh w 12 b) aus (27) eine Teilfolge aussondern, 

die gegen eine Funktion r und aus (28) eine andere Teilfolge, die 
gegen eine Funktion ~p(z) konvergier~. 

~brigens ist r a und #,(z0)= 1$, also 

(29) + 
Andererseits sind ~p(z) und ~p(z) die Abbild--~funktioaen eines und 

desselben Gebietes, n~mlieh des Kernes K,  gegen wdehen die Gebiets- 
folge (25) kon~ergiert. Nach dem Eindentigkeitsbeweise yon w 5 mfissen 



sio also. iden~isch sein, was mi~ (20) im Widerspruche s~eh~. Es mu~ 
also entgegen unserer Annahme Lira f~(~) fiir jedes !z l <  1 exis~ieren und 

wir haben den Satz: 
Sa~z u 1st i~ tier u-F, bene eine ~'olge yon einfach zusammenJ~ngende~ 

Gebieten G1, G2~.. .  gegeben, die alle den PuriSt u = 0 enthalten, im l~neren 
des JKreises lu! ~ M liegen und die man auf  den P_~inhei~skreis abbilden L~nn; 
bezeivhnet man f e rner  m i t  t'1 ( z )  , f~ ( ~) , . . . die analytischen Funktionen, welche 
diejenigen konformen Abb~TdUngea der Gebiete G~, G 2 , . . .  auf den Kreis 
I z] < 1 liefern, bei welchen die lzunkte u = 0 und z = 0 und in diesen die 
positiven Rivh2a~3e~ der Achsen des Beellen einander ents~reclwm; so is~ die 
notwendige u~ul hinreichend~ Bedingung dafiir, daft 

f~r jedes i zl < 1 existiere, die, daft die betrachtete Gebietsfolge gegen ihre~ 
Kern konvergiert. Die Funktion f ( z )  liefert die Abbildung yon K auf Izi < 1. 

18. Der Satz V kann naeh verschiedenen Richtungen hin erweiter~ 
werdea. 'Wi r  wollen zuers~ algebraische und logaritltmische Windungs- 
pnnlrte zulassea und stat~ der Gebiete GI, G~, . . . ,  G~, . . .  eine Folge yon 
Riemannschen Fli~chen 

. . . ,  . . .  

aul e der u-Ebene be~rachten; yon diesen wollen wit voraussetzen, dab sie 
s;4m~lich, einschlieBlich ihres Randes im Inneren eines Kreises i u i ~  M 
liegen und auf das ]_unere des Kreises I z] < 1 konform abgebildet werden 
kSnnen, also einfach zusammenh~ugend sin& Wir bezeichnen auch jetzt mit  

5 ( . ) , - - . ,  5 ( . ) ,  �9 �9 �9 

die (eindeu~igen) Funktionen von z, welche diese Abbfldung leis~en, und 
nehmen wieder an, dab Fdr jedes n 5 ( 0 ) =  0 und f~'(0) reell ist. Den 
Punk~, der in jedem / ~  dem Pun~kte z = 0 entsprechen soil, wollen wir 
mig u* = 0 bezeichnen, um ihn yon den anderen Punkten y o n / ~  zu un~er- 
scheiden, in denen mSglicherweise ebenfalls u = 0 ist. 

Au~erdem wollen wir sofor~ bemerken, dag diese Funk~ionen s~imt- 
lichen Eigenschaften des w 12 geniigen, da sie fiir ~z[ < 1 re~l~r  und 
gleichmii~ig besctn4nk~ sin& 

19. Unsere Un~ersuchung beginnen wir wieder mit dem Falle, wo 
- -  

Ffir ]z] < 1 exis~er~ ,and keine Konstan~e darstelR, wo also f(z) nicht 
durch~reg in diesem Kreise verschwindet; die Konvergenz is~; nach w 12 a) 
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in jedem kleineren Kreise gleiehm~igig, woraus man, nach einem bekannten 
Satze der Funktionentheorie folgert) da~ 

Lira f~'(z) = f '(z) 

jedes l zl < 1 existiert und dab die Konvergenz der f,,'(z) in jedem 
kleineren Kreise ebenfalls eine gleichm~l~ige ist. Hieraus entnehmen wlz 
ferner, dab sowohl f(z) als auch f~(z) f ~  Iz] < 1 regul~re aualytische 
Funkt~onen darstel!en. Augerdem folgt aus unseren Voraussetzungen, dab 
f'(z) nicht durchweg verschwinden kann; die Funktion u = f(z) vermittett 
demnach die konforme Abbildung einer gewissen Riemannsctlen Fl~iche P 
der u-Ebene auf den Einheitskreis [zl ~ 1. Da die nicht iiberall ver- 
schwindende regul~re Funktion f '(z) in jedem Kreise [z I ~_~# < 1 nur eine 
endliche Anzahl yon Nulls~ellen besit-zen kann, so hat sie im ganzeJl Be- 
reiche [ z i ~  1 hSchstens eine abz~htbare Menge dieser Punkte, denen die 
algebraischen Windungspunkte der Riemannschen Fl~he P en~prechen. 
Wit wotlen die Gesamtheit der iibrigen Punkte, also die Gesamtheit dero 
jenigen Punlrte you P, die keine Windungsl0unk~e sind, mit P' bezeichnen. 

Es sei u o ein beliebiger Punk~ yon P', der dutch die Funktion u = f(z) 
auf den Punkt z o abgebildet sein mSge. Da nach Voraussetzung f'(zo) + O 
ist, so ka.nn man den Radius ~ eines Kreises [z--zol ~_~Q, clessen Mittel- 
punlrt in z o lieg~ so klein w~ihlen, daft in diesem K_reise 

1 I �9 [f'(z)! ~ ~ I f  (Zo)l > 0 

sei, und dat~ ferner das diesem Kreise aug der Fl~iehe P' entsprechende 
Gebiet sich nich~ ~iberdecke. Dieses letz~e Gebiet enth~ilt den Punkt u o 
und folglich auch einea Kreis i u ~  u0! < 6 in seinem Inneren. Aus dear 
Gleichm~fligkeit der Konvergenz der Funktionen I'~" (z) im Kreise tz ~ Zo: ~ e 
folgt~ dat~ in diesem Kreise yon eiuem gewissen n an !ff(z)l ~'SBer als 

1 
eine feste positive Z~hl, z. B. gr~Ber als ~-! f  (zo) I sein muff. Indem man 

die Schlugweise des w 14 wiederholt, wird man auch bier folgern k~innen~ 
dab der Kreis I ~ -  u0[ < ~ ffir hinreichend groge n im Inneren s~mtlicher 
Riemannschen Fl~chen R~ liegen mull und keine Windungspunkte dieser 
Riema:unschen Fl~ichen enth~ilt. 

Es sei jetz~ ~ ein beliebiges einfaeh zusammenldingendes, abgeschtossenes 
Fl~ichenstiick~ das ganz im ]nneren der Flgche P' verl~ui~ Das Fl~chen- 
stfick ~ daft sich teilweise ~berdecken~ es folg~ abet aus der Abgeschlossen- 
heir yon S,  dab in jedem Pnntrte der u-Ebene nur eine endliche Anzabl 
yon Bl~ttera yon ;~ ~bereinander liegen. Um jeden Punkt u o des Ft~chen- ~ 
s~iiekes 8 gibt "es einen Krois ]u --uo[ ~ ~, der ffir hi,reichend groBe n 
ira, ]nn~eren yon s~mtlictmn ~ liegt; nach dem bekaunten Satze yon 
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Borel-Lebesgue wird man das gauze abgescldosse~e Gebiet S mit einer 
~nd~ichen Anzab] derartiger Kreise iiberdecken kSnnen. Hieraus folg~, da6 
das ganze Gebiet ~ fiir hinreichend gro6e n innerhalb der Fl~chen ~ 
Befit und keine Windungspunkte dieser Riemannschen Fl~chen enthRl~. 

Es sei lv irgend ein Weg~ der innerhalb S verl~iuf~ und auf der 
~3Fmhe P' geschlossen sein mSge. Diesem Wege eutspricht durch u ~-f(z) 
eine gesdalossene KurTe C dex z-Ebene, die ganz innerhalh ein~ Kreise~ 
[a I < # < 1 liegt. Dutch die Funktion u = f.(z) wird die Kurve C auf 
einen Weg tv~ abgebildet, der auf der Riemannschen Fl~ehe R~ geschlossen 
ist; wegen der Gleichm~Bigkeit der Konvergenz der Funlddonenfolge f~(#) 
1Kngs der Kurve C wird ffir hinreichend grofie n der Weg ~,  ganz inner- 
l~lb des Fl~henstfickes S -and dieses nach obigen Uberlegmngen ganz in 
/~. lidgen ~nd keine Windungspunktr dieser Fl~che en~al~en. 

Der Weg to, der ganz in S ver~uft, ist zwar naeh Voraussetzung auf 
P '  geschlossen, im aUgemeinen sind aber auf S sein Anfangspunkr A und 
sein Endpun~ B voneinander verschieden: sie liegen m. a. W. in zwei Teilen 
yon S,  die sich (in P') aberdecken. Um diese beiden fibereinanderliegenden 
Punkte als Mit~lpunk~ gibt es also zwei Kreise yon gleiehem Radius, 
die beide in S verlaafen und sich fiberdecken und folglich auf der Riemama- 
~r Fl~he P' nicht voneinander versehieden sin& Fiir hinreichend 
groge Werte yon n fallen nun diejenigen Punk~ yon ~ wenn man diese 
Kurve auf S verlaufend denkt, die den Punkten A und B en~prechen, in- 
alas Innere der soeben betrachteten Kreise. Da die Kurve ro~ auf tier 
Fl~e~he/~ gesehlossen ist und die F1Rche//~ die beiden Kreise in ihrem 
Inneren enth~lt, miissen diese Kreise in demselben Blat~e yon / ~  liegen, 
und es ist fotglich auch Iv eine geschlossene Kurve anf 2,.. 

Da man jedes Kurvenstfick, das in P" verl~uf~, gleichviel ob es mehr- 
fae~e Punkte besitzt oder nichL mit einer abgesehlossenen einfach zu- 
sammenh~ngenden Fl'~che S umgeben kann, haben wit schheghch das 
Resul~a~: Jex!e Kurve, die ganz im In~ere~ tier Fl~he P" verlduft und auf 
dieser Flg~he gezvtdoss~n ist, verI~uft vo~ einem gewissen n ab inner,rib 
~r~t~id~r Gebiete 1~ und ixt auch dort geschlossen. 

Diese Eigenschaft der Fl~che P' hat zur Folg% da$ wit die Bedingang, 
(tie wit S auferleg~ haben~ einfach zusammenhiingend zu sein~ fallen lassen 
kSnnen und dann zu folgendem Resul~te gelangen: Ist ~ eine abgeschIossene 
e~fach oder mehrfach zusammen~ngende l~iemannsche _F'diche~ &'e ganz 
innerla~b P" 1@9~ auf dieser letz~en Riemam, schen F ~ e  a~r schlicht aus- 
gebreitet ist~ so liegt yon einem gewissa~ n ab die ~ S i m  Inneren 
~imgicher _h~dchen 1~ u~d ist auch d~t  scldicht ausgebreitet. 

20. Die Fun~Aon f'(z) kann sehr wohl eine Nutlstelle im Punkte 
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z = O  besi~zon; jedenfalts gibe es aber einon K.reis I~t=~e, in~dessen 
Tnneren sie keine andere l~*ulls~llo bosi~zt. Diesem Kre/se [nl__~ our. 
sprichg vermSge der Abbildung u-~  f(z) ein oinfaeh zusammeahRngendes 
S~ick der Riemann~hen Flgche P, die auBer dem Punk'~e u * ~  0 keine 
Singularifg~ en~l~l~. Da u* ~-0 im Inneren dieses Gebildes liege, gibt es 
eine Kreislinie tui = r  yon der Eigenschaf~, dal~, wenn man sgmf~Liche 
BlgYc~r der l~/smannschen Flgche P lgng~ t u[ ~ �9 aufschnoidet~ ein ein- 
odor mehrblg~r.riges Sttick dieser Flgche abgesonder~ wird, das den Punkt 
u* = 0 enthglt, auBor diosem Pank~e koine Singularifgt bosif~ und dessen 
Rand aus der ein- odor mohrfach durchlaufenen Kre/slinie 1~1 ~-v bes~eht. 

Dieses S~fick wollen w/r Px rosp. P~" nennon~ je nachdem wit ibm 
den (',dlerdings nicht immer vorhandenen) Windungspunk~ ~ * ~ 0  zuzghlen 
odor nieht. 

Jeder Toil yon Pi', der in einem Kreisringe ~o =~ ]ul ~ r enthalf~n 
ist, hat diosdben Eigensohaff~n, wie die Flgche S des vorigen Paragraphen: 
Yon einem gewissen n a h  1/eg~ es innorhalb sgmflicher ~ und is~ auf 
diesen Flgchen schl/cht ausgebreiteL 

Damit eine Grenzfunktion f(z) ex,~iere, die nivht durchweg gleivh Null 
ist~ ist ig~be~sondere ~otwendig~ daft ei~e ]Fl/~ch~ mit den ~gensc~ f t~  yon 
Px resla Px" im !aneren yon P ~'esp. P' es~thalten sei. 

Es sei jotzt Po" /rgend eine I{iem=nnscho glgche, weloho die die 
Flgehe ~ be~refi~ude f ~  P" ausgesprochene EigensehaR besitzt and den 
P~nk~ u* ~- O, sowie die Umgebung Px' d/eses Punktes mit P" gomeins~m 
hat. Wir be~rach~en irgend einen Punkt u o dos Inneren yon Po' and 
einen Weg ro~, dot das Innere yon Po" nicht verlgBt und u o mit einem 
Punk~e des Inneren yon P~' verbindof~ 

Durch w&'tlid~e Wiederhol-aug der Beh-a~h~ungen des w 15 zeigr man, 
dab dieser Weg ~ das Innere yon P" nie verl'gflt, und dab folglich u o 
auf P'  liegen muB. 

Jeder andere Weg ro~, der auf Po' zu demselben Punkt u o ~h ren  
wiirde, mut~ auc~ auf P" diese Eigonschaft besifgen 

Es /S~ mit anderen Worten die Flgche ~' ganz in P' enthalf~n and 
P" kann als die grSflte Riemannsche Fl~ohooangesehen werden, welche die 
am Endo des vorigen Paragraphen ausgespro~hene Eigensc~aft beai~z~ und 
die Flgche P~" enf~hglt. 

Die Rieman~nche Flgche, die durch f(z) auf 1 z [ <~ 1 abgehilde~ wh, d~ 
wollen wir wieder den ~or~ ~ der Fo]g~ 

nennem Der Kern ~ ergib~ sicl b wenn ma~ ~u P '  die algebra/schen Ver- 
~weigungspunk~ hiazuflig~ 

~ J ~ 0 1 ~ 1 ~ 0  ~ T~xg!L 9 



130 C. C ~ B o ~ .  

Die folgendo eindeafige Konstruktion kann man benutzen, um P" und 
dan~ nabirlich auch K zu gewlnnen. 

Wit be~ch~m eine abz~hlb~e Menge von Pun~en 

(a~) ~ ,  ~ ,  ~ , - . - ,  ~ , - . . ,  

die alle im Kreise f ul < M liegen und die.sen Kreis iiberall dicht aus- 
fdlten. Unser Ziel ist eine Folge 

(33) PL PL.-., PL.-. 

yon Riemannschen FIEchen sukzessive zu koastruieren, die folgende Eigen- 
sclmften haben: 

a) Jades P" besitzt in jedem Punk~e des Kreises I sI~ • nur eine 
endliche Anzahl (ev. Null) Bl~tter. 

b) Jades P~ enth~t P~_~, ist in P" enth~Iten und ist schlicht auf 
P'  ausgebreitet. 

c) Die P~ konvergieren gegen P', d." h. jeder Punkt yon P" ist yon 
einem gewissen n ab in s~mtlichen P~ enthalten. 

Wir defmieren die Folge (33) folgendermaBen: 
Das erste Gebie~ PI' soR mit dem soeben eingeffihrten PI" zus~mTnen- 

fallen. 
Ist P~ gefunclen, so wird P~+I folgendermaflen kons~ruiert: man be- 

traeh~e die n ersten Punkte ~l, %, "" ", a~ der Reihe (32) und markiere 
jeden dieser Punlc~e in jedem Blatte yon P~, in welchen sie ev. einen 
i~re~ Punk~ dars~ellen; die Punkte des Randes yon P', sowie die 
Windungspunkte, werden bei dieser Auswahl also nicht ber~icksichtigt. 
Jeder der markierten Pankte wird yon irgend einem Punl~e yon PI" aus 
l~ugs eines Weges erreicht, der ganz in P' ,  und yon einem gewissen 
ab, ganz in ~ liege; es entspricbt ihm &ran ein ganz bestimmter Punk~ 
jader dieser ~ , .  Um jeden der m~rkier~en PTm~te als Mittelpunkte glbt 
es Kreise derar~, daft jeder Kreis yon kleinerem Radius yon einem ge- 
wissen 2, an in s~mtlichen ~ ,  liegt; der gr~Bte Kreis~ welcher diese Eigen- 
scha~ besitzi~ werde dazu benutz% um P~ zu erweitern. 

Im Falle, dab bei einer derar~igen Erweiterung yon P~ Teile der so 
entstandenen Fl~he sich ffberdecken, und die Punkte yon zwei fiberein- 
auderliegenden Stricken der Fl~che, yon einem gewissen ~ ab einem und 
demselben Punk~ yon R, entsprechen, sind die zugeordneten Fl~ehen- 
stiicke aneinanderzuheften~ was durch AuslSschen eines Tefles des Randes 
in jadem dieser Fl~chens~cke geschieh~. 

Die Fl~che P~+~ eu~s~ht, nachdem man diese verschiedenen Ope- 
ratione~ a~ jedem dex in Betrsch~ kommenden Punkte,  der Reihe nach 
vorgenom men h~t~ 
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Die so konstaxder~e Folge gentig~ selbstverst~dlieh unseren Forde- 
rungen a) und b); es wird aber auch, wie c) verlangr schlie~ch jeder 
Punkr yon P" erreich~, auch wenn P' unendlich viele BlOtter, die in 
einem Punkte abereinanderliegen, enC~a~lt~ da jeder Punk~ a~ bei der yon 
uns benutzh~n Anordnung unendlich oft beriicksich~,o~ wire[ 

21. Die soeben geschilder~ Konshxtk~ion k~n~ auf jede Folge won 
einfach zusammenl~ngenden Riemannschen Fl~chen, welche die yon uns 
geforderten Bedingxmgen erf'dllen, angewand~ werden, ganz unahh~.ngig da- 
yon, ob die Folge der entsprechenden Abbildungsfunktionen konvergier~ 
oder nich~ und liefer~ immer ein wohlbes~immtes Gebilde~ den ~er~ K 
der Folge. Im Falle, wo ein Gebier das die Eigenschaf~n yon P1 besitz~, 
nicht existier~, soll K aus einem einzigen Punk~e, n~mlich u ~ 0~ bestehen. 

Wir wollen auch hier sagen, daft d/e Fo/ge (31) gegen ihren ~er~ 
konvergiert, wean jede Teilfolge denselben Kern wie die Hau/t~olge besit~t. 

Wenn wir jetzt bemerken, dab sowohl der Eindeutigkeitsbeweis des 
w 5 als auch der Sa~z yon'w 12 sich auf unscren je~zigen Fall ers~ecke~ 
so sehen wir, dab wir den Beweis des w 17 wSrt//ch bier wiederholen 
kSnnen und folgenden Sa~z erhal~e~ 

Sat~ VI. Es sei eine ~'olge 1~, 17~, ..- yon ei~fach ~usamme~h~gem~ 
~demannsche~ t7s gegebe~; jede tTdche R~ liege im Kreise {u I ~ M 
und enthalte den Punkt u* = 0 in ihrem Inneren. Dutch die ~unMdor~n 
f.(z) werde t~, derart auf i z] < 1 abgeb~det, daft die _PunMe u* ~-0  und 
z ~ 0 und in diesen die positive~ l~i~htungen der r ~  Aehsen einander 
ent, coreche~. 

JOan~ ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft 
Lira f~(z) ~- f(z) far jecles tz! < 1 existiere, die, daft die Folae tier B .  geae~ 

ihren Kern K konvergiere. Die Grenzfunktion f(~) liefert da~n die kon- 
forme Abbildung des Kernes K. 

Zu bemerken ist noch folgender Ums~and: Der Kern einer Folge yon 
Riemannschen Fliichen/~, R~,- . - ,  welche unsere iibrigen Bedingungen 
erf'~en~ aber nicht gegen K konvergieren, kann sehr wohl mehrfach zu- 
sammen~ngend sein~ wie einfache Beispiele zeigen. Dagegen folgr aus 
unserem Satze VI~ daB, wenn (31) gegen K konver~ert~ ~ no~wendig 
einfach zusammen]a~ngend sein mu~. 

22. Andere Erwei~erungen unserer S~ze V und VI bestehen darin, 
daft man die Bedingung~ dal~ die Gebie~ tier Folge (31) im Inneren eines 
festen Kreises lu] ~ M !iegen, durch allgemeinere erset~ Diese Be- 
dingungen haben wit lediglich dazu benutz~, um die Resultate des w 12 
anwendcn z u  kSnnen.  Diese Eigenschaften bleiben abe.r, wie Herr Landau 

9* 



und ich in einer gemeinsamen Arbeit gezeig~ haben, bei viel aUgemeineren 
KL~sen yon Funktionen erhaltem*) 

Jede derartige Klasse is~ dureh gewisse Bedingungen ~haxakterisier~, 
die man auf die Riemannschen Fl~chen /~  ~berta-agen kann. Ist dann 
eine Folge yon Riemannsehen Fliiehen gegeben, welche diesen Bed~gungen 
gentigen, so folgt aus der Konvergenz der Folge gegen iln-en Kern die 
Konvergenz der Abbildungsftmk~ionen und urngekehrt. 

Um einen bestimmten Fall zu betrachten~ so sehen wir (hath Satz u  
dot erw~ahnt~n /krbeit), dab unser Satz VI aueh dann riehtig ist, wenn 
wit die Bedingang t u! < M fallen lassen, dafiir aber die Fordorung stellen, 
daft die Riemannschen Fl~chen J~, J ~ , . . .  drei beliebige feste Punkte 
a~ b, e nicht in ihrem Inneren enthalten~ also dor~ kein Bla~ besitzen, das 
regular oder algebraisch verzweigt ist. I)iese Bedingung ist natiirlich 
immer e r f t ~  wenn die J~ s~mtlieh in einem K.reise lu[ < Xf liegen. 

Dagegen muff betont werden, dab eine Beschr~nkung irgendwelcher 
Natur ~wtw~dig is~, damit unser Satz gelte, und dab ihre Einftihrung 
beim Beweise unseres Satzes keineswegs kiinsflieh war: Man kaun leicht 

(z n'"~ ) Beispiele bilden . B. bei f,~(z) ~ ( n ~  _ 1) , bei denen nicht nut die Folge 
yon Riemannschen Fliiehen gegen ihren Kern konvergiert, sondern auch 
eine ganz bestimmte Abbildungsfunktion f(z) des Kernes K existier~, aber 
die f.(z) n/eht gegen f(z) konvea-gieren. 

Kapitel III. 

Anwendungen. 
23. Die erste Anwendung, die wit yon unseren S~tzen machen wolten, 

gil~ der Approximation der konformen Abbildung einer gewissen Kl~se 
yon einfach zusammenhiingenden Gebieten, dutch die konforme Abbfldung 
yon Gebie~en~ deren ]~and aus einer oder mehreren analy~ischen Kur~en 
be#~ehen. 

Es sei in der u-Ebene ein einfach zusammenh'fi~gendes Gebiet A mi~ 
dem Rande ~ gegeben; auflerdem sei bekannt~ dab ein einfach zusammen- 
hrmgendes~ nicht mit A iden~isches Gebiet J3 existiert, dessen Rand fl den 
Rand a enth~lt. 

Dureh die letzto Voraussetzung ist dora Gebief~ .4 eine gewisse Be- 
sc]ar~akuug auferlegt (das Innere elves lgngs eines Radius aufgeschnittenen 
Kreises geniigt z. B. unseren Voraussetzungen nicht); dagegen sei gleich 
hervorge.hoben, dab jedes Gebiet~ dessen Begrenzung eine Jordansche Kurve 
is~ lmseren Bedingungen genfigr 

~) ~gl. w 6 w folg. dot in der ~ht~note S. 119 zitierten Arheit. 
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Aus unseren A-nahmen folg~ zun~hst ,  dab die Gebiete A und :B 
gei~nnt  liegen d. h. keinen gemeinsamen Punlr~ besitzen; es gibt n~mlich 
naeh Vorausse~zung mindes~ns einen Pun~t ~ yon B der kein Punkt 
yon .4 ist. WRre nun us sin gemeinsamer Puuk~ yon A und B, so 
k~nnte man % und u s dutch ein Polygon verbinden, dos keinen l~m~:t 
yon fi und folglieh auch keinen Punk~ yon ~ enth~t. Danach m ~ e  u~ 
auch ein Punkt yon A sein, was der Voraussetzung widersprieht. 

Wit  k6nnen wei~r, otme Einschr~nkung der Allgemein]aeit voraus- 
setzen, d~g A den Punk~ ~-~0 und :B den Punk~ u-~ ~ in ihrem Inneren 
enfllalten; ~m entgegengesetzten Falle n&mlich~ ]~Snnen wit dies immer 
durch eine linear gebrochene Substitution erreichen. 

Nun konstruieren wit eine Folge yon Gebie~en 
(34) Vl, V~, a . , - . . ,  
die folgende Eigenschaften haben soften 

a) jedes G~ enth~,ilt in seinem Inneren den Punk~ ~ -~ 0 und ist ein- 
fach zusa.mmenh'~ngend~ 

b) der Rand 7~ yon G~ bes~eht ausschlieglieh aus Punkten des 
Inneren des Gebie~es B und der Abstand e~ zwisehen ?~ und fl ist yon 
Null versehieden, 

e) jeder Kreis, der einschliet~lieh seiner Peripherie ganz im Inneren 
yon B lieg~ ist yon einem gewissen n a b  auflerha~ s~mtlieher G~. 

Man kann sehr Ieieh~ F~lgen yon Gebie~en G~ angeben~ welehe diese 
s~mtlichen Eigensehaf~en besitzen und die wegen der Eigenschaf~ e) alle 
innerhalb eines lessen Kreises liegen mfissen. 

Nun bemerke man, dab der Kern K der Gebietsfolge ($4) mi~ dem 
Gebiete A identiseh ist. Erstens ist jeder Punkt % yon .4 in ~mtliehen 
G~ en~hal~en, well die Punkte ~ ~ 0 und u ~ % dureh ein Polygon ver- 
bunden werden kSnnen, dos keinen Punkt yon B und folglieh keinen 
Punk~ irgend eines der "R~nder 7~ enth~lt. Folglic~h is~ jedes abge- 
sehlossene Gebiet j~r, das saint seinem Rande in A verls ouch in jedem 
G~ enthalten, und wit schlieBen daraus, dog das ganze Gel~iet A in K 
ent~halten ist. 

Anderersei~s aber liegt kein einziger Punk~ des Randes a yon `4 im 
Inn eren des Kernes K;  denn in jeder Umgebung eines so|chen Punk~es 
liegen (weil dieser Punk~ aueh in ~ en~halten ist) Punk~e yon ~ die 
infolge der Eigensehaft e) yon einem gewissen ~ ab sich augerhalb s~mt- 
licher G~ befinden. 

Die Eigenschaften a), b), e) besi~z~ nun nich~ nut die Folge (~4) 
sondern ouch jede Teilfolge, die aus dieser ausgesonder~ wird. Der Kern 
einer jeden Teilfo]ge ist mifflin wiederum A, wodureh gezeigt ist, 
die Folge (34) gegen ihren Kern konvergier~. 



Nach un_serem Satze V (w 17) konvergieren also die Abbfldungsfunk- 
~ionen f,~(z), welche die Gebiete G~ auf den Kreis Iz] < 1 derar~ konform 
abbilden, daft f~ (0 )=  0 und f~'(0) reell sei, gegen eine Grenz~_nk~en f(z) 
und die Konvergenz is~ gleichm~il~ig fiir lz! ~ # < 1. 

24. Es sei Q e/he beliebige positdve Zahl, die kleiner als Eins ist. 
Dem Kreise ]zl = e entspricht, vermSge der Grenzfunktion u ~-f(z),  die 
das Gebie~ A abbfldet, eine geschlossene Kurve C, die ganz in A ver- 
l~ui~ und deren Abs~nd yore Rande er mit 2~ bezeichnet sein mSge. 
Dutch die Abbildungsfunktion u =  L(z) entsprich~ demse/hen Kreise ]~ ] -  
eine Kurve C=, welche (wegen der Gleichm~Bigkei~ der Konvergenz yon 
f~(z) auf Izl = 0) yon einem gewissen n ab um weniger als a yon C ab- 
weicht. Es sei ~r der erste Wer~ yon n f~ir welchen dies stat~findet. 
Dana verl~uft CH ganz im Inneren yon A und der Abstand zwischen C~r 
und a und folglich auch zwischen Cs mad fl ist mindes~ens gleich ~. 

Die peffek~e Punk~enge  (.4 + fl) lieg~ ganz im !-neren des Oebie~es 
Gs und ha~ mit dem Rande yon GN keinen geme/nsamen Punk~. Ihr 
en~pricht vemSge der Funkh'on u ~ f,v(Z) eine perfek~e Punktmenge 2', 
deren grSBter Abs~nd yore Punk~e z ~-0 kleiner als Eins ist. Letzteros 
kann man folgendermafien beweisen: angenommen es g'~be unendlich vieIe 
P u n k ~  ~1, za, z a , . . ,  fiir welche Lira lzki ---- 1 isg und die alle der be~reffon- 

den Punk~menge T gehiiren, so wiirden die ilmen en~sprechenden Punkte 
u~ = fz~(~) mindes~ens einen H~ufungspnnk~ u o haben, der no~wendig ein 

Punkt yon (A-k~) sein muB. Dem Punk~ u o entsprieht abet bei der 
konformen Abbitdung you G~ ein Punkt z 0 des Inneren des Kreises lzl < 1. 
Einem kleinen Kreise ~ der z o umgibt und einen endlichen Abstand yore 
Kreise f z] = 1 besitzt, entspricht vermSge der Funk~ion f s ( z )  eine Um- 
gebung yon u0, und kein Punk~ dieser le~zten Umgebung ist Bild eines 
P u n k ~ ,  der auBerhalb ~ liege. Nun ist aSer nach Voraussetrzung % 
H~ufungspunk~ yon Punkah  u~, also mfi~ten unendlich viele Punk~e der 
Reihe z~, z~, -- .  innerhalb des Kreises x liegen; letzteres ist aber unmSg- 
lich~ wenn die B e:ziehung Lira iz~l = 1 gelten soll. 

Es gibt also einen Kreis Izt ~ ~' < 1, der die P ,  nktmenge T enth~It, 
wobei l~I = d und T keinen gemeinsamen Punkt besitzen: Dem Kreise 
[z[ ~ ~?" en~sprich~ also vermSge u = Lv(z) eine geschlossene analy~sche 
Kurve C~ die ganz in B verI~iuf~ und die Punk~menge a umgibt. 

Die Kurven C~ und C~z sind Niveaulinien einer und derseiben Po~en- 

tialfunl~ion; die Differenz 1 d der Werte dieser Potentdaffunl~ion auf C~ 

and O~ is~ kleiner als l ~, und k~na, wenn man ~o hinreichend n~he an 

E ~  wimble, betiebig klein gemaeh~ werdeu. 
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Wit haben folge~cles Result.at erhal~en: 
Jede Punk~menge a, die eir~erseits mit der v e i n  ~ t r e a z t t ~  

Gebietes A zusam~nenf~It, andererseits i~ der B e g r e ~ z ~  ein~s vim A ver- 
schiedenen Gebietes B enthalten ist, insbesondere also jede Jorda~I~  Kurve, 
~iegt ganz im lnneren van Streifen die dutch zwei lqiveaulinien einer u~d 
derselben Pote~tialfunktivn gebildet sind; die Differenz der Werte der Poten- 
tialfunktion auf diesen ~ 2Vivetudinien kann bdiebig klein gemacht 
~erde~. 

25. Es bedeute jetzt A' ein beliebiges, einfaeh-zusammenhiingendes, 
sehlieh~es Gebiet, das die Kurve Cx ganz in seinem Inneren enttg41t und 
selbst im lnneren des Gebietes Ga lJegt. 

Dutch die Abbildung~funk~ion u ~ fN(v) wird dieses Gebie~ A" auf 
ein Gebiel A" der v-Ebene abgebfldo$, das den Kreis Iv[ = 0 in seinem 
Inneren en~h~lt und selbst im lnneren yon ]v I ~ 1 verl~uff~ Es sei 
v ~ ~(z) die Funl~ion, welche die Abbildung yon A" auf den Kreis ]z l < 1 
liefer~, wobei die Pankte v-=-0 und z ~-0 trod in ihnen die positiven 
Richtungen der reellen &chsen einander entsprechen sollen. 

Die Abbildungsfunktion des Gebie~es A' auf Je I < 1 sei mit ~'(z) 
bezeietme~, und es sei ebenfalls 2 ' ( 0 ) ~  0 und F ' (0)  reell; dann is~ 

(35)  F ( z )  = 

Nun bemerke man, da~ man den Sa~z IV (w 9) auf ep(z) anwendea 
kann ; bier sind die Gr~iSen 0t = 1 und Qo > Q, und ferner ist ~0'(v) reelt 
trod posi~iv, also is~ far lzl < O 

(36)  - zi < Oo ( 0) < < 1,4 - , ,  

we z (e) dutch die Gleiehungen (17) und(19) des w 9 (S. 116,117) definiert ist. 
Sind zwei positive Zahlen ~ und ~ gegeben, yon denen die erste 

kleiner als Eins, die zweito beliebig ist, so wollen wit zeigen, da$ bei 
geeigneter W a ~  yon O und ~r die ~r6ge IF(z) - - f (z )]  far alle [~[ =~ a 
die Zabi V nieht iibers~eigt und yon der Gestalt yon A" unabh~ngig ist. 

Im Kreise Iz] s ~ sind n~mlieh die Ablei~mge= f~'(z), f~'(z),.  :- 
unserer Abbfidungsfunk~onen f~@) gleichm~$ig beschr~nl~ [weil diese 
Ableit~ngen in diesem Kreise gle~hmii~ig gegen eine r e ,  re Fnnlc~ion 
if(z) konvergieren]. Es sei M das Maximum yon lf~'(z)l, wema lzl ~_~ a 
is~ und ~ die gauze Zahlenreihe 1, 2~.--  durehl~u~ 

Nun w ~ l e  man ~ ira Intervalle zwisehen a m~d Eins so groB, d ~  

O~(Q) <_~ ~ seL Zweitens w~lrle man die [ganze Zabl N so gro$, da$ 

einerseits in der Abbildung des Oebietes G~ der Kreislinie lzl ~-O eine 
Kurve C~ entspreehe, die ganz im Inneren yon A ver!aufe und mit der 



~ g  ~ keinen gemeinsamen Pu~kt babe, m~d daft andererseits ffir 

gelte. 

Bemerkt man ntm, dab naeh Satz I i~ir [z[ ~_ 6 aueh [cf(z)[ ~_~ ~ is~, 
so sieht man, dab ffir lzl ~ ~ in der Formel 

.F(z) -- f~(z) '= fN(ep(z)) - -  fN(z) = f f~,(t) dt 

bei geradlinigem Integrafionswege ]f~(t)] ~ M i s t ;  dann liefer~ der erste 
Mittelwertsatz mi~ Berticksichtigung yon (36) 

I - I =< _-< 
A]~o ist 

[ F ( z ) - - f ( z ) [  ,< IF(z)  --f~(z)[ + [fs(z) --f(~)[ =<_ v.  

Es sei ~ die kleinste Enffernung zwischen den Begrenzungen y~ 
mad a der Gebiete G~ und A,  d~ die kleinste Entfernung zwischen C.v 
und a~ ~ die kleinste der beiden Zahlen ~ und ~ .  Unsere Ungleich- 
heiten gelten f~r jedes Gebiet A~ das den Punkt u ~ ~ enth~lt~ wenn 
jeder beliebige Punkt der Begrenzung a" yon A" um weniger als d yon 
dem Rande a yon A entfernt is~. 

Um die .AbbzTdung6funktion f(z) yon A dutch die Abbildungsfunlddon 
�9 '(z) eines anderen Gebietes A'  innerhalb des ~Kreises Izl ~ ~ mit beliebiger 
Genauigkeit zu affproximieren~ geniigt es also das Maximum des Abstandes 
eines PunIdes der t~egrenzung yon A" yon der ;Begrenzung yon A hinreichend 
klein ~u nehmen. Die Gestalt des l~andes yon A" bleibt dagegen vollsth'ndig 
~illki~lich. 

26. Die Resultate dieses Kapitels gelten natiirlieh fiir alle Gel~ie~e A, 
deren Begrenzung aus einer Jordanschen Kurve gebildet ist. 

Instruktiver is~ es~ ein Gebiet A als Bei- 
spiel zu betrachten~ ftir welches der Rand r 
keine Jordansche Kurve is~ und das den Be- 
dingungen des w 23 geniigk 

Betraehten wit mit Herrn Brouwer*) 
elnen Streifen A, der an einem :Ende ge- 
sehlossen is~ und sieh spiralfSrmig um eine 
Kreisfl~che G tmendlieh oft winde~. Dutch 
den Rand a dieses S~reifens werden drei Ge- 

biete A, /~ und C voneinander getrennt. Die R~inder a und /~ yon A 
und ~ fallen zusammen und enthalten beide den Rand 7 yon C. 

Das Gebie~ A sowohl wie das Gebie~ G liegen be/de innerhalb einer 

~) Z ~  A~slysis Situs [Math. ~ n .  SS~ S. 422--444] S. 42S, 
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jeden geschlossenen analy~ischen Kurve ohne Doppetpun]~e, die in B ver- 
l~uft~ und die irgend einen Punkt~ yon A oder C in ihrem ln~eren ent- 
h~lt; B und C liegen be/de aufierhalb jeder gesehlossenen Kurve, die in 

verlKuf~. 
Trotzdem gelten, nach unseren Resultaten, folgende S~t~ze: 
1. Man kann jede konforme Abbfldung des Gebietes A (oder des 

Gebietes C) dutch die konformen Abbfldungen des Inneren yon Gebieten 
approximieren~ deren Rand in B verl~uft. 

2. Man kann jede konforme Abbildung des'Gebie~es 3~ (oder des 
Kreises C) dureh die konforme Abbildung des _~ul~eren yon Gebieten 
approximieren, deren Rand in A verl~uft~ 

3. Man kaun zwei Niveaulinien einer und derselben Poten~ialfunk~ion 
finden, die beliebig benaehbarten Wert~n dieser Funk~ion en~spreehen, und 
yon denen die erste in _4, die zweite in B verl~ui~, und aueh dasselbe 
mi~ 33 mad C oder mi~ A und C erreiehen. 

27. Wir gehen je t~  zu eider anderen Klasse van Problemen fiber 
und betmehten einen reellen Parameter t, der in einem Intervalle, z. B. im 
/ntervalle 0 1, variier~; jedem Werf~ yon t en~spreehe ein Gebie~ Gt, das 
innerhalb des festen Kreises [~t < 21~ liege und den Punk~ ~ = 0  enthalteo 

Die Abbildungsfunktionen [~(z) der Gebiete dieser Schar auf den 
Kreis 1~t < 1 sind na~-firlieh Pnnktionen yon t u n d  wit wollen wiederum 
festsetzen, dab ffir jedes t die GrSBen ft(0) und f/(0) gleich Null resp. 
reell seien. 

Die no~wendige und hinreiehende Bedingung, damit diese Abbitdungs- 
funktionen bei festem z, wenn Izl < 1 ist, stetige Funk~ionen yon t seien, 
is~, naeh unserem Satze V, die, dab far jade gegen einen besfimm~en 
Wert t konvergierende Folge t~, t~, . . -  die entsprechenden Oebiete 

(36) Gt,, G~,,- .- ,  G,~,, -- �9 

gegen einen Kern konvergieren, der mi~ g~ identiseh is~. 
Es sei, unter der Annahme, dab die soeben ausgesproehene Bedingnng 

erfiill~ ist, H ein abgesehlossenes ~ebie~, das den Punkt ~ = 0 enth~ilt 
und saint; seinem Rande im Inneren yon G~ liegt. Dann muB ffir jede 
Folge ~, t~,-.,  yon Wer~en des Parameters, die gegen t konvergieren, 
yon einem gewissen n ~ N a b  d~s Gebie~ / /  im Inneren s~an~ticher 

liegen. 
Hieraus folgt, da~ eine positive ZaM e gefunden werden kanu~ derar~ 

dab ffir alte Wer~e v des Parameters, die im ln-eren des IntervaUes O 1 
liegen und die Ungleiehheit 

befriedigen, das (~ebiet ~r im Gebiete G, enthalten is~ 
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Im entgegengese~z~on Falle wiirde n~mllch eine Folgo t~, t~, ..., t~,, . .  
yon Wert~n des Parameters besfimmt werden kSnnen, die gegen t kon- 
vergier~ und die Eigenschaf~ besitz~, dab kein eiaziges G~ das ganze ~ -  
bie~ H enfl~lt. 

Is~ zwei~ens H ein abgeschloss~nes Gebiet, das den Punk~ u ~ 0 
enthiilt und im Inneren yon unendtich vielen Gebieten 

G6, G ~ , . . . ,  G ~ , . . .  

]iegt, mad ist t irgend eia tt~ufangspankt der Folge t~, t~,. �9 so muB H 
fin Inneren yon G~ liegen. Denn aus tl, t ~ , - . ,  kann man eine Folge 
t~'~ t~'~--, aussondern, die gegen t konvergiert und dsr Kern K der en~ 
sprechenden Gt~, mug einersei~s H en~hal~en, anderersei~s mit G t iden- 
tisch sein. 

28. Die beiden Bedingungen, die wit gefunden haben, mfissen not- 
wendig erffillt sein, damit die Abbildungsfunktionen f~(z) stetig yon t 
abt~ngen; wit k6nnen sehr leicht zeigen, dab sie auch hinreichend sind. 

Wit nehmen dazu an, sie seien erffillt, und tl, t~,- .- sei eine beliebige 

Folge yon Zahlen des J_utervalls 01 ,  die gegen eine Zahl t desselben 
Intervalls konvergieren. Jedes Gebiet /~r, das yon einem gewissen k ab 
ira lnneren jedes einzelnen Gs~ lieg~ und den Punkt u = 0 en~h~ilt~ is~, 
unserer Vorausse~zung nach, e/n Tefl yon G~; also ist Gt im Kerne K der 
Folge G~ enthalten. 

Andererseits ist abet jedes abgeschlossene Gebie~ / / ,  das im Inneren 
yon G t lieg~ und den Punkt u ~-0  enth~l~, yon einem gewissen ]r ab 
auch hn Inneren s~mtlicher G~, woraus folgt, dab der Kern der Gebiets- 
folge in Gt enthal~en is~. 

Der Kern der Gebieksfolge G~, G~,- - .  ist bei unseren Ann a ~ e n ,  
unter der alleinigen Voraussetzung~ dab die t~ gegen t konvergieren, mit 
G~ idenfisch. Unsere Gebietsfolge konvergiert also gegen ihren Kern. 

Wir kSnnen also folgenden Sa~z aussprechen: 
Es sei jedem Werte eines Parameters t i m  lntervalle 0 1 ein einfadt 

zusammenh~ngendes Gebiet G t zugeardnet, das den Pun~ u ~ 0 in seinem 
Inneren entM~t. .Es sei L@) diejenige anaZytische _Funktian, die das In~re 
d~s Gebietes Qt auf den Einheitskreis Iz[ < 1 abb~Tdet und bei wdcher 
f~(O) = 0 und f[ (O) resell und positiv ixt. ])ann ist notwendig und hin- 
re id~d,  damit far jeden Weft vo~ z, der dem absol~en l~etrage nach "kZeqz~ 
als P~ins ist, die Fun~thr~ ft(z) ste2ig oon t abh~nge, daft: 

a) jedem abge~xlClossene~ Geb@te H ,  das im Inn~ren yon G, liegt m~d 
den P u~~ u ~-0 enth~Tt, eizte positive Za.~d �9 zugeordnet werden ~ ,  
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soda~ fiir jede~ Punkt  ~ des Intervalls 01 ,  wdcher der Bedingung I t - - ~ ] <  
geniizfl, das Oebiet t f  im lnneren yon G~ liei/t. 

b) tides abgeschlossene Gebiet ~;, das den P.ankt u = 0 enthi~ und 
im Inneren yon unendlich vieten Gebieten G~, Ga, . . .  liegt, auch im lnneren 
yon G~ liegt, wo t einen bdiebigen Hiiufungs2unkt der Zahlenfolge ~, t~, . . . 
bedeutet. 

Die beiden Bedingungen a) und b) des vorigen Satzes sind voneinan- 
der unabhKngig, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei G~ ftir jedes t eine 
Kreisfl~che, deren Mittelpunkt in u = 0 liege. Der Radius dieser Kreise 
sei r o fiir t = 0  und r fiir 0 < t ~ l .  

Ist r o ~ r, so ist die erste Bedingung erfiill~ aber nieht die zweite; ist 
% > r~ so ist umgekehrt die zweite Bedingung effiillt aber nieht die ~rste. 

29. Zum Sehlul~ wollen wit eine Anweudung des Satzes VI maetlen, 
indem wit bemerke-, dab er zu einem h~iufig bequemen Kennzeiehen f t i t~  
durah das man en~eheidet, ob eine Folge yon Funktionen fl(z), f~(z),-. �9 
fdr ]z I < O < 1 gleiehmKBig gegen Null konvergier~, wenn f~,(0) := 0 ist. 
Kennt man n~alieh die Riemannsehen Fl~ehen R~,/~2,'" ", welehe diese 
Funktlonen auf die Kreisft~che lzl < 1 abbilden, und Hegen die _~ inner- 
halb eines und desselben Kreises, so ist noiwendig und hinreichend, damit 
Ihm f ~ ( z ) =  0 sei (fiir ] z t < a <  1), dal~ entweder der ktirzest~ Abstand ~,, 

des Randes yon :R, mit wachsendem n die Grenze Null habe, oder da/~ in 
jedem Kreise lul < a yon einem gewissen n ab dasjenige Siiick yon /~ ,  
das auf die Umgebung yon z = 0 abgebfldet wird, einen Windungspunk~ 
io~" Ordnung oder einen logarithmisehen Windungspunkt enthalte, ~wobei 
nicht unendlich viele p~ einander gleich sein dfiffen. 

Kspitel IV. 

Die Existenz der konformen Abbildung einfach zusa:mmen- 
J~ngender  Gebiete. 

30. Wir haben uns his jotzt auf den Standpunk-~ gestellt, daft die 
Resul~ate yon Schwarz oder sog~r die yon Osgood uns bekannt wi~ren. 

Bemerkt man abet, dab die Beweise des Kapitels II  nut die Existenz 
der Abbildung tier Annr~herungsgebiete, nicht aber die des Kerns voraus- 
setzen, so kSnnen wir bei geeigneter Wahl der Folge G1, G ~ , . . .  [Sa~ V] 
oder der Folge R1 , /~ ,  ~ s , " "  "[Satz VII die E x i s t ~  der LSsung des 
Problems der konformen Abbildung mi~ rein funk~ionentheoretisehen Hilfs- 
mitteln beweisen. 

Der Weg, der im ersten Augenblicke als der natfirlichste er~Jaein~, 
wfirde darin bes~ehen, Polygone a!s Approximationsgebiete zu w~den. 



Schw~z hat n~mlieh eine Me,bode ersonnen~), die rein fn~k~ionentheore~isda 
is~ und die konforme Abbildung des Inneren eines Polygons32efert. Die~e 
Methods forder~ abet bei jedem neuen Sehritte eine schwierige Kon- 
sf~nt~nbes~immung, die mit der AuflSsung transzendenter Gteichungen ver- 
bunden is~. Die gewonnenen Ann~iherungsfunktionen diirften daher sehr 
unfibersiehtlieh sein. 

Dagegen werden wir sehen, dalt wir mi~ rationalen Funk~ionen aus- 
kommen ]~Snnen, wenn wit die Eineindeutigkeit der Abbildung ffir die 
Approxima~ionsgebiete aufgeben und zu Riemannschen F 'l~ehen fibergehen. 

31. Wit behanddn zuniiehst das Problem fiir ein einfach zusammen- 
h~ugendes Gebiet A, das derselben Beschrinkung wie ~m w 23 unter- 
worfen ist: Es gib~ ein yon A verschiedenes Gebiet :B, dessen Begrenzung/J 
die Begrenzung e~ yon A en~h~lt. Ist z. B. e eine Jordansche Kurve, so 
ist die Bedingung s A eff~illt. Es is~ keine Besehr~nkung der All- 
gemeinheit anzunehmen, dab A den Punkt u = 0 und B den Punkt u = oo 
en~hKl~, daft A im Kreise l~tl < 1 lieg~ und der Rand a yon A mit der 
Kreislinie I ul = 1 keinen einzigen Punkt gemeinsam ha~: mittels einer 
linear gebrochenen Substitution kSnnen diese siimttichen B e d i n ~ e n  er- 
ffiIlt werden. 

Nun 
(3z) p .  
eine Folge yon unendtieh vielen Punkten~ die s~imflieh in dem Gebiet~ _B, 
abet innerhalb (also nich~ auf dex Peripherie) des Kreises l ul < 1 liegen 
und die Eigensehaft tmben, dab jeder Pmak~ yon u H~u~ungspunlr~ c~er 
Punktmenge (37) ish Eine derar~ige Punktanenge l ~ t  sieh mi~ Hilfe eiher 
Folge yon quadratisehen Netzzerleg~ngen der u-Ebene, deren Seitenl~ngen 
gegen Null konvergieren, so{oft konstruieren.**) 

Yon p~ aus kann man einen Sehnitt s a fiihren, der 1o~ mit der Peripherie 
des Kreises l ul ~ 1 verbindet und keinen Punkt mit e gemeinsam hat 
(also eine endliehe Enffernung yon ~ besitz 0. Von 1o~ ans f'tihren wir 
einen analogen Sehnlt~ s~, der keinen Punkt mi~ a und mit evenbaeller 
Ausnatmae yon/~z selbst keinen einzigen Punkt mit s~ gemeinsam hat, yon 
lo~ aus einen Sehnitt ss, der keLnen Punkt mit r und mit eventuelter Aus- 
nabme yon ioz setbs~ keinen einzigen Punkt mi~ den beiden vorhergehenden 
Sehni~en s 1 uud "s~ gemeinsam h ~  usf. 

31. Nun betraehten wit eine Riemannsehe F~ehe J~, die auf der 
u-Ebene ausgebreitet ist, im Punkte Io 1 einen Windungspunk~ zwei~er 0rd- 

*) ~ e~alge Abbildungsaufgaben [J. f. Math. 70, S. 105--120, Gesammel~e 
W~ke It, s. ~5--8~ 
~, ~ef . ,  z. 13. O~good., Lehrbuch d~ Fu~k~oneatheorie I, Kale. 5, w 9. 
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hung besitzt~ und deren Rand aus dora doppelt zu durchlaufendem Kreise 

Se~z~ man 10~ = r~d a, so ist die konforme Abbildung dieser Riemann- 
schen Fliiche auf den Kreis ]z] < 1, bei welcher die Pnnl~te z = 0 und 
u ~ 0 und in ihnen die positiven Richtungen der reellen Achsen einander 
entsprechen, dureh die Funkiion 

(1 + r ~) z ~ 2 re ~ ~ 
u ---- z r ~ _  ( i+~,)~ ~ 

realisier~. Man kann diese Funktion folgendermaBen schreiben: 

(38) f l ( z )  = ~(]pli + l p / l ) , -  2pl [~*[ 

Die Fanktion f i ( z )  sell die erste einer Folge yon hbbildungsfunk- 
tionen sein, die im Limes das gegebene Oebiet A auf den K_reis ]z] < 1 
abbilden 

Urn die zweit~ dieser Funk~ionen zu erhalten, betrachten wit eine 
Hilfsebene u~ und die Abbildung der Schnit~e s~ und s~ der u-Ebene  auf 
u 1 durch die Funl~ion (38) 

= 

Dem Sctmit%e s i entsprieht (wenn man seine beiden Ufer betraeh~et) eine 

Kurve sl' ~ die durch den Punkt u 1 = P i  p~-~ , welcher dem gerzweigungs- 
punkte u = te l  en~sprieht, geht und den K_reis t ull < 1 in zwei Teite 
zerleg~ Dem Sehnitte s~ entsprechen zwei Kurven, (die keinen gemein- 
samen Pank~ haben und) die dutch s l" voneinander getrennt liegen. Wi t  
bezeiehnen mit s 2' diejenige yon ihnen, die auf derselben Sei~e yon s t ' 
liegt, wie u 1 = 0 und mi~ ~%' die auf ss' liegende Wurzel  tier Gleichung 
zweiter Ordnung 

(39)  ~ = f~ (~ ) .  

Nun be t r a~ ten  wir eine Riemannsehe Fl~ehe, die aus zwei fiber tier 
u~-Ebene ausgebreitetmn Bl~tern  besteht~ deren Rand aus dem zweimal zu 
durchtaufenden Kreise [u 11 ~ 1 gebildet ist, und die in :ps" verzweig~ ist. Die 
AbBildung dieser Riemannschen Fli4che auf den Kreis 1st < 1, bei welr2aer 
die Nullpunkte u i = 0 und z = 0 mad in diesen die positiven Richtungen 
dex reellen Achsen einander entspreche~ wird dutch eine Fnnlr~ion 

") Die Idee, zweiblittrige Hilfsfl~chen als' Majozantea zu ben~tze~. ~ vo~ 
Koebo hez, de~ dexartige Majoran~.n vielf~ch benutzt hat; el. z~ B. ,0her die Uni- 
fozmiBiermag alg~brai~her Kurven I" [Math. Aam 67, p. 1~5~22~]. ~. 209. 
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geliefer~, die man erhalt, indem man in (38) die Konsf~ute Pl durch P2' 
ersetz~. 

Die F~!n~fion 
( 4 0 )  = = fi( ) 

liefer~ die konforme A'bbildung des Kreises l z{ < 1 auf eine vierbl~ttrige 
Riemannsche FIRehe ~ ,  die folgende Eigensehaf~en hat: im Punkte u==pl 
hesi~zt/~ zwei iibereina~derliegende aber getrennte Windungspunkte zweiter 
Ordnung mad die vier BlOtter yon B~ sind dor~ verzweigt; im Punkte 
u = ~  besi~z~ Bz einen einzigen Windungspunk~ zweiter Ordnung und 
nut zwei B t ~ e r  yon Rs sind in diesem Punk~ verzweig~. Schneider man 
die viex BlOtter y o n / ~  l~ngs s 1 und s~ atff, so z e ~ l l ~ / ~  in vier Stiieke. 
Das eine S~fick, da,s den P.nk~ u = 0 en~h~.l~, dem in der Abbildung 
z ~ 0 en~sprieht, ist; sowohl in Pl als auch in i~ verzweigt. 

Die dri~e Funktion fs(z) der Folge, die wit kons~ruieren wollen, ist 
auf ganz analogem Wege zu ermi~eba: Wir betrachten eine neue ttilfs- 
ebene u~ mad die Funktionen 

u = f~(u,), u~ = ~,(u~); 

dem Schnitte s 2' (den wir in der ul-Ebene gebilde~ haben) entspricht in 
der u~-Ebene verm~ge u~= 9~(u~) eine Kurve s~', die den Kreis ]u~t < 1 
in zwei Tefle zerleg~. Dem Schnif~e s~ entsprechen in u~ verm~ge u = f ~ ( ~ )  
zwei Kurven, die dutch sl" getrennt sind; es sei s~" diejenige yon ihnen, 
welche auf derselben Seife yon s~" wie % = 0 liegt. Dem Schni~te s a" ent- 
sprechen in der u~-Ebene, vermSge der Funkgon ul ~ ~(u~) wiederum 
zwei Kurven; es sei sa" diejenige yon ihnen, die auf derselben Seif~ yon 
s~" wie % = 0 liege. 

Mit ~v~" bezeichnen wit ferner dasjenige in'~t a gelegene Bild yon ~ ,  
das auf s~" liege, und m~t ~(z)  die Funk~ion~ die man ethYlS, indem man 
in (38) die GrSBe p~ dutch ~" ersetzt. Dann kann man far die gesuehte 
Funk~ion f~(z) se~zen: 

Iadem man auf diese Weise fortfghr~, erh~lg man eine Folge yon un- 
endlich vielen ra~ionalen Funk~ionen 

( 4 1 )  5 ( , ) ,  �9 - . ,  fA ), - �9 "- 

Die ~t~ Fnn]~ion f , (z)  dieser Folge bilde~ den Kreis t~I < 1 auf eine 
~-bIR~rige Riemannsehe F1Rc2xe ~= tier u-Ebene ab, deren Rand aus der 
2~-faeh durchlaufenen Kreislinie l ul = 1 besf~hL Schneider man sRmf]iche 
B1R~f~r yon ~ ,  1Rngs der Schnitte sz~ s~ , . - . ,  s, auf~ so zertRllt / ~  in 
2 ~ S~/ieke~ yon denen das eine ~ den dem P u n l ~  z = 0 en~sprechenden 
Punk~ u'~.== 0 enthRlt; aul~rdem sind die ~ Punk~e 
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u * =  pl , u* = p~, . . . ,  u * = ~  

die anf dem Rande dieses Stiiekes liegenden Verzweigun~pun]~ yon/~, .  

32. Betxachtet man den Kern der Folge yon Riemannsehen Fl~ehen 
~ , / 7 ~ ,  "" "~/~n, "" ", so sieht man aus unserer letzten Bemerkung, dab 
dieser jeden (inneren) Punkt des Gebiet~s A enthiilt Da aber die Ver- 
zweigungspunkCe Pl, P~, "'" der Folge / ~ , / 7 ~ , . . .  in jedem Punl~ des 
Randes a yon if einen H~ufungspun]~ besitzen, so gehSren die Punkte 
yon a nieht zum Kern, und dieser mu6 mit A identiseh sein. Ganz analog 
wfirde man beweisen, dab A mit dem Kerne einer beliebigen Teiffolge 
yon /~ , , /~ ,  . . -  zusammenfallen muB. Die Folge R~,//2, " '" konvergier~ 
demnaeh gegen Lhren Kern und nach Satz VI mid~ also 

Lira f~(z) = f (z) 

exis$ieren und d~  konforme Abb~ldung des Gefbietes A darsteUem 
Hiermit ist die MSglichkeit der konformen Abbildung des Inneren 

eines dutch eine Jordansche Knrve begrenz~en Gebie~es anf das Inhere 
eines Kreises erbracht. 

Die allgemeinsten Gebiete, die z. B. Osgood betrachtet hat, kSnnen 
dutch Gebiete A appro~mier~ werden; die MSglichkeit, auch diese Gebie~e 
abzubilden, kann also aus den im w 22 angedeuteten Resultaten en~nommen 
werden, wodurch das Resultat yon Osgood auf rein funktionentheoretischem 
Wege erbrach~ ist. 

33. Die n ~ Approximationsfunk~ion In(z) liefer~ die Abbildtmg einer 
2 ~- bl~t~rigen Riemannschen Fl~che. Bei dieser hbbildung enth~ilt der Kreis 
I z[ < 1 ebensoviele d. h. 2 ~ Bilder des Gebietes A. 

Dasjenige dieser Bilder, das den Punkt z = 0 enthiilt, mSge mit a n 
bezeichnet werden. Es sei 0~ der Radius des gr56ten Kreises yon der 
Eigenschaft, da6 s~imfliche Punkte Izl ~ e~ im Gebiete a n entJml~en sin& 
Die Folge yon Zahlen 01, 0 ~ , " "  w~chst monoton: es ist n~mlich, nach 
unserer Konshnlktion f~+~(z)= f~(~+,(z)), wo r dieselbe Form wie 
die Funktion (381 hat; Ffir Izl ~-0~ ist daher lep.+~(z)l < o~ (Gleichhei~ 
ausgescMossen), und folglich lieg~ der Punk~ f~+~(z) im ~ - e r e n  yon A. 
Au6erdem ist, wegen tier Konvergenz der f~(z) gegen die Abbfldungs- 
r u n ,  ion yon A 

Die fibrigen yon a~ verschiedenen (L ~ -  1) Bilder des Gebie~es A 
liegen bei der Abbildung u = f~(z) alle im Kreisringe 0~ < I z f < 1 und 
werden ~ i o h  an den Rand fzl = 1 gedriickt. Unser Satz IV des w 9 
gibt uns die MSglichkeit, die 6rSlh~ I f ( z ) -  f,(z)~ ffir alle Wer~  yon z 
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innerhalb eines festen Kreises i z I ~ @ ~ i abzusch~gzen, worm eJne untere 
Sehranke ~ Q,, berectmet ist, und liefert Aufschluii fiber die jewefiige 
GrSl~e der Approximation der gesuch~en Abbildungsfunktion f(z) dureh 
irgend eine Yunktion der Reihe (41). 

Zam SchluB miieh~e ieh noch bemerken, dab die Folge (41) f'fir 
jedes z veto absoluten Be~rage Eins divergent ist. Fiir ein derartiges z ist 
ngmlich If~(z)i = 1, der entspreehende Wert yon f(z) dagegen ist, wenn 
er erSs~iert, dem absoluten Be~rage nach ]deiner als Eins. 

Bres lau ,  den 17. Juli 1911. 


