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Untersuchungen  lber die Grundlagen der Mengenlehre. 

Yon 

E. ZERMELO in GSttingen. 

I. 

Die Mengenlehre ist derjenige Zweig der Mathematik, dem die Auf- 
gabe zufiillt, die Grundbegriffe der Zahl~ der Anordnung und der Funktion 
in ihrer urspriinglichen Einfachheit mathematisch zu untersuchen und 
damit die logischen Grundlagen der gesamten Arithmetik und Analysis zu 
entwickeln; sie bildet somit einen unentbehrlichen Bestaudtefl der mathe- 
matischen Wissenschaft. Nun scheint aber gegenw~rtig gerade diese Dis- 
ziplin in ihrer ganzen Existenz bedroht dutch gewisse Widerspriiche oder 
~,hntinomieen", die sich aus ihren scheinbar denknotwendig gegebenen 
Prinzipien herleiten lassen und bisher noch keine allseitig befriedigende 
LSsu~g gefunden haben. Angesichts namentlich der ,,Russellschen Anti- 
nomie" yon der ,Menge aller Mengen, welche sich selbst nicht als Element 
enthalten"*) schein~ es heute nicht mehr zul~ssig, einem beliebigen logisch 
definierbaren Begriffe eine ,,Menge" oder ,,Klasse" als seinen ,,Umfang" 
zuzuweisen. Die ursprtingliche Cantorsche Definition einer ,,Menge" als 

einer ,Zusammenfassung yon bestimmten wohlunterschiedenen Objekten 
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen"**) bedarf also 
jedenfalls einer Einschr~nkung, ohne dal] es doch schon gelungen wiire, 
sie durch eine andere, ebenso einfache zu ersetzen, welche zu keinen 
solchen Bedenken mehr Anlal3 g~be. Unter diesen Umst~inden bleibt 
gegenw~r~ig niches anderes iibrig, als den umgekehrten Weg einzuschlagen 
und, ausgehend yon der historisch bestehenden ,,Mengenlehre", die Prin- 
zipien aufzusuehen~ welche zur Begrttndung dieser mathematischen Dis- 
ziplin erforderlich sind. Diese kufgabe mul~ in der Weise geiSs~ werden, 
dal~ man die Prinzipien einmal eng genug einschr~nkt, um alle Wider- 
spriiche auszuschlie6en, gleichzeitig aber auch wei~ genug ausdehn~, um 
alles Wertvolle dieser Lehre beizubehalten. 

In der bier vorliegenden Arbeit gedenke ich nun zu zeigen~ wie sich 
die gesamte yon G. Cantor  und R. Dedekind  geschaffene Theorie auf 

*) B. Russell, ,,The principles of ~athema~ics", vol. I, p. 366--365, 101--107. 
**) G. Cantor, Math. knnalen Bd. 46, p. 481. 
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einige wenige Definitionen und auf sieben anscheinend voneinander unab- 
httngige ,,Prinzipien" oder ,,Axiome" zurtickftihren ltti3t. Die weitere~ mehr 
l~hilosophische Frage nach dem Ursprung und dem Gtiltigkeitsbere~.che 
dieser Prinzipien so]] bier noch unerSrtert bleiben. Selbst die gewil~ sehr 
wesentliche ,Widerspruchslosigkeit" meiner Axiome habe ich noch night 
streng beweisen kSnnen, sondern reich auf den gelegent]ichen Hinweis 
beschr~nken mtissen, dal~ die bisher bekannten ,Antinomieen" s~imtlich ver- 
schwinden, wenn man die hier vorgeschlagenen Prinzipien zugrunde legt. 
Fiir sp~tere Untersuchungen, welche sich mit solchen tiefer liegenden 
Problemen besch~iftigen, mSehte ich hiermit wenigstens eine ntitzliche 
Vorarbeit liefern. 

Der nachstehende Artikel enthiilt die Axiome und ihre niichsten 
Folgerungen, sowie eiue auf diese Prinzipien gegriindete Theorie dot 
_~quivalenz, welche die formelle knwendung der Kardinalzahlen vermeidet. 
Ein zweiter Ar%ikel, der die Lehre yon der Wohlordnung und ihre An- 
wendung auf die endlichen Mengen und die Prinzipien der Arithmetik im 
Zusammenhange entwickeln soll, ist in Vorbereitung. 

w  

Grundlegende Definitionen und Axiome. 

1. Die Mengenlehre hat zu tun mit einem ,Bereich" ~ yon Objekten, 
die wir einfach als ,Dinge" bezeichnen wollen, unter denen die ,Mengen" 
einen Tell bilden. Sollen zwei Symbole a und b dasselbe Ding bezeichnen, 
so schreiben wir a -~  b, im entgegengesetzten Falle a =~ b. Von einem 
Dinge a sagen wit,  es ,,existiere", wenn es dem Bereiche ~ angehSrt; 
ebenso sagen wir yon einer Klasse St yon Dingen, ,,es gebe Dinge der 
Klasse ~", wenn ~ mindestens ein Individuum dieser Klasse enthiilt. 

2. Zwischen den Dingen des Bereiches ~ bestehen gewisse ,,Grund- 
beziehungen" der Form aeb. Gilt ftir zwei Dinge a, b die Beziehung a~b, 
so sagen wit, , a  sei Ele~ent der Menge b" oder ,,b enthalte a als Ele- 
ment" oder ,,besitze das Element a". Ein Ding b, welches ein anderes a 
uls Element enth~ilt, ka~n immer als eine Menge bezeichnet werden, aber 
auch nut dann - -  mit einer einzigen Ausnahme (Axiom II). 

3. Ist jedes Element x einer Menge 2/gleichzeit ig auch Element der 
Menge A r, so dal~ aus xeM stets xeN gefolgert werden kann, so sagen 
wit, ,,M sei Untermenge yon h TM, und schreiben i ~ / ~  AT*). Es [st stets 
M ~ M, und aus M =~ ~ und h r ~ R folgt immer M ~  R. ,Elernentenfremd" 

*) Dieses ,,Subsump~ions"-Zeichen wurde yon E. S chr 8 d e r (,,Vorlesunge~i ~ iiber 
Algebra der Logik" Bd. I) eingeffihr~. Herr G. Peano und ihm folgend B. Russell, 
Whitehead u. a. br~.uchen daf~ir das Zeiehen 3. 
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heil~en zwei Mengen M, N, wenn sie keine ,,gemeinsamen" Elemente be- 
sitzen, odor wenn kein Element yon M gleichzeitig Element yon A T isk 

4. Eine Frage oder Aussage ~, fiber deren Giiltigkeit odor Ungiiltig- 
keit die Grundbeziehungen des Bereiches verm6ge der Axiome und der 
allgemeingfiltigen logischen Gesetze ohne Willkilr entscheiden, heiBt 

/ ~  Ebenso wird auch eine ,,Klassenaussage" @(x), in welcher tier 
variable Term x alle Individuen einer Klasse ~ durchlaufen kann, als 
,,definit" bezeichnet, wean sis fiir jedes einzelne Individuum x der Klasse 
dsfinit ist. So ist die Frage, ob aeb oder nicht ist, immer definit, ebenso 
die Frage, ob M ~ _hT oder niche. 

~ber die Grundbeziehungen unseres Bereiehes ~ gelten nun die fol- 
genden ,,Axiome" oder ,,Postulate". 

Axiom I. Ist jedes Element einer Menge M gleichzeitig Element yon 
A r und umgekehrt, ist also gleichzeRig M ~  A r und AT=~ M, so ist immer 
3 / /=  N. Odor kfirzer: jede Menge is~ durch ihre Elemen~e besLimmt. 

(Axiom der Bestimmtheit.) 
Die Menge, welche Bur die Elemente a, b, c , . . . ,  r enLh~lt, wird zur 

Abk~irzung vielfach mit {a, b, c , . . . ,  r} bezeichnet werden. 
Axiom II. Es gibt eins (uneigentliche) Menge, die ,,Nullmenge" O, 

welche gar keine Elemente enthiilt. Ist a irgend ein Ding des Bereiches, 
so existiert eine Menge {a}, welche a und nur a als Element enth~ilt; 
sind a, b irgend zwei Dingo des Bereiches, so existiert immsr eine Menge 
{a, b}, welche sowohl a als b, abet kein you beiden versch[edenes Ding x 
als Element enthiil& 

(Axiom der Elementarmsngen.) 
5. :Nach I sind die ,,Elementarmengen" {a}, {a, b} immer ein- 

deutig besLimmt, und es gibt nut eine einzige ,,Nullmenge". Die Frage, 
ob a ~ b odor nicht, is~ immer definit (Nr. 4), da sis mit der Frage, ob 
aa { b } isL, gleichbedeutend ist. 

6. Die Nullmenge ist Untermenge jeder Menge 2/Z, 0 ~ M; eine 
gleichzeitig yon 0 und M verschiedene Untermenge yon M wird als ,,Teg" 
yon M bezeichnet. Die Mengen 0 und {a} besitzen keine Teile. 

Axiom III. Ist die Klassenaussage ~(x)def in i t  fiir alle Elemente 
einer Menge M, so besitzt M immer eine Untermenge Me, welche alle 
diejenigen Elemente x yon 3/, ffir welche @(x) wahr is~, und nur solche 
als Elemente enthiilt. 

(Axiom der Aussonderung.) 
Indem das vorsLehende Axiom IlI in weitem Umfange die Definition neuer ~r 

gestattetG, bilde~ es einen gewissen Ersatz fiir die in tier Einlei~ung angefiihrte und 
als unhaltbar ~,ufgegebene allgemeine Mengendefinition, von tier es sich dutch die 
folgenden Einschr~nkungen unterscheide~: Erstens dfirfen mi~ Hilfe dieses Axiomes 
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niemals Mengen independent definiert, sondern immer nut als Untermengen aus be- 
felts gegebenen ausgesondert werden, wodurch widerspruchsvolle Gebilde wie ,,die 
Menge aller Mengen" ode~ ,,die l~Ienge aller Ordinalzahlen" und damit nach dem 
Ausdrucke des Herrn G. Hessenberg  ,,(Grundbegriffe der Mengenlehre" XXIV) die 
,,ultrafinitenParadoxieen" ausgeschlossen sind. Zugleich mul~ zwei~ens das bes~im- 
mende Kriterium ~ (x) im Sinne unserer Erkli~rung Nr. 4 immer ,,defini~" d. h. fiir jedes 
einzelne Elemenr x yon M du_rch die ,,Grundbeziehungen des Bereiches" en~schieden 
sein, und hiemit kommen alle solchen Kriterien wie ,,dutch eine endliche Anzahl 
yon Worten definierbar" und damit die ,,Antinomie Richard" oder die ,,Paradoxie der 
endlichen Bezeichnung" (Hessenberg a. a. O. XXIII, vergl, dagegen J. Kiinig, 
Math. Ann. Bd. 61, p. 156) fiir unsereu Standpunkt in Wegfall. I-Iieraus folgt aber auch, 
daB, streng genommen, vor jeder Anwendung unseres Axioms III immer erst das 
betreffende Kri~erium ~(x) als ,,definit" nachgewiesen werden mul3, was denn auch 
in den folgenden En~wicklungen bei jeder Ge]egenheit, woes nich~ ganz selbstver- 
sti~ndlich ist, immer geschehen soll. 

7. Ist M 1 :~ M, so besitzt M immer eine weitere Untermenge M - -  M 1, 
die ,,Kom2lementiirmenge yon 2111" , welche alle diejenigen Elemente yon M 
umfaBt, die nicht Elemente yon M 1. sind. Die Komplementiirmenge yon 
M - / I / 1  ist wieder M 1. Die Komplementiirmenge yon M 1 ----M ist die 
Nullmenge 0, die Komplementiirmenge jedes ,,Teiles" M 1 yon M (Nr. 6) ist 
wieder ein ,,Tell" yon M. 

8. Sind M, N irgend zwei Mengen, so bilden nach III  diejenigen Ele- 
mente yon M, welche gleichzeitig Elemente yon N sind, die Elemente einer 
Un temenge  D yon M, welche auch Untermenge yon N ist und alle M 
und N gemeinsamen Elemente umfal~t. Diese Menge D wird der ,,ge- 
meinsame Bestandteil ~' oder der ,Durchschnitt" der l~Iengen M und ~r ge- 
nannt und mi t  [21/, _N] bezeichnek Ist M ~ ~ so ist [1]/, N]----_P/; ist 
h r = 0 oder sind M und ~ ,,elementenfremd" (Nr. 3), so ist [M, N]  = 0. 

9. Ebenso existiert auch fiir mehrere Mengen M, ~ ,  t~, . . .  immer 
ein ,,Durchschnitt" D = [M, N, R~ . . . ] .  Ist~ niimlich T irgend eine Menge, 
deren Elemente selbst Mengen sind, so entspricht nach HI jedem Dinge a 
eine gewisse Untermenge T~ :~ T, welche alle diejenigen Elemente yon T 
umfal~t, die a als Elemen~ enthalten. Es ist sorer  ffir jedes a definR, 
ob T~-= T ist, d .h.  ob a gemeinsames Element  aller Elemente yon T ist, 
und ist A eln beliebiges Elemen~ yon T, so bilden alle Elemente a yon A, 
flit welche T~ = T ist, die Elemente einer Untermenge D yon A, welche 
alle diese gemeinsamen Elemente umfal~t. Diese Menge D wird ,,der zu 
T gehiirende Durchschnitt" genannt und mit ~)T bezeichnet. BesRzen 
die Elemente ~von T keine gemeinsamen :Elemente, so ist ~ ) T =  0, und 
dies ist z. B. immer der Fall, wenn ein Element yon T keine Menge 
oder die NuUmenge ist. 

10. T h e o r era. Jede Menge M besitzt mindestens eine Untermenge Mo, 
welche nicht Element  yon M ist. 
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Beweis .  FLit jedes Element x yon M i s t  es definit, ob xex  ist oder 
nicht; diese M6glichkeit xex  ist an und flit sieh durch unsere Axiome 
nieh~ ausgeschlossen. Ist nun M o diejenige Untermenge yon M, welche 
gem~13 III alle solchen Elemente yon M umlaut, f~r die nicht xex  ist, so 
kann M o nicht Element yon M sein. Denn entweder ist Mo~M o oder 
nicht. Im ersteren Falle enthielte _M o ein Element x = Mo, fiir welches 
x~x w~re, und dieses widerspr~iche der Definition yon M o. Es ist also 
sicher ~zicht M o e Mo, und es mfifite somit 11//0, wenn es Element yon M 
w~re, auch Element yon M o sein, was soeben ausgeschlossen wurde. 

Aus dem Theorem folgt, dab nicht alle Dinge x des Bereiches s 
Elemente einer und derselben Menge sein k6nnen; d.h.  der Bereich ~ ist 
selbst keine Menge, womit die , ,Russel lsehe Antinomie" fiir unseren 
Standpunkt beseiti~ ist. 

Axiom IV. Jeder Menge T entspricht eine zweite Menge l i T  (die 
,,Poten~nenge" yon T) ,  welche alle Untermengen yon T und nut solche 
al~ Elemente enth~lt. 

(Axiom der Potenzmenge.) 

Axiem V. Jeder Menge T entsprieht eine Menge ~ T  (die ,,F'er- 
einigungsmenge" yon T) ,  welche alle Elemente der Elemente yon T und 
nur solche als Elemente enth~ilt. 

(Axiom der Vereinigung.) 

11. Ist  kein Element yon T eine yon 0 verschiedene lVlenge, so is~ 
nattirlieh ~ T  = 0. Ist T ---- {M, A/, R, . . . } ,  wo die M, N, _R, . . .  s~imt- 
lich Mengen sind, so schreibt man auch ~ T = M 4- AT-{- R 4- " '  und 
nennt ~ T  die ,~Su~n~ne der Mengen ~#, At, 17 , . . . " ,  ob einige dieser 
l~Iengen _M, A T,/~, . . .  nun gemeinsame Elemente besitzen oder nieht. Es 
ist immer M - - - - M 4 - 0 = M 4 - M - ~ M 4 - M H - . . . .  

12. Ffir die soeben definierte ,,Addition" der Mengen gilt das ,,kom- 
mutative" und das ,,assoziative" Gesetz: 

M-f-AT--=N4-M, M -t-.- (zV4- .R) = ( M  + AT) 4- ./?,. 
Endlieh gilt flit ~,Summen" und ,,Durchschnitte" (Nr. 8) auch ads 

,,distributive" Gesetz in doppelter Form: 

[ M +  = + 
[M, + = [M + 

Den Beweis ftihrt man mit Hilfe yon I, indem man zeigt, da6 jedes 
Element der linksstehenden Menge zugleich Element der rechtss~ehenden 
l~Ienge ist und umgekehrt.*) 

*) Diese vollst~ndige Theorie dieser .,logischen Addition und l~ul~iplika~ion" 
finde~ sieh iz~ E. Schr6ders ,,Algebra der Logik", Bd. I. 
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13. E i n f t i h r u n g  des P roduk tes .  Ist M eine yon 0 verschiedene 
Menge und a irgend eines ihrer Elemente, so ist nach Nr. 5 definit, ob 
M-~  {a} ist oder nicht. JEs ist also immer definit, ob eine vorgelegte 
Menge aus einem einzigen Element besteht oder nicht. 

Es sei nun T eine Menge, deren Elemente M, N~ t~, �9 .. lauter (unter- 
einander elementenfremde) Mengen sein mSgen, und S 1 irgend eine Unter- 
menge ihrer ,,Vereinigungsmenge" ~T.  Dann ist ftir jedes Element M 
yon T definit, ob der Durchschnitt [M, $1] aus einem einzigen Element 
besteht oder nicht. Somit bilden alle diejenigen Elemente yon T, welche 
mit S 1 genau ein Element gemein haben, die Elemente einer gewissen 
Untermenge T 1 yon T, und es ist wieder definit, ob /'1----2" ist oder 
nicht. Alle Untermengen S 1 =~ ~ T ,  welche mit jedem Elemente yon T 
genau ein Element gemein haben, bilden also nach III die Elemente einer 
Menge P-~  ~ T, welche nach III und IV Untermenge yon I I ~ T  ist und 
als die ,zu T gehSrende Verbindungsmenge" oder als ,,das t)rodukt der Mengen 
M, 17, R~ ..." bezeichnet werden soll. Ist T -~ {M, 17}, oder T ---- { M~ N, / t} ,  
so sehreibt man abgektirzt ~ T - - - - M N  oder = M N R .  

Um nun den Satz zu gewinnen, dab ein Produkt mehrerer Mengen 
nut dann verschwinden (d. h. der Nullmenge gleich sein) kann, wenn ein 
Faktor verschwindet, brauchen wit ein weiteres Axiom. 

Axiom VI. Ist T eine Menge, deren siimtliche Elemente yon 0 ver- 
sehiedene Mengen und untereinander elementenfremd sind, so enthiilt ihre 
Yereinigung ~ T  mindestens eine Untermenge $1, welche mit jedem Ele- 
mente yon T ein und nur ein Element gemein hat. 

(Axiom der Auswahl.) 

Man kann das Axiom auch so ausdrticken, dab man sagt, es sei 
immer mSglieh, aus jedem Elemen~e M,  N, t ~ , . . ,  yon T ein einzelnes 
Element m, n, r , . . .  auszuwiihlen und alle diese Elemente zu einer 
Menge S 1 zu vereinigen.*) 

Die vorsi~ehenden Axiome genfigen, wie wit sehen werden, am al'le wesen~lichen 
Theoreme der allgemeinen Mengenlehre abzuleiten. Um ,.bet die Existenz ,,unend- 
lieher" ~engen zu sichera, bedfiffen wix noch des folgenden, seinem wesentlichen InhaRe 
yon tterra 1~. Dedekind**)  herriihrenden Axiomes. 

A'xiom VII. Der Bereich enth~lt mindestens eine Menge Z, welche 
die Nullmenge als Element enthiilt und so besehaffen ist, dal~ jedem ihrer 

*) l~ber die Berechtigung dieses Axiomes vgl. meine Abhandlung Math. Ann. 
Bd. 65, p. 107--128, wo im w 2 p. l l l f f ,  die beziigliche Li~eratur eriir~er~ wird. 

**) ,,Was sind und was sollen die Zahlen?" w 5 Nr 66. Der yon tIerra Dedekind 
bier versuchte ,,Beweis" dieses Prinzips k~nn nicht behiedigen, da er yon der 
,,Menge alles Denkbaren" ausgeh~, w~hrend ffir unseren Standpunkt nach Nr. 10 der 
Bereich f~ selbs~ keine l~Ienge bildek 
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Elemente a ein weiteres Element der Form {a} entspricht, oder welche 
mit jedem ihrer Elemente a auch die entsprechende Menge {a} als Element 

enth~lt. (Axiom des Unendlichen.) 

14vii.*) Ist Z eine beliebige Menge yon der in VII geforderten Be- 
schaffenheit, sa ist fiir jede ihrer Untermengen Z i definit, ob sie die 
gleiche Eigenschaft besitzt. Denn ist a irgend ein Element yon Zi,  so ist 
definit, ob auch {a}eZ, ist, und alle so beschaffenen Elemente a yon Z~ 
bilden die Elemen~e einer Untermenge Zi' , ffir welche definit ist, ob 
Z i ' =  Z i i s t  ader nicht. Somit bilden alle Untermengen Z i yon der be- 
trachteten Eigenschaft die Elemente einer Untermenge T=~ l lZ ,  und 
der ihnen entsprechende Durchschnit~ (Nr. 9) Z o -~ ~)T ist eine Menge yon 
der gleichen Beschaffenheit. Denn einmal ist 0 gemeinsames Element aller 
Elemente Z i yon T~ und andererseits, wenn a gemeinsames Element aller 
dieser Z 1 ist, so ist auch {a} allen gemeinsam und sorer gleichfalls Ele- 
ment van Z o. 

Ist nun Z '  irgend eine andere Menge van der im Axiom geforderten 
Beschaffenheit, so entspricht ihr in genau derselben Weise wie Z o dem Z 
eine kleinste Untermenge Z o' van der betrachteten Eigenschaft. ~Tun 
mug aber auch der Durchschnit~ iX o, 2"0'], welcher eine gemeinsame 
Untermenge van Z und Z '  ist, die gleiche Beschaffenheit wie Z und Z' 
haben und als Untermenge yon Z den Bestandteil Zo, sowie als Unter- 
menge yon Z '  den Bestandteil Z o' enthalten. Nach I folgt also, da$ 
[Zo, Zo' ] = Z o = Z o" sein mul~, und dal~ sami~ Z o der gemeinsame :Bestand- 
tell aller mgglichen wie Z beschaffenen Mengen ist, obwohl diese nicht 
die Elemente einer Menge zu bilden brauchen. Die Menge Z o enthiilt die Ele- 
mente 0~ {0}, {{0}} usw. und mSge als ,,Zahlenrei;~e" bezeichnet werden, 
weft ihre Elemente die Stelle der Zahlzeichen vertreten k6nnen. Sie bildet 
das einfaehste Beispiel einer ,,abziihlbar unendlichen" Menge (hYr. 36). 

Theorie der )[quivalenz. 
Die ,,~.quivalenz" zweier Mengen**) l~l~t sieh fiir unseren Standpunk~ zuniehs~ 

n ~t nur ftir den Fall definieren, wo die Mengen ,,elemen~e fremd (Nr. 3) sind, und kann 
erst nachtriglich auf den allgemeinen Fall ausgedehnt werden. 

15. D e f i n i t i o n  A. Z~vei elementenfremde Mengen M und A r heil~en 
,,unmittelbar ~iquivalent", M ~ _ N ,  wenn ihr Produkt M_N (bTr. 13) mindestens 
eine solche Untermenge r besitzt, dalt jedes Element yon M-t-A 7 in einem 

*) Die Indizes VI oder VII an der Nummer eines Theorems sollen ausdrficken, 
dal~ hier das Axiom u oder VII explizit oder implizit zur Anwendung kommk 

**) G. Cantor, Ma~h. Annalen Bd. 46, p. 483. 



268 E. Z ~ o .  

und nur einem Elemente {~., n} yon r als Element erscheint. Eine Menge 
r :~ MAr yon der betrachteten Beschaffenheit heiBt eine ,,Abbildung yon 
M auf Ar"; zwei E]emente ~z, n, welche in einem Elemente yon r ver- 
einigt erscheinen, heiBen ,,aufeinander abgebildet", sie ,entsprechen ein- 
ander", das eine ~st ,das Bild" des anderen. 

16. Ist r irgend eine Untermenge yon M_N, also Element yon 
II(MAr), und x irgend e~n Element yon M~-Ar ,  so ist es immer de- 
finR (Nr. 4), ob die x enthaltenden Elemente yon r eine Menge bilden, 
die aus einem einzigen Element besteht (Nr. 13). Somit ist auch definR, ob 
alle Elemente x yon M ~-Ar diese Eigenschaft besitzen, d. h. ob r eine 
,,.(bbildung" yon M auf Ar darstellt oder nicht. Die si~mtlichen Ab- 
bildungen q) bilden also nach III die Elemente einer gewissen Untermenge t] 
yon II(MAT), und es ist definit, ob t2 yon 0 verschieden ist oder nicht. 
t~iir zwei dementenfremde Mengcn M~ 1~ ist es also immer definit, ob sie 
iiquivalent sind oder nicht. 

17. Sind zwei iiquivalente elementenfremde Mengen M, Ar dutch r 
aufeinander abgebildet~ so entspricht auch jeder Untermenge M 1 :~ M 
eine iiquivalente Untermenge AT1 ~ A r vermSge einer Abbildung r welche 
eine Untermenge yon (1) ist. 

Denn fiir jedes Element {~, n} yon (t) ist es definit, ob m e M  1 ist 
oder nicht,  und alle in dieser Weise zu M 1 gehSrenden Elemente yon r 
bilden somi~ die Elemente einer Untermenge r ~ r Bezeichnet man nun 
mit Art den Durchschni~ (l~r. 8) yon ~r  mit Ar, so erscheint jedes 
Element yon _M 1 ~ Arl nur in einem einzigen Elemente yon r als Element, 
weft es sonst auch in r mehrfach vorkommen wiirde, und es ist naeh 
Nr. 15 in der Tat M I ~ _ N  1. 

18. Sind zwei elementenfremde Mengen M und _N einer und der- 
selben drRten ~enge /~ gleichzeitig elementenfremd und iiquivalent, oder 
ist M ~ / ~ ,  ~ ~ R', / ~ ' ~  -h~ wobei je zwei aufeinander folgende Mengen 
elementenfremd sein sollen~ so ist auch immer M ~ A T. 

Es s e i en r  :~ Mt~, X ~-/~R',  �9 :~ R'Ar drei ,,Abbildungen" (Nr. 15), 
welche bezw. M auf /~, R auf/~ '  und/~ '  auf Ar abbilden. Ist dann {m, n} 
irgend ein Element yon M A  r, so ist definit, ob es ein Element re/~ und 
ein Element r'e/~' gibt, so dab gleichzeitig {m,r} e r  {r,r'} eX und 
{ r', n } e~ ist. Alle Elemen~e { m, n } yon dieser Beschaffenheit bilden 
somit die Elemente einer 1VIenge t~ :~ MAr, welche eine Abbildung yon 
M a u f  AT darstellt. Ist niimlich etwa m irgend ein Element yon M, so ent- 
spricht ibm immer ein einziges Element re/~, ein einziges r ' eR '  und sorer 
auch e/n einziges n e a  r yon der verlangteu Beschaffenheit; das Analoge giR 
ftir jedes Element n yon AT. ~, Jedem Elemente yon M ~  ar entspricht also 
in der Tat ein einziges Element {m, n} yon t), und es ist wirklich M~-N.  
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19. Theorem.  Sind M und N irgend zwei Mengen, so gibt es 
immer eine Menge 2/ ' ,  welche der einen M ~iquivalent und der anderen 
~r elementenfremd ist. 

Beweis. Es sei S = |  gem~il3 V die Menge, welche die 
Elemente der Elemente yon M + N umfaI3t, und r g e m ~  17r. 10 ein Ding, 
welches nicht Element yon M ~-S  ist. Dann sind die Mengen M und 
/ ~  {r} elementenfremd~ und das Produkt M'-~ MR besitzt die im Theorem 
verlangte Eigenschaft. In der Tat ist dann jedes Element yon M' nach 
Nr. 13 eine Menge der Form m' = {m, r}, wo meM ist, und niemals Ele- 
ment  yon M + _N, well sonst r Element eines Elementes yon M ~-~r 
und damit gem~i] V Element yon S w~re gegen die Annahme. Also ist 
_~'  beiden Mengen 2// und N elementenfremd. 

Ferner entspricht jedem Element m yon M ein und nut ein Element 
m ' ~  {m, r}, und umgekehrt enth~lt jedes m' nur ein einziges Element 
r~ yon 2 /  als Element, da r kein Element yon M sein sollte. Jedem 
Element yon _M + M '  entspricht also ein einziges Element {m, m'} yon 
~IM' ,  flit welches m'---- {m, r} ist, und wenn man alle so beschaffenen 
Paare {m, m'} zu einer Untermenge O ~ M M '  rechnet, so ist nach Nr. 15 
r eine Abbildung yon M a u f  M' und M ~ M'. 

Aus unserem Satze folgt, dal~ die s~imtlichen Mengen, welche einer 
nicht verschwindenden Menge M 5quivalent sind, nicht die JElemente einer 
~e~ge T bilden k6nnen; denn ist T eine beliebige Menge, so gibt es 
immer eine Menge M ' ~  M, welche tier Vereinigung ~ T elementenfremd 
und daher nicht Element yon T ist. 

20. Sind M und ~r irgend zwei i~engen, so ist es immer defmit, 
ob es eine Menge R gibt, welche beiden Mengen M und N gleichzeitig 
elementenfremd und ~quivalent ist. 

Es sei n~mlich M' gem~B Nr. 19 eine Menge, welche M ~quivalent 
und M + ~r elementenfremd ist. Dann ist nach Nr. 16 definit~ ob M ' ~  N 
ist  oder nicht. Ira ersteren Falle is~ R----M' eine Menge yon der ver- 
langten. Beschaffenheit, im entgegengesetzten F~lle kann es eine solche 
Menge R iiberhaupt nicht geben, da nach Nr. 18 aus M ' ~  21, M ~  R 
und /~ ~ ~r immer M ' ~  N folgen miiBte gegen die Annahme. 

Das vorstehende Theorem in Verbindung mit Nr. 18 berechtigt uns 
jetzt  zu der folgenden Erweiterung unserer Definition A: 

21. D e f i n i t i o n  B. Zwei beliebige (nicht eiementenfremde) Mengen 
/~/ und 2V heiBen ,,mittelbar ~quivalent ~" M ~  _~, wenn es eine dritte 
lYlenge R gibt, welche ihnen beiden elementenfremd und im Sinne der 
Definition A beiden ,,unmittelbar iiquivalent" ist. 

Eine solche dutch /~ ,vermitteltd' Aqnivalenz zweier Mengen-M 
und ~r wird gegeben durch zwei simultane ,,Abbildungen" r ~ M R  und 
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' r 1 dt( q~:~N/~, und zwei Elemente m e M  und n~N heiBen ,,entsp ecnen oder 
,,aufeinander abgebildet"~ wenn sie einem und demselben dritten Elemente 
re/~ entsprechen, so da6 gleichzeitig {re, r} eq)und {n,r} evd ist. Auch 
bei einer solchen vermittelten Abbildung entspricht wie in Nr. 17 jeder 
Untermenge M 1 yon M eine ii.quiwalente Untermenge R 1 won/~ und somi~ 
wieder eine iiquivalente Untermenge ~1 ~ s 

Wegen :Nr. 18 kann diese Definition B auch auf elementenfremde Mengen 
M, N angewendet werden, und nach Nr. 20 ist es immer definit~ ob zwei 
beliebige Mengen im Simle dieser Definition iiquivalent sind oder nicht. 

22. Jede Menge ist sieh selbst iiquivalent. Sind zwei Mengen M, 
einer dritten R i~quivalent, so sind sie einander so~bst iiquivalent. 

Is~ n~imlich gemiil3 Nr. 19 M" eine Menge, welche M elenlentenfremd 
und iiquivalent ist, so is~ gleiehzeitig M ~ M'  und ~ / ' ~  _711, also naeh 
Nr. 21 wirklich M ~ M. 

Ist ferner die Aquivalenz der Mengen M und /~ vermittelt dureh 
M', sowie die Aquiwalenz yon /~ und N wermittelt dutch N',  wobei M" 
zu M und /~, sowie _N' zu ~ und /~ elementenfremd sein soll, so 
wiihlen wir gemi~B Nr. 19 eine sechste Menge //', welche oo/~ and der 
Summe M +  ~ T / ~  elementenfremd ist, und haben dann wegen Nr. 18 

M ~ M ' ~ . ~ t ~ R ,  also M ~ R '  
and 2~t t ~ ~ R ~ / ~ ,  also N o o R ' ,  

so dab nach Nr. 21 die J~quiwalenz yon M and 2V durch R '  vermittelt isk 
23. Die Nullmenge ist nut sich selbs~ ~iquivalent. Jede Menge der 

Form { a } ist jeder anderen Menge { b } derselben Form und keiner 
sonstigen Menge i~quivalent. 

Denn da das :Produkt 0 .  M immer-----0 ist, so kann keine Menge 
2F/=~ 0 im Sinne der :Nr. 15 der Nullmenge (unmittelbar) und somi~ 
auch keine Menge M '  im Sinne yon :Nr. 21 ihr ,,mittelbar" i~quivalent sein. 

Ist ferner {a} elementenfremd zu M, d. h. a nieht e M, so sind 
alle Elemente des Produktes {a } M won der Form { a, m }, and wenn 
~/aul3er m noch ein weiteres Element 2 enthielte, so wiiren {a, m} und 
{ a, i0 } nichl elementenf~emd, wie in :Nr. 15 s jede,,Abbildung" d) ~ { a I M 
gefordert. Dagegen ist { a } . { b } =  {a,b} stets eine Abbildung yon 

/b}. 
f 

24. Theorem.  Ist M ~ M'  und N ~ N ,  wi~hrend M und N einer- 
seits, M' und N '  andererseits einander elementenfremd sind, so ist immer 

M + N ~ M ' + _ N ' .  
Beweis .  Wir betraehten zuniichst den Fall, wo M + ' N  und 

M ' +  2V' elementenfremd sind. Dann is~ auf beide Aquivalenzen M ~ M '  
and _N~ _?V' die Definition A Nr. 15 anwendbar, und es gibt zwei 
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Abbildungen �9 ~ MM" und q / ~  NN' ,  deren Summe r + ~ die ver- 
langte Abbildung yon M + N auf M ' +  N'  darstellt. Ist ni~mlich 
pe(M+ At), so ist entweder peM oder p e a  r, aber wegen [M, Ar]----- 0 nich~ 
beides gleichzeitig, und im einen Falle enth~lt r  im anderen ql ein 
einziges Element der Form {p, q}. Ebenso entspricht auch jedem Ele- 
mente q yon M ' + • "  ein und nur ein Element {p,q} in r  

Sind M +  N und M ' +  N'  nicht selbst elementenfremd, so gibt es 
gemiil~ Nr. 19 eine Menge S",-,~M'+.N, welche der Summe M +  A r 
+ M'  + N '  elementenfremd ist, und bei einer Abbildung X yon M'  + N '  
auf S" mSgen wegen Nr. 17 den beiden Teilen M '  und N" die iiquivalenten 
und elementenfremden Teile M" und N" yon S" entsprechen. Dann is~ 
M ~ M' oo M" sowie .37 ,.,o N' ~ N" und, da jetzt M + N und M" + .37" 
elementenfremd sind, nach dem soeben Bewiesenen 

M +  N ~ M " +  _Y"---- S " ~  M ' +  N', 
also wieder 

M + N ~ M ' + N ' .  
25. Theorem.  Ist oine Menge M einem ihrer Teile M'  iiquivalent, 

so ist sie auch jedem anderen Teile M 1 i~quivalent, welcher M'  als 
Bestandteil enth~lt. 

Beweis. Es sei 
M ~ M ' : ~ M ~ M  und Q = M ~ - - M ' .  

Wegen der vorausgesetzten _~quivalenz M ~ M'  gibt es gem~t~ Nr. 21 eine 
Abbildung {r ~} yon M auf M', vermittelt etwa dutch M". Ist nun A 
eine beliebige Untermenge yon M, so entspricht ihr bei der betrachteten 
Abbildung eine bestimmte Un~ermenge A' yon M', undes  ist definit, oh 
A" ~ A ist oder nicht. Somit bilden alle solchen Elemente A yon llM~ 
flit welche gleichzeitig Q =q A und A ' ~  A ist, nach III die Elemente 
einer gewissen Menge T=~ I lM,  und es ist namentlich M selbst Ele- 
ment yon T. Der gemeinsame Bestandteil A o = ~ T  aller Elemente 
yon T (Nr. 9) besitzt nun die folgenden Eigenschaften: 1) Q ~ Ao, 
weft Q eine gemeinsame Untermenge aller A~,T ist, 2) Ao' ~ Ao, well 
jedes Element x yon A o gemeinsames Element aller A e T und somit auch 
sein Bild x'e A ' ~  A gemeinsames Element aller A ist. Wegen 1) and 2) 
ist also auch A o e T. Endlich ist 3) A o = Q + Ao'. Da niimlich Ao' =~ A~ 
und gleichzeitig ~ M'  =~ M - -  Q ist, so ist einmal A o' ~ A o --  Q. Anderer- 
seits ist aber auch jedes Element r yon A o - - Q  ein Element yon A o' and 
daher A o -  Q ~ Ao'. In der Tat, w~ire r nicht e A0' , so wtirde auch 
A 1 = A o --{r} noch A o' und afort iori  A 1" als Bestandteil enthalten und, 
da es immer noch Q enth~lt, selbst Element yon T sein, wiihrend es 
doch nur ein Teil yon A o =  ~ T  ist. Es ist also 

q + M'---- (Q + Ao') + (M'--Ao') ---- =4o + 
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wo die beiden Summanden rechts keine Elemente gemein haben, weil Q 
und M'  elementenfremd sind. Da nun abet A o ~  A o' und M ' - - A  o' 
sich selbst iiquivalent is~, so folg~ nach Nr. 24 

M1 " Ao' + (M'--Ao'  ) ---- M ' ~  M, 
d. h. wie behaup~;et, M 1 ~ M. 

26. F o l g e r u n g .  Ist eine Menge M einem ihrer Teile 
valent, so ist sie auch jeder Menge M~ iiquivalent, welehe aus 
Fortlassung oder Hinzufiigung eines einzelnen Elementes entsteht. 

Es sei 
M ~ M ' = M - - t ~  und M x = M - - { r } ,  

wo re /~  sein miige. Dann is~ 

M ' = M - -  { r } - - ( B - - { r } ) ~ M - - { r } = M ~  

und nach dem vorigen Satze M ~ M~. 
Ist ferner 

M~-----M-- {a}, wo a e M ' = M - - R  

is~, so sei M o = M - { a , r } ,  

und wit haben nach Nr. 23 und 24 

M~= Mo + {r} ~ Mo+ {a} = M ~  M,  
also auch 

Is~ endlich 

M'  ~qui- 
M durch 

wo c night ~ M ist, so folgt aus M ~ M '  wieder nach bTr. 24 

= M + {c}  ~ M ' +  = M - -  R + = - -  R ,  

und nach dem vorher Bewiesenen weiter 

M =  

womit der Satz in allen seinen Teilen bewiesen ist. 
27. &qu iva l enzsa t z .  ]st jede yon zwei Mengen .M, h l einer 

Untermenge der anderen ~iquivalent, so sind 2]//und N selbst iiquivalent. 
Es sei M ~  M" :~ N und .h r ~ ~ '  :~ M. Dann entspricht wegen Nr. 21 

der Untermenge M '  yon ~ eine ~quivalente Untermenge M " ~  N':~ M~ " 
# !  

und es ist M ~  M ' ~  M ,  also nach dem Theorem Nr. 25 auch 
M~/V'~hT, q.e.d.*) 

*) Der hier in den l~rn. 25 und 27 gegebene Beweis des ,,~_quivalenzsa~zes" 
(auf Grand meiner brieflichen Mitteilung yore Jan. 1906 zuers~ publiziert yon tIerrn 
H. P o i n c a r ~  ~ in der Revue de l~&aphysique et de Morale t. 14, p. 31&) beruh~ lediglich 
auf  der D e d e k i n d s c h e n  Ketten~heorie (Was sind und was sollen die Zahlen? w 4) 
und vermeidet im Gegensatz zu den ~lteren Beweisen yon E. S c h r S d e r  und F. B e r n -  
s~ei  n, sowie zu dem le~zten Beweise yon J. K S n i g  (Comp~es Rendus ~. 143, 9 u  1906) 
jede Bezugnahme ~uf geordne~e Reihen yore Typus o oder das Prinzip der vollo 



Grundlagen der Mengenlehre. I. 273  

28. Theorem.  Ist T eine beliebige Menge, deren Elemente 
M, N, R , . . .  s~mtlich Mengen sind, so kann man sie alle gleichzeitig 
abbilden auf ~iquivalente Mengen M', N', ~ ' , . . . ,  welche die Elemen~e 
einer neuen Menge T' bilden und unter sich sowohl wie einer gegebenen 
Menge Z elementenfremd sind. 

Beweis.  Es sei S - ~ a T - - - M +  N + R + . . .  nach V die Summe 
aller Elemente yon I', und gem~B Nr. 19 sei T" eine Menge, welche T ~iqui- 
valent und der Summe T - t - S  § ~ ( S  + Z) elernentenfremd ist, so dab 
vermSge einer Abbildung • jedem Elemente M, N, R , . . .  yon / '  ein 
bestimmtes Element M", N", R " , . . .  yon T" entspricht. Ein beliebiges 
Element des Produktes ST" (Nr. 13) ist dann yon der Form {s, M"}, 
wo s ~ S und M" ~ T" ist, und ffir jedes solche Element is~ es definit 
(Nr. 4), ob s eM ist, wo M das dem M"  verm~ge ~ entsprechende 
Element yon T, d. h. gem~13 Nr. 15 {M, M"} ~ Q sein soll. Alle so be- 
schaffenen Elemente des Produktes bilden somit wegen II[ die Elemente 
einer Untermenge S'  yon S T", und diese Menge S' ist S ~- Z elementenfremd, 
well sonst ein M"~ I"' als Element yon {s, _71/"} Element eines Elementes 
yon S + Z, also wegen V Element yon ~ (S + Z) w~ire gegen die fiber T" 
gernach~e Annahme. Ist ferner M ein beliebiges Element yon T, und _M" 
das entsprechende yon /"', so bilden diejenigen Elemente {s, _M"} yon S ,  
welche M" als ~lement enthalten, nach III eine gewisse Untermenge 
M ' ~  S', und es ist M ' ~  M vermSge einer Abbildung M ~ M M ' ~  SS', 
in welcher jedem Elemente m yon M ein Element m ' =  {~, M"} yon _M" 
entspricht und umgekehrt. Ebenso gehSrt auch zu jedem anderen Ele- 
ment Ar~/ '  eine ~quivalente Untermenge A r ' ~  S' und eine Abbildung 
N ~ _N.N" ~ SS', durch welche jedem Elemente n yon A T ein Element 
{n, N"} yon A r' entspricht. Die beiden Untermengen M'  und h r', welche 
zu zwei verschiedenen Elementen M und _N yon T gehSren, sind aber 
immer elementenfremd, denn w~re etwa 

ein gemeinsames Element yon IV/' und h T', so mfil3te M" als Element 
yon {n, A r'' } entweder ---- N"  oder = n sein, und im ersten Falle w~re 
auch M--~ _N, im zweiten' abet w~ren T" und S nicht elementenfremd, 

! P P # gegen die Annahme. Die Untermengen M , N , ~ , . . .  yon S,  welche 
vermSge der Abbildungen M, N, P , . - .  den Elementen M, N, R , . . ,  yon 

st~ndigen Induktion. Einen ganz ~hnlichen Beweis verSffentlichte ungef~hr gleieh- 
zeitig Herr G. P e a n o  (,,Super Teorema de Cantor-Berustein", Rendiconti del Circolo 
Matematico XXI sowie Revis~a de Mathematica VIII, p. 136), wo in der let~z~genannten- 
Note zugleich aueh der yon Herrn H. Po incar@ gegen meinen Beweis gerich~ete 
Einwand erSrtert wird. Vgl. meine Note Math. Ann. Bd. 65, p. 107--128, w 2 b. 

l~Ia~hema~ischr Annalen.  LXV. 18 
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T ~iquivalent sind, sind also in der Tat sowohl unter sich als auch, well 
S'  es ist, der Menge Z elementenfremd. Endlich ist yon jeder Unter- 
menge $1':~ S', welche ein Element {s, M"} enthiilt, immer definit, ob 
sie mR der entsprechenden Menge M' identisch ist oder nicht, und 
alle diese M', N', /~', . . .  bilden gemiil~ III und IV die Elemente ether 
gewissen Menge T':~ IlS'; der Satz ist also in allen seinen Teilen 
bewiesen. 

29vi. A l l g e m e i n e s  Auswah lp r inz ip .  Ist T eine Menge, deren Ele- 
mente M, .N, R, . . .  siimtlich yon Null verschiedene Mengen sind, so gibt 
es immer Mengen P ,  welche nach einer bestimmten Vorschrift jedem 
Element /'g yon 2" eines seiner Elemente meM eindeutig zuordnen. 

B eweis. Man wende auf I" das in der vorhergehenden :Nr. 28 an- 
gegebene Verfahren an, wobei Z = 0 gesetzt werden kann, und hat dann 
alle Mengen M, N, R , . . .  gleichzeitig abgebildet auf die iiquivalenten 

f * �9 Mengen M', ~', .R,. , welche unter sich elementenfremd sind und die 
Elemente einer Menge T' bilden. Ist nun P gemiil~ u  eine solche 
Untermenge yon ~T', welche mit jedem Element yon I" genau ein Ele- 
ment gemein hat, so leistet P die verlangte Zuordnung. Ist niimlich M 
irgend ein Element yon T und ist M' das entsprechende Element yon T', 
so enth~lt P nut ein einziges Element m' yon M', und diesem entspricht 
wieder ein" ganz bestimmtes Element m yon 3//. 

30vI. Theorem.  Sind zwei iiquivalente Mengen T und T', deren Ele- 
mente M, ~ ,  R , - . .  bzw. M', N', R ,  �9 unter sich elementenfremde 
Mengen sind, so aufeinander abgebilde~, dal~ jedem Element M der einen 
Menge eine ~iquivalente Menge M '  als Element der anderen en~spricht, 
so sind auch die zugeh5rigen Summen ~ T  und ~ T ' ,  sowie die ent- 
sprechenden Produkte ~ T  und ?~T" einander iiquivalent. 

Beweis. Wir beweisen den Satz zuniichst unter der Annahme, dab 
S = ~ T  und S ' =  ~ T' einander elementenfremd sind, in welchem Falle 
aueh jedes Element yon T jedem Element yon T'  elementenfremd sein 
mul~. Aus M ~  M'  folgt dann gemiil~ Nr. 15, dab ll(MM') eine yon 0 
verschiedene Untermenge A~ besitzt, welche die ~imtlichen mSglichen Ab- 
bildungen M, M', M",..- yon M auf M'  als Elemente enthi~lt. Ebenso ent- 
spricht jedem anderen Element iV von T eine Menge A,v=~ l l (NN' ) ,  welche 
die siimtlichen Abbildungen yon .h r auf N'  umfat~, und auch A~ ist + 0. 
AUe diese Abbildungsmengen AM, Air, A ~ , . . .  sind Untermengen yon 
U(SS') und bi!den daher wegen III und IV die Elemente einer gewissen 
Untermenge T :~ 1II1(8S'). Da nun die Elemente yon T siimtlich yon 0 
verschiedene Mengen und unter sich elementenfremd sind (weft aus der 
Elementenfremdheit yon M M '  und ~'VN' auch die ihrer Untermengen folgt), 
so is~ nach Axiom VI auch das Produkt ~ T +  0, und ein beliebiges Ele- 
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meat 0 yon ~'i" ist eine lgenge der Form O = {M, N, P , . . . } ,  welche yon 
jeder der Mengen AM, A~, AR,- . .  genau ein Element enth~ilt. Die Existenz 
einer solchen ,,kombinierten Abbildung" hiitten wir ki]rzer auch aus dem 
Theorem Nr. 29 schliel~en kSnnen. Bilden wir nun gem~B V die Yereinigung 

Q = ~ 0  = M -I- N -I- P -I- " ' "  ~- S S ' ,  

so liefert Q die verlangte Abbildung yon S a u f  S'. Denn jedes Ele- 
ment s yon S mul~ einem und nut einem Elemente yon T, etwa M, als 
Element angehSren und daher in einem einzigen Element der entsprechen- 
den Abbildung M als Element erscheinen, w~hrend in allen iibrigen Summan- 
den N, P , . . .  kein Element yon M mehr vorkommL Das analoge gilt auch 
ftir jedes Element s" yon S', und nach der Definition Nr. 15 ist somit in der 
Tat S--~ S'. 

Durch dasselbe Q und seine Untermengen wird wegen Nr. 17 auch jede 
Untermenge p yon S auf eine iiquivalente Untermenge p' yon S '  abgebildet, 
und ist insbesondere ~----{m, n , . . . }  gem~l~ Nr. 13 ein Element yon 
P = ~ / ' ,  so ist die ihm entsprechende Untermenge p'-----{m', n', . . .  } yon S '  
auch ein Element yon ~ T'. Ist n~mlich M" ein beliebiges Element yon T:, 
und M das entsprechende Element yon T, so enthiilt p ein and nut ein 
Element m e_/l/ und p'  das entsprechende Element m" ~ 21', aber aueh kein 
weiteres Element yon ll/ ' ,  da ein solches auch einem zweiten Elemente 
yon _M in io entsprechen miil~te. Ebenso entspricht jedem Elemente 
p'e~T" ein und nut ein Element p e ~ T ,  und wit erhalten in der Tat eine 
bestimmte Untermenge g • ~ T .  ~ T '  als Abbilclung yon ~ T auf ~ T', 
so dal3 auch diese beiden Produkte einancler iiquivalent sind. 

Sind nun aber S und S'  nicht mehr elementenfremd, so kSnnen wit 
gemii~ Nr. 19 eine dritte Menge S" einfiihren, welche S '  iiquivalent und 
S + S' elementenfremd ist. Dann entspricht wegen Nr. 17 einer Untennenge 
.M' ~ S' eine iiquivalente Untermenge M "  =~ S", und da die 21/I ', A r ' , / ~ , . . .  
untereinander elementenfremd sind, so gilt das gleiche auch yon den en~ 
sprechenden ~i",  N", /~" ,  . . . .  Da ferner jedes Elemen~ s" yon S" einem 

I r t , , ,  Elemente s" yon S'  entsprieht, welches einer der Mengen 21//~_N~ R ,  
P~' /'t" 

angehSrt, so ist S"  die Summe aller dieser M", .N',t~ , . . . ,  welche die 
Elemente einer gewissen Untermenge T " ~  l lS"  bilden. :Nun haben wir 

f l  I I  �9 �9 aber 7 ~  _M' ~ _71/ , N ~  ~T'~,~ _N , .; es ist also jedes :Element M yon iV 

dem entspreehenden Element M "  yon T" gquivalent, und da jetz~ S " =  ~ Y" 
beiden Summen S'----~ T '  und S = ~:T elementenfremd ist, so folgt nach 
dem oben Bewiesenen: 

~T~T"~T' und ?~T~T"~T', 
womit der Sa~z in voller A]lgemeinheit bewiese~ ist. 

31. De f in i t i on .  Ist eine Menge M einer Untermenge der Menge N 
18" 
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iiquivalent, aber nicht umgekehrt ~V ether Untermenge yon M, so 
sagen wir, M set ,,yon kleinerer M~ichtigkeit als N", und schreiben ab- 
gekiirzt M ~ _hi. 

F o l g e r u n g e n .  a) Da es nach Nr. 21 fiir irgend zwei Mengen de- 
fini~ ist, ob sie einander ~iquivalen~ sind oder nicht, so ist es auch de- 
finit, ob M mindestens einem Element yon lliV, sowie ob N irgend 
einem Element yon I l M  ~quivalent ist. Es ist also immer definit, ob 
M ~ N ist oder nicht. 

b) Die drei Beziehungen M ~  N, M ~  N, N ~  M schlie~en einander aus. 
c) Ist M < N und N < / ~  oder N ~  R, so is~ immer auch M < / ~ .  
d) Ist M einer Untermenge yon N iiquivalent, so ist entweder M ~  N 

oder M < ~V. Dies ist eine Folge des ,,Aquivalenzsatzes" Nr. 27. 
e) Die bTullmenge ist yon kleinerer Mitchtigkeit ale jede andere Menge, 

ebenso jede aus einem einzigen Elemente bes~ehende Menge { a } yon kleinerer 
Miichtigkeit als jede Menge M, welche echte Teile besitzt. Vergl. :Nr. 23. 

32. Satz yon Cantor .  Ist M eine beliebige Menge, so ist immer 
M < U M. Jede Menge ist yon kteinerer M~ichtigkeit als die Menge ihrer 
Untermengen. 

Beweis .  Jedem Element m yon M entspricht eine Untermenge 
{m} :~ M. Da es nun ftir jede Untermenge M 1 :~ M definit ist, ob sie 
nut ein einziges Element enth~lt (Nr. 13), so bilden alle Untermengen der 
Form {m} die Elemente einer Menge Uo :~ l lM,  und es ist M ~ U o. 

Wiire umgekehrt U---- l l M  Kquivalent einer Uniermenge M o :~ 21, 
so entspr~che vermSge einer Abbildung q) yon U auf M 0 jeder Unter- 
menge M l ~ - M  ein bestimmtes Element .m i yon Mo, so da$ {M1, ml}sO 
wiire, und es w~ire immer definit, ob mieM 1 ist oder nicht. Alle solchen 
Elemente m 1 yon Mo, fiir welche nicht m i sM 1 ist, bildeten also die 
Elemente einer Untermenge M ' ~  Mo:~ M, welche gleichf'alls Element 
yon U witre. Dieser Menge M ' : ~  M kann abet kein Element m' yon M o 
entsprechen. Wiire niimlich m'eM', so widerspr~iche dies der Definition 
yon M'.  W~re aber m' nicht ~M', so mfiSte nach derselben Definition 
M '  anch dieses Element m' enthalten, widersprechend der Annahme. Es 
ergibt sich also, da$ U keiner Untermenge yon M Kquivalent sein kann, 
und in Verbindung mit dem zuerst Bewiesenen, M < IlM. 

Der Satz gilt ftir alle Mengen 3//, z. B. auch fiir M = 0, und es ist 
in der Tat 

o < {o) = u(o). 

Ebenso ist auch fiir jedes a 

< (o, (a} } =  U{a}. 

Aus dem Satze folgt endlich, dal~ es zu jeder beliebigen Menge T yon 
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Mengen _M, N, R , . . .  immer noch Mengen yon grSt~erer M~chtigkeit gibt; 
z.B. die Menge 

P = u e T >  er> ,N, R,.. .  
besitzt diese Eigenschaft. 

33vi. Theorem.  Sind zwei ~quivalente Mengen T und :T', deren Ele- 
? f t '  mente M,  N~ R,  . . .  bzw. M~ N ,  R , . . .  unter sich elementenfremde 

~engen sind, so aufeinander abgebildet, dab jedes Element M yon 7' yon 
kleinerer M~chtigkeit ist als das entsprechende Element M'  yon T', so ist 
auch die Summe S = a T  aller Elemente yon T yon kleinerer M~chtig- 
keR als das Produkt P'-----~T' aller Elemente yon T'. 

Beweis.  Es gen~igt, den Satz ffir den Fall zu beweisen, wo die 
beiden Summen S ~ - ~ T  und S ' - - ~ T '  elementenfremd sind. Die A_us: 
dehnung auf den allgemeinen Fall vollzieht sich dann analog wie bei dem 
Theorem :Nr. 30 und mit Hilfe desselben durch Einschaltung einer dritten 
Menge S " ~  S, welche S'  e]ementenfi'emd isk 

Zun~chst ist zu zeigen, dat~ S einer Untermenge yon P '  ~quivalent 
ist. Wegen M ~ M '  existiert eine yon 0 verschiedene Untermenge 
AM~ I I (MM' ) ,  deren s~mtliche Elemente M, M', M", �9 �9 �9 Abbildungen sind, 
welche M auf Untermengen M1, Ms, �9 yon M'  abbilden. Solche Ab- 
bildungsmengen A~, A.v, A~, . . -  existieren flit je zwei entsprechende Ele- 
mente { M, M'},  {_~, _~'}, {/t, I t ' } , . . .  yon 2" und Y', und jedes Element 
0 = { M, bl, P,. �9 �9 } ihres Produktes ~ T  = A~. A~. AR"" liefert, analog wie 
in Nr. 30, eine simultane Abbildung siimtlicher Elemente M, N, R, . . .  
yon T auf iiquivalente Untermengen M1, N1, /~ l ,  "'" der entsprechenden 
Elemente yon T'. Durch Q ~ ~ 0  ~ S S '  wird also jedes Element s yon S 
auf ein Element s' yon S' abgebfldet, wenn auch nicht umgekehr~ jedes 
yon S'  auf eines yon S. 

! ? . o  :Nun sind aber die Komplement~rmengen M'- -  M 1 , N ' - -  .NI' , R ' - -  ~ i  , ", 
welche die Elemente einer Menge T ~ ' ~ I l S '  bilden, s~mtlich yon 0 
verschieden, weft wegen M ~  M'  der Fall M ~ M i ' =  _M' immer aus- 
geschlossen ist. Somit ist auch das Produkt ~TI '  ~ 0, und es existiert 

t I I �9 mindestens eine Menge q ~  :T 1' yon der Form q = { too, no, to, �9 .. } ~ ~ ,  
welche mit jeder der Mengen M ' - - M l '  , N ' - - N I ' ,  . - .  genau ein Element 
gemein hat und daher auch Element yon P '  ist. 

Ist nun s irgend ein Element yon S, und s' das vermSge Q ibm ent- 
sprechende Element yon S', so entspricht ihnen beiden noch ein Elemen~ 
s o yon q ~ S '  in der Weise, dat~ s' und s o' immer einem und demselben 
Elemente yon T'  angehSren und somit fiir s ~ M  immer so'----m o' ist usw. 
Da abet im Falle s'e M~' stets so'~ (M'--M~')  ist, so sind s' und so' immer 
voneinander versehieden. Bilden wir nun die Menge 

q-{So'} + {s'}, 
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welche aus q entsteht, indem wir das eine Element s o' dutch das andere 
s' ersetzen, so erhalten wir wieder eta Element yon /)'~ niimlich eine 

�9 �9 �9 f * | �9 Untermenge yon S,  welche n i t  jeder der Mengen M ,  1~, R ,  genau 
ein Element gemein hat. Diese Elemente q, yon /) ' ,  welche die Elemente 
einer Untermenge Po'=~ 2 '  bilden, sind aber siimtlich voneinander ver- 
schieden. Denn sind etwa m 1 und m s zwei verschiedene Elemente der- 
selbe~ Menge M~T, so sind auch die entsprechenden Elemente m 1' und 

? �9 

m~ yon M1, welche an die Stelle yon s' treten, voneinander verschieden, 
und somit aueh 

q - ( , , o ' }  + + q -  + = qm , 
da q aul3er mo' kein weiteres Element mit M '  gemein hat. Sind aber m 
und n zwei Elemente yon S, welche verschiedenen Mengen M und N an- 
gehiiren, so hat  qm =q- {no'} + {m'} n i t  M '  ein Element m' yon 3//1" , 
dagegen qn----q--(no'} + {n'} n i t  M '  nur das Element mo'e(M'-- MI" ) 
gemeinsam, und beide Mengen sind gleichfalls voneinander verschieden. 
Somit bilden die Paare {s, q, } die Elemente ether Menge q) =~ S Po" , welehe 
gemiil~ :Nr. 15 den Charakter einer Abbildung besitzt, und es ist in der 
Tat S ~ Po' =~ P ' '  

Andererseits kann aber P '  keiner Untermenge S o yon S ~quivalent 
seth. Wiire dies n'~mlich der Fall~ so miil3te vermiige einer Abbildung 
v d : ~ S o P ' ~ S P '  jedem Elemente seS o ein Element p~eP'  entsprechen. 
Betrachten wir insbesbndere diejenigen Elemente Pro, welche Elementen m 
des Durehschnittes M o -= [M, So] entsprechen. Jedes dieser p~ enthiilt dabei 
ein Element m"e M',  niimlich dasjenige~ welches Pm als Element yon P '  
n i t  M '  gemeinsam hat; die zu verschiedenen m gehSrenden m" brauehen 

r l  

aber nicht i n n e r  verschieden zu seth. Jedenfalls bilden alle m ,  die zu 
den Elementen m yon 23I 0 gehSren, die Elemente einer Untermenge 2II 2' 

f yon M ,  welehe yon M' selbst verschieden ist, da sonst M'  einer Unter- 
menge yon M o ~ M iiquivalent wi~re gegen die Voraussetzung M ~ M'.*) 
.In derselben Weise gehSren zu allen Elementen M, 17, t ~ , . . ,  yon T 

f �9 t gewisse eehte Teilmengen Mg, N:, t ~ , . . ,  der entsprechenden Elemente 
t" �9 f * �9 �9 M ,  N ,  B ,  �9 yon T'. Die zugeh~Srigen Komplementgrmengen M ' - - M  s , 

F �9 �9 N � 9  R ' - -R~ ,  .. sind also si~mtlich yon 0 versehieden und bilden 
die Elemente ether Menge T~'=~IlS.'. Ist nun Po' irgend ein Element 
yon ~ Y ~ ' +  0, so ist es gleichzei~ig auch Element yon /) ' ,  kann abet 
bei der vorausgesetzten Abbildung qJ keinem Elemente s yon S o ent- 
sprechen. Wiire niimlich etwa Po'----P~, entspriiche also 2oo' einem Elemente 
yon Mo, so mfil~te es nach der gemachten Annahme n i t  M'  ein Element 
m'% M (  gemein haben, w~hrend .in Wirklichkeit Po' n i t  M '  kein anderes 

�9 ) Auch hier kommr dt~s Auswahlt~xiom VI zur Anwendung. 
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Element als eines yon M ' - - M ~ '  gemein haben kann. Ebensowenig kann 
P0" irgend einem Elemente yon No, Ro,... entsprechen, entspricht also iiber- 
haupt keinem Elemente yon S O ~ S, und die Annahme P ' ~  S O fiihrt auf 
einen Widerspruch, womi~ der Beweis der Behauptung S < / ) '  vollende~ ist. 

Das vorstehende (Ende 1904 der GSttinger Mathematischen Gesellsch~f~ yon mix 
mitgeteilte) Theorem ist der allgemeinste bisher bekannte Satz fiber das Gr~l~er und 
Kleiner der M~chtigkeiten, aus dem alle iibrigen sich ableiten lassen. Der Beweis 
beruht auf einer Verallgemeinerung des yon Herrn J. KSnig  f~ir einen speziellen Fail 
(siehe unten) angewandten Verfahrens. 

34vi. Fo lge rung .  (Satz yon J. KSnig). Ist eine Menge T, deren 
Elemente s~mtlich Mengen und untereinander elementenfremd sind, in der 
Weise auf eine Untermenge T' yon T abgebildet, dab jedem Elemente M 
yon T ein Element M'  yon T' yon grS•erer M~chtigkeit ( M <  M') ent- 
sprich~, so ist immer ~ T <. ~ T, sofern ~ T =~ 0 ist. *) 

Nach dem Theorem Nr. 33 ist in dem betrachteten Falle immer 
~ T <  ~T ' ;  es bleibt also nut noch zu zeigen, daf~ hier ?~T" einer Unter- 
Inenge yon ~ T  iiquivalent ist. F(ir T'-----T is~ dies trivial; im anderen 
Falle is~ abet ~( / ' - -T ' )~= 0, weft sonst wegen VI die Nullmenge ein Ele- 
ment yon T - - T '  und gegen die Annahme ~ T =  0 w~re. Ist aber q 
irgend ein Element yon ~ ( T - - T ' )  und p ' e ~ T ' ,  so ist p ' +  q Elemen~ 
yon ~T ,  niimlich eine Untermenge yon ~ T" ~- ~ ( T -  T') : ~ T, welche 
mit jedem Elemente yon T' sowohl als yon T - - T '  genau ein Element 
gemein hat. Somit entspricht bei festgehaltenem q jedem Element p' yon 

T' ein bestimmtes Element i~' + q yon ~ I', und alle diese p' ~- q bilden 
die Elemente einer gewissen Untermenge /~q yon ~ T, welche ~ ~ T '  ist. 

35. Auch der Cantorsche Satz l~r. 32 l ~ t  sich als besonderer Fall 
aus dem allgemeinen Theorem Nr. 33 gewinnen. 

Es sei M eine beliebige Menge, _M' gem~6 Nr. 19 eine M ~quivalente 
und elementenfremde Menge und r ~ Ml}/'  eine beliebige ,,Abbildung" 
yon _71/auf M'. Jedem Element m yon 2~ entspricht dann ein bestimmtes 
Element (m, m'} yon r und es ist immer gem~6 Nr. 31e 

< 

Diese Mengen {m} bilden offenbar die Elemente einer wei~eren Menge 
T ~ M,  und es ist nach dem Theorem Nr. 33 

Es bleib~ also nur noch zu zeigen, dab ~ r  ~ 11_/]/ ist. Nun ist jedes 
Element yon ~@ eine Menge der Form M~ + (M' - -M~' ) ,  wo M~ eine 
Untermenge yon M, und M~' die en~sprechende yon _M' bedeutek Somi~ 

*) J. K S n i g ,  Math. Ann. Bd. 60, p. 177 fs den besonderen  Fall, wo die Elemente 
yon T nach ihrer M~ch~igkeit geordnet eine Reihe yore Typus co bilden. 
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entspricht in der Tat jedem Elemente Mj yon U/I/  ein und nur ein 
Element yon ~q) und umgekehrt, und es ist, wie behauptet, 

M < ~q) ~ llM. 

36v~. Theo rem.  Die ,Zahlenreihe"Z o (:Nr. 14) ist eine ,,unendliche" 
Menge d.h .  eine solche, welche einem ihrer Teile i~quivalent ist. Um- 
gekehrt enth~lt auch jede ,unendliche" Menge M einen Bestandteil Me, 
welcher ,,abz~hlbar unendlich", d. h. der Zahlenreihe iicluivalent ist. 

Beweis .  Es sei Z eine beliebige Menge, welche gemiiB VII das 
Element 0 und mit jedem ihrer Elemente a auch das entsprechende 
Element {a} enthiilt, und diese Menge Z sei dutch eine Abbildung 
~2 :~ ZZ" gemii• Bit. 19 abgebildet aus eine ihr ~quivalente und elementen- 
fremde Menge Z'.  Ist nun {z, x'} ein beliebiges Element yon ZZ', und 
{x, x'} Element yon Q ffir dasselbe x', so ist immer definit, ob z---- {x} ist 
oder nicht. Alle solehen Elemente {{ x }, x'} yon ZZ '  bflden also nach HI 
die Elemente einer gewissen Untermenge q ) ~  ZZ',  und q) ist eine ,/kb- 
bildung" vo~ Z '  auI Z 1 :~ Z, we Z 1 alle Elemente der Form z---- {x} um- 
ial3t. In tier Tat entspricht jedem x' e Z '  ein bestimmtes { x } ,  Z x und 
umgekehrt, d. h. jedes Element yon Z x + Z '  erscheint in einem und nut 
einem Elemente yon q). Es ist also nach l~r. 21 Z ~  Z ' ~  Z1, we Z1, 
weil es alas Element 0 nich~ enthRlt, nur ein Teil yon Z ist; und jede 
wie Z beschaffene Menge, also auch Z o ist ,,unendlich". 

Um nun auch die zweite H~ilfte des Theorems zu beweisen, betrachten 
wit eine beliebige ,,unendliehe" Menge M~ die wir aber mit t~iicksicht auf 
Nr. 19 unbeschadet der Allgemeinheit als elementenfremd zu Z o annehmen 
kSnnen. Es sei also M ~ M '  = M - - / ~ ,  r e i n  beliebiges Element yon R 0=0 
und {@, ~} gemRB Nr. 21 eine Abbildung, bei welcher jedem Elemente 
m ,  M ein Element m ' ,  M '  entsprich~ und umgekehrt. Ferner sol A eine 
Untermenge des Produktes MZo, welche die folgenden Eigenschaften 
besitzt: 1) sie enthiilt das Element {r, 0 }; und 2), ist { m, z } irgend 
ein Element yon A, so enth~ilt A auch das weitere Element {m', z' }, we 
m' das dem m entsprechende Element yon M',  und ~ ' ~  {z} wegen 
Nr. 14 gleichfalls Element yon Z o ist. Ist nun A o--- ~ T  der gemeinsame 
Bestandteil aller wie A beschaffenen Untermengen yon MZo, welche wegen 
II][, IV die Elemente einer gewissen Menge T ~l l (MZo)  bilden, so 
besitzt auch Ao, wie man ohne weiteres erkennt, gleichfalls die Eigen- 
schaften 1) und 2), ist also ebenfalls Element yon T. Ferner ist, mit 
alleiniger Ausnahme yon {r, 0}, jedes Element yon A o auch yon der 
Form {m, z'}; dean im entgegengesetzten Falle k~innten w i r e s  fortlassen, 
und tier Rest yon A 0 bes~iBe immer noch die Eigenschaften 1) und 2), 
ohne doch, wie aUe Elemente yon T, den Bestandteil A o" zu enthalten. 
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gieraus folgt zun~chst, dab das Element {r, 0} allen iibrigen Elementen yon 
A o elementenfremd ist, da weder r ~ m' e M '  noch 0 = { z } ----- z' sein und 

t Zt somit kein weiteres Element {m, } eines der Elemente r oder 0 en~- 
halten kann. Ist ferner ein Element {m, ~} yon A o allen tibrigen dementen- 
fremd, so gilt das gleiehe auch yon dem entspreehenden Elemente {m; z' }, 
da zu jedem Elemen~e der Form {m', el' } oder {m(, z'} ein weiteres Ele- 
ment {m, el} oder {ml, z } geh5ren miiBte. Alle Elemente yon Ao, welehe 
allen iibrigeu elementeni~emd sin4, bilden also die Elemente einer Unter- 
menge A o" yon Ao, welche die Eigenschaften 1) und 2) besitzt und daher 
als Element yon T umgekehrt A o als Untermenge enth~lt, d. h. mit A o 
identiseh ist. Jedes Element yon 

" Ao = M-o + Zoo .M + Zo, 
wo wit mit M o und Zoo die gemeiusaraen Bestandteile yon ~ A  o mit 
M, bezw. Z o bezeichnen, ka ,  n also nur in einem einzigen Elemente yon 
A o als Element figurieren, und es ist (wegen Nr. 15) Mo-.~ Zoo. Nun 
ist abet Zoo eine Untermenge yon Zo, welche das Element 0 und mit jedem 
ihrer Elemente z auch das zugehSrige z' = {z} enthKlt; Zoo muB also 
wegen Nr. 14 die ganze Zahlenreihe Z o als Bestandteil enthalten, d .h .  
es ist Zoo = Z o und, wie behauptet, Z o ~ M o ~ M. 

Ches i~res ,  den 30. Juli 1907. 


