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0ber den Variabilitatsbereich der Koeffizienten yon Potenzreihen, 
die gegebene Werte nich~ annehmen. 

Von 

C. CARATH]~ODORY in Giittingen. 

Einleitung. 
Ist eine analytische Funktion y der komplexen Verii.nde~lichen z 

gegeben, die fiir z ~ 0 den Wer~ y----A o annimm~ und in der Umgebung 
dieses Punktes regular is~, im Inneren des Kreises Izl < O abet gewissen 
Beschri~nkungen unterworfen wird, so entsteht die Frage, ob nicht auch 
dadurch zugleich fiir die Koeffizienten des Funktionselements 

~o 

y = A o + ~ A ~ . z ~  
J,=l 

das die Funk~ion darstellt, Beschr~nkungen entstehen, welche bes~imm~ 
werden k(innen. 

Ein spezieller Fall dieser Art yon Fragen kommt bei der bekannten 
Verallgemeinerung vor, die E. L a n d a u  fiir den Picardschen Satz tiber 
ganze transzendente Funktionen gegeben hat.*) 

Dieser Saiz kann niimlich folgenderma]en ausgesprochen werden: Wenn 
die Funktion y fiir z = 0 den Wer~ y ---- A o anaimmt, im Inneren des Ein- 
heitskreises regular ist und die Werte :Null und Eins ausli~13t, und wenn 
man den reellen und imagin~iren Teil des Koefllzienten A 1 als Koordinaten 
eines Punktes der Ebenen deutet, so mui] dieser Punk~ im Inneren eines 
Kreises liegen, dessen Radius man angeben kann. 

*) E. L a n d a u ,  Si~zungsb. d. Berl. Akad. (1904), XXXVILI (pag. 1118) siehe auch 
A. H u r w i t z ,  Ziirieher Vierteljahrsschr. XLIX (pag. 24:2); F. S e h o t t k y ,  Berl. Akad. 
(1904)XLII (pag. 1244); C. Cara~;hgodor.y, C.R. Bd.141 (1905), p. 1213; P. B o u t r o u x ,  
Bull. Soc. Math. Bd. 84 (1906), p. 80. 

Wi~hrend des Druckes dieser Arbeit hat Herr L a n d ~.u eine ausfiihrliche Dar- 
stellung tier in Betracht kommenden Fragen publizier~ (VierCeljahrssehrif~ der Natur- 
forsohenden GeseIlschaft in Zfirich Bd. 51, p. 952). Insbesondere wird im w 15 dieser 
hrbeit ein dem uns bier beschi~f~igenden analoges Problem auf ein algebraisches 
r~kurrentes Verfahren zuriickgef~ihrt. 
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Auf ~ihnliche Weise will ich im folgenden die reellen und imaginiiren 
Teile der n Koeffizienten 

A s, A~, . .., A n 
als Koordinaten eines Punktes im 2n-dimensionalen Raume deuten und 
diesen Punkt den n te'~ geometrischen t~epr6sentanten der Potenzreihe nennen. 
Dann wird sich zeigen, daB, wenn die Funktion y vorgeschriebenen Be- 
dingungen, iihnlich wie beim Landau-P ica rdschen  Salze, genfigt, dieser 
Punkt im Inneren oder auf der Obeffliiche eines Kiirpers K~ liegen muB, 
den man vollstiindig und explizite bestimmen kann. 

Wir werden yon dem speziellen Falle ausgehen, wo die Funktion y 
im ln,eren des Einheitskreises regu]~r is~ und einen positiven reellen 
Teil besitzt, wiihrend sie ffir den Punk~ z = 0 den Wert y ~ 1 annimmt. 

Bezeichnet man dann mit ~, die Kurve, welche yon dem Punkt mR 
den 2 n  Koordinaten 

2cos~,  2cos2~ ,  . . ., 2 cos n ~ ,  

- - 2 s i n # ,  - - 2 s i n 2 & ,  . . . ,  - - 2 s i n n &  

durchlaufen wird, wenn ~ yon 0 bis 2z variierl, so fiillt unter diesen 
Annahmen der KSrper K n mit dem kleinsten konvexen Kiirper ~ zu- 
sammen, der ~.  enthiilt. 

Umgekehr~ ist aber auch jeder Punkt yon ~,~ der n t~ geometrische 
Repriisentant yon mindestens einer Funktion y(z) ,  die den vorgeschriebenen 
Bedingungen geniigt; ftir die Punkte der Oberfliiche ist diese Funk~ion 
eindeutig bestimmi, rational und besitzt hSchstens n Nulls~ellen.*) 

Die allgemeine Frages~ellung wird auf diese spezielle mit Hiffe einer 
geeigneten konformen Abbildung zuriickgeffihrt; dieser Abbildung entspricht 
im 2n-dimensionalen Raume der n ten geometrischen Repr~sentanten eine 
birationale Transformation, und der gesuchte Kiirper K, ist nichts anderes 
als der Transformierte des konvexen KSrpers ~,. 

w  

Definition des K6rpers ~ . .  

Wir betrachten zun~ichst Funkt;ionen des komplexen Argumentes z, 

die im J.nneren und  a~ f  dem .Raw, de des EinheRskreises 
J j__<l 

regu!~ir sind, fiir diese Werte yon z einen posRiven reellen Teil besRzen 
uncl fiir ~----0 den Wert Eins annehmen. Eine Funktion, welche allen 
diesen Bedingungen gentig~, l~il~t sich in der Umgebung yon z----0 durch 
eine Po~enzreihe 

*) I)ieses ResuR~4 ist mR anderen Wol~en eine Vers, llgemeinerung und PrRzi- 
sierung bek~nn~er Hadamard-Borelscher Ungleichheiten. 
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(i) u = i + ~_~(c~+ie~)m 
k----1 

darst~ellen, deren Konvergenzradius grSl~er als Eins ist~ i mit~ f(~) bezeiehne 
man den reellen Teil yon (1) auf dem Ei~fl~eit~skreise 

z = e * ;  

diese GrSile, die unserer A n n a h m e  gem~il~ durehweg der Beziehung 

(2) f(e)>__ 0 
geniigen mug; lii$~ sich in eine konvergen~e Fouriersche Reihe 

(3) f ( a )  = 1 + ~_~ (c~ cos k a  - -  e~ sin k~) 
k = l  

en~wickeln; es gel~en also die bekannten (Meiehungen 
2 z  

(4) 2, 
0 

2~t 

p_ 

(5) ~ 
~zt 

~) sin k~ d& = -- g~. 
0 

Aus den Gleichungen (5) folgen mi~ Hilfe yon (4) und (2) durch Anwendung 
des Mitt~elwertsa~zes, und zwar ffir jedes k, die Beziehungen: 

Ickl<2, 1~1<2 .  
Der n t" geometrisehe Repri~sen~ant einer Funk~ion, welehe unseren 
Forderungen genfigt, lieg~ also jedenfalls im Endlichen. 

D as Polynom ~S ten Grades 
n 

(6) y =  1 + ~ ( ~ + i ~ ) ~  
k-----1 

hat~ den Punkt~ mit den Koordina~en 

(7) t q  , c~, . . ., c, ,  

zum n ~e= geometrisehen Repr~isentanlen und da der reelle Tell der Funk- 
~ion (6) auf dem Einhei~skreise den Wer~ 

~t 

f(~) = 1 + ~ (c k cos k ~ -  ck sin k~) 
k----I 

Ma~homatische Anna len  "LXIIIX. 7 
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besitzt, so sieht man, da$ dieser reelle Teil auf der ganzen Kreisfl~iche 
nicht negativ sein kalm, wenn ffir jedes k 

1 1 

ist. Da in diesem Falle die Funktion (6) unsere siimtliehen Bedingungen 
erfffllt, so sieht man, da$ gewisse Umgebungen des Anfangspunktes der 
Koordinaten im 2n-dimensionalen Raume durch geometrische Repr~isen- 
tanten unserer Funktionen erf~illt sind; eine solehe Umgebung ist z. B. 

1 
die Kugel vom Radius ~-~ 

n 

2 '  ' (s) (c, + 
k : l  

Sind y, und Y2 zwei Funktionen~ welche unsere siimtlichen Forderungen 
erftillen, so gilt das gleiche fill" jede Funktion y der Schar 

y =  ty I + (1--t)y~, 

0_<t_<l; 
der Repriisentant/~ yon y durehlKuft aber die geradlinige Streeke, welehe 
die Repriisentanten P1 und P~ yon Yl und y~ verbindet, wenn t yon 0 
bis 1 variiert; diese Streeke besteht also aus lauter geometrischen 
Repr~iseatanten unserer Funktionen. 

Aus dieser Bomerkung folgt lmter anderem, dab auf jedem Radius- 
vektor des 2n-dimensionalen Raumes, der veto Anfangspunkte der Koordi- 
naten ausgeht, ein und nur ein Grenzpunkt ~ existiert, weleher diejenigen 
Punkte dieser Geraden, die Repriisentanten einer unserer Funktionen sein 
kiinnen, yon den anderen trennt, welche diese Eigenschaft nicht haben. 
Es sei nun S ein Punkt des Strahles, der den Anfangspunkt 0 der 

Koordinaten mit dem Grenzpunkte g verbindet, und es liege 
s zwischen O und S (Fig. 1). Jeder Punkt Q des Raumes, 

Q der yon S u m  weniger als 
// l ~ S  

abweich~, kann unm~glieh Repriisentant einer unserer Fmak- 
tionen sein. Denn die Gerade Qz schneider dana den Kreis veto 

1 Radius V-n' den die 2n-dimensionale Kugel (8) in der Ebene 

O QS bestimmt (Fig. 1); man kann also yon Q aus eine 
m~'l. Tangente Q I' an diesen Kreis legen, welche die Strecke ~ q  

in einem innerea Punkte/~ trifft. W~ire nun Q Repriisen- 
hant einer Flmktion y(z), die unsere Bedingungen erftlllt, so mtigte fiir 
jeden Punkr der Si-reeke QT, folglieh auch fi ir /~ das gleiche gelten und x 
wiire nicht Orenzpunkt yon Repriisentanten auf der Strecke OS. 
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Man bezeichne mit ~ die Punktmenge, die man erhiilt, wenn man zu 
den Repriisentanten der unseren Bedingungen geniigenden Funktionen die 
Grenzpunkte ~r hinzuftigt; aus dem vorhergehenden folgt, dab jeder Punkt B, 
der nicht in ~.  enthalten ist, um eine endliche angebbare Gr~iBe yon 
dieser Menge entfernt ist; da nun die Punktmenge ~,  keine isolierten 
Punkte enthiilt, so sieht man, dab sie perfekt ist. 

Sind /)~ und /)~ irgend zwei Punkte yon ~,, so gehSrt jeder Punkt 
der Strecke P1Bs auch dieser Menge. Wiirde n~mlich ein Punkt S dieser 
Strecke auBerhalb ~ liegen, so mtiBte im Dreiecke O/)llOg. eine Parallele 
/)i'i~ zu /)i/)s existieren, welche noch mindestens 
einea Punkt S' enthi~lt, der nicht zu ~ gehiirt, " ~  ~ .  ~ 
und dieses ist unmiiglich, weft B i" und /)~' sicher 
Repr~senianten yon Funk~ionen y(z) sind, die sgmt- 
lichen friiher gestelRen Forderungen gentigen. 

Die Punktmenge ~.  gentigt also der Definition, 
die Mi n k o w s k i flit einen 2n-dimensionalen konvexen o 
Kiirper zugrunde legt*): sie liegt nicht ganz in einer sis. ,. ~" 
(2n--1)-dimensionalen Ebene, ist pe~ekt und en~h~l~ jede geradlinige 
Strecke, deren Endpunkte ihr angehSren. 

Die Oberfi~che �9 des konvexen KSrpers ~,  wird aus der Gesamt'-. 
heir der Grenzpunkte ~ gebildet, yon denen einer auf jedem Radiusvektor 
dutch den Anfangspunkt 0 der Koordinaten liegt; denn man kann zeigen, 
und zwar auf ganz analogem Wege wie frfiher fiir die ~iuBeren Punkte S, 
daB, wenn/) ein innerer Punkt der Strecke O~r ist, eine gewisse Umgebung 
yon B aus~,lauter Punk~en yon 9~ bes~eht und folglich B auch innerer Punkt 
yon ~,  ist; durch ~). wird tibrigens der Kiirper ~ vollkommen bestimmt. 

w  

Stiitzebenen. 

Eine abgeschlossene Punktmenge im n-dimensionalen Raume besRz~ 
bekarmtlich Stiitzebenen**), d. h. solche (n--1)-dimensionale Ebenen, die 
mindestens einen Punkt der Menge enthalten und den der Ebene auBer- 
halb liegenden n-dimensionalen Raum in zwei Teile trennen, yon denen 
der eine keinen einzigen Punkt der Menge enth~lt. 

Aus den Untersuchungen yon Herrn Minkowski geht hervor, dab bei 
einem konvexen KSrper ~ dutch jeden Punkt der Oberfliiche ~ mindestens 
eine Sttitzebene geht. Den Oedankengang des folgenden einfachen Be- 
weises flit diese Tatsache verdanke ich seiner freundlichen Mitteilung. 

*) Geometrie tier Zahlen (Leipzig 1896) p. 200. 
**) Der Ausdruck ist yon M i n k o w s k i  eingeffih~t 1. c. p. 13. 

7* 
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Es sei ~ ein beliebiger Punkt der Oborfliiehe ~ yon R mit den 
Koordinaten 

71, ?~, "" ", ~'., 
femer sei S ein beliebiger Punk~, der aut~erhalb des KSrpers ~ liegt, und 8 
die En~femung zwisehen ~ und S. Der Abstand yon S bis zu einem 
beliebigen Punkte yon ~ ha~ ein yon :Null verschiedenes Minimum 6, das 
ftir einen Punkt =' des K6rpors erreieht wird, und es ist jedenfalls 

~_~ , .  

Die (n--1)-dimensionale Ebene, welche z '  enthiflt und die Strecke s  
senkrecht schneider, ist eine Stiitzebene des konvexen Kiirpers 2;  dean 
liige ein Punkt T yon ~ auBerhalb dieser Ebene und auf derselben 
Seite wie S, so miil3te wegen der Konvexit~it yon ~ die ganze S~recke 
~ ' T  aus lauter Punkten dieses Kiirpers bestehen, und das Minimum des 
Abstandes zwisehen S und ~ w~ire nicht ffir den Punkt z' erreicht, 
wie sieh sofor~ aus dor Betrachtung des Dreiecks S z ' T  ergibt. Da nun 
folglieh =, wenn er kein Punkt dieser Ebene ist, auf der entgegengesetzten 
Seite wie S zu liegen kommt, so enthiilt die Strecke ~S sicher einen 
Punkr der kons~ruierten S~ii~zebene und diese ist um weniger als , yon 
entfernt. Wir betrachten nun eiae Reihe yon Punkten 

(9) s~, s,, s~ , . . . ,  
die s~mtlich auBerhalb des KSrpers ~ liegen und gegen n konvergieren, 
und es sei 

(10)  - (~)~ ~, ,~ + u~ ~) c~ + . . .  + ;~(~)c - -  a = o 

die (~leichung der auf die soeben geschilderte Weise mi~ Hilfe des Punk~es S~ 
konstruierten Sttitzebene. Wenn die Gleichung (10) in der Normalform 
geschrieben ist, d. h. wean die Koeffizienten u! k) der Bedingang gentige~ 

n 

(11) ~ (~?)), = 1, 
i = 1  

so stellt die linko Seite yon (10) den Abstand des Punktes mit derl 
Koordinaten c~, c2 , . . -  yon der besag~en Ebene dar. Bezeictmet m a ~  
also mit *k den Abstand zwisehen St und dem Grenzpunkte ~ desse~ 
Koordinaten 7~ waren, so hat man nach dom vorhergehenden 

(~)- (*)- (~)- d < u~ 7~+u~  z ~ + ' "  + u  7 , - -  ~;  

ahso liiBi sich die Gleiehung (10) schreiben 

U(~): ( ~ )  ~? ) (~ -  ~,) + ~ ) ( ~ -  ~) + . . .  + . ~ . -  ~) - % = o 

wobei 



Yariabiliti~tsbereich der Koefflzienten yon Potenzreihen. ~101 

is~ und folghch die Gleichung 

(13) Lira h k -- 0 

gilt. Da nun wegen (11) alle GrSl~en u! ~) endlich bleiben, so ]iiBt sich 
aus den Pankten $1~ S~, . . .  eine neue Reihe aussondern, i'iir welche die 
Gr~ifien Lira u! *) existieren, so da~ man fiir jedes 

i = 1, 2 , . . . ,  n 
Gleichungen wie 

Lira u(~) ~ u~ 
k = o o  

schreiben kann. 
Ich behaup~e, dal3 die Ebene 

die den Punkt x enth~It, eine Sttitzebene ist. Im entgegengese~z~n Fal]e 
wiirden n~mlich zwei Punkte P und /~' yon ~ existieren, deren Koordi- 
naten, in die linke Seite yon (14) eingesetzt, dieser GrSl3e entgegengesetzte 
Vorzeichen erteilen wfirden. Dasselbe wiirde abet dann bei geeigneter 
Wahl yon k in (12) gelten, was mit der Tatsache unvereinbar w~.re, daft 
fiir jedes k die Gleichungen (12) eine Stfitzebene darstellen, und hiermit 
ist der Satz yon Minkowski bewiesen. 

3. 

Bestimmung der Oberflltche. 

Wit  kehren nun zu dem konvexen Kiirper ~.  im 2n-dimensionalen 
Raume zurfick~ den wir im ersten Paragraphen be~rachtet haben . . l ede r  
innere Punkt yon ~ ,  ist der nte geometrische Repriiseatan~ einer Funktion 
y(z),  eleren Konvergenzradius grS•er als Eins ist, deren reeller Teil im 
Einheitskreise nicht negativ wird und die ftir z = 0 den Wer t  Eins an- 
nimmt. Ist nun umgekehrt 

~o 

(15) v --  1 + (c. + 
k = l  

eine Funktion~ deren Konvergenzradius grS•er oder gleich Eins ist und 
deren reeller Teil ira Einheitskreise nicht negati'v ist~ so liegt fiir jedes 

r ~ l  
der Punkt mit den Koordinaten 

{ clr, c~r ~, . . . ,  ~r",  

e l f ,  ~ r  ~, ., ~ r  ~ 

im Inneren des KSrpers ~ und folglich der Punkt mit  den Koordinaten 

el~ e~ . . .~  ca; ca~ cg~ ""~ en 
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im Inneren oder auf der Oberfl~che dieser perfekten Punktmenge; der 
n u geome~rische Repriisentan~ yon (15) is~ also jedenfalls ein Punkt yon ~ .  

Es sei nun ~ ein Punk~ der Oberfliiche yon ~ mit den Koordinaten 

r~, ~'~, "" ", r~; ~;~, Y~ , ' "  ", ~;~ 
und 
(16) u~ (c~ - r~) + ~ ( c ,  - r~) + . . .  + u . ( c . -  r . )  ~ = o 

+ ~ (e~- ~) + a~ (~,- ~) + + ~,(e.-  L) 
die Gleichung einer Stfitzebene durch diesen Punk~. 
Koeffizient.en yon (16) so, dai] 

R 

(u~ + ~) = i 
k = 1  

m~d 

Man normiere die 

n 

(u,r~ + ~,~) > o 
k - - - t  

sei. Fitr jeden Ptmk~ yon ~ mit den Koordinaten c~, g~ ist dann die 
llnke Seite yon (16) negativ oder Null, also 

n n 

k = l  k = l  

und fflr innere Punk~e ist das Gleiehheitszeichen ,ausgeschlossen. Da nun 
~ Hiiufimgspunkt~ yon inneren Punkten ist, so wird man die Gr61~e 

n 

,~~ (u~n + ~ )  
k = l  

durch die obere Grenze yon 
n 

besfimmen kSnnen, wenn der Punkt mit den Koordina~en (ck, ~)  das 
lm~_ere des KSrpers ~ durchliiuft; nun is~ aber jeder solche Punkt der 
n~:geometrische Repr~isentan~ einer Funktion y(z), die auf dora Eiaheits- 
k~aise ~regal~r i s t  und unseren Bedingungen gentigr Man kann also 
n ~ h  E ~  der Bezeichnung 

k = l  

mit l=Iilfe yon (5) schreiben 
n 

(19) 

(u, cos k a  - -  ~, sin kO) 

k = l  

ff(a) , (a )  da. 
V 
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Da nun die Beziehungen (2) und  (4) d. h. 

/ 
auch bier gelten, so folgt aus (19), wenn man mit M das Maximum der 
Funktion (P(@) fiir das Intervall yon 0 his 2z  bezeichne~, die Bedingung 

n 

k = l  

es ist also auch die obere Grenze dot liaken Seite yon (20) 
n 

(~1) ~ ( ~ r .  + ~ , )  < 2M. 
k = l  

Die Funktion O(@) ist im Intervalle yon 0 his 2~ st~lig und erreioht 
ihr Maximum M fiir mindestens einen bestimmten Wer~ yon @, z. B. 
fiir ~----@~, so dab 

(~)  

ist. 

M = ~ ( u ~  cos k e  1 -- uk sin k#l) 
k---Z 

Andererseits ist die Funktion 

Es ist also wegen (17) 
St 

mad der u mit (21) l iefe~ 

(~3) . ~ ( ~ n  + ~ )  = ~M. 
k = l  

im Inneren des Einheitskreises regul~ir, ihr reeller Teil ist positiv inner- 
halb dieses Gebietes und sie nimm~ fiir z ~-0 den Wert  1 an. Der n t~ 
geometrisehe Repriisentant dieser Funktion ist also ein Punk~ yon ~, ;  
er hat aber die Koordinaten 

c~ ~ 2 cos k @1, ck ----- -- 2 sin k@l, 

trod es folgr aus (22) fiir diesen Punk t  

~ ( ~ c ~  + ~ )  -_ 2~ .  
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(es) 

Nun seien mit 

Es sei jetzt eine Reihe 

P,, .. �9 

yon unendlich vie]en Punkten des Inneren yon ~'. gegeben, die gegen 
unseren Punk~ :r konvergieren, und man bezeichne mit 

(~  _(ra) . . . _(,,,) - (m)  --_(~) .Ara) 

die Koordinaten des Punktes/)=; wit kSnnen wegen (17) und (23) schroibeu 

'=' ") ' 

k = l  

wobei ~., eine yon :Null versehiedene ~rSBe bedeutet und 

Lim ~., = 0 

ist. Es sei weiter y,, eine auf dem Einheitskreise noeh konvergierende 
Potenzreihe, die allen unseren Bedingungen gentigt und deren Repr~isen- 
rant Pm ist, fro(@) der reelle Teil yon y,~ auf diesem Kreise. 

Es gilt naeh (19) und (24) die Gleichung 
2 ~  

(e) 
0 

die s~imtl/ohen Werte yon @ zwischen 0 und 2~ bezeichnet, f/ir welche 
n 

r (o) - - - ,~  (u, cos k o - ~  sin k~) 

seinen Maximalwert 31 r erreicht; da diese GreBe aus einer abgebrochenen 
Fourierschen Reihe besteht, die mit den Gliedern in cos n# und sin n4~ 
aufh~r~, so kann sie, was auch die Werte der Konstanten u~, ~ sein 
m6gen, im J.ntervalle yon 0 bis 2= hie mehr als n Ma~ima tiberhaupt 
aufweisen und es ist 

F~dr hinreichend kleine Werte yon em oder, was dasselbe ist, flit hin- 
~oi~hend gro~e Wer~e yon m werden durch die Bedingung 

im IntervsHe yon 0 his 2z  gensu p voneinander getrennte Teilintervalle*) 
d,l,,,) ,~m) . , .  ~(,,,) 

*) oder  h ~ c h s ~ n s  / ~ + I ,  yon denen  aber  dann zwei die E n d p u n k t e  0 und  2~r 

erthalten. 
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definier~; jedes dieser Teilintervalle konvergiert gegen Null, we.n m un- 

besehriiakt wi~chst. Man bezeichne mit L~ ') den Wert yon 

tiber das Au$ere der siimtlichen Teilintervalle, mit L~ a) den Weft des- 
selben Integrals fiir das Intervall ~.'). Es ist wegen (4) ftir jedes m 

@6) 
andererseits hat man 

Lo ''') + L~ ') + ' "  + L ~ 0 -  - l ;  

2~ 

e l<< , , )  r d~ __< ~L~'" ( ~ - % )  + ~ (L~" + L~"' + . . . +  L~')) . 
0 

Aus (25) und (26) folg~ also 

oder 

folglieh ist aueh 

@7) 

o - - ' 2 ;  

Lim L~ ') = O. 
m = 0 o  

Aus der Menge der Funktionen y~ kann man nun eine Tei]menge 
absondern, so da$ fiir jedes 

j - - - - 1 , 2 , . . . ,  

die L! m) gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren; man hat dann 
3 

u~d wegen @6) unO (27) 

j = l  

die ;tj k6nnen naeh ihrer Definition wegen der Bedingung 

f~(~) ~_ 0 
niemals negativ sein. 

Wir kSnnen mit Hilfe der gefundenem Resultate die Koordinaten 

71, 7 , . . . ,  7~; ~1, ~ , . '  ", L 
unseres Grenzpunktes ~ wirldich besf, immen; denn es ist 

7~ -- Lira #~'> -(-0 . ~ , 7k=Limc k ; 
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el") = f f,.(a) cos 
0 

~rt  

0 

und der Mittelwer~sa~z hefert, wenn man berfieksiehtigt, dab die Intervalle 
~"), ~(~'), �9 �9 ~(~) mi~ waehsendem m unendlieh klein werden, 

p 

yj, = 2 Z ~  cos k ~ ,  
j = 1  

P 

Yk = - -  2 Z Jl~ sin k e~. 
j = l  

Wenn wir nun bemerken, da$ p h6chstens gleieh n ist, so sehen wir, 
dab jeder Punkt ~ der Oberfliiche s yon R. die Koordinaten 

(2s) 

n 

y~, -- 2 Z ~  i cos k~'j, 
j = t  

n 

p~ = -  2~zY~.j sin k,~ s 
j = l  

besitzt, wobei @#, ,~# geeignete Konstanten bedeuten, die den Bedingungen 

0 ~ ,~'j "< 2~, ~j:>O j = l ,  2,...,n 

(29) 

j = l  
genfigen. 

Sind umgekehrt ~s und ~. irgend welehe 2n reelle Zahlen, welche 
die~Bedingungen (29) befriedigen, so stellen die Gleichungen (28) die 
K o o ~ a t e n  eines Punktes P yon ~.  dar; denn P is~ der n t~ geo- 
meta'isehe Repfiisent~nt der Funk~ion 

i = 1  

und diese efffillt unsere s~imflichen Bedingungen: sie is~ reguliir und ihr 
reeUer Teil is~ poeiti~ ftir 

t I<l, 
und fiir ~----0 ist y . = l .  
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Ziiflt man also die GrSflen 

al, . . . ,  as, 

innerhalb der Greuzen' (29) unbeschr6nkt variieren, so wird der t)unkt~ 
dessen Koordinaten durch die Gleichungen 

~'k = 2~Y~,~ cos k@j, 

(31) r 

= - -  2 ~ t ) q  sin k@~ L 
j---1 

gegeben sind~ den konvexen K6rper ~. hie verlassen und es wird jeder Pun]# 
der OberflSche ~ .  dieses KYrpers mindeste~s fiir ein System yon Werten ~ ,  ~ 
erreicht werden. 

w 

E i n d e u t i g k e i t .  

Es muB nun gezeigt werden, dab die rationalen Funk~ionen der 
Form (30) die einzegen siud, welche unsere s~imflichen BedLugtmgen 
erftillen und einen Punkt ~ der Oberfl~iche s yon ~.  zum geome~risehen 
Repr~sentan~en haben. Man nehme an, da~ y(z) eine Funk~ion sei~ welche 
dies leis~e; dann ist die Funk~ion y ~-y(rz) ffir jedes r < 1 auch auf dem 
Eiuhei~skreise regulKr und wir kSnnen ffir den reellen Teil dieser letz~en 
Funk~ion auf dem Einheitskreise die Bezeichnung / (5  a) einfiihren. Wir 
werden yon der Bemerkung sofort Gebraueh machen~ dal~ f(r~ @) auch 
den reeUen Tell der urspriinglichen Funktion y(z) auf dem Kreise rd a 
darslell~. 

Da der Repr~isenlan~ yon y(rz) im ~meren yon ~ liege, so hat  man 
die der Gleichung (25) analoge Gleichung 

2zt 

o 

wobei ~(r) eine yon Null verschiedene positive Gr(iSe bedeu~e~ und es 
ist, weil der n ~ geometrische Repr~isentan~ yon y(rz) sich stetig rail r 

~nder~, Lira ~(r) = O. 
r = l  

Nun betrachte man wieder die In~ervalle 

innerhalb welcher 
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ist, und bezeichne mit Lj(r) den Wert des Integrals 

f f(r, #) da 
innerhalb des Intervalls ~j(r) genommen. Man kann jedenfalls eine Reihe 
yon wachsenden positiven Griii~en 

(32)  r~, r~, r3, "'" 

bestimmen, welche alle < 1 sind, gegen Eins konvergieren und die Eigen- 
schaft haben, dai} fiir jedes 

j =  1, 2, . . . ,p,  

existiert. 
Nun betrachte man die Funk~ion 

e i ~ j  ~ z 
j = l  

wo die Xj dutch die soeben bestimmten Werte gegeben sind und die @j 
dieselbe Bedeutuag haben wie friiher; die GrSl~en ;tj, #j geniigen ihrer 
Kons~rukfion nach den Bezieh~mgen (29), so dab y(z) unsere sgmtlichen 
Bediagungen ebenfalls efffillt. Man bezeichne mit f (r ,  #) den reel[en 
Tell yon ~(z) auf dem Kreise rd a. 

Ist nun 
z ---- 0e~ 

ein willkfirlicher Punk~ im Inneren des Kreises I zl ~ 1, so sind in der 
Reihe (3~) ffir hinreichend grol~e n siimtliche r~ > 0 trod es kann f(p, ~) 
dureh das Poissonsche Inte~al fiir einen Kreis mit dem Radius r,  

2~  

1 [ "  f(%, #) ff~_ qs) 
f(e, ~P) = K J  r~-- 2r qcos(a--V).~ q2 d~ 

0 

ausgedriickt werden. Nun ist aber die linke Seite dieser Gleichung yon n 
~mabhiiagig und man bekommt, wenn man n gegen Unendlich konvergieren 
liil~t yard das Integral ghnlich wie frtlher abschiitzt (pag. 106), 

? 

J = l  

Genau denselben husdruck wiirde man bei der Berechnung yon f(,o, t1,) 
erhalten, so dab schlieBlich die Gleichung 

f(o, ~) --- f (o, ~) 
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in Q und r identisch erffillt ist; hieraus folg~ endlich, da 
y(O) = ~(0) = i 

ist, 
p 

e + y(z) 
j = l  e i & j  - -  Z ~ 

d. h. die Beziehung, die wir beweisen wollten. 
Zugleich hat sich ergeben, dat~ die Punkb der Oberfl~iche ~ sich 

auf eindeutige Weise dutch die Formeln (28) darsbllea lasson; jedesmal 
nKmlich, wo die GrSfen (is, @r und (ij , .f j)  in die Formdn eingesetzl 
dieselben Werte fiir 7k,-7a liefern wiirden, miit~b aach dem vorhergehen- 
den die Gleichung 

~ .~* . 
e ~% + z %-~ e ~ 3 + z 

)~J e~aj~z - -  ~'e ~ 3 _ z  
--~L...,  J .s.'. 

j=l j ~ l  

identiseh in z erftill~ sein, woraus folgt, dab die ij, ~j und i~, ~} bis auf 
die Reiheafolge auch identisch sind. 

Man hat; also den Satz: .Es gibt nur eine ~'unlctio% d~en t~e2~r~isentant 
ein gegebener .Punkt der Oberfliiche ~)~ yon ~ ist, und diese ist rational 
und hgchstens yore n ~ Grade. 

w 

Yol ls t3 indigkei t  der Dars te l lung .  

Um auch die Umkehrung dieses Satzes zu beweisen d. h. dab der 
Repriisentan~ jeder rationalen Funktion, die sich in der Form (30) dar- 
stetlen lgSt'~ der Oberfliche ~). gehSr~, m~ssen wit die geomebischen 
Eigenschaf~en yon ~ etwas niher betrachten. 

Man bemerke zuniichst, dab jeder Punkt der Oberfiiiche oder des 
Inneren des konvexen KSrpers ~ als Projek~ion im 2n-dimensionalen 
Raume eines Punkbs der Oberflgche ~)~+i (die im (2n+ 2)-dimensionalen 
Raume liege) angesehen werdeu kann. Hieraus folgt, dab die Koordinabn 
jedes Punktes yon ~ sich in der Form 

(4 + 1) 
c~ = 2 ~  lj cos k#~, 

j - -1  

( 3 3 )  (n -bl) 
~k ---- 2~ lj sin k#j, 

j=i 

k =  1, 2 ,  . . ., ~ 

darstellen lassen, wobei die Xj alh positiv oder Null und ihre Summe 
gleich Eins is~. 
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Wir bezeichnen mit 5. die Kurve, welche dutch den Punkt mit den 
Koordinaten 

2 cos ~, 2 cos 2 O, �9 �9 2 cos n O, 

- -2 s in@,  - - 2 s i n 2 0 ,  . . - ,  ~ 2 s i n n ~  

im 2n-dimensionalen Raume beschrieben wird, wenn O yon 0 bis 2= 
variiert. Die Punkte dieser Kurve geh~ren als Repriisontanten der Funktionen 

sgmtlieh zu ~.. Sind 

e i '9 -~ - z 
y ( z )  = _ 

C1, . . . ,  Cp 

die Punkie yon 5. ,  welche den Werten 

O1, 0. ,  . . . ,  Ov 

yon & entsprechen, die in (33) vorkommen, (wobei angenommen wird, da.13 

p ~ n + l  
und 

~v+a = Ip+~ ..... l.+~ = 0 

ist), so enth~l~; jeder konvexe KSrper, dem die Punkte CL, C~,..., Cp 
gehiiren, auch den Punkt mit den Koordinaten (33); dieses kann ohne 
weiteres mit Hilfe unserer Definition eines konvexen K6rpers und An- 
wendung des Schlusses yon n auf (n + 1) bewiesen werdeu. 

Aus diesen siimffichen Tatsachen folgt, dab jeder Punkt yon ~.  in 
jedem konvexen KSrper enthalten ist, dem die Kurve 5 .  angeh6rt, das heiBt 
daft ~,  der kleinste honvexe KSrper ist, der 5.  e~thSlt. 

Jede Stiitzebene yon ~.  ist also Stiitzebene yon ~ . ,  sonst wiirde 
derjonige Toil $~, yon ~%., der auf derselben Seite der Stiitzebene wie 5 .  
liegt, schon einen konvexen Kiirper bilden, tier 5 .  enthiilt und der kleiner 
wiire als ~..  _&hnlich sieht man, dai~ jede Stiitzebene yon ~%. auch 
Stiitzebene yon ~ sein mul~. 

Es sol nun ein Punk~ P mit den Koordinaten 

.( 45 

p P 

I 
r , = 2 ~ j c o s k O ~ ,  pk ---- - -  2 ~ , l ~  sin kOj 

j = l  j = l  

k = 1 , 2 , . .  ", n 

p N n  

gegeben , wobei die/~ wie immer positiv sind und zur Summe Eins haben. 
][~h will zeigen, dab dieser Punkt ein Punkt der Oberfl~iche f). yon ~ ,  

ist; dieses kann dadurch bewiesen werden, dab wit eine S~tzebene yon ~.  
odor, was dasselbe ist, yon 5~ konstruieren, die den Punkt / '  enthiilt. 
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Wir beta'achbn dazu eine Reihe yon n getrennbn Punklen auf ~,,, 
unter welchen s~imfliche Punkte enthalbn sind, die den W e r b n  

&l, q~, "' ", ,0'~, 
in (34) entslorechen. 

Jede (2n--1)-dimensionale Ebene, welche diese n Punkte en~hiil~, 
mug durch /) gehen. Nuh gibt es abet eine solche Ebene yon der 
Gleichung 

+ = 2d,  (35) 
k----I 

welche in jedem der n Punkt.e die Kurve ~,~ beriihr~; man brauch~ nur 
die Verhiil~nisse der 2n q-1  GrSgen %, uk und d durch die 2n linearen 
Gleichungen 

1 2 (uk cos k"~ -- ~'k sin k#j) -- d, 
k = l  

2 @% sin k g ) +  k ~  cos k ~ )  ---- 0 

~=~ j = 1, 2 , . - - , n  

zu besiimmen. Der Ausdruck 

(36) (u k cos k~ --  uk sin 1~9) = d 
k----1 

har wenn ~ yon 0 bis 2~r variiert, h6chsbns 2n reelle Wurzeln; er kann 
also in diesem Intervalle nut ftir die W e r b  

~i, ~ , ' "  ", a ,  
verschwinden, da jedem dieser Werte eine Doppelwurzel enbpricht. In 
dot Umgebung eines jeden dieser Werte behilt  er abet dasselbe Vor- 
zeiehen; folglich mug er fib alle W e r b  yon I~, fiir welche er nicht ver- 
sehwinde~, ein und dasselbe Vorzeichen haben. 1VIi~ anderen WorSen: es 
sbll~ (35) die gesuchb Sbtitzebene yon ~.  dar, welche den Punkl B entNilt. 

Hieraus folg~ nun, da~ die Gleichungen (28) ausschliefllich P u n k b  
tier 0berfliche ~ dars~ellen kSnnen, und da wir im w 4 die Eindeu~igkeit' 
tier Darsblhmg ffir diese Punkb  bewiesen haben, so folgr ganz allgomein, 
dal~ Gleiehungen wie 

3---1 

j = l  k = 1, 2 , . . . ,  n 
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mi~ den ~ebenbedingungen 

Zj___ 0, 
n 

~ Zj ----- 1, 
j = l  

n 

j = x  

nur dann gelten kSnnen: wenn bei geeig~aeter Anordnung der gs, ~P~ 

= = 

j =  1 ,2 , . . - ,n  
sind. 

Wenn man also in den Formeln (28) die ~ ,  ~ ,  bei Beriicksichtigung 
der •edingungen (29), unbeschrgnkt variiert, so wird die Oberfliiche ~n 
des Variabilitiitsgebietes der Koeffizienten beschrieben, und die Beziehung 
zwischen den t)unkten dieser Oberflgiche und den Wertsystemen fiir die 
~ts, @j ist eine eineindeutige. 

Jeder Punkt des Variabilitiitsgebietes ~n wird ferner erreieht, wean 
man die Bedingung 

n 

durch die andere 
y = l  

j = l  

ersetzt. Man hat also folgenden Satz: 
Jed~r ~)unkt 2 des Variabilitiitsgebietes ~ ist tier n u geometrische 

t~epr~isentant einer und nur einer rationalen Funktion der ~orm 

. t = 1  ~ Z 

(37) X s ~ O, j -- O, 1, 2 , . . . ,  n 

j --O 

f ~  ~o= 0 liegt tier Punkt P auf tier Oberfl~he s yon ~ und die 
~ U n k ~ ,  (37) sind die einzigen, deren ~ e n t a n t  auf s zu liegen 
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w  

Allgemeine Probleme. 
Wir wollen jetzt die gefundenen Resultate auf die allgemeinen 

Probleme anwenden und nehmen an, es sei T ein Gebie~ der Ebene der 
komplexen Veriinderlichen u oder auch einer Riemannschen Fliiche, welche 
auf dieser Ebene ausgebreitet ist, und man kSnne mit Hilfe einer ana- 
lytischen Funktion ~(y) die Halbebene 

m (y) ~ 0 

auf dieses Gebiet abbilden; dabei gehe der Punkt y = 1 in einen reguliren 
Punkl 

u = 3/o = mo + i~o 

des Inneren yon T fiber. Die FunkOion 0~(Y) kana in der Umgebung des 
Punktes y = 1 in eine konvergente Potenzreihe der Form 

(39) 

oder 

@0 

(3s) ~ = Mo + ~ , ( y -  1)' 
k-----1 

entwickelt~ werden, wobei 
1~1+o 

is~; man kann also die Reihe (38) in der Umgebung yon u = M o um- 
kehren und z. B. sehreiben 

y - i - ~ '  lv~(~- ~o> ~ 
k = l  

y--  ~(.)  

Nun sei u(z) eine analytische Funktion der komplexen Verinderlichen z, 

welche ffir alle Werte 
I ~ l < l  

auf das Inhere des Gebietes T beschriinkt bleibt, in diesem Gebiete reguliir 
ist und fiir z = 0 den Wer~ u = M o annimmt; es kann nach den gemachten 
u diese Funktion in der Umgebung yon z = 0 in die kon- 

vergente Po~enzreihe 
@0 

(40) ~ = ~o + ~ X /  
k = l  

entwickelt werden, und wir wollen nach dem Variabilifii~sgebiete des n t~ 
geometrischen Repriisentanten dieser Potenzreihe fragen. 

Se~z~ man in (39) ffir u die gegebene Funktion u(z) ein, so wird y 
eine Funk~ion yon z sein, welche siim~lichen am Anfange dieser Arbei~ 

~IathematJsche Ann~len.  LXIIII. 8 
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gesehilderten Bedingungen gen~igk Man wird sie also in die konvergente 

Potenzreihe 

(41) v - -  1 + 
k = l  

entwickeln kSnnen und der n t~ geometrische Repriisentani dieser Potenz- 
reihe wird im Inneren oder auf der Oberfl~iche unseres friiheren KSrpers 
~ liegen. 

Die Gleichungen (38) und (39), mit (40) und (41) verbunden, liefern jetzt 

k = l  j = l  = 

2 212 1' = , 

k = l  j = l  t--l---- 1 

und man kann mit Hilfe dieser letzten Beziehungen, wenn man die Koef- 
fizienten derselben Potenzen yon ~ rechts und links vergleicht, sowohl A k 

�9 als ganze rationale Funktion yon C~, C~,-. . ,  Ck, wie auch C k als ganze 
rationale Funktion yon A1, A ~ , . . . ,  A k ausdr~icken. 

Die n ten geometrischen Repr~sentanten der Potenzreihen (40) und (41) 
entsprechen also einander in eineindeutiger Weise und die birationale 
Transformation des 2n-dimensionalen Raumes, welche diese Abbildung be- 
wirkt, h~ngt nut yon allen reellen und imagin~ren Teilen der n ersten 
Koeffizienten 3/1, M~,-. . ,  M~ der Potenzreihe (38) ab. Den Variabilit~its- 
bereich K. der n Koeffizienten A1, A 1 , . . . ,  A ,  erh~ilt man nun dadurch, 
dab man anf unseren frfiheren KSrper ~ die Transformation ausiibt, und 
die Oberfl~che Q, yon K~ enth~li ausschlieBlich die Repriisentanten yon 
Funktionen der Form 

(42) ~f \fs o + ~ z + . . .  + ~,z" ] '  

wobei ~(y) wieder die Funktion bezeiehn&, welche die Halbebene auf 
das. Gebiet T abbildet, und die a, fl geeignete Konstanten bedeuten. 

Alle unsere frfiheren S~itze lassen sich in geeigne~ modifizier~er Form 
aaf den KSrper K~ iibertragen. Insbesondere lassen sich die Koordinaten 
der Oberfl~ehe Q, yon K~ als rationale Funklionen der frfiher benutzten 
Parameter 

/ ~j, cos k~j, sin k ~ ,  

i j = 1 , 2 , . . . , n ,  
k = 1, 2,. �9 . ,n 

ausd~icken. Dadurch~ dab die Transformation eine bira~ionale is~ is~ man 
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versicher~, dab zwei Punkte ~on ~n, die verschiedenen Werten tier Para- 
meter entsprechen~ hie zusammenfallen kSnnen, und dab folglich die Ober- 
fl]iche ~ sich nicht selbst schneider und der KSrper K~ einfach zusammen- 
h~ingend isk 

Man kann ferner die Theorie~ wie ich es in meiner Comptes Rendus 
Note (26. Dezember 1905) angedeutet babe, auch auf solche F~lle erstrecken, 
bei welchen der Punkt u • M 0 des Gebietes T singul~ir ist~ die Fnnl~tion 
u(r) abet auf T eindeutig bleibt; dann besRzt die Funktion u(z) zwar 

.auch eine Singularit~t flit z = 0, aber die Potenzreihe (41) ist trotzdem 
regular in diesem Punkte und dieses gentig~, um aueh bier den KSrper 
K~ aufzustellen. 

Bri issel ,  den 14. September 1906. 


