
Ea~AaD Scmmrr. Entr~ieklung wil!l~lichei Funktionen. 4~3 

Zur Theorie der linearen und nichtlinearen lntegralgleichungen. 

I. Tell: Entwieklung willktirlicher Funktionen nach Systemen 
vorgeschriebener.*) 

Von 

ERHARD SCIiMIDT in Bonn .  

Einleitung. 
Fredholm**) hat eine AuflSsungsformel der inhomogenen linearev 

Integralgleichung 
b 

f(s) ~ ~(~) - x f K(s,  t) ~(t) dt 
t~ 

entdeckt, welche das Resultat enthiel~, dab diese Gleichung nach ~(s~ 
stets aufgelSst werden kann, wenn X nicht eine der Nullstellen einer 
gewi~ssen ganzen Transzendenten ~(~t) ist. F(ir diese Werte yon ~t, iF 
Hilbertscher Bezeichnung die sogenannten ,,Eigenwerte des Kernes K(s, t)" 
und nut f(ir diese Iiil)t, wie Fredholm ferner zeigte, die homogene 
(}leichung 

b 

o ~- ~(s) - x f K ( s ,  t) r  dt 
a 

L(isungen zu, die aach HiIbert ,,zum betre/fenden Eigenwert des Kernes 
K(s, t) gehb'rige Eigenfunktionen" genannt werden. Hilbert***) hat die 
in der Theorie der partiellen und gewShnliehen Differontialgleichungon s~ 
wich~igen Fragen naeh tier Existenz sogenannter Normalfunl~ionen und 
der Entwickelbarkeit willk(irlicher Funktionen nach ihnen durch Ein- 
fithrung der Oreenschen Funk~ion auf das viel allgemeinere Problem 
zuriickgef'tihr~, die Existenz yon Eigenfunl~ionen eines in s und t sym- 

*) Dieser Tell ist his auf alas neu hinzugekommene IV*" Kapitel, den w 
und unwesentliche ~nderungen in den fibrigen Kapiteln ein Abdruck meiner im 
Juli 1905 erschienenen G~ttinger Inauguraldisserta~ion. 

**) A~a Mathematica Bd. 27. 
***) Naehrichten der K. Gesellschai~ der Wissenschaften zu GSttingen. Mathem.. 

Phys. CI. I904 Heft 8. 
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metrischen Kernes K(s, t) zu beweisen und die Gesetze der Eni~wickel- 
barkeit willkfirlicher Funktionen naeh ihnen aufzustellen. Die Oreensehe 
Funktion selbst wird dutch eine Integralgleiehung mit unsymme~rischem 
Kerne bestimmt, wobei die Fredholmschen Formeln zur Anwendung 
kommen. Indem nun Hilbert*) das ffir die willkiirlichen stetigen Funk- 
tionen x(s) trod y(t) gebfldete Doppehn~egral 

b b 

f f  K(s, t) x(s) y(t) ds dt 
Ct Gt 

als quadratische Form yon unendlich viel Variabelen be~rachtet, erh~il~ 
er dutch Grenz~ibergang den der kanonischen Orthogonalzerlegung qusdrs- 
fischer Formen en~sprechenden Zerlegtmgssatz 

b b b b 

a ~ ~ Ct a 

Hierbei durchl~uft ~,(s) alle Eigenfunktionen des Kernes - jede mi~ 
einem solchen Faktor versehen, dab das Integral fiber ihr Quadrat 1 
gib~ - -  und 2, die zugeh~rigen Eigenwerte. Aus diesem Satze folg~ 
zun~chst unmittelbar, d ~  jeder symmetrische Kern Eigenfunktionen hat. 
Unter der Voraussetzung, dab der Kern ein ,allgemeiner" ist, d. h. d ~  
es zu jeder stetigen Funktion a(s) und jeder beliebig kleinen positiven 
GrSBe s eine stetige Funktion fl(s) gibt, so dab 

b b 

f l.(s) - f  K(~, ~)O(t)atl'e~ < ~ 
Vt Vt 

ist, leit;et dann Hilber~ den grundlegenden Ent;wicklungssa~z a,b, dal~ jede 
un~r  Yermittelung einer stetigen Ftmktion h(s) dutch das Integral 

b 

g(~) =fK(~,  t) h(t) ~t 
t~ 

darstellbare Funktion g(s) in eine absolut und gleichmii~ig konvergent~ 
nach Eigenfunktionen des Kernes K(s, t) fort~schreitende Reihe ent~wiekalbar 
ist. Diese Siitze enthalt~en implicite auch die analogen ffir die Integral- 
gleiehung b 

o = ~(8) - ~ f ~ ( s ,  t ) ~ ( t ) ~ ( t ) d ~  

we G(s, t) symmetrisch und p( t )> 0 is~ ~ ,  welche durch die Sub- 
stitution 

*) Nachrichgen der K. ~]esellschaft tier Wissensehafgen zu GS~ingen. ~a~hem.- 
Phys. C1. 1904 Hef~ 1. 
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auf die obige Gleichung 
b 

o = - xfK( , t) (t)dt 
a 

zuriickgeffihrt wird. Eine I~eihe verwand~er und z. T. iiquivalenter Theoreme 
hat Stekloff*) mit Hilfe der yon ibm wei~ ausgebfldeten Schwarz-  
Poincargschen Methoden erhalten. 

bYach Erledigung einiger Hilfss~tze im ersten Kapitel der vorliegen- 
den Arbeit finden im zweiten die Hilbertschen Siitze, mater Vermeidva~g 
des (~renztibergangs aus dem Algebraischen, sehr einfache Beweise. Zu- 
n~chs~ wird die Existenz yon Eigenwerten dutch ein Veffahren bewiesen, 
das, einem beriihmten Beweise yon H. A. Schwarz nachgebildet**), in der 
Sprache der Fredholmsehen Formeln darauf hinauskommen w~irde~ dab 
die Gleiehung 

~(~) = 0 

naeh der Bernoullischen Methocle aufgel6st wird. Aus dem Existenzsatz 
ergeben sich die Entwieklungss~itze in ana|oger Weise, wie aus dem 
Fundamentalsatz der Algebra die Entwieklung einer gauzen FunlCdon in 
ein Produkt yon Lineaffa~oren. Hierbei stellt sieh die Gtiltigkeit des 
Hilbertsehen Entwicklungssatzes als unbesehr~nkt heraus, postulier~ also 
insbesondere nicht die yon Hilbert gemaehte Voraussetzung der ,,k,l- 
gemeinheit" des Kernes. Das erw~ihnte, der kanonischen Orthogonalzer- 
legung quadratiseher Formen entsprechende Hilberksche Zerlegungs~heorem 
kann dann aus dem En~wieklungssatz dutch Intega~tion unmittelbar ge- 
wonnen werden. Die durch melarfache NuUsteUen der Funktion ~(~t) 
verurssehten Komplikationen treten bei der bier gegebenen Beweisanordnung 
nicht auf. Die Fredholmschen Formeln Werden nicht benutzt, vielmehr 
liefer~ die unbeschr~nk~e Gttltigkei~ der Ent~wieklungss~tze fltr den Fall 
des symme~isehen Kernes eine neue Ges~al~ung der Aufl~sung der in- 
homogenen linearen Integralgleichung.***) Jede unsymmetrische lineare 
In~egralgleiehung 1~1~ sich abet, wie in w 13 gezeig~ wird, dutch eine 
einfaehe~Subs~i~ution auf eine symmetrische zurfiekfi~hren. 

Indem im drit~en Kapitel die Vorausse~zung der Symmetric des Kemes 
fallen gelassen wird, werden die Funktionen W~(s) und $,(s) dann als 

*) M4moires de l'Acad6mie des Sciences de Saint-P6tersbourg I90~ p. 7 etc. 
Annales de Is Fac. de Toulouse 2 s S., VI 1905. 

**) H. A. Sohwarz, Gesammelte Abhaudlungen Bd. 1, S. 2r 
***) Vergl. noch die w~.l~end des Druckes verliegender Arbeit yon Hilber~ ver- 

Offentlichte umf~sende Neubegrfindung der Theorie der Integralgleichungen auf 
Grund der yon ihr, geschaffenen Theorie tier quadratischen Formen yon unendlich 
viel Variabelen. C~ttinger Ngchrioht~n 1906, ~'ier~e und Fiinfte Mitteilung. 

28* 
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ein zum Eigenwerte 2, geh~riges Paar yon adjungierten Eigenfunktionen 
des Kernes K(s, t) definier~, wenn die Gleichungen 

b 

%(s) = g(s ,  t) 
a 

b 

e,(s) = z, f g(t, s) %(t) dt 

bestehen; %(s) mSge eine Eigenfunktion der ersten, ~,(s) eine der 
zweiten Ar~ heil~en. Es ergeben sieh dann die Entwieklungssiitze in 
folgender Gestalt: Ist die stetige Funktion g(s) unter Vermit~elung der 
stetigen Funk~ion h(s) durch das Integral 

b 

g(s) -~- (K ( s ,  t) h(t) dt 

darstellbar, so ist g(s) in eine absolu~ und gleichmiil~ig konvergente nach 
Eigenfunktionen erster Ax~ fortsehreiteade Reihe entwickelbar; ist 

b 

g(s) = r E ( t ,  h (t) dr, 

so l~Bt sich g(s) in gleieher Weise nach Eigenfunktionen zweiter Ar~ 
entwickeln. Aus diesen Siitzen wird durch Integration der der kanonischen 
Or~hogonalzerlegung bilinearer Formen entspreehende Zerlegungssatz ge- 
wonnen 

b b b b 

a a  , a a 

Die Siitze des drit~en Kapit~Is sind meines Wisseas bisher nicht bekannt. 
Die Entwicklungen yon Funktionen zweier Variabelen nach Potenzen, 

nach ~rigonomet-rischen, nach Kugel- und vielen anderen Funktionen 
lassen sieh in Gestalt einer Reihe sehreiben, welche naeh Produkten eiaer 
Funktion der einen u mit einer Funktion der aaderen fortsehreite~. 

Im AnschluB an diese Bemerkung entspring~ ~ r  die u 
reehnung folgende Frage, welche den Gegeastand des vier~ea Kapitels 
bildet: Gegeben sei eine stetige Funktion K(s, t) yon zwei Variabelen 
s und t. Gesucht wird ein System yon hSchstens m Paaren einer ~tigea 
Funk~ion yon s und einer stetigen Funk~ion yon t, so daft die Sm~me 
ihrer Produkte die gegebene Fnn]r~ioa/~(s, t) mSghehst gut approxi~aier~, 
Das Mal} der Approximation, dessen Minimum die Problemstel[ung forder~, 
soll wie gewSbnlieh durch alas Doppelintegral tiber-das Fehlerquadrat 
definiert werden. Es wird bewiesen, dab die L~sung des Problems dutch 
die m ersten Paare adjungiert~r Eigenfunktionea des unsymmetrisehea 
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Kernes K(s, t) gebildet wird. Fiir alas Mag der besten Approximation M,~ 
ergibt sich dis Formel 

b b v =  m 
1 

wo ~ die m ersten Eigenwerte des Kernes K(s, t) durchl:~iuft, u n d e s  
zeigt sich, dab das Mal~ der besten Approximation mit wachsendem m 
verschwindet. 

Alle S~tze and Beweise der vier ersten Kapitel behalten ihre Giiltig- 
keit, wean s u n d  t Punkte eines n-dimensionalen ganz im Eadliehen 
liegenden, aus ether endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden 
Gebildes in einem ( n +  m)-dimensionalen t~aum bedeuten, und ds and dt 
die entsprechenden Elemente. 

Das ffinfte Kapitel setzt das zweite, dritte und vierte nicht voraus, 
sondern nut die im ersten bewiesenen Hilfssiitze. Die Theorie der Ent- 
wicklung yon Funktionen nach Potenzen und Polynomen, nach Fourier- 
schen Reihen und unendlichen Reihen endlicher trigonometrischer Reihen, 
naeh Kugelfunktionen und naeh Normalfunktionen partieller und gew6hn- 
licher Differentialgleiehungen legt die Frage nahe: Gegeben set eine un- 
endliehe Reihe im Intervall a <: x ~  b definierter reeller ste~iger Funkfionen 
r (x), r ", ~ ( x ) , . . . .  Was sind die Bedingungen daf~ir, alas jede 
im Interval1 a<_x ~ b definier~e ste~ige Funktion sich in eine gloiehm~gig 
konvergente, nach den Funktionen 9~(x) oder endlichen linearen Aggregaten 
derselben fortschreitende Reihe en~wiekeln l~Bt? 0der mit andern Worten: 
Was sind die Bedingungen daftir, dal~ jede im Intervall a __< x ~ b deft- 
nier~e stetige Funktion dutch Funktionen des FunktionenkSrpers, welcher 
aus der Reihe der ~ (x )  durch die Operationen der Mnltiplikation mit 
Konstanten und der Addition ents~eht, gleichm~iBig approximiert werden 
kann? Und wenn das der Fail ist, wie bestimmen sich die Koeffizienten 
einer solchen Entwicklung? 

]~qennt man nun das gegebene Funktionensystem der r dann ein 
abgeschlossenes, wenn es keine yon l~ull verschiedene stefige Funktion f(x) 
gibe, so dab ftir jedes v 

b 

a 

ist, so erhell~ vorweg, dab die _~bgescMossenheit des Systems der ~ ( x )  
eine notwendige Bedingung ftir unsere Forderung darstellt.*) Anderenfalls 
miissten nKmlich alle entwickelbaren Funkfionen der Bedingung genfigen, 

*) Diese Bemerkung ist schon yon J :P.  Gram,  Crelles Journal Bd. 94, S. 58 
gemaeht~ worden. 



dal~ ihr Produkt, mit [(x) yon a bis b integrier~, Null ergibt, und diese 
Bedingung wfirde z. B. yon der Funktion f(x) selber und allan geniigend 
wenig yon ihr abweichenden nicht erfiill~ warden. 

Es wird nun gezeig~, daft ebenso wie die Abgeschlosse~heit des vo~ :-~ 
geschriebenen Funktionensystems eine notwendige Bedingung fi~'r unsere 
Eorde~ung darstdlt, die Abgesehlossenheit des Systems seiner zweiten Ab- 
Zeitungen sine hinreichende ist, wenn aoch nStigenfalls die Funktionea 1 
und x adjungiert warden. Ist die darzustellende _Funl~tion ein~al stetig 
differcnzierbar, so ergeben sich fiir die Koeffizienten der Darstelhtng ganz 
allyemein gi~ltige einfache _Formdn. 

In eiaer an die bier vorliegande sich unmittelbar anschliet~enden 
Abhaadlung wird zuniichs~ sine neue und sehr einfache Methode zur 
AuflSsung der linearen unsymme~rischen In~egralgleichung auseinander- 
gese~zt warden. Die dieser l~Iethode zugrunde liegenden Prinzipien er- 
mSgliehen auch sine Behandlung der nicht linearen Intagralgleichungen, 
welche dan Gegens~and des zweiten Teiles dieser Abhandlung bildan wird. 
Under einer nich~ linearen In~egralgleichuag vers~ehe ich eine Funktional- 
gleichung, welche sine solche Bestimmung der gesuchtea Funktionen 
forder~, da~ eine gegebene Funktion eiaer koavergentea uaendlichen 
Reihe gleich wird, deren Glieder aus den gesuch~en Funk~ionan und 
weiteren gegebenen Funktionen durch die Operat, ionan der Integration 
und Multiplikation und also such Potenzierung zu posRiven gaazzahligen 
Ezponan~en an~stehen. So is~ z. B. 

we cp(s) gesucht und f(s) und g(s, t, r) gegeben sind, eine solche nicht 
]ineare Integralgleichung. Ebenso nun wie die gewShaliche nicht lineare 
Oleichung 

y = f ( x )  

in der Umgebung einer LSsung sine und nut sine L~sung zul~l~, wean 
f '(x) nicht verschwindat, im anderan Falls ~ber Verzwaigungen eintreten, 
so h~ngt auch der LSsbarkeRscharak~ar einar nicht linearen Integral- 
gleichung in der Umgebung einer LSsung yon einer abgaleiteten liae~ren 
In~egralglaichung ab. u ffir diese der Fredholmsehe Nenner 
~(X) nicht, so hat die nicht lineare Integralgleichung in der Umgebung 
eine und nur sine LSsung, verschwindet aber ~(~), so treten funktionale 
yerzweigungen sin, ~ r  welche es geling~ die den Puiseuxschen ent- 
'spreehenden S~itze aufzus~allen. 

Diese Theoreme ermSglichen as z. B. bei den nich~ linearen elliptischen 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung die Abhgngigkei~ der 
LSsungsfliichen yon den Randwer~en zu verfolgen und zwar mR vollst~indiger 
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Beherrschung der Verzweigungen d. h. derjenigen L~sungen, in deren 
Umgebung es ftir wfllktirlich aber wenig veri~nderte Randwer~e nich~ 
mehr eine sondern mehrere Liisungsfl~ehen gibt. Der Verzweigungs- 
charak~er hKngt davon ab, ob die Jacobische derivierte lineare Differential- 
gleichung bei den Randwerten Null yon Null verschiedene Liisungen hat 
oder nicht, was dutch die Betrachtung einer linearen Integralgleichung zu 
entscheiden ist. 

Auch die yon Poincarg entdeckte Bifurkation in der Theorie der 
rotierenden Gleichgewichtsfiguren ist eine solche Verzweigung einer nicht 
linearen Integralgleichung. In einer dritten Abhandlung werde ich diese 
und noch mehrere andere Anwendungen ausfiihrlich auseinandersetzen. 

Ers tes  Kapitel .  

Vorbere i t ende  S~ttzo fiber or thogonale  Funkt ionen .  

w 1: 
Die Besselsche und die Schwarzsehe Ungleichung. 

Es seien ~Pl(x), ~(x ) ,  . . . ,  ~p,(x) n stetige im Intervall a ~ x ~ b 
definierte reelle Funktionen, welche siim~lich zueinander orthogonal sein, 
d. h. fiir jedes Paar voneinander verschiedener Indizes/t und v der Gleichung 

b 

f ~,,(x) ,,(~) dx = o 
a 

geniigen m~igen, und welche auSerdem noch s~im~lich normiert sein, d. h. 
fiir jedes v der Gleichung 

b 

a 

gentigen m(igen. Dann gil~ ffir die beliebigo reelle stetige Funktion f(x) 
die Besselsche Identit~t 

b v - - n  b b ~ = n  b 

: f  (t -2: 
a d ' = l  a a ~ = I  a 

v f f in  b b 

( f  f(v) ~,(v)eV)'<__f (f(~))'e~. 
Y : l  a a 

Ist die gegebene Roihe der zueinander o~hogonalen trod normierte~ 
Funktionen unendlich~ so ergibt dieso letzte Ungloichtmg wegen des 
posi~iven Vorzeichens aUer Summanden die Konvergonz dor Roihe 

v aa b 

~ = l  tt 
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Es seien nun f(x) und ~(x) zwei reelle stetige Funktionen. Setzt 

man 1/,l(x]---- ~(x) _ so ist ~ ( x )  normiert, und die obige Besselsche 

Vf (~(y))tdy 
a 

Ungleichung fiir den Fall n = 1 ergibt 

b b 

a (s 

b b b 

( f  f(z) f (f(x))' dx . f  dz. 
a a 

Das ist die bekannte Ungleichung yon Schwarz. Die Besselsche Ideatitii~ 
and al]e in diesem Paragraphen aus ihr gezogenen Folgerungen bleiben 
gttltig, wenn f(x) eine reelle integrabele Funktion ist, deren Quadr~t 
yon a bis b integriert auch einen endlichen Wert gibt, woraus wegen 

f(z). %@) <= (f(x))~+ (%(x)) ~ 

aach die Endlichkeit und Bestimmtheit voa 

folgt. 

b 

f f(x)$,.(x)dx 

02. 
Ein Konvergenzsatz. 

Es sei Q(z, x) innerhalb des Gebietes a ~ x < b, a < z ~ b als reel]e 
naeh x integrabele Funktion yon z und x definiert, und es gelte fttr 
a < z < b die Ungleichung 

8 

f (Q(z, x))' < A, 

wo A eine Konstante bedeutet; es sei ferner %@), ~2(x),..., V,(x), 
eine uneadliche Reihe reeller stetiger Funktionen, welehe in der Be- 
zeichntmgsweise der vorigen Paragraphen normiert und zueiasnder or~ho- 
gonal sein mSgen. Dann konvergiert, wenn f(x) eine beliebige reelle 
in.tegrabele Funktion bedeutet, deren Quadrat you a bis b integriert aur 
einen endlichen Weft ergibt, die Reihe 

~ = I  a a Y = I  
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ftir a ~ z =< b absolut und gleichmiil~ig; und zwar ist 

wo der Ausdruck auf der reehten Seite, wegen der im vorigen Paragraphen 
~----~ b 

versehwindet. ,=l = 
Beweis .  Es ist 

v = n . . t - m  

v = n  k ~o 

wo k diejenigen der Indizes n ,  n -4- 1 ,  �9 . . ,  n .q- m durchl~uf~, welche fLir 
den betrach~eten Wer~ yon z positiven (~liedern der Summe, und Q die- 
jenigen, welehe negativen entspreehen. 

Vertauscht man auf der linken Seite das Summen- mit dem Integral- 
zeichen, so ergibt sieh gem~it~ der im vorigen Paragraphen gegebenen 
Ungleiehung yon Schwarz 

. -  / ' " b  . . . . . . . . .  b . . . .  

k ~ a k a 

Da nun die Funktionen @k(x) zueinander orthogonal und normiert sind, 
so ist 

b b b 

=27(fr++,+<,,,). 
a k a k a 

und mithin ist 
b 

($ 

Dieselbe Ungleichung erhiilt man ftir 

q 

und durch Addition dieser beiden Ungleiehungen ergibt sleh die za 
beweisende. 
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Zusatz. Wiihlt man ftir Q(z, x) diejenige unstetige Funktion, welehe 
fiir x <: z gleich + 1 und ftir x > z gleich 0 ist, so folgt, da$ die Reihe 

v=r b Z 

V = I  a a 

fiir a _< z _< b absolut und gleiehm~iflig konvergiert. 

w  

Ersetzung linear unabh~ngiger ~hmktionensysteme dureh orthogonale.  

Es seien cpl(x), ~ ( x ) , . . . ,  r n fiir a ~ x ~ b definierte reelle 
~stetige Funktionen, die als linear unabhiingig vorausgesetzt werden. Dann 
:konstruieren wir die Funktionen*) 

~ (x) 

V f  (cPl (Y)) 2 dy 
(z 

b 

�9 , @) - W ( x ) f  ~ (~) % (z) dz  
a 

V , ( x )  = o 

a cl,, 

~=n--I b 

f  n(z) %(z)dz 
Q = I  a 

/ ' (  Q = n - - 1  b 

a Q=I a 

Dureh diese Formeln is~ fiir jedes v ~p,(x) rekursiv dureh Cx(x), 
9~(x)it..., opt(x) linear homogen mit konstanten Koeffizienten dars~ellbar 
und umgekehr~ auch 9~,(x) durch ~px(x), ~p,(x),..., ~,(x). In keiner der 
Formeln kann niimlich der Nenner verschwinden; denn wiire v der ers~e 
Index, fiir welchen das gesch~ihe, so mfiBte 

r b 

Q=I a 
- - 0  

sein, und da die 7pc(x) aus den r opt(x),..., r linear homogen 

*) Im wesentlichen dieselben Formeln sind yon J. P. G r a m  in der Abhandlung 
,,Ueber die Entwickelung reeller Functionen in Reihen mittels~ der Methode der 
kleinsten Quadrate", Crelles Journal Bd. 94, aufgestellt worden. 
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rail konstanten Koeffizienten zusammengesetzt werden k~innen, so wfirde 
sieh ein Widersprueh zur vorausgesetzten linearen Unabhiingigkeit der 
l%nktionen (px (x), SO~ (x),..., %(x) ergeben. Die Funktionen ~p~ (x), ~P~ (x), 
�9 .., ~p,~(x) bilden ferner ein normiertes und orthogonales .Funktionensystem 
d. h. geniigen den Gleichungen 

b 

, ( r  = 0 oder 1, 

je nachdem ~ und # verschieden oder gleich sin& Das ist zuniiehst klar 
ftir die Funktionen ~p~(x) und %(x); nehmen wit nun das Normiertsein 
und die Orthogonalit~t des Funktionensystems ~p~ (x), %(x),...,@,,_~(x) ~n, so 
folgt dasselbe auch fiir das Fanktionensystem ~pt(x), V~(x),...db,._~(x),%(x), 
denn es ist 

~$ q ,  , 

Wenn die Funktionen qh(x), SO~(x),..., so,,_t(x) zwar ein linear un- 
abNingiges System bilden, abet nieht die Funk~ionen % (x), q~(x),. . . ,%(x), 
damn ist die lineare Abhiingigkeit der letzteren gegeben dutch die Gleichung 

Q = n - - 1  b 

O. 
~=I a 

Denn versehwiinde dieser Ausdruck nicht identisch, so w~ren die Funk- 
tionen ~,(x), O,(x),..., ~.(x) linear 5omogen mit konstaaten Koefflziente- 
darstellbar dureh die Funktionen Sot(x), q~(x),- . . ,  SO,@) und mithin aueh 
wegen der vorausgesetzten linearen Abhgngigkeit der letzteren durch die 
Funk~ionen SOl(x), %@), . . . ,  (p,_t(x). Es miissen also die Funktionen 
,p~(x), ~s(x), . . . ,  7p,(x) linear voneinander abhiingig sein. Das ist aber 
unmiiglieh; denn in einem orthogonalen System kann keine Gleichung 
yon der Form 

= o  
Y 

bestehen, wo nicht siimffiche c, = 0 sind, wie sich dutch Multiplikation 
dieser Gleichung mit O,,(x)dx und Integration yon a bis b ergibt. 

Wit  haben also in den Z6hlern der diskutierten Ausdriicke eine t~eihe 
yon linearen homogenen .Formen der Funktionen SO~(x), SO~(x),..., SO,(x), 
deren Eigenschaft es ist, im 2'alle einer linearen Abhgngigkeit zwischen den 
let~teren dieselbe dutch das identische Verschwinden einer der Formen nicht 
blofl als notwendiges und hinreichendes Kriterium anzuzeggen, sondern auch 
darzustellen. 
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S c h l u B b e m e r k u n g .  Alle Formeln und S~itze dieses Kapitels mit 
Ausnahme des Zusatzes zu w 2 behalten ihre Giilt;igkeit, wenn x, y, z Punkte 

'eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegenden, aus einer endlichen 
Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes in einem n ~m-dimensio- 
nalen Raum bedeuten, und dx, dy, dz die entsprechenden Elemen~e. 

Zwei tes  Kapi te l .  

l J b e r  d i e  l i n e a r e  s y m m e t r i s c h e  I n t e g r a l g l e i c h u n g .  

w 

Begriff  der  E igenfunkt ion .  

Es sei K(s,  t) eine fiir a < s < b, a =< t __< b definierte, reelle, ste~ige 
Funktion, die in s und t symmetrisch is~. Dann heiBt jede stetige, nicht; 
identisch verschwindend% reelle oder komplexe Funktion ~(s), welche 
identisch in s der Gleichuug 

b 

~(s) = ~ f g(s ,  t) ~<t) dt 

geniig~, wo ~. eine Kons~an~e bedeu~et, eine zu dem betreffenden Eigen- 
werte yon ;t geh~rige JEigenfunktion des Kernes K(s ,  t). 

Zwei zu verschiedene~ lJVerten von ~ geh6rige Eigenfunktionen r 
u n d  ~,(s) sind zueinander orthogonal, d. h. geniigen der Gleichung 

Denn es sei 

b 

f ~. (s) ~ (s) ds = o. 
a 

b 

~,,(~) -- z . f  K(s, ~) ~,,(t) dt, 

b 

mul~iplizier~ man die ers~e dieser Gleichungen mit ~.~(p,(s)ds, die zweite 
mi~ X ~ , ( s ) d s ,  integrier~ yon a bis b und sub~rahier~, so ergib~ sich 
bei Beriicksichtigung der Symmetrie yon K(s,  t) 

b 

a 

woraus die z{1 beweisende Gleichung folgt. 
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W~h'e %(s) eine zu einem komplexen Eigenwerte yon K(s , t )  ge- 
hiirige Eigenfunk~ion, so wfirde die zu r konjugierte Ftmktion zum 
konjugierten Eigenwerte geh6ren, wegen der Verschiedenheit dieser beiden 
Eigenwerte miil3ten dann %(s) und die zu %(s) konjugierte Funktion 
zueinander orthogonal sein, was unmSglieh ist, da das Integral fiber das 
Produkt zweier konjugierter Funktionen stets grSl3er als 0 ist. Also sind 
alle ~igenwerte des Kernes K (s, t) reell. 

�9 Ist ~p(s) eine komplexe Eigenfunktion, so folgi, weil, wie eben ge- 
zeigt, der zugehSrige Eigenwert reell sein mul~, dab ~p (s) = ~ (s) + i~ (s), 
we ~(s) und ~p(s) reelle Eigenfunktionen desselben Eigenwertes sin& Aus 
diesem Grande sollen in allen folgenden S:,itzen dieses Kapitels nut die 
reellen Eigenfunktionen betrachtet und unter der Bezeichnung ~Eigen- 
funktion" verstanden sein. 

w 
Das vollst~indige normierte Orthogonalsystem. 

Die Anzahl linear unabhiingiger zu einem bestimmten ~igenwerte ~t 
geh~riger Eigenfunktionen ist endlich. 

Beweis:  Da jedes aus zum selben Eigenwerte geh6rigen Eigen- 
funktionen mit konstanten Koeffizienten gebildete lineare homogene 
Aggregat wieder eine zum betreffenden Eigenwer~e gehiirige Eigenfunktion 
liefert~ so ergibt die Konstruktion des w 3 zu jedem System yon n linear 
unabhiingigen zum Eigenwerte ~ gehSrigen Eigenfunktionen ein System 
yon ebensovielen Eigenfunktionen desselben Eigenwertes, welche normiert 
und zueinander orthogonal sind; dieselben m6gen jetzt durch 91(s), 
% ( s ) , . . . ,  cp,(s) bezeichnet werden. Die im w 1 gegebene Besselsehe 
Ungleichung liefert dann ftir jedes s 

b v = n  b ~ = n  

* 1 

a v=l a ~=I 

multipliziert man diese Ungleichung mit ds und integriert yon a bis b, 
so ergibt sich bei Beriicksichtigung der Gleichungen 

b 

d s  = 1 
I L l  - -  

die Beziehung ~ b b 

@ a 

womit die Behauptung bewiesen ist. 
Ist die Anzahl der linear unabhi~ngigen zu einem Eigenwer~ ge- 

hiirigen Eigenfunktionen gleich m, so heii~t der betreffende Eigenwert 
ein m-faeher. 
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Ein vollstii~diges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s,  t) soll 
ein solches System yon normierten und zueinander orthogonalen Eigen- 
funktionen dieses Kernes heil~en, da~ jede Eigenfunktion dieses Keraes 
sich linear homogen mit konstanten Koeffizien~n durch eine endliche 
Anzahl yon Funktionen des Systems darstellen l{iBt. 

Die in der Darstellung einer Eigenfunktion durch Funktionen des 
Systems vorkommenden Funktionen desselben mfissen alle zum selben 
Eigenwerte gehSren wie die darzustellende Funktion; denn es sei die 
Gleichung 

(~) = ~" ~, ~(s) 

eine solehe Darstellung f(ir die Eigenfunktion ~p (s) dutch Funktionen des 
Systems; da.nn ist wegen der Orthogonalit~t der letzteren 

b 

c, = f ~ ( s )  ~,(s) ds, 
a 

und dieser Ausdruck verschwindet, wenn ~P(s)und (pv(s) zu verschiedenen 
Eigenwerten gehSren, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde. 

Man erMilt ein solches vollst~ndiges normiertes Orthogonalsystem des 
Kernes K(s,  t), indem man zu jedem Eigenwerte ;t dutch die Konstruktion 
des w 3 ein System yon eben~o vielen normierten und zueinander orthogonalen 
Eigenfunktionen bildet, als die Vielfachheit des betreffenden Eigenwertes 
betrggt. 

Durchl~uft opt(t) eine beliebige endliche Anzahl yon Funktionen 
eines vollst{iadigen normiert~n Orthogonalsystems des Kernes K(s ,  t) 
un~I ;t e die entsprechenden Eigenwerte, so folgt aus der Besselschen 
Ungleichung 

b 

a Q 

b b 

b 

= -~ (% (s))  ~, 
a ~ 2~o 

f f (K(s, t)) ~ ds dt ~ 
1 

Hieraus ergibt sich, daft die Eigenwerte.des Kernes K(s,  t), jeder nach seiner 
Vielfachheit gez~ihlt, keine Hgufungs2unkte im Endlichen haben ~'nnen. Also 
lassen sie sich ihrem absoluten Bet~rage nach in eine l~eihe anordnen, und 
wenn es ihrvr unendlich vide gibt, so wachsen die absoluten Betr~ige i~ber 
alle Grenzen. 
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Wir  definieren 

w 
Die iterierten Ii:erne.*) 

K 1 (s, t) = K ( s ,  t), 
b 

K*(s, t) = f a Y ( s ,  r) K~(r, t) dr, 
Ot 

b 

K'(s,  t) K(s, r) K'-~(r, t) dr. 
a 

D~nkt man sich dann K~+l(s, t) als n-faehes I~tegral iiber das Produkt 
yon n + 1 Kernen explizite ausgedrfiek~, so erhellt sofort 

b 

(1) K,'+'(s, t) = f K"(s, K (r, 0 

K" (s, t) --- K" (t, s). 
Ferner kann keiae der 
sehwinden. Denn wi~re 

so ~iire aueh 

Fu~ktionen I~"(s, t) 

K"+l(s, t )=O, 
und gemiit~ (1) w'~re auch 

b 

identisch in s mad t ver- 

at 

n n + 1 bedeu~e~; mit~hi~ w o n  x die ganze unter den beiden Zahlen -V und 2 
w~re auch 

b b 

woraus das in s und t iden~ische Verschwinden yon K~(s, t) folgen 
wiirde. Durch geniigend hiiufige Wiederholung dieses Schlugverfahren~ 
wiirde sieh das iden~ische Versehwinden yon K(s, t) im Widerspruch zur  
Vorau~setzung ergeben. 

Es sei 

Dann isl 

b 

a .  

b 

*) Vergl. H. A. Schwarz 1. c. Fredholm 1. c, S. 384. Hilbert 1. c. S. 244--247, 
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.Es ist also jede l~igenfunktion des Kernes K (s, t) auch eine Eigenfanktion 
des Kernes ~K~(s, t). Ist aadererseits 

b 

,p(s) ---- c f K"(s, t) ,p(t) dr, 

so definiere man die Funktionen g,(s) dutch die CMeichungea 
b b 

,~,(~) = ,(8) + h , f  ~(s, t) ,(t) dt + h~ f g '(s ,  0 ~(t) dt + . . .  
65 65 

b 

+ h: -~ fK, -~(s ,  ~) , ( t )  et O' = 1, s, a , . . . ,  ,0, 
65 

wobei h~ die n Wurzeln d e r  Oleichung h~-----e durchl~uft. Dann ist, 

Feamer erh~ilt man 

weft ~ h ~, nur dann yon Null verschieden ist~ wema k dureh n toilbar ist, 

r = ~  ~,(s). 

b 

z~ (~) = h~,)g X (s, t) z, (t) at. 

Also sind die Z,(s), sofern sie nicht identisch versehwinden, was wegen 
(2) nicht ftir alle v der FM1 sein ka-n,  Eigenfimktionen des Kemes 

~K(s, t). Da dorsolbe aseh w 4 nur reelle Eigenwerte hat, mug X~(s) 
~ftir alle nieht reellen h, identisch versehwinden. Ist folglieh n ungemde, 

und bezeichnet man mit h 1 -----~/c die reelle Wurzel der Gleiehtmg 
/ ~  c, so ist 

b 

~(~) = v ~ f x ( ~ ,  0 , ( t )  at. 
6~ 

Is~ aber n gersde, so muB c > 0  sein, uad wenn dann ] ~ i = +  ~/c, 

h ~ - ~ -  ~/e die beiden reellen Wurzeln der (~leichung h ~ = c bezeichnen t 

so is~ 
, (s) = zl (s) + z, (s), 

b 

65 

b 

z,(s) = -  V~ f K(s, 0 x~(t) dr, 
65 

wobei noch eine der beiden Funktionen Zl(s) und ~(s )  identiseh ver- 
schwindea k~,~n. Ist a~so n ungerade, so ist jede Eigenfun]~ion yon 
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]~"(s, t) auch eine Eoenfunktion yon K(s , t ) ;  ist abet n gerade, so ist 
jede JEigenfunktion yon K"(s,  t) entweder eine Eigenfunktion yon K(s ,  0 
oder die 3umme zweier solcher. 

Jedes vollsttindige normierte Orthogon'alsystem des Kernes K(s ,  t) ist 
auch ein solches fiir den Kern K"(s, t). 

w 

Fundamentalsatz. 

Zu jedem nicht identisch verschwindenden Kerne K(s ,  t) gibt es min- 
destens eine Eigenfunktion. Den Beweis dieses Fundamentalsatzes lasse 
ieh, um bier den Ideengang nicht zu unterbrechen, in w 11 nachfolge~. 

w 

Entwicklung des Kernes und seiner Iterationen.*) 

Es mSgen die Funktionen ~l(s), ~ , ( s ) , . . . ,  % ( s ) , . . .  ein voll- 
st~indiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s,  t) bilden, denen 
die Eigenwerte Zl, Z~ , . . . ,  Z , , . . .  tier absoluten Gr6]e nach geordnet 
entspreehen mSgen. Wenn dann die t~he  

gleichm~flig fiir a ~ s ~ b, a < t < b konvergiert, so ist 

%(s) 
(3) g (s, = 

insbesondere ergibt sich hieraus, daft diese Gleichung stets giiltig ist, 
wenn die Anzahl der Eigenfunktionen des vollstdndigen normierten OrthogonaL 
systems endlich ist. 

Beweis:  Wit setzen: 
~(s) %(t) 

/C(s, t) = q ( s , t ) .  

Dann ist Q(s, t) auch eine ste~ige symme~rische Funktion yon s und t, 
und es ist 

b 

(4) f Q(s, t) %(0 dt = 0 
a 

f~r alle Werte yon v. W~re nun O(s, t) nicht identiseh l~ull, so miifi~e 

*) Vergl.  Hilber~ 1. c. S. 69 - -72 .  - -  Stekloff  1. c. S. 4 0 4 ~ 2 5 .  

Mathematische Annalen,  LXT~, 29 
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es naeh dem Fundamenfi~]satz des vorhergehenden Paragraphen eine stetige 
Funktion ~p (s) geben, so dag 

b 

~(s) = ~ f O(s, t) ~(t) at 

ist. Aus (4) folgt, daft fiir alle Werte yon v 
b /" . v ( s )  ~ , ( ~ )  a s  = o, 

a 

(5) 

mithin ist aueh 

also ist 

b b 

f Q(s, t) v(t) at - - f K ( s ,  t) V(t) dr, 
( t  t~ 

b 

e(s) = c f K(~, t) ~(t) dr, 
(% 

~p(s) wi~re also eine Eigenfunktion des Kernes K(s, t ) ,  welehe wegen 
ihrer dutch Gleiehung (5) gegebenen Orthogonalitiit zu allen Fuaktionen 
%(s) sich nieht dutch eine endliche Anzahl yon ihnen linear homogea 
mit konstanten Koeflizienten darstellen liel3e - -  im Widerspruch zur 
Vorausse~.=g, aa~ die Funktionen ~ ( s ) ,  r . . . ,  r  . - .  ein voll- 
stiindiges normiel4es Orthogonalsystem des Kernes K(s, t) bilden. Also 
ist Q(s, t) identisch gleich Null, was zu beweisen war. 

Hieraus schliel3en wir: es ist stets 

(6) K*(s, t) = ~ 'P"(~') ,,(t) 
'v 

und die t~eihe a@ der rechten Seite konvergiert absolut und gleichm~iflig. 
Denn da n a c h w  6 die Funktionen (p~(s) auch ein volls6indiges normiertes 
Orthogonalsystem des Kernes K~(s, t) bilden, denen die Eigenwerte )~$ 
entsprechen, so s unsere Behaupmng aus der eben bewiesenen, wenn 
nur die ~bsolute and gleiehmiiBige Konvergenz tier Reihe rechts dargetan 
werden kann. Es ist abet 

und da nach der Besselschen Ungleichung 

b .= .+~,  b ~ = . + m % ( s ?  , ~ ,  ) 

- -  z$ 
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so folgt 
b 

7' = ~$ a 

woraus die zu beweisende absolute und gleichmiiBige Konvergenz sioh 
ergibt. 

w 
Entwicklung willkiirlicher Funktionen.*) 

Es m6gen wie im vorigen Paragraphen die Funktionen ~Pl (s), %(s), . .  
�9 %(s), . . .  ein vollst6ndiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s~ t) 
bilden, denen die .Eigenwerte 41, ~2,..., ~ , . . .  dem absoluten Betrage nach 
geordnet entsprechen m6gen. 1st dann h(s) eine stetige Funktion, so daft 

b 

fK(s,t)h(t)dt-----O 
Ot 

ist, dann e~yibt sich &trch Multiplikation dieser Gleichung mit %(s)ds und 
Integration yon a his b die fiir alle v giiltige Gleichung 

b 

fh( ) = 0 
a 

Umgekehrt fblgt abet auch aus dem 1?,estehen dieser Gleichungen f~" alle 
die Gleichung 

b 

i l K ( s ,  t) z (t) dt  = o. 
65 

Multipliziert man die im vorigen Paragraphen bewiesene Beweis.  
Gleichung 

K~(s, t) =~.~ %(s)%(t) 

mi~ h(s)h( t )dsdt  und integriert naeh s und t yon a bis b, so folgt 

b b 

0 = f ( K ~ ( s ,  t) h(s) hCt) ds d,t 

b b b 

O~ Ct a 

b b 

*) Vergl. Hilber~ 1. c. S. 72--78. Stekloff 1. c. S. 404--4:25. 

2 9 "  
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mi~hin ist identiseh in r 

daher is~ auch 

b 

fK*O,  ,') hO) d~ = 0; 

b b 

o =f fK~(~ ,  t) h(s) h(t)d~ dr, 
( t  r 

trod dureh Wiederholung des eben angewandten Schlu~verfahrens ergibt 
sich identisch in r 

b 

f K ( ~ , s )  h(~) ds = o, 
a 

was zu beweisen war. 
Es sei die stetige Funktion g(s) darsteIl~ar &~rch die Gleiehun9 

b 

g(~) = f K(s, t) p(t) dt, 
(% 

wo l~(t) eine stetige Funktion bedeutet, dann ist 

- V J  
b b 

=~, f K(s, t) ~,(t)dt f ~(t)~,(t)dt, 
'Y a r 

und die t~eihe rechts konvergiert absolut und glgichmgflig. 
B ewei s. Aus der dri~ten Dars~ellungsform ihres allgemelnen (lliedes 

erlaub~ uas der in w 2 bewiesene Ko~vergenzsatz die behaup~ete absolute 
und gleiehmiigige Konvergenz der l~eihe abzulesen. 

Se~zt man 
b 

g(s) - ~ ' , p , , ( s ) f g ( ~ )  ~,(t)dt = h(~), 

so ist ffir alle 
b 

(7) j 'hO)  ~ ,0)  ds = 0 
vl. 

und mi~hia naeh dem eben bewiesenen Theorem 

(s) 

Nun is~ 

b 

f K(s, t) ~(t) at = o. 

b 

f (h(s)y as= 
(% 

b b b 
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und da wegen der Gleiehungen (7) die Summe reehts versehwindeg, so isg 

b b b b $ 

wegea Gleichung (8). Also ist h(s) identiseh gleieh Null, was zu be- 
weisen war. 

Es mSgen p(s) und q(s) zwei ste~ige Funktionen bedeuten; dann 
ergibt sich dureh Multiplikation der eben bewiesenen Gleichung mit  q(s)ds 
und Integration yon a bis b 

b 

f f  K(s, t )q(s)p(t)dsdt= ~ 
b b 

j"g(~) ~. (~)d~ tip(t),p.(t) ,~t 
a 

Dies is~ die Fundamentalformel you Hilber~, welehe er aus der kanonischen 
Zerlegung einer quadratischen Form dutch Grenzlibergang gewinnt,  und 
aus welcher er dann die S~itze des w 8 und das erste Theorem des w 9 fiir 
alle Kerne und das Entwicklungstheorem fiir ,,allgemeine" Kerne ableitet. 

(9) 

ist. 

w 10. 

Die inhomogene lineare Integralgleichung. 

Es sei f(s) eine gegebene stetige Funktion; es soll eine stetige Funk- 
~ion q~(s) bestimmt werden, so dab 

b 

f(s) = r -- Z f K(s, ~) ~(t) at 
" a  

Wir setzen 

Dann ist 
r = f(s) + g(s). 

b 

(10) g(s) = ~ f  K(s, t) (f(t) +g(t)) dr, 

es ist folglieh nach dem En~wieklungssa~ze des vorigen Paragraphen 

(11) 
b 

wo ~v(s) ein vollsti~ndiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s,t)  
durch]~uft, und die Reihe rechts absolut und gleiehmM~ig konvergiert. 
Mul~ipliziert man (10) mit ~,(s)ds und in~egriert, so folgt 
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(1~) 

b b b 

j r g(s) r ds = f (t) + g(t)) d (s, t) r ds, 
V$ $ a 

b b b 

a a, a 

b b 

und also gem~,]~ (I1) 
b 

03) = fO) + f f ~ _~ (t)~,(t)dt. 
V vt 

Umgekehrt konvergier~ aber aueh, wenn Z yon alien ~t~ versehieden ist, 
die le~zte Reihe nachw 2 absolut und gleichm~iBig, woil 

b b b 

x,~----~ f(t) q~,(t) dt = . . . . .  

ist~ und es stell~ die rechte Seito der Gleichung (13) eine LSsung der 
Gleichung (9) dar, wie sich durch Eini~ihrung derselben in Gleiehung (9) 
bei Berfieksiehtigung der aus dem Entwicklungssatz des vorigen Paragraphen 
folgenden Oleiehung 

b b 

ff'K(s, t)f(t) dt = ~  ~,(s) f f(t) ~,(t)at 

ergibt:. Wir sehen also, daft, wean ~ t~'n Eigenwert des Kernes K(s,  t) 
ist, die Gleichung (9) immer eine und nur eine dutch die Gleichung (13) 
gegebene L6sung hat. Ist abet 2 ein k-facher Eigenwert, so ergibt die 
Oleichung (12), daft, damit die Gleichun# (9) e/he Lb'sung hat, f(s) den 
k Gleichungen b 

f f(t) ~.§ at = 0 

geniigem muff, won  + 1, n + 2 , . . . ,  n +  k die Indizes der zum betreffen- 
den k-fachen Eigenwerte geh6rigen Eigenfunktionen des vollstd'ndigen normier~ 
Orthogona~systems bedeuten; dann ist, wie die Einfiihrung in die Glei- 
chung (9) zeigt, 

r = f(s) + a~.+,(s) + a~+~(s)  + . . .  + a,r 
b 

~(') f f(t) ~,(t)dt, 
"v tl, 
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wo v alle Indizes des Orthogonalsystems mit Ausnahme yon n + 1, n 4 - 2 , . .  
�9 ., n + k durchlguft, und a~, a s , . . . ,  a k beliebige Konstanten bedeuters. Dies 
sind ffir den symmetrischen Kern die wesentlichsten derjenigea S~ze, welche 
yon Fredholm durch seine Reihen bewiesen worden sin4. 

{} 11. 

Beweis des Fundamentalsatzes.*) 

Je~zt gehen wir zu dem in w 7 sehuldig gebliebenen Beweise des 
Fundamentalsatzes fiber, dab es zu jedem Kel~e mindestens eine Ejgen- 
funktion gibe. 

Wir se~zen 

b b b 

v, = f  K~(~, ~) es, U~ = f  g~(s, s) d~,..., U, = f  g'(~, s) d~,.... 
a ct 

Dann folgt aus w 6 (1) 
b b 

b b 

(15) U~,. = f f (K~(s, r)) ~ dr  ds. 

Da nun K"(s ,  t), wie in w 6 gezeigt, nicht identisch verschwinden kann, 
so folgt, dab alle U~, yon Null verschieden und positiv sind. Es sei n ~ 2 ;  
setzt man dann in (14) n + 1 ffir ~t und n - - 1  fiir v und w~ndet die in 
w 1 gegebene Schwarzsche Ungleichung an, welche gemKB tier SchluB- 
bemerkung des ersten Kapitels auch fiir vieffache Integrale ihre O[iltig- 
kei~ behalf, so fo]gt 

Setzt5 man nun 

U~ < U~+~ 
v-~_~ = ~r~ 

(16) U~+~ 
U2 n ~ On, 

so ist also 

(17) c ~ _ l ~ c  ~. 

Nun ist nach w 6 Gleichung (1) 

*) Vorgl. H. A. Schwarz'l. c. 
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b 

~,'+'(s, ti = f K,'(s, ~)K'(~, ~)d~, 
65 

b b 

(K"+'(s, t)) ~ ~ / ( K " ( s ,  r)) ~ dr f (K'(t, r)) ~ dr, 
a a 

b b b b b b 

. f f  (g,, +. (,, O)'ds d~ < f f  (K,'(s,~))'d~ ds f f  (K'(t, ~))'d~ dr. 

Also naeh (15) 

und wegen (16) und (17) 
(18) 

a ~  a a 

V~.+,. <= y, , .  U~,, 

- -  U~ ~ 

Bei Beriieksiehtigung yon (17.) ergibt sich hieraus, 

Lim % = c, 

wo c eine endliehe positive GriiBe bedeutet und 

(19) u~,. . ,  _~I 

ist. 

dab 

Aus (16) folgr weil c , ,~  

(20) 

A ~  (19) ~ d  (2o) folgt, d,,~ 

(21) 

c ist, daft 

cn + 1 ~ C,t 

Lim -U~"=- U 
r t  = r C ~'$ 

ist, wo U eine endliche Zahl ~ 1 ist. 
Nun ist 

b b 

' f/' c ,,){ 
a tl  

. K"" + ~(s ,  t) 
Cn +m 

K ~'+ 2re(s, t) 
Cn -I- rn 

Kg.n + ~ m -  2 ( r  1 , r2 ) 
c-+~-1 

K~"(s, t) " 
C ~ 

K~n-2(rl , r,)} K(r~, t)  drl d% 
On-- 1 

b b 

>< f.f*drl dr~{ (K~'+~m-~("~'r')) c .~: :  1 -- 2 
a 

b b 
K~'(s, t)) ~ 1 / .  r, 

< ~ . ] J  (K(s, r l )g(r~, t ) )~drl  d r j x  
e" -" a a 
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Bei Berficksichtigung yon (14) und (15) ergibt sich hieraus 

�9 - 

b b 
i 

a 

U 4 n + 4 m _ 4  

~< C 2 n T 2 m _  2 
2 ~,+,,,_~ + d,,_ ~J. 

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird abet wegen (21) mi~ 
wachsendem n, unabh~ingig yon m, s und t, unendlich klein. Hieraus folgt, 

dab K~(s't) mit wachsendem n gleichm~l~ig gegen eine mithin ste~ige 
C a 

Funktion u(s, t) konvergiert, welche wegen 
b b 

u(s,s)cls=Lim K~"(s's)es ----- Lira ---- U >  1 
a a 

nieht; ident;iseh in s und t versehwinden kann. Ferner folgt aus 
b 

/ K 2n + ~ (s, t) ..~ 1_ K s  (.~, ~.) K ~n (r, t) d r  
Cn + 1 C C ~ 

b 

W~ihlt man nun fiir t einen solchen Weft t~, dat~ u(s, t~) nich~ identisch 
in s verschwindet, so ist gem~13 der letzten Gleichung u(s, tl) eine Eigen- 
funktion des Kernes KS(s, t). Daraus folgt aber naeh w 6, dat~ auch 
K(s, t) eine Eigenfunktion haben mul~, was zu beweisen war. 

w 12. 

Erweiterung der Voraussetzungen. 

Auch Unstetigkeiten des symmetrischen Kernes kSnnen in einem dutch 
folgende Voraussetzungen beschr~nkten Umfange zugelassen werden. 

I. Die Punktmenge in tier s, t-Ebene, w~che aus den Unstetigkeits- 
stellen yon K(s, t) gebildet wird und daher in~er  s, t-Ebene abgeschlossen 
ist, soU auf jeder Geraden s----const, den ~iul~eren InhaR Null haben. 

b 

II. f (K(s ,  t))2dt soll ffir a ~ s ~ b endlieh und bestimmt sein und 
a 

eine stetige Funktion yon s darstellen. 
Man teile das quadra~ische Definitionsgebiet yon K(s, t) durch 

Parallelen zu den Seiten in 2 ~n gleiche Quadrate und bezeichne mit Q~ 
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das aus der Gesamtheit derjenigen Quadrate gebildete Gebiet, welehe im 
Inneren oder auf tier Umgrenzung Unste~igkeitsstellen yon K(s, t) ent- 
halten. Dann kann aus Iund II ohne Sehwierigkei~ das Ergebnis bewiesen 
werden: zu jeAer beliebig kleinen positiven GrSBe e gibt es eine Zahl n, 
so dab ftir alle Geraden s---- const, sowohl die Gesamfl~inge der auf ihnen 
yon Q. iiberdeekten Gebiete als auch der Wert des fiber die Gesamtheit 
dieser Gebiete erstreekten Integrals 

f (K(s, t)) dr*) 
Qn 

< ~ sind. 
l:Iierans folg~ zuniichst, da$-aueh ffir nile Geraden s ~ const. 

f l K(s, t) dt < 
Qn 

ist; denn gemiiB der Schwarzschen Ungleichung ist 

Q~ ~n Q. 

Aus den bewiesenen Ungleichungen ergibt sich leicht: Der planare Inhalt 
der aus den Unstetigkeitsstellen yon K(s, t) bestehenden Punklmenge ~st 

b 

gleich Null. Fiir jede ste~ige Funktion re(t) sind f (K(s ,  t))m(t)dt und 
b tt 

f (K(s,t))~m(t)dt ff~r a <_ s <_ b endl~ch und bestimmt und stellen eine 

stetige Funktion yon s dar. -~bnlich beweis~ man leicht bet Anwendung 
der Schwarzschen Ungleichung auf das Integral tiber das Produkt der 
beiden Keme, dab auch 

b 

K*(s, t) : / 'K(s ,  r) g(r, t) dr 
a 

fiir a _<_ s < b, a ~ t _< b endlich and bestimmt ist und eine stetige Funk- 
tion yon. s and t darstellt, welche wegen 

b 

nut dana identiseh verschwindea kann, wenn K(s, t) in seinem ganzen 
Stetigkeitsbereieh identisoh versehwindet. 

Diese aus den Voranssetzungen I and 1I gewonnenen Folgerungen 
gestat~en leioht aile in den w167 4~ 5~ 6 vorkommenden Operationen wie 
namentlieh die h~iufigen u der Integrationsordnung auch far 

*) Es k~nn staSt der Voraussetzungen I und II auch t u n d  die Gfil~igkei~ dieser 
Ungle~chung gefordert werden, aus welchen Vorausse~ungen sich leich~ II ergih~.. 
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den Fall des unstetigen Kernes zu legitimieren.*) Die Sitze und Beweise 
der 8w 4, 5, 6 bleiben daher unge~nder~ g[iltig. Der in w 7 ausgesprochene 
Fundamentalsatz bleibt bestehen, weil KS(s, t) als sbtiger Kern Eigen- 
funktionen haben mu~ und hieraus gem~i~ w 6 die Exisbnz yon Eigen- 
funktionen yon K(s, t) folg~. 

Imw 8 muB die Gtiltigkei~ der Gleichung (3) auf den Sbtigkeits- 
bereieh des Kernes beschdinkt werden, w~hrend die Gleichung (6) un- 
ver'~.ndert gfiltig bleibt. In den 8w 9 und 10 bleiben alle Sii~ze und Be- 
weise unvedinder~ bestehen. 

Es ist auch zulissig, da6 I und II liings einer endlichen Anzahl yon 
C~eraden s = const, unerftillt sind, indem der Kern auf beiden R~ndern 
dieser verschiedene Wertefolgen annimmt, I und II mtissen dann abet in 
jedem der Rechtecke, in welche das Definitionsquadrat des Kernes dutch 
die genannbn Geraden zerlegt wird, einschliefllich der Rinder postuliert 
werden, und es m(issen an den betreffenden Werbn yon s beiden Eigen- 
funktionen sowie der LSsungsfunktionen der inhomogenen Integralgleichung 
Sprtinge zugelassen werden. 

Ferner kann der Giiltigkeitsbereich des in w 9 erhaltenen Entwicklungs- 
satzes noch dahin erweitert werden, dab die Vorausse~zung der Sb~igkei~ 
der Funktion p(t)  durch die Voraussetzung der Integrabiliti~ und der 
In~egrabilitit ihres Quadrates ersetz~ wird. 

Ebenso ~indert~ sieh niehts in den S~itzen und Beweisen dieses Kapitels, 
wenn s, t, r, . . . ,  Punkte eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegen- 
den~ aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes 
in einem (n ~ m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, dr, d r , . . ,  die 
entsprechenden Elemente. 

Auch in diesem Fall bestiinmen die Bedingungen I und II einen 
Bereich der Zul.;bsigkeit yon Unsb~igkeiten. 

Drittes Kapitel. 

Uber die lineare unsymmetrische Integralgleichung. 

w i3. 
Die inhomogene Integralgleiehung. 

Es seien der nicht mehr als symmetrisch vorausgesetzte Kern K(s, t) 
und f(s) fiir a ~ s ~ b, a ~ t ~ b als reelle stetige Funktionen definiert. 
Gesucht wird eine reelle stetige Funktion ~o(s), welche die Inbgralgleichung 

*) Siehe z. B. Jordan, Cours el'Analyse Bd. II, Cap. II, II. 
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(22) 

erffillt. 
Setzt man 

(23) 

b 

f(s) = - - f  K(s, t) dt 
a 

b 

g(t) = ~(t) -- f 'K(s,  t) %(s) ds, 

so ergeben sich die Identifiiten 

(24) 

(25) 

w o  

b b 

g(s) -- f K(s, t)g(t)dt = ~(s) - - f  Q(s, t )z( t )dt ,  
a a 

b b b 

q. a a. 

b 

Q(s, t) = K(s, t) + K(t, s) ---- f K(s, r) K(t~ r) dr 
a 

und mithin symmetrisch ist. 
Man bezeichne jede yon Null verschiedene reelle stetige Funktion, 

welche, fiir ~(s) substituiert, die rechte Seite der Gleichung (22) identisch 
verschwinden l~il~t, als Nulll6sung in s des Kernes und jede yon Null ver- 
schiedene reelle stetige Funktion, welche fi{r z(t) substituiert die rechte 
Seite der Gleichung (23) identisch verschwinden l~i~t, als Nulll6sung in t. 
GemiiB dem ersten Theorem des w 5 ffir Z = 1, bei dessen Beweis yon 
der Voraussetzung der Symmetrie des Kernes kein Gebrauch gemacht 
wird, sind die Anzahlen der linearunabhiingigen NulllSsungen in s sowie 
in t endlich. Ist z(t) eine NulllSsung in t, so folgt aus (23) und (24), 
dal~ z(t) eine zum Eigenwerte Z-----1 gehSrige Eigenfunktion des sym- 
metrischen Kernes Q(s, t) ist; aus (25) und (23) folgt das umgekehrte. 
Mithin erhKlt man die Gesamtheit der ersteren Funktionen, indem man die 
mit ihr als identisch erwiesene (]esamtheit der letzteren bildet. 

Nun ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die L6sbarkeit 
der Gleichung (22) die Orthogonalitiit yon f(s) zu allen eventuell vorhandenen 
NulU6sungen in f, und aus ciner L6sung ergeben sich dann aUe durch 
additive Hinzufiigung aller lVulU6sungen in s*). 

Denn die Notwendigkeit dieser Bedingung erhellt vorweg bei Multi- 
plikation der Gleiehung (22) mit einer NulllSsung in t und Integration; 
und dab die Bedingung hinreictrend ist, zeigt die unmittelbare Anwendung 
der AuflSsungstheoreme des w 10 auf die symmetrische Integralgleichung 

*) Dieses Theorem ist a u c h  zuerst  yon Fredholm 1. c. bewiesen worden.  
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b 

f(~) = z(s) - f O(s, t) z(t) dt, 
r 

auf weiche gem{ill (24) die Gleichung (22) durch die Substitution 
b 

,~(t) = z(t) - f  K(s, t) z(s) ds 

zuriiekgef/ihrt wird. 

w 14. 

Begriff tier Eigenfunktion. 

Es sei K(s, t) eine ffir a ~ s ~ b, a ~ t ~ b definierte reello stetige 
Funktion, die nicht als symmetrisch vorausgesetzt werden soU. Wenn dann 
die beiden reellen oder komplexen stetigen nicht identisch verschwindenden 
Funktionen ~(s) und ~p(s) den Gleichungen 

b 

(26) r = ~t f K(s, t) O(t) dt 
r 

b 

a 

gen/igen, so sollen sie al~ ein Paar #urn betreffenden Eigenwert Z geh6rige~" 
adjungierter Eigenfunktionen des Kernes K(s, t) bezeichnet werden. 

Wir definieren nun 
b 

(~8) ~ (~, t) -=flK(~, ,,) K(t, ,') ~ ; 

b 

(29) K(s, t) = f  K(r, s) K(r,t)dr. 

.Dann sind 
Ffihrt man 

Gleichungen 

(30) 

~, (s, t) u,~ K(s, t) syr~r~a~ch. 
(97) in (26) und (26) in (27) ein, so 

b 

~(~) = z.f ~(., t)~(t)dt 

b 

~(s) = z f K(s, t) ~(t) dr. 
@ 

W~re nun 

ergeben sich die 

~(,) = q..(s) + ~%(s) .~,a ~.(~) = ~,.(~) + ~,.(,). 



462 ERHA~V ScmlInT, 

so wiirde, da Z * als Eigenwert des symmetrisehen Kernes K(s, t), wie in 
w 4 gezeigt, reell sein mu], aus (30) folgen 

b 

= zj'  (s, t) (t) dt 
a 

b b b 

ot 

b b b 

q, cb q+ 

b b b 

a a g 

Ebenso ergibt sieh 
b b b 

r at a 

Da nun in mindestens einer dieser beiden Gleichungen nicht beide Seiten 
identisch verschwinden kSnnen~ so folgt, daft ~ positiv und mithin ;~ reel~ 
ist. Es mtiBten mithin opt(s) und ~p~(s), ~o~(s) und ~P~(s) je ein Paar zum 

Eigenwerte X geh(iriger adjungierter Eigenfunktionen des Kernes K(s~ t) 
bilden. Aus diesem Grunde sollen im folgenden nur reelle Paare yon 
adjungier~en Eigenfunktionen betraehtet und unter dieser Bezeiehnung 
verstanden werden. Indem wit fiber das Vorzeichen yon ~/,(s) geeignet; 
verfiigen, kSnnen wir die Eigenwerte eines unsymmetrisehen Kernes siimtlich 
als positiv voraussetzen. 

Aus (30) folgt~, wenn ~p(s) durch (27) definier~ wird, (26) und durch 
Einffihrung yon (26) in (27) (31); ebenso folgt aus (31), wenn ~(s) durch 
(26) deilnier~ wird, (27) und durch Einf~ihrtmg yon (27) in (26)~(30). 
.Es entsTricht also jeder Eigenfunktion des symmetrischen Kernes K (s, t) eine 
.Eigenfunktion des symmetrischen Kernes __K(s, t) und umgekehrt ~ und 
zwar so, daft das betreffende .Funktionenpaar ein Paar adjungierter .Eigen- 
funktionen des unsymmetrischen Kernes K(s, t) bildet. 

w 15. 

Das vollstiindige normierte O'rthogonalsystem eines unsymmetrischen 
Kernes. 

Die adjungierten Funktionen eines vollstiindigen normiertert OrthogonaL 
systems des Kernes ~ (s, t) biIden wieder ein vollst~ndiges normiertes Ortho- 
gonalsystem des Kernes K (s, t)und umgekehrt. 
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Beweis. 
b b b b 

o~ a a q. 

b 

= Xt, g , j K ( s  , t )%,(t)9,(s)dsdt;  
a 

wegen (30) ergibt sich hieraus 

b b 

a o$ 

Bilden also die Funktionen cpl(s), (p~(s),..., cpn(s),.-, ein vollstiindigea 
normiertes Or~hogonalsystem des Kernes ~'(s, t), so folg~ aus der letztea 
Gleichung, dab auch die adjungierten Funktionen ~pl(s), ~p,(s), ..., ~p,(s),... 
siimflich normier~ und zueinander or~hogonal sind. Es sei nun ~/,(s) 
eine Eigenfunktion yon K(s, t) und r ihre adjungierte, also eine Eigen- 
funk~;ion yon K(s, t). Dann ist gemii]~ Voraussetzung 

,~(s) = ~ c ~ , ( s ) ,  

wo ~ eine endlizhe AnzahI yon Indizes durchl~uft, und nachw 5 s~mfliche 
(pe(s) zum selben Eigenwerte gehSren wie q~(s). Dana folgt wegen der 
Gleichungen 

das Resultat 

b 

,,,,(~) = ~. ! ~ ( t ,  s) ~,(t) dt, 

b 

~,(~) = ,~] )r ( t ,  s) ~ ( t ) e t  

Also bilden die Funktionen ~p~(s), ~(s) , . . . ,  ~p~(s), . . -auch ein vollstiindige$ 
normiertes 0rthogonalsystem des Kernes K(s, t), was zu beweisen war; 
die Umkehrung ergibt sich in analoger Weise. Unter einem vollst~indigen 
normierten Orthogonalsystem des unsymmetrischen Kernes K(s, t) wollen wit 
das t)aar zweier solcher adjungierter vollstiindiger normierter Orthogonal- 
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w 16. 

Entwicklung willkiirlicher Funktionen. 

Es mSgen die Funk~ionen 

�9 l(s) ,  % (~), � 9  ~ ( s ) ,  �9 �9 �9 

~,~(s), ~,~(s), �9 �9 ~,,,(s), �9 �9 

denen die Eigenwerte 9.1, 22,...~ 2n , . . .  der GrSBe naeh geordne~ en~ 
slorechen miigen, ein vollstiindiges normiertes Orthogonalsystem des un- 
symmetrischen Kernes K(s,  t) in der Definition des vorigen Paragraphen 
bflden. Dann gelten folgende S~tze: 

Wenn identisch in s 
b 

~'K(t, s) h(t) dt = o 
a 

ist, wo h(s) eine stetige Funktion bedeutet, so ist auch fiir jedes v 
b 

j'h(~) %(~) d~ = o, 
a 

wie die Multi~likation der Gleichung (26) mit h(s) ds und Integration yon 
a his b ergibt; ebenso ist, wenn identisch in s 

b 

JK(s ,  t) h(t) ~t = 0 

ist, fiir jedes v 
b 

f h ( s )  ~ , (s)  at = o. 
6$ 

Umgekehrt gilt aber auch, wenn fiir jedes v 
b 

f h(s) ~,(s)as = o 
dt 

ist, die Gleichung 

und wenn f'~er jedes v 

ist, die Gleichung 

b 

f K(t, ~) h(t) dt  = O, 
X 

b 

f h(~) ~,(s) d~ = 0 

b 

f K(~, t) h(t) dt = O. 
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Beweis.  Wir beweisen nur die.; erste Behaupiung, da der Beweis 
der zweiten derselbe is~. Da h(s) gem~il3 Vorausse~zung zu allen Funk- 
~ionen eines volls~iindigen normierten Or~hogonalsystems des symme~risehen 
Kernes K(s,  t) orthogonal is~, so folgt nach w 9, dag 

b 

f ~(s, ~) z~(t) dt = o, 
q, 

b b b b 

a a a a 

b b 

a a 

folglich is~ identisch in r 
b 

f K(~, ~) h(~) ds = O, 
was zu 

Wenn 

iSt~ Wo 

wenn 

beweisen war. 

b 

g(~) - f  K(~, t) h(t) dt 
a 

h(t) eine stetige ~'unktion bedeutet, so ist 
b b 

~-~ (t)~p,(t)dt. 
Y ~ "J~ a 

b b 

= ~_,, fg(~,  t)~,(t)dtflh(t)~,(t)et; 
~ ct 

b 

g(s) = f K(t, s) h(t) ~t 

ist, so ist g,, b 

g(s) = f g(t) dt - - - -  

b b 

Ir ~, 65 

und die t~eihen rechts konvergieren in beiden Gleichungen absolut und gleich- 

Beweis .  Wir wollen nur die erste Behauptung beweisen, da der 
Beweis der zweiten derselbe ist. Aus der dritten Darstellungsform ihres 
allgemeinen Gliedes gestattet der im w 2 bewiesene Konvergenzsatz die 

Mathem~tiache Annalen. LXIII. ao 
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behauptete absolute und gleichm~iBige Konvergenz der Reihe abzulesen. 
Setzt man nun 

b 

g(s) -- , ~  ~p,(s),(g(t) cp,(t) clt = f(s), 
Y a 

so folgt 
b 

(3~) j)(~),~,,(s) e~ = o ,  
a 

und hieraus ergibt sich naeh dem eben bewiesenen Theorem 

b 

(33) f K(t, s) f(t) dt ~ O. 
a 

Nun ist 
b b b b 

wegen (33). Folglich ist; f(s)----O, was zu beweisen war. 
Es seien .p(s) und q(s) zwei stetige Funktionen. Der eben bewiesene 

Satz liefert; dann 
b b 

a 

und nach Multiplikation dieser Gleichung mit ~(s)ds und Integration yon 
-a his b erhiil~ man 

b b b b 

Y (s, t) p(~) q(t) ~s dt = ~7 . ~ ~ p(s) ~,(s) d (t) ~,,(t) dr. 
a 6~ a a 

Dieser Satz entslgricht der kanonischen Zerlegung ether bilinearen Form. 

Aus der eben bewiesenen Gleichung ergibt sich, dal~, wenn ~_~ z~ 

gleidhmiil~ig konvergiert, 

(34) g(s,  t) = " ~  ~,(s).~,(t) 
,y 

is~, und dab also insbesondere diese Gleichung stets giiltig ist, wenn alas 
vollst~ndige normir Orthogonalsystem des .Kernes K(s~ t) nut aus ein~ 
endlichen Anzahl yon Funktionenpaaren besteht. 
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w 17. 

Erweiterung der u 

Wie eine der in w 13 auseinandergese~zten v~llig analoge SchluBweise 
zeig~, k6nnen auch Unstetigkeiten des unsymmetrischen Kernes in einem 
durch folgende Voraussetzungen beschr~nkten Umfange zugelassen werden. 

I. Die Punktmenge in der s, bEbene, welche aus den Unstetigkeits- 
s~ellen yon K(s,  t) gebildet wird, soll auf jeder Geraden s = consk, t ~- const. 
den ~ul3eren Inhal~ Null haben. 

b b 

II. f ( K ( s ,  t)) ~ dt und f ( g ( t ,  s)) ~ dt sollen flit a K s K b endlich und 
65 

b'estimm~ sein und stetige, nich~ idenfisch verschwindende Funk~ionen 
yon s darstellen. 

Dann bleiben alle S~tze und Beweise dieses Kapi~els bes~ehen, nut 
muB die GiiRigkeR der Gleichung (34) auf den Stetigkei~sbereich yon 
K(s, t) beschr~nkt werden. 

Ebenso ~ndert sich nichts in den S~zen und Beweisen dieses KapRels, 
wenn s, t, r , . . .  Punkte eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegen- 
den, aus einer endlichen Anzahl analy~ischer Stiicke bestehenden Gebildes 
in einem (n + m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, dr, d r , . . ,  die 
entsprechenden Elemente. Auch in diesem Fall bestimmen die Bedingungen 
I und II einen Bereich der Zul~ssigkeR yon Unsfe~igkeRen. 

u  Kapitel .  

Uber  d i e  bes te  A p p r o x i m a t i o n  y o n  F u n k t i o n e n  zweier  
Y a r i a b e l e r  durch  P r o d u k t s u m m e n  yon  F u n k t i o n e n  einer 

Variabelen.  

w 18. 

Das Approximatlonstheorem. 

Es sei K(s ,  t) eine gegebene, fiir a _~ s ~ b, a ~ t ~ b definier~e 
reelle s~etige Funktion. Es werde verlangt, sie dutch eine Summe yon 
h~chstens ~ Produkten einer stetigen Funktion yon s mit einer stet~qen 
Funktion yon t r~glickst gut zu approximieren, wobei, wie gewShnlich, 
als Mal~ tier Approximation das fiber das DefinRionsgebie~ der gegebenen 
Funktion erstreckte Doppelintegral des Fehlerquadrates betrachtet wird. 

30* 
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Es mSgen die Funkt;ionen 

~,(s), ~ ( s ) , . . . ,  %(~.),...; 
~l(s), ~,~(~),..., ~(~), . . . ,  

denen die posit;iven Eigenwerte 21, 2~ , . . . ,  i , ,  . - -  der wachsenden GriiBe 
nach geordnet enlsprechen, ein vollst~indiges normiertes Orthogonalsystem 
des unsymmetrisehen Kernes K(s ,  t) in der Definit;ion des w 15 bilden. Im 
spezieUen Falle, dai~ die Anzahl der veto Index v durehlaufenen Paare 
adjtmgierbr Eigenfunkt;ionen ep,.(s), ~,,(s)s mist, liefert die Gleichung (34) 
eine nnmitblbare und triviale L~isung des gestellbn Problems. Ist; abet 
jene Anzahl unendlieh oder ondlich und ~ m, so wird die Lgsung dutch 
die tu 

gegeben. 
Beweis. Das Ma~ der 

$ '  ~--. ~r/'L 

~ ' = 1  

Approximation Mm, dessen Minimum die 
Problemstellung fordert, wird gemi~ Vorausseizung dureh die Gleiehung 

~,~- " K(s, t)-- ~N'~'(')%(t)~asi: j dt 
de6niert. 

Dieser Ausdruek reduziert sieh bei Heranziehung der Definitions- 
gleichungen (26), (27) und bet Berticksich~igung der Ort;hogonalit:iit; und 
des Normiertseins des Syst;ems der Funl~ionen q),,(s) und des Sysbms 
der Funktionen t/,,(s) leieht; auf  die Formel 

b b ~,-----m 

Wit haben also zu zeigen, dab 
b b ~ = n  b b ~ ' = m  

1 

a tt Y = I  a a $ ' = 1  

ist fox alle Systeme yon n sbetigen Funktionenpaaren 

(s), ~.~(s), . . ,  ,~,(s); 
~l(t), &(t), ..., ~,(t), 

we n s mist;, and a,, start a , (s)  mad fl, stat;t; fl,~ (t) gesehrieben wird. Wir 
kSnnen voraussetzen, da~ die F-nktionen ~l, /~, '" ", ft, normiert und 
~.ueinander orthogonal sind; denn wire das nieht der Fall, so kiinnbn wix 
sie nachw 3 dureh ein Syst;em yon hSchst;ens n solehen linear homogen 
mit koas~nbn Koeffizienba ausdrOekea and da.nn die Produkbumme nach 
diesen ordnen. Dana ist 
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b b v = n  b b 

j-f 
a a v = l  a a 

"~= n b b 

1 ~ 1  ~ a. 

b b v = ~  b b 

a a v ~ l  a 

* ~ = n  b b 

Die zu beweisende Ungleichung (36) folgt also afortiori aus der Ungleichung 

v = l  

V = ~  b b 

, t = l  a a 

und diese, well n ~ m ist, wieder afortiori aus der Ungleichung 

(3s) o __< 
V-----n V----n b b 

v-----1 v = l  tz a 

welche wir jetzt beweisen wollen. 
Gem~fl dem in w 16 gegebenen En~wicklungssatze ist 

b %(s) b 

a o a 

wo die Summo fiber alle Paare adjungierter Eigenfunktionen 9~(s), ~#r 
des vollst~ndigen normier~en Or~hogonalsys~ems zu erstrecken is~. Bei 
Bertieksichtigung des Normier~seins und tier 0r~hogonaliti~ des Systems 
der Funk~ionen ~e(s) folg~ aus der Gleiehung (39) leieht 

b b b 

a a q 

Da nun gem~iB der Besselschen Ungleichung w 1 

b b 

ist, und mithin le~ztere Summ@'konvergier~, so ergibt eine leichte iden~ische 
Umformung der rechten Sei~e der Gleichung (40) 
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(4~) 
b b ! , = n  6 

1 1 1 

a a a ~u----1 a 

b b 

- 2 ( ~  ~,)(f a'o~(t)at)~-~[1-~-,(f ~*~'e(Odt)~] ' 
k a 0 a 

we k alle Indizes > n des voUstiindigen Orthogonalsyslems durehliitrl~. 
Die fttr alle Wert~ yon k gemii$ Voraussetzung gtiltige Ungleiehung 

,l k > ;t, 

und die Ungleiehung (41) zeigen, da$ 
b 

2,( 
O~ 

mad 

i s t ; .  

Ungleiehtmg 

0__<~ 1 

b 

0 a 

Mithln folgt die zu beweisende Ungleichtmg (38) afortiori aus der 

2:( 1 
~tt----1 

* ' = n  ~ = r i  b 

. X X (  ~ ' ) f  )' ~, ~, ~ ( O,,,,(t) dt 
n t , = l  t a = l  a 

v - - - - n  b 

v ~ l  tt 

DaB abet dieser letzt~ Ausdruck. > 0 ist, folgt aus den gemiil~ Vora~s- 
setzung bestehendeh Ungleiehungen 

~, ~ ~t, 

und aus der wegen der 0r~hogonalifii~ und des Normiertseins des Systems 
de~ Funl~ionen fl, gttltigen Besselsehen Ungleichung 

b ~ = - n  b 

w 19. 

Das ] lab der besten Approximation. 

Das im vorigen Paragra~hen definierte Marl der besten Approximat'wm 
M~ einer Funktion K(s, t) dwrch eine Summe yon hb'chstens m Prod~kten 
einer ~'u~ktion yon s rail einer Funktion yon t verschwindet bei unbe!tren ~ 
wachsendem m. 
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Beweis. Gem~l~ der Gleichung (35) kann die zu beweisende Be- 
hauptung durch die Gleichung 

b b 

(43) ~ 1- = f f (K(s, t))~ ds dt 
q ~ a a 

ausgedriickt werden, wo h e alle Eigenwerte des unsymmetrischen Kernes 
K(s~ t), jeden nach seiner Vielfachhei~ gez~ihlt, durchl~iuft. 

Nach dem Entwicklungssatz w 16 ist 
b b 

(44) f ) ( )  %(") f K(r,t) %( t )d t=~- ,  ~ 
a ~ a 

wobei die Summe bei festem s gleichmiil~ig in r und bei fes~em r gleich- 
m~iBig in s konvergier~. Wenn r ~ s gesetzt wird, erhiilt man 

? (  ~ (%(s))~ 
(45) K(s, t))-' dt = --  

a ~ it~ 

Aus der Gleichung (45) ergibt sich die zu beweisende Gloichung (43) 
dutch eine nach s yon a bis b erstreckte Integration, wenn diese auf der 
rechten Seite gliedweise ausgeftihrt werden daft; also insbesondere, wenn 
die Reihe auf der rechten Seite der Gleichung (45) gleichmgflig konvergiert. 
Den zur SchlieBung des Beweises allein noch erforderlichen l~achweis 
der gleichm~iBigen Konvergenz der Reihe (45), aus welcher tibrigens wegen 

~ --T~ ~ + ~ / 

auch die in s und r gleichmiii~ige Konvergenz der Eeihe (44) folg~, leistet 
nun ein Theorem yon Dini*), welches lautet: 

Wenn eine Reihe positiver, s~e~iger~ fiir a ~ s_~ b definierter Funktionen 
der Variablen s so konvergier~ dab die Summe eine stetige Funktion yon s 
darstellt, so is~ die Konvergenz auch gleichm~it~ig. 

Beweis. Es sei 

(46) v(s) = 2 " u , , ( s ) ,  

und es seien v(s) und alle u,(s)  fitr a ~ s ~_ b s~etig und _~ 0. 
Es bezeiehne P~ die aus allen denjenigen Punkten gebildete Punk~- 

menge, fiir welche die stetige Funktion 

~.(~) -- ~(s) - ~ ,  u,(s) 
v.-~ l 

*) Dini  ,,Fondamen~i per la ~eoria delle funzioni di vari~bili reali", Pis~ 1878, w 99, 
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ihr Maximum erreieht, das wit mit Max. (R~) bezeiehnen wollen. Dann 
wiihle man aus jeder Ptmktmenge /), einen Punkt a,  aus, und es sei a 
einer der H~ufungspunkte der aus den Punkten at, ~ , . . . ,  a~, . . ,  be- 
stehenden Punktmenge. 
Null versehiedene GrSl~e. 
Reihe (46) 

Es sei nun e eine beliebig kleine, positive, yon 
Da gemi~l~ der vorausgesetzten Konvergenz der 

Lira R.(a) ~ 0 

ist, so gibt es einen Index p, so dab 

(47) < y 

ist. Wegen der Stetigkeit yon t~p(s), und woil a ein Hiiufungspunkt der 
PunkCmenge cq, ag , . - - ,  a~, - . .  ist, lii~t sieh ein Index q ~ p  so bestim- 
men, dab 

$ 
(4s) I I < 
ist. hus  (47) und (48) folgt 

Da nun wegen der vorausgesetzten Positivitiit der Funktionen u,(s) l:t~(s) 
nieht negativ sein kann und bei festem s mit wachsendem n nicht wachsen 
kann, so ergibt sieh filr m ~ q ~ p 

Also ist 
Lira Max. (R~) ---- 0, 

was zu beweisen war. 
Sch~l}bemerkung.  

Aueh Unstetigkeiten des Kernes kSnnen in dem in w 17 priizisierten 
U~afa~ge zugelassen werden. 

Ebenso iindert sich niehts in den Siitzen und Beweisen dieses Kapitels, 
wenn s, t, r, . . -  Punkte eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen: 
liegenden, sus einer endlichen Anzshl analytischer Stticke bestehende~i 
Gebildes in einem (n + m)-dimensionalen Raum bedeuten and ds, dr, d r , . . .  
die entsprechenden Elemente. 



Entwicklung willkfirlicher Funktionen. 473 

F t in f t e s  Kapi te l .  

17ber die E n t w i c k l u n g  willkiirlicher Funktionen nach 
S y s t e m e n  vorgeschriebener. 

w 20. 

Das vorgeschriebene Funktionensystem verschwindet in den 
Endpunkten des Deflnitionsintervalles. 

E~ set ~(~), %(x),. . . ,  , .(~),..- eine u , e n m i a e  Reihe im Inte~al l  
a <: x ~ b definierter, reeller, stetiger und zweimal stetig differenzierbarer 
Funktionen, die auBerdem noch ffir x = a und x = b siimflich versehwin- 
~len m~igen. Es set ferner das System 

d ~ % (x) 
9','(x), 9i' ( x ) , . . . ,  9)'~'(x),..., we (p~'(x) ffir geschrieben ist, d x  t 

ein abgeschlossenes d. h., wie sehon in der Einleitung erkl~irt, ein solches, 
dai~ es keine yon Null verschiedene stetige Funktion f ( x )g ib t ,  welche 
ftir jedes v der Gleichung 

b 

. ( f ( x )  ~ '  (x) dx = 0 

gentigt. Wir bilden dann 

, ~ ( x )  - -  

, , ( x )  = 

~1 (x) 

V / ( ~ i  (y))~ dy 
6l, 

~ (x) -- *i (x)/~'. (~) ~i (z) dz 

" b 

a ~z 

~ = v - - 1  b 

(~-- 1 a 

-- p t 

f %( ) 
a @=1 a 

wobei 9~(x), ~v~(x) beziiglich fiir dx und dx geschrieben sine 

Wit  beachten ferner noch folgendes. Wie in w 3 gezeigr ver- 
schwindet einer der Nenner in den obigen Ausdrticken dann und nut dann, 
wenn die enbprechende Funk~ion (p~(x) linear homogen mit konstanhm 
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Koeffizienten dutch die vorhergehenden darstellbar ist. Da aber wegen tier 
Gleichungen 

~,,(a) = o 

jede solche lineare homogene Relation zwischen den ~{.(x) auch zwischen 
den opt(x) giiltig bleibt und umgekehrt , so folgt, da$ einer der Nenner. 
dann und nur dann verschwinde~, wenn die betreffende Funktion (p~(x) 
yon den vorhergehenden linear abhgngig ist. In diesem Fall ignorieren wir 
die betreffende Funktion ~ ( x )  und fahren in der Bildung der Funktionen 
~p~(x) so for~, als ob in der gegebenen Reihe der (p~(x) die Funktion ~ ( x )  
iberhaupt nieht vorkiime. Durch die obigen Formeln sind dana alle ~ ( x )  
als lineare homogene Aggregate der q~(x) gegeben und umgekehrt. 

.Es sei nun g(x) eine belieb~qe im I~tervall a ~ x ~ b definierte einmal 
stetig differenzierbare Fu~ktion~ welche fiir x = a und x = b verschwinde. 
Dann ist 

~,-~oo b 

�9 g t ~. ~, (x) j ~ (y) ~, (y) @, g(x) 
�9 ' = l  a 

und die Summe auf der reehten Seite konvergiert absolut und gleiehmiiflig. 
Beweis.  Nach w 3 bestehen die Gleichungen 

b / ,  ~p,, (x) ~,:.(x) dx = 1 oder 0, 

je nachdem Y und ,, gleich oder verschieden sin& Hieraus folgt gemiB 
dem Zusatz zu w 2 die absolute und gleichmitiige Konvergenz der Reihe 
auf der rechten Seite der zu beweisenden Gleichnng. Setzen wit nun 

so ergibt sich wegen 

und 

g(x) - ~  t~,(x).(g'(y) ~4(y) dy = f(x),  
t~ 

b b 

. i '  " / ) '  
a a 

b 

t~ 

j p = -  ~ ; ( x ) e ~ ( x ) d x = - I  oder o, 

je nachdem v und • gleich oder verschieden sind, fiir jedes 

b 

f f( " x) ~ (x) d= = 0; 
t~ 

da aber jede Funktion ~::(x) sich linear homogen mit konstanten Koef 
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flzienbn dureh eine endliche Anzahl der ~:(x) darstellen l~B~, so folgt 
fiir jedes v 

b 

f f (x) r dx = O, 
t% 

und hieraus erlaubt uns die vorausgeser Abgesehlossenhei~ des Systemes 
der r (x) zu sehlieflen, da$ f (x)  identiseh versehwindet, was zu beweisen war. 

w 21. 

Der  allgemeine Fall. 

~s  sei r (x), % ( x ) , . . . ,  r eine u,endliche ~eihe im In~e~Xl 
a _~ x ~ b definierter, reeller, stetiger~ zweimal ste~ig differenzierbarer Funk- 
tionen, die jedoeh keinerlei Grenzbedingungen unbrworfen soien. Es sei 

. t r  , ' X ~  pt ferner das System ~ ( x ) ,  ~ ) , . . . , ~ ( x ) , . . .  ein abgesehlossenes. Wir 
"bilden dann fiir jeden Index v 

~,(~) = v~(x) - r  ~ - - a  ( % ( b ) -  r 
b - - a  

dahn gel~en die Gleiehungen 

- - t r  f X ~ - - i t  --rr und es is~ daher alas System (p~ ) ,  ~ ( x ) ,  . . . ,  ~ , ( x ) , . . .  auch ein ab- 
gesehlossenes. ~un  konstruieren wit, wie im vorigen Paragraphen, die 
Funktionenreihe 

a 

~=v-I b 

g--i a 

a ~=I a 

Ist damn g(x) eine beliebige im Intervall a ~ x ~ b definierte stetige 
und einmal stetig differenzierbare Funktion und setzt man 

~ g - - a  y(x)- g(x) - g ( ~ )  b - -~  (g(b)-g(a)) ,  

y(~) = y(b)  = o, 

so liefert das im vorigen Baragraphen bewiesene Entwicklungstheorem 
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~,=oo b 

= , ,(x) f g '  (y) , ;  (y) dy, 
~=i a 

~=eo b 

g@) bg(~) -  ag(b) + x g(b) - g(~) + , , . (x) g (y) , , ,(y) dy, 
b - - a  b - - a  

v=l 

und die Reihen rechts ~onvergieren absolut und gleichm~flig. 
Wit haben beim Beweise tier En~wicklungss~tze dieses und des 

vor~igen Paragraphen vorausgesetzt, dab das System der r ein ab- 
gesehlossenes is~; es h3it~e aber gentigt etwas weniger vorauszusetzen, 
n~hnlich bloB, dab jede Funk~ion, welche zu allen q~'(x) orthogonal is~ 
linear ist; denn das ffir den im vorigen Paragraphen gegebenen Beweis 
erforderliehe identische Verschwinden yon f (x)  ergibt sich wegen des 
Verschwindens yon f (x)  in den Endpunkten des Intervalls aus der Ta~ 
sache, d ~  f(x) linear sein muB. 

Da jede ste~ige Funk~ion durch einmal stetig differenzierbare gleich- 
miiBig approximiert werden kann, so ergibt sich aus dem letzten En~ 
wicklungstheorem: Es sei ~, (x), ~ ( x ) ,  . . ., r . . . eine unendliche 
f'gr a ~ x "~ b definierte 5 reeller, zweimal stetig differenzierbarer Fu~ktion~ 
deren zweite Ableitungen ein abgesclclossenes System bilden; dann l~flt sich 
jede flit a ~_ x ~_ b definierte stetige Funktion in eine 1-1eihe endlicher ~inearer 
homogener Aggregate der Funktionen 1, x, qD I (x), c?9(x),..., 9~,(x), - - �9 g/dch- 
md[~g konvergent entwickeln. 


