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Ober vollstandig reduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen. 

Von 

AT, FRED LOEWY in Freiburg i, B. 

In dem vorliegenden Aufsatze babe ich einen neuen Begriff, n~mlich 
den der vollsti~ndig reduziblen linearen homogenen Differentialgleiehung, 
eingefiihrt. Er ist insofern ffir die Theorie der linearen homogenen Diffe- 
renfialgleichungen yon Bedeutung, als zu jeder linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung eine eindeutdg bes~immte, grSSte vollst~ndig reduzible 
lineare homogene Differentialgleichnng gehSrr und diese letztere fiber alle 
irreduziblen linearen homogenen Differeniialgleichungen, deren Integrale 
der vorgeleg~n ]inearen homogenen Differen~ialgleichung geniigen, Aus- 
kunft er%eilt. Von den erzieltmn Resultaten hebe ieh an dieser Stelle nur 
hervor: Jede vollsti4ndig reduzible lineare homogene Differentiatgleiehung 
ist entweder nur auf eine einzige Art oder auf unendlich viele Arden 
kleinst, es gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Diffe- 
rentialgleichungen~ Notwendig und hinreichend, damlt eine llneare homo- 
gene Differentialgleichung durch die In~egrale yon unendlieh vielen ver- 
schledenen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleiehlmgen erfii]l~ 
wird, ist~ dab die zu der vorgelegten linearen homogenen Differentdat- 
gleichung zugehSrige, grSl~e vollsf;4ndig reduzible lineare homogene Diffe- 
ren~ialgleichung auf unendlich viele Arran kleln~es gemeinsames Viel- 
laches irreduzibler linearer homogener Differen~lea'chungen is~. 

Bei der Abfassung der Arbeit tmbe ich reich nut der einfachsf~n 
S~i~ze fiber lineare homogene Differen~ialgleichungen bedient und diese imw 2' 
zusammenges%ell~. Nicht benfitz~ wurde die Picard-Vessiot~sche Theorie 
der Rationalif~%sgruppe einer l~nearen homogenen Differentfiatgleiehung. 
Die Kenntmis meines frfi_her verSffenf~ehtmn Aufsa~es tuber  reducible 
lineare homogene Differen~i~lgleichungen'~*), mi~ dem die vorliegende 

*) Math. Anualen, Bd. 56, S. 549. 
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VerSffen~lichung in innigstem Zusammenhange steht, ist fiir die Lektfire 
dieses Aufsatzes nieht erforderlieh; ein Tefl der frtiher gewonnenen Re- 
suttate ergibt sieh, wie ieh zeige, aus den bier erhaltenen. 

w 

Der Rationalit~tsbereich. 

Ftir die folgenden Untersuchungen denken wir uns einen Rationalitiits- 
bereich 2: zugrunde gelegk Ein Rationalit~tsbereich 27 wird yon irgend 
einem derartig volls~ndigen oder in sich abgeschlossenen Systeme yon 
Funktionen einer unabhiingigen Variablen x gebildet, dab man die Funk- 
tionen des Systems unbeschriink~ untereinander addieren~ subt-rahieren, 
mul~iplizieren und dividieren (ausgenommen die Division durch Null), 
sowie eine jede differentiieren kann, ohne hierdurch das vorgelegte Funk- 
tionensystem zu verlassen. Von den FunkCionen yon 27 wird auch voraus- 
gesetzt, dab jede einzelne dieser Funktionen ausnahmslos in demselben 
Bereiche S der Ebene eine eindeutige, his auf isolier~e Pnn~e  fiberall 
in S regulate analytische Fu -~ ion  sein soll. Vielleicht ist es noch gut, 
zu bemerken, dab die Gesamtheit aller Pun~e  yon S, die als Singulari- 
tiiten ftir die Funktionen yon Z: in Frage kommen, nicht etwa ein System 
isolier~er Punk~e zu bilden braucht, sondern nur geforder~ wird~ dab jede 
einze lne  Funk~ion yon 2: innerhalb des Bereiches S ausnahmslos isolier~e 
Singularit~en hat. 

Sei (Q): 
d~y d ~ - l y  

qo(x) + ql(x) + . . .  + q,,,(x)y = o 

irgend eine lineare homogene Differentialgleiehung, deren Koeffizienten 
dem Rationalit~tsbereiche 2: angehSren sollen.*) Da infolge der fiber 2~ 
gemaehten Voraussetzungen jede ein~elne FunkCion aus ~'  und daher aueh 
die m Funktionen: 

ql(x) q,(x) am(x) 

qo(x) ~ qo(X) ' " " "~ qo(X) 

nut  an isolier~eu Pun]~en innerhalb des Bereiches S aufhSren regal~r zu 
sein~ so gibt es ein Ftmdamentalsystem Yl ,  Y z , ' "  ", Ym yon Integralen 
yon (Q)~ das bis auf isolier~e Punkte imlerhalb S regular ist mad dutch 
seine Anfangswer~ und die seiner m -  1 ersten Abgeleiteten f'ttr sine be- 
liebige Sielle x = xo im Intern yon S,  an der die Funktionen 

q~ (x) q.(x) qm(x) 

qo(X) ~ qo(x)' "" "' qo(x) 

*) Alle im folgenden auftretenden Different;ialgleichungen and Differentia~us- 
dr(ieke h~ben ausnahmslos Koeffizien~n aus 2:. 



Volls~ndig reduzible Differen~algleichtmgen. 91: 

s~mtlich, regular sind, festgelegt werden kann. Bei unserer Wahl yon ~' 
fist mithin ftir jede lineare homogene Differentialgleichung mit Koef- 
tizienten aus Z " die Integralexistenz gesichert. Auf die Frage, ob and 
wie man die Voraussetzungen ftir den Rationalitiitsbereich 27 noch be- 
schr~nken kann, ohne dab eine lineare homogene Differentialgleichung mit 
Koefiizienten aus 27 Integrale zu besitzen aufhSrt, gehen wir nicht ein. 
Wit  wollen nur einlge Beispiele fiir einen Rationali~tsbereich Z' ~n~hren, 
wie er durch die obigen Voraussetzungen festgelegr wurde. Einen 
Rationalit~tsbereich Z" bildet offenbar die Gesamtheit der Konstanten 
irgend eines unendlichen ZaMkSrpers (z. B. alle rationalen Zahlen oder 
alle reellen Zahlen) oder die Gesamtheit aller rationalen Ftmktionen einer 
Vaxiablen x mit Koeffizienten aus einem beliebigen unendlichen Zahll~5rper. 
Ein Rationalit~itsbereich X im obigen Sinne braucht also nicht alle Kon- 
stanten zu enthalten. Als Beispiel ftir einen Rationali~tsbereich 27 kSnnen 
auch alle einc~eutigen analytischen F-nl~tionen, die innerhalb eines Be- 
reiches S ausnahmslos fiberall den Charakt~r rationaler Funl~tionen haben~ 
angefiihr~ werden. 

Hat man eine endliche Anzahl yon Funktionen /01 (x), p~ (x),.--,p~ (x), 
die in der Ebene einen gemeinsamen Stetigkei~sbereich S besRzen, in dem 
jede dieser Funl~ionen ausnahmslos eindeutig und regul~ analytisch ist~ 

F= ione ystem P, 
en~steht und in sich dera~ig abgeschlossen fist, dab man je zwei Funk- 
tionen des Systems untereinander addieren, subtr~hieren, multiplizieren 
und dividieren (ausgenommen die Division dureh Nnll)~ sowie eine, jede 
differentiieren kann, ohne hierdureh das Funl4-ionensystem P zu verlassen~ 
so enth~lt P wegen der Voraussetzung, dal~ die Fnnk4ionen ~ (x )  (i~- 1, 2,-.-,m) 
in S reguli~r sind, nut FnnWdonen mit polaren UnstetigkeRen in S; die 
singal~en Punkte jeder Funl~ion yon P sind also in S isolier~, and P 
fist mithin ein Rationali~tsbereieh 2~ in dem oben verlangten Sinn. Hat 
man eine lineare homogene Differentialgleiehung: 

+ p (x) 

und geht nicht, wie w i r e s  im folgenden tun werden, yon elnem der Be- 
traehhmg zugrunde liegenden Rationali~tsbereiche ~ als dem Primiixen, 
sondern yon der Differen~ialgleichtmg selbst als dem ursprtinglichen Ele- 
mente aus, so fist der Rationalit~sbereich P der kleins~e Rationalit~ts- 
bereich, fiir den man die Differentfialgleichung un~rsuchen wird. 
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w  

Z u s a m m e n s t e l l u n g  yon  H i l f s s ~ t z e n .  

Wir s~ellen die im folgenden verwandten Hilfss~tze zusammen. Von 
irgend einer rationalen Funk~ion eines Fundamentalsystems YI~ Y~,'" "~ Y~ 
yon Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung (Q) und 
deren Abgeleiteten n~it Koeffizienten aus Z sagt man, sie ist eine sym- 

metrische Funktion des ~_ndamentalsystems Yl, Y~, "" ", Ym und dessen 
Abgeleiteten, wenn sie als Fnn]rtion yon Yl~ Y~ , ' "  "~ Ym und deren kb- 
geleiteten formal invariant bleibt, falls man Yl, Y2,'" ", Y~ und deren 
AbgeleiYmte den Substitutionen der allgemeinen linearen homogenen Gruppe 
unterwirft~ d. h. y~ (i ~ 1, 2 , .  �9 .~ ~ )  dutch 

a~ly l + a~y~ + . . . + a i~y  ~ ( i -~  l ,  2, . . ., m) 

ersetzt~ wobei die GrSl~en aik ein System yon m ~ beliebi~en Konstanten 
bedeuten. Hat man irgend eine rationale Funl~tion yon Yl, Y~,'" ", Y~ 
und deren Abgeleite~en mit Koeffizienten aus ~ so kann man mit Hilfe 
der |inearen homogenen DifferenOLalgleichung m t~ und hShere Abgeleiiete 
beseitigen und erh~ilt dutch diese Reduktion eine rationale Funktion 
yon Yl, Y ~ , ' "  ", Y~, d~e deren Abgeleitete h~ichsYmns his zur m - - 1  u~ 
Ordnung enthiilt und, da die vorgelegte Differentialgleichung (Q) nur 
Koeffizienten ans 2~ hat, ebenfalls nut Koe~izienten ans 2~ besitzk Man 
beweist, dab jede rationale symmetrische Funktion yon y~ y~, - . . ,  y~ mid 
deren Abgeleite~en mit Koeffizienten aus ~:~ die keine hSheren als m -  I u 
Abgeleitete enth~lt, frei yon yl, y~ , . - - ,  y~ und deren Abgelei~eten~ also 
eine blot~e Funl~ion aus Z ,  ist. Mithin hat man den bel~..~ten, auf 
Herrn AI)pel l  zuriickgehenden Satz: 

Jede rationale symmetrische ~unkt ion  eines Fundamentalsys~ems y~ , y~ ,. . . , y,~ 

yon Integralen einer linearen ho~wgenen 1)ifferentialgleichung und deren Ab- 

geleifeten mit  l~oeffiziente~ aus 2~ ist  als blofle ~unkt ion  des 17~tionali~s- 

bereic,~es ~ ausdriickbar.*) 

I s t /~  irgend ein linearer homogener Differentialausdruck~ so ist under 
dem symbolischen Produkt Q/~ bekanntlich der lineare homogene Dff- 
ferentialansdruck: 

+ +... 

*) /~ppell, Sur les ~quations diff~rentielles lin~aires, h~ales de l']~cole Nor- 
male (2), 10(1881). Beweise des Sat~es finder man u. a. in Picards Traitg d'Analyse, 
k 3 (1896), 509 mad in Ludwig S c h l e s i n g e r s  Handbuch tier Theorie alex linearen 
Differentialgleichungen, Bd. 1 (1895), 41. 
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zu verstehen, falls Q den li~earen homogenen Differen~ialausdruck 

d~- ly  
qo(X ) dm~ m "Jr- ql (x) dxm- i  -~- " " " -.~ qm(x)y 

vorstellt. Haben Q und R nur Koef'fizienben aus dem Ra6_onali~itsbe- 
reiche, so trifft dies auch fiir QR zu. Ftir diese symbolische Zerlegung 
gilt folgender bekannter Satz: 

Wird eine lineare homogene Differentialgleichung / ) ~  0 mit Koef- 
fizienten aus dem Rationali~sbereiche Z~ dutch alle In~egrale einer eben- 
fails linearen homogenen Differentialgleichung L ' ~  0 mit Koeffizien~n 
aus dem Rationali~tsbereiche Z erffi]_lt, so gibt es einen llnearen homogenen 
Differentialausdruek E 1 mit Koeffizienten aus ~'~ so dab symbolisch D ~ E1E 
wird. E~ = 0 ist eine lineare homogene Differentialgleichung, deren 0rd- 
nung gleich der Differenz der 0rdnungen yon / ) - ~  0 und E - ~  0 ist. 

Eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 2~ 
heist in bezug auf den Rationalitiitsbereich 2~ irreduz~'oel~ wenn sie mit 
keiner linearen homogenen Differen~ialgleichtmg niedrigerer Ordnung, die 
ebenfalls nut Koeffizienten aus ~ besitzt, ein Integral gemein~am hat; 
anderenfalls heiBt sie ftir den Rationalitiitsbereich 2~ reduz~d.  Dann ~ l t  
der Satz des Herrn F rob eni  u s: Eine lineare homogene Differentialgleichung 
/ )  ~ 0 mit Koeffizienten aus 2~, die mit einer irr~ln~iblen linearen homo- 
genen Differentialgleichung J =  0 mit Koeffizienten aus ~' ein Integral 
gemeinsam ha t ,wi rd  durch jedes In te~al  yon J =  0 erfiillt.*) 

Ftir die folgenden Betrachhmgen sehr wichtig ist auch der Begriif 
des kl~insten gemeinsamen Vielfachen zweier lineaxer homogener Differen~ial- 
gleichungen mit Koeffizienten aus 2:. Haben die zwei linearen homogenen 
Differentialgleichungen D I = 0  und D~=0  mit Koeffizientmn aus dem Ratio- 
nalit~tsbereiehe Z' kein Integral gemein~am~ so gibt es eine llneare homogene 
Differentialgleichung U-----0 mi~ Koeffizienten aus ~', dexen Ordnung gleich 
der Summe der Ordnungen yon /)1-~ 0 und /)~ = 0 ist und die darch 
alle Integrale yon/)1 ----- 0 und 1)2 ---- 0 erffill~ wird.**) Der llneaxe homo- 
gene Differentialausdruck U~ das kleins~e gemeinsame Vieffache yon /) t  
und D~, ist his auf einen nur yon x abh~i~ngigen, willl~iirlichen, allen Koef- 
fizienten gemeinsamen Fak~or viillig bestimmt und naeh einem der an- 
gegeb.enen S~tze sowohl durch/)1 als auch durch D 2 teflbar. Mithin wird: 

*) Ffir die angeffihrten S'~tze kann man neben der fundamentalen Abhandlung 
yon Frobenius, ~Foer den Begriff der Irreduzibilit~t in tier Theorie der linearen Dif- 
ferentialgleichungen, Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76 (1873), 236 etwa die Dax- 
stellung in Ludw. Schlesinge~s Handbuch, Bd. 1, S. ~3--~6 und S. 81--85 vergleichen. 

**) Der Fall, daft /)1 _~ 0 und /)~ ~ O einige Integrale gemeinsam haben, wird 
im folgenden nicht verwandt werden~ 
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A und B bedeuf~n hierbei lineare homogene Differentialausdr~icke mi~5 
Koeffizienten aus ~.*) 

Schlieglich verwenden wit im folgenden noch den Begriff, dag zwei 
lineare homogene Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus 27: 

d~y a~ - ly  
Q - qo (x) d-~ + ql(x) ~x~_--- ~ + . . .  + qm(x) y = o, 

a~z d~-lz 
~ -  to(X) d-~ + ~ ( x )  dx._ 1 + . . .  + ~ . ( x ) ~ = o  

yon derselben Art**) sin& Man sagt: die Gleichung /~----0 ist mit der 
Gleichung Q ~ 0 yon derselben Art, falls man yon den Integralen der 
Differentialgleichung Q ~-0  zu denen der Differentialgleichung /~ ~ 0 
durch die Beziehung: 

z = ao(X)y -t- as(x) dy d" - l y  + . . .  + a.,_~(x) dx.,_ ~ 

fibergehen kann; hierbei sollen %@), a~(x) , . . . ,a~_~(x)  Funktionen des 
Rationalitiitsbereiches 2: sein. Nach unserer Definition sind alle linearen 
homogenen Differentialgleichungen, die mit einer vorgegebenen yon der- 
selben Art sind, mit ihr yon gleicher oder niedrigerer Ordnung. Ist die 
lineare homogene Differentialgleichung Q ~ 0 mit einer linearen homo- 
genen Differen~ialgleichung 2-----0 yon m t~ oder hSherer Ordnung mit 
Koeffizienten aus 27 yon derselben Art, so ist offenbar auch /~ ~ 0 mi~ 
/)  = 0 yon derselben Art. Im F a l l e n  < m ist~ wenn /~ = 0 mit Q-=-0 
yon derselben Art ist, nicht nmgekehrt Q = o mit B = 0 yon derselben 
Art, also die eingefiihrte Beziehung nicht weehselseitig. Ftir n =--m gfl~ 
der Ieicht herleitbare Satz yon L. F u c h s :  GehSren yon zwei linearen 
homogenen Differentialgleichungen derselben Ordnung die eine mit der 
anderen zu derselben Art~ so sind die zwei linearen homogenen Differen- 
irialgleichungen gegenseitig yon derselben Art. 

Wit  brauchen noch folgenden Satz yon Fuchs :  Ist eine lineare 
homogene Differentialgleichung irreduzibel, so sind alle linearen homo- 
genen Differentialgleichungen, die mit ihr yon derselben Art s'md, eben- 
falls ausnahmslos irreduzibel und yon der gleichen Ordnung.***) 

*) B r a s s i n n e ,  No~e 3 in Ch. S~urms Cours d'Analyse, t.2. L. HeffSer ,  t3~ber 
gemeinsame Vielfache linearer DifferentiaI~,usdrficke mad lineaxe Differentialgleichungen 
derselben Klasse, Journ. f. d. r.u. ang. Ma~h. Bd. 116, S. 157. E. Beke,  Symmefxisch~ 
~lnlc~ionen bei llnearen Differentialgleichungen, Math. Ann. Bd. 45, S. 297. 

**) Die Bezeichnung s~ammt ffir n ~ - - - m  yon Herrn P o i n c a r g ,  Mdmoire sur les 
fonc~ions zdf~fuchsiennes, AcSa mathematica, Bd. 5 (188~), S. 212. 

***) L. Fuchs ,  Zur Theorie der linearen Differen~ialgleichungen. SiSzungsbericht~ 
dez Bexliner h~ademie, Jabxg. 1888, S. 127411". Vgl. auch die Dars~llung in Ludw. 
Schlesingers Haudbuch, Bd. 2~, S. 120. 
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Ist im besonderen in der angefiihr~n Relation 
a~(x) = ~ (x )  . . . . .  ~ _ , ( x )  = 0, 

so sagen wit, die zwei ]inearen homogenen Differentia]gleichungen Q = 0 
und /~  = 0 sind iihnlich. ]_rgend zwei lineare homogene Differentialglei- 
chungen mit Koeffizien~en aus 2Y sollen also als ~ihrdich bezeichnet werden, 
wenn man aus den Elementen eines Fundamenta~ystems yon Integralen 
der einen durch bloBe Multiplikation mit einer dem Rationali~tsbereiche 
2~ angehSrigen Funktion yon x die Elemente eines Fundamentalsys~ems 
yon In~egTalen der anderen Differentialgleichung fi-den ]mnn. Der Be- 
griff der Ahnlichkeit, der nut im ParaooTaphen 5 verwandt wird, ist stets 
ein gegenseitiger. _&hnliche Differentialgleichungen sind eine ganz spe- 
zielle Gattung yon Differentialgleichungen derselben Art. 

w  

u reduzible lineare homogene Differentialgleiehungen. 

Die li~ke Seite einer jeden algebraischen Gleichung kann bei Zu- 
grundelegung eines unendlichen ZahlkSrpers als kleinstes gemeinsames 
u irreduzibler Polynome aufgefal~t werden. Demenf~prechend be- 
trachten wir diejenigen linearen homogenen Diff~rentialgleichungen, bei 
denen sich die linke Seite als kleinstes gemeinsames Vielfaches irredu- 
zibler linearer homogener Differentialausdriicke auffassen liiBt. Wit  de- 
finieren: 

Eine lineare homogene Differentialgleichung V =  0 mit Koeffi~ienten 
aus Z hei~t vollstiindig reduzibel, wenn man vemeinander verschiedene*) 
irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen J1 = O, J ,  = 0 , . .  -, ~ ~-0  
mit Koeffizienten a.us 2~ finden kann, so daft die Ordnung der vorgelegf~ 
linearen homogenen Differentialgleichung V = 0 gleich der Summe der Ord- 
nungen yon J1 = O, J~ = 0 , . . . ,  Jg = 0 ist und V = 0 unter allen linearen 
homogenen Differentialgleichungen diejenige niedrigster Ordnung ist, die duxch 
die Integrale aller Differe~tialgleichungen J1 = O, J.2 = 0 , . . . ,  Jg ~ 0 gleich- 
zeltig erfiillt wird. 

Von der vollst~Ludig reduziblen linearen homogenen Differentialglei- 
chung F = 0 sagen wir auch: sie ist das kleinste gemeinsarae JTielfache get 
irreduzuSlen linearen homogenen Dif f  erentialgleichungen 

4 = o, . . . ,  J =O. 

*) A.ls nicht verschieden gelten zwei lineare homogene Difl'eren~a!gleich-ngen,- 
die in si~mtlichen Integralen fibereinstSmmen. A~ders ausgedriickt: AUe diejenigea 
linearen homogenen DifferentialgIeichungen gelten als nicht verschieden, bei denea 
die linearen homogenen Diffm~ntialausdrficke, "dutch deren Nullsetzen .die DLfferen- 
tialgleichungen entstehen, sich nu2: urn einen Faktor, dex eine Funktion des Ra~ior 
nalit~tsbereiches ~ ist, unterscheiden. 
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Eine vollst~i~dig reduzible lineare homogene Differentialgleichung 
kann auch auf folgende Weise, die mit der obigen gleichwertig ist, cha- 
rakterisier~ werden: fiir sie existier~ wenigstens ein Fandamentalsystem 
yon Integralen~ so dab jedes Element dieses Ftmdamentalsystems auch In- 
~gral  einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung mit 
Koeffizienten aus 27 wird. 

Eba slaezieller Fall der vollst~indig reduz~len linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichung ist die irreduz~791e lineare homogene Differentia!gleichung. 

Ftir vollstiindig reduzible Differentialgleichungen gilt folgender Satz: 
L Ist V =  0 eine vollst~ndig reduz,~le lineare homogene ])ifferential- 

gteichung mit Koeffizienten aus dem t~tionalit~tsbereiche 27, die das kleinste 
gemeinsame Vielfache der in bezug auf 22 irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichungen ~ = O, J~ ~- 0 , . . . ,  Jg = 0 mit Koeffizienten aus 27 
ist, und gibt es irgend eine yon J1 ~ O, J~-~ 0 , . . . ,  ~ - ~  0 v e r s c h i ~  
irreduz,~le tineare homogene Differentialgleichung J~'~-0 mit Koeffizienten 
aus 27, deren Integrale V ~  0 geniigen, so muff diese mit einer der ixre- 
duz~len Differentialgleichungen J1 ~- O, ~ ~ O, . . . ,  ~ = 0 notwendig yon 
derselben Art  sein. 

Die nach Voraussetzung voneinander verschiedenen Differentialglei- 
chungen J~ ----- 0, J~ = 0 , . - . ,  Jg ---- 0 mSgen die Ordnungen il, i s , . . . ,  ig 
haben. Wit  bilden das kleins~ gemeinsame Vielfache yon J1 ~ 0 und 
J~ ~--0. Da J1 = 0 und Js ~-0  zwei irreduzible lineare homogene Diffe- 
rentialgleichungen sind~ deren ]~nl~e Seiten sieh nicht nut um einen bloB 
yon x abh~ingigen FakCor lmterscheiden, so haben sie kein Integral ge- 
meinsam. Mithin wird ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches, das mit 
M s = 0 bezeichnet sei, eine lineare homogene Differentialgleiehung der 
Ordnung i 1 ~ i s. Der lineare homogene Differentialausdruck M~ ist so- 
wohl dutch J~ als auch dutch Js teilbar; daher existier~ ein li~earer 
homogener Differentialausdruck A 2 mit Koeffizienten aus 27 yon der Ord- 
nung is, so daB: 

Ms = A J1 
wird. 

Da V ~ 0 das kle~nst~ gemeinsame Vielfache yon 

~ = 0 ,  J s : - - 0 , . . - ,  J g = 0  

ist und die Ordmmg /1-t-is + ' - ' - } - i g  :hat~ so wird das kleinste gemeim 
same Vielfache M s -~ 0 yon J1 = 0 trod Js ~-0  durch kein Integral yon 
J8 "---0 erfiillt. Wit  suchen das kleinste gemeinsame Vielfache der zwei 
lmearen homogenen Differen~ialausdrticke M~ und Ja und bezeichnen es 
mit  = A Ms. 

Hierbei sind Ms = 0 uad A~ = 0 lineare homogene Differentialglei- 
chungen der Ordnungen i~ -~ i s + i~ bez. i~ mi~ Koeffizien~en aus 27. 
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Wir fahren auf diesem Wege fore und bilden schlieBlich das kleinstse 
gemeinsame Vielfache yon M g _ i =  0 und J g =  O; wir werden dann V 
selbst erhalten. Es wird 

V =  AgMg_i; 

hierbei ist Ag----0 eine lineare homogene Differentialgleichung der Ord- 
nung ig mit Koeffizienten aus Z:. 

Ersetz~ man Mg_l, M g _ 9 , . - . ,  M~ durch ihre Werte, so gewinn~ 
man fiir V die DarsteLlung: 

V=- AgAg_~ . . .  A s 4 .  

Nach Voraussetzung ist J i '=  0 eine yon Ji  =- 0, J~---- 0, --- ,  Jg-=- 0 
verschiedene irreduzible lineare homogene Differentialgleichnng mit Koef- 
fizienten aus ~, deren lntegrale V = 0 erfiiUen. Da J1 ~ 0 und J l ' ~  0 
in ihren linken Seiten sich n i c h t u m  eine bloSe Funktion yon x unter- 
scheiden, so wird wegen der Irreduzibili~t der zwei Gleichungen kein In- 
tegral y o n - ~ ' =  0 der Differentialgleichung J1 = 0 gentigen. 

Da J i ' =  0 eine irreduzible lineare homogene Different~le ichung 
ist~ so wird entweder kein Integral yon ~ ' =  0 oder es werden s~mtliche 
Integrale yon ~ ' =  0 der linearen homogenen Diiierentialgleichung 

M~ -~ A~ J i =  O 

genfigen. Sollte kein Integral yon J l ' ~  0 der linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung M 2 -~ 0 geniigen, so betrachten wit die lineare homogeae 
Differentialgleichung M 3 ~ A3M~. = 0; en~weder wird sie dutch kein oder 
alle Integrale yon J i ' =  0 befriedig~. F~ihrt man auf diese Weise fort, so 
mu$ man sicher einmal zu einer linearen homogenen Differen~algleichung 
M ] _ ~ =  0 gelangen, die dutch kein Integral you J l ' =  0 befriedig~ wird, 
wohingegen s~imtliche In~eg-rale yon J ~ ' =  0 der linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung M.,.~ A/M]_~ = 0 gentige n. Dies folgr aus dem Vm- 
stande, dab die lineare homogene Differentialgleichung Mg =-O, deren lintre 
Seite wir mit V bezeichnen kSnnen, nach Voraussetzung dutch a!l_e In- 
tegrale yon J i '=  0 erFtillt wird. 

Sei Yl, Y~, �9 �9 ", y~] ein Fundamentalsystem yon Inf~gralen yon J ] ~ O .  Da 

s~imfliche Integrale yon J y =  0 die Differenhalgleichung M]----0 befrie- 
digen, schlieBen wit aus der Zerlegung M.r= A.rM_1_i, dab die lineare 
homogene Differentialgleichung A ] =  O die Funktionen 

Mf-i(Yl) ,  MI_I(,Y~), . . ,  M1_~(yg) 

zu Integralen hat. Diese i x F u n ~ o n e n  sind lineax u n a b ~ g .  Aus 
einer Relation: 

~ t h e m ~ c h e  ~ e ~  T,XIT: 7 
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wobei die 1 nicht ausnahmslos verschwindende Konstanten sind, w0.rde 
n~imlieh: 

Mr_~(Z~U 1 + Z ~  + . . .  + Z~%~)= 0 

folgen, d. h. Jr  ~ 0 und M r_ 1 = 0 hgtten gegen die Voraussetzung ein 
Integral gemeinsa, m. Da Af = 0 und J ] =  0 yon der gleichen Orduung 
sind, bflden die Funktionen Mf_~(y~) ,  M f _ l ( y s ) , . . . ,  M.~_~(y~]) ein Fun- 

dament~lsystem yon Integralen yon A/~-O, d.h. A~= 0 ist mit J r =  0 
yon derselben Art. Aus der Irreduzibilit~t yon J / =  0 folgt naeh dem 
i m w  2 angefiihrten Fuchsschen Satze, dab A / =  0 auch eine in bezug auf 
den RationalititKtsbereich Z irreduzible lineare homogene Differentialglei- 
ehung ist. 

Sei zl, zs, . . . ,  Q, ein Fundamentalsystem yon Integr~en yon J l ' =  O. 
Da s~imtliehe Integrale yon ~ ' =  0 die lineare homogene Differentialglei- 
chung M r =  0 erftiUen, kn,nn aus der Zerlegtmg M ] =  A/Mf_~ der Schh6 
gezogen werden, dab die lineare homogene Differenti~lgleichung A t =  0 
die F,m~onen M~_~(~), M~_ , (~ ) , - - . ,  ~r_~(~.)  zu In~A~alen h~. 
Diese Fvnh-~ionen sind linear unabh~ngig; denn sonst hii~te ~ ' ~  0 mi~ 
M r _  1 ~ 0 entgegen unserer obigon Festsetztmg ein Integral gemein. Da 
wit yon A ] ~  0 i~' linear tmabhiingige Integrale kennen, is~ A ] ~  0 min- 
destens yon derselben Ordnung wie J l ' ~  O. 

Um den N~chweis zu fiihren, da]~ A I =  0 keine line, re homogene 
Differentialgleichung hSherer Ordnung als J l ' =  0 ist, bflden wit die lineare 
homogene Differentialgleichung : 

dx  dx  

. . .  M I _  

dx dx 

o 

d h ' -  lu  di~'- 1 ~/ '/_ 1 (zl) d~ ' -  1M (z r -1  ~ sJ 
dx~, "- I  dx~,,_l dx~'-~ 

d" MI_ l(z,) 
d ,~  " a ~ ~" d x ~'" 

d X ~'- 1 

~ 0 .  

Wit dividieren durch den Koeffizienten der hSchsten Ableihmg in u. 

Die Division dutch den Koeffizienten vo~ aC"u is~ gestat~e~; denn dieser 
dx~" 

Koe~zien~ ist die Wronskische Def~rminante der i 1' linear unabhiingigen 
F~,_~onen ~r- l (~ , ) ,  ~ r - l ( ~ ) ,  "" ", ~f_~(~,)  = a  hat d~her e~-en yon 
Null verschiedenen Were. Nach der Division dutch den Fal~or yon 

.... du s  Determinan~enquo~ien- a~'u werden die Fak~ren yon u s ~-~, . . . ,  dx~'-I dx~' 
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ten. Da .M]_~ nur Koeffizient~n aus ~U ha~ so sind die Determinan~en- 
quo~enten erstens rationale Funk~ionen yon z~ z~ ---~ z~, und deren ~b-  
leitungen mlt Koeffizienten aus 2~. Zweitens sind sie auch symmeh-ische 
FunkCionen yon z~ z~--.~ z~,. Ersichtlich ist n~imlich, falls X~ L~..-~ 2~, 
Konstante bedeuten, fiir den linearen homogenen Differentialausdruck 

M r - l :  

~ d 2  + ~ dx ~ + " "  + a.~, ca2 
d ~ 

= ~,~ MI_~(x~ ~ + ,~z~ + . . .  + x~,~,). 

Bei jeder linearen homogenen Transformation der zl, z~ , . - . ,  z~, mi~ 
konstanten Koeffizienten ~ransformieren sich mithin die linearen homo- 
genen Differentialausdriicke M]_~(z~), M.1_~(z~),..., M.,._l(z~, ) und deren 
Ableitungen kogredien~ mit ~1, z~, --. ,  z~,. Folglich multiplizierr sich bei 
jeder linearen Substitution der Funlddonen zl, z~ , . . . ,  z~, Z~.h!er und 
1%nner der fraglichen DeterminantenquoCien~en mit der Substihl~ions- 
de~erminante der Funl~tionen zl, z~, --. ,  z~,; jeder Determ~enquot~ent;  
selbst bleibt also unge~inderk Er gehSr~ m~th~, als rationale symmet~ische 
Funktion eines Fundamen~lsystems yon Integralen zl, ~ - - . ,  ~,  der 
linearen homogenen Different~gleichung J~'~-0 mit Koeffizientea aus 2~ 
nach dem Appellschen Satze dem Rationali~iitsbereiche 2~ am 

Wit haben daher eine lineare homogene Differentialgleichung mi~ 
Koeffizien~n aus 2: gewonnen, fiir welche die Int~egrale 

. . . ,  

der linearen homogenen Differen~ialgleichung A ] =  0 ein Fund~en t~ -  
system bilden, lnr der oben nachgewiesenen Irreduzibili~ der ]i-e- 
aten homogenen Differentialgleichung A ] =  0 kann sich der Diffexent~l- 
ausdruck A] nut um einen Fak~or, der bloBe Fnnl~ion yon x ist, yon 
der linken Seite der soeben gewonnenen Differentialgleichung unter- 
s~heid~n. Fol~neh bfld~n ~ _ ~ ( ~ ) ,  M~_~(~),--- ,  M~_~(~,) em F u n ~  
mentalsystem yon In~egralen yon A ] =  0. Mithin ist A ] ~  0 mit J~'~ 0 
yon derselben Ar~, und zwar sind infolge dex gleichen Ordnungen be ide 
Gleichungen gegenseitig yon derselben ArC. Auch A]~-0  und ] ] ~ 0  
waxen gegensei~ig yon derselben ArC; folglich sind auch J ] = 0  uncl ~ ' ~ 0  
gegenseitig yon derselben Ar~ Hierm~t ist der aufgestellte Sa~ I er- 
wiesen. 

Wit beweisen je~z~ Sa~z II: 
Ist V~-0  eine vollstiindig reduz~7)le lineare htrmogene ~f fer~algle~ 

chung mit Koeffizien~ aus d~m t~ationati~eiche Z~ die das ~ ge- 
meinsa/me Vidfache der in bezug auf Z irred~aziblen lir~ren 

7* 
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~fferentialgleichungen J1 ~- O, J~ ---- O, . . . ,  Jg = 0 ist, und soll auch nut eine 
einzige von ~ - ~  O, J~ = 0, . . . ,  Jg = 0 verschiedene irreduzible lineare homo- 
gene 1)ifferentialgleichung J~'= 0 mit Koeffizienten aus 2~ existieren, derma 
Integrale V-~ 0 geniigen, so miissen wenigstens zwei der 1)ifferentialglei- 
chungen J1 = O, J~ ~ - 0 , . . . ,  Jg-~ 0 gegenseitig yon derselben Art  sein. 

1~ach dem voraufgehenden Satze is~ infolge der Existenz yon ~ ' =  0 
unter den linearen homogenen Differentialgleichungen 

J ~ = O , ~ = O , . . . , J g = O  

wenigstens eine, die mit Jl"= 0 yon derselben Art ist. Wit  denken uns 
die llnearen homogenen Differentialgleichtmgen J~ = 0, J2----- 0, - . - ,  ~---- 0 
deraa4ig bezeichnet, dab ~ = 0 mit J i ' =  0 yon derselben Art ist. In genau 
der gleichen Weise wie auf S. 96 bilden wir das ldeinste gemeinaame 
Vielfache yon di = 0 und J~ = 0 und gewinnen auf diese Weise M~ = 0; dalm 
bilden wit als ldeinstes gemeinsames Vielfaches yon M e ~-0  lind Js----0 
die Differentialgleichung M ~ =  0, usw., bis wir scbliel31ich V = 0  als 
kleinstes gemeinsames Vielfaches yon Mg_ 1 = 0 und J g =  0 erhalten. 
J1 = 0 mid J l ' =  0 haben als zwei nach Voraussetzung verschiedene irre- 
duzible lineare homogene Differentialgleichungen kein Integral gemeinsam, 
hingegen gentigt jedes Integral yon ~ ' =  0 der linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung V =  0. In genau derselben Weise wie auf S. 97 
schliel~en wir, dab unter den lineaxen homogenen Differentialgleichungen 

= o ,  = 0,. . . ,  = 0 ,  r =  0 

wir bezeichnen sie mit M]~- 0(2 ~ f =< g), so dali M]~- 0 durch siimtliche 
Integrale yon ~ ' =  0 erftillt wird, w~hrend kein Integral yon ~'----0 der 
l~nearen homogenen Differentialgleichung M/_~ ~- 0, die M ] =  0 -nmittel- 
bar voraufgeht, geniigt. Offenbar ist M 1 --  J1- Bei Verwendung der 
gleichea Bezeichnung wie auf S. 97 habea wir die Zerle~o~ng 

M,= 
Aus ihr schlieBen wir genau wSrtlich wie auf S. 97~99,  dab die irre- 
duziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J ] ~ - 0  mid Jl"= 0 
gegenseitig yon derselben Ar~ sind. Die zwei irreduziblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen Ji---- 0 und J l ' -~  0 waxen nach dem hnfang 
des Beweises gegenseitig yon derselben Ar~. Folglich mtissen J~-~ 0 lind 
J ] -~  0 gegenseitig yon derselben ArC sein; denn jede dieser Gleichungen 
ist mi~ der irreduziblen Gleichung J l '~-  0 yon derselben Art. Hiermit is~ 
Satz H bewiesen. 

Satz  Ill. Ist die vollstiindig reduzible lineare homogene Differential- 
gleichung V = 0 mit Koeffizienten aus dem l~rtionali~tsbereiche 2~ kleinstes 
gemeinsames Vielfaches der in bezug auf 2: irreduziblen linearen homogenen 
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und sind irgend f >= 2 unter den linearen homogen~ 1)ifferentialgleichungen 
Jl~--O, J2-~ 0, . "  ", Jg~-0  gegenseitig yon derselben Art, so k~nen diese 
auf unend~ich vide Weisen dutch f andere irreduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen mit Koe[fizienten aus 2: ersetzt werden. Die neuen 
~i/~erentialgleichungen sind sowohl untereinander als auch mit den Diffe- 
rentialgleichungen, die sie ersetzen, yon derselben Art. Die .Differentialglei- 
chung V =  0 ist dann auf unendlich viele Weisen kleinst~s gemeinsames 
Vielfaches irreduzibler linearer homogener Diff erentialgleichungen mit Koef- 
fizienten aus ~. 

Da der Begriff des kleinsten gemeinsamen Vielfachen V =  0 unab- 
hiingig yon der Reihenfolge ist, in der die linearen homogenen Differen- 
tialgleichungen J1 = 0, J~ ~- 0, ---, Jg---- 0 numerier~ sin~ so seien diese 
zum Zwecke des Beweises derartig bezeichnet, dab die f Gleichungen, die 
nach Voraussetzung untereinander yon derselben Ar~ sind, die ersten 
f Gleichungen: J1 = 0, J~ = 0, .--, J ] =  0 werden (f ~ g). Infolge der 
Irreduzibili~t der Gleichungen gentigt die Voraussetzung, dal~ J1 = 0 mit 
jeder cler Differentialgleichungea J~ = 0, J3 = 0~---, J ] =  0 yon derselben 
Art ist; dann sind zwei beliebige der f Gleichungen stets gegenseitig yon 
derselben Art. tl, t~ , - . . ,  t~ sei ein Fundamentalsystem yon Integralen 
der linearen homogenen Differentialgleichung ' /1= 0. Da J l ~ - 0  mad 
3:.2= 0 yon derselben Art sind, so gibt es einen linearen homogenen 
Differentialausdruck B 2 mit Koeffizienten aus Z' yon i 1 --  1 t~r oder niedri- 
gerer 0rdnung, dat~ B.2(tl) , B~(t~), . . . ,  B~(t~) ein Fundamen~lsys~em yon 
Integralen yon J~ = 0 bflden. Da J1 = 0 mit J3 = 0, J ~ =  0 , . . . ,  J~1= 0 
yon derselben Ar~ ist, existieren in gleicher Weise lineare homogene 
Differentialausdrtieke B~, B4, . . - ,  B/  mit Koeffizienten aus 2~ hSchst~ens 
i~ - - I  t~ 0rdnung, dab die Funktionen Bs(t~) , B3(t~), . . . ,  B3(t~) ein Fun- 
damentalsystem yon Integralen yon J~ ~-0, die Funktionen 

-B,(t0, 
ein Fundamen~]system yon Inte~',flen ~on J ~ =  0, usw., sehlieI~lieh die 
F ~ i o , , e ,  .Bf(t~), _B~(~), . . . ,  .BAt,) ein F ~ , ~ , - e , , ~ y s ~ e - ,  vo- T,,~ 
gralen yon J . t=  0 bfldea. 

2a, ~ , ' "  ", Xs~ seien f willkfirliehe Konstante, die dem l~ t ; i ona l i~ -  
bereiehe 2: ungeh(iren sollen. Wit  definieren dureh sie die /1 neuen Funk- 
tionen: 

c(t , )  = h t ,  + + + . .  + 

Da die Koe~zienten yon B~., J3a,. . . ,  .B~ ebenso wie die Kons4~en  
~1, ) -~, ' - ' ,  )'I dem Rationalit:4tsbereiehe 2; angeh5ren, hat der lin~a.e 
homogene Differentialausdruck C nut Koeffizienten aus ~'. De, r ]i-eare 
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homogene Differentialausdruck C yon i 1 - - 1  ter oder niedrigerer Ordnung 
kann fiir keine Konstanten A1, 2~ , - - - ,  )'I, die nicht ausnahmslos Null 
sind, verschwinden. Denn wfirde C identisch Null werden, so wfirde 

Z 1 t~ + Z ~ ( t ~ )  + Z3B~(t~) + . . .  + ~ . j B j ( t ~ ) =  0 

sein, d. h. die Funktionen tk , B~(tk) , . . . ,  B/( t~)  w~irden in Dependenz 
stehen. Die genannten Funktionen sind abet linear unabhZngig; denn sie 
geh5ren zu den Elementen yon Fundamentalsystemen yon Integralen yon 
J~ = 0, J~ = 0 , . - - ,  J / =  0 und kSnnen daher auch als zu den Elemen~en 
eines Fundamentalsystems yon Integralen yon V = 0, das kleinstes gemein- 
sames Vielfaches yon J ~ = 0 ,  ~ =  0 , . . . ,  J g • 0  (g ~ f )  ist, zugehSrig 
angesehen werden. Folglich kann C ffir konstante Werte 

n~ verschwinden, wen~ ~ = ~2 . . . . .  ~I ~ 0 ist. 

Wir bilden die Wronskische Determinante der i 1 Funktionen 

c(tl) ,  c ( t ~ ) , . . . ,  c ( t , )  

und behaupten, sie kann auch ffir kein konstantes Wertsystem 21~ ).2, "" "~ 2] 
des Rationa]it~tsbereiches 2:~ ausgenommen 21 ---- 2~ . . . . .  2]---- 0, ver- 
schwinden. Angenommen die Wronskische Determinante yon 

c(t,), c(t~),.. . ,  e(t,,) 

sei ffir konstanfie Werte 21, 2 2 , ' "  "~ 2r des Rationalifi~tsbereiches X: Null; 
dann mfissen Konstante 61, ~2, ' "  ", 6~ existieren, die nicht ausnahmslos 
verschwinden, so daB: 

61 c(tl) + ~ c(t~) + , . .  + ~,~c(t,~) =- o 
oaer 

C(~ltl + ' ~  + ' "  + %t , )  = 0 

wird, d .h .  J1 = 0 wiirde mit einer linearen homogenen Differentialglei- 
chung C = 0 yon i 1 - - 1  ter oder niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten 
aus 2Y das Integral ~1tl + 6~t~ + . . .  ~-r gemein haben; dieses kann 
auch nicht etwa Null sein, denn es ist aus dem Fundamentalsystem 
tl, ~ , - - - ,  ti~ yon Integralen yon J1 = 0 komponiert. Der lineare homo- 
gene Differentialausdruck C existiert~ ausgenommen ffir 

~1 = ~ . . . . .  ~t/= O, 

wirklich; denn wit zeigten ja, dab zu seinem Verschwinden 

erforderlieh ist. Die irreduzible lineare homogene Differentialgleichung 
3"1 = 0 yon der Ordnung i~ kann mit keiner linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung C----0 niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten aus dem 
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Rationalitiitsbereiche 2: ein Integral gemeinsam haben. Hieraus folgt, dab 
die Wronskische Determinante yon C(t~), C(t.2), . . . ,  C(t~,) fiir jedes kon- 
stante Wertsystem i t ,  ~2, " " ", i ]  aus 2: (ausgenommen 

~1 = ~-2 . . . . .  ~.I ~ 0 )  

yon Null verschieden ist. 
W i t  bilden die lineare homogene Differentialgleichung: 

t c(tl) c(t,) 
d t d C ( t , )  dC(t~) dC(t~,) 

- -  . . . 

d x  d x  d x  d x  

de t  d~ C (t,) de C (t,) d~ C(tr 
�9 . �9 

d x  ~- d x  ~ d x  ~ d x  ~ 

d ~, t d ~, O(t,) s  C(tD d ~' O(t;,) 
d X i~ d x i~ d x ix d x i~ 

= 0 .  

Wi t  k5nnen durch den Koeffizienten der hSchsten Ableitung yon t, 
der als W r o n s k i s a e  Determina~te der F11"~ionen C(tl) , C(tD, . . - ,  C(t~) 
yon Null versehieden ist, dividieren. Nach der Division dutch den Faktor 

di~t dt di.-1 t Determinanten- yon dx'~ werden die Koefilzienten yon t, dx'  ' dx i l -1  

quotienten~ die als rationale symmetrisehe Funktionen des Fundamental- 
systems tl, t~, �9 --, t~ yon J i  = 0 mit Koeffizienten aus 2~ dem Rationalitiits- 
bereiche 2~ angehSren mfissen. Der Nachweis ist genau analog wie auf 
S. 99 zu ffihren. Je  nach der Wahl  yon ii~ i2, - - . ,  i I kann man aus 

= 0, J~ = 0, - - . ,  J ]  ----- 0 unendlich viele lmeare homogene Differential- 
gleiehungen mit Koeffizienten aus 2: herleiten, die C(tl) , C ( ~ ) , . . . ,  C(t~) 
zu einem Fundamentalsystem yon Integralen haben. Eine Differential- 
gleichung, die wit  aus die angegebene Weise aus J1--= 0, J.z = 0 , - . . ,  J ]  = 0 
herleiten, set mit J---= 0 bezeichnet. Die lineare homogene Differential- 
gleichung ] = 0 mit Koeffizienten aus 2~ ist, da sie C(tl), C(t~),..., C(t~) 
zu einem Fundamentalsystem yon Integralen besitzt, mit J i  = 0 yon der- 
selben Art. Infolge der Irreduzibilit i t  yon Ji----0 ist auch J = 0 eine 
in bezug auf den Rationalitiitsbereich 2: irreduzible Gleichung. Da die 
Integrale ether jeden dieser unendlich vielen irreduziblen Differentialglei- 
changen ] - =  0 lineare homogene Kombinationen der Integrale yon 

mit konstanten Koeffizienten sind, so hat jede der unendlich vielen irre- 
duziblen linearen homogenen Differentialgleichungen ] - =  0 ihre integrale 
mit  V-= 0 gemeinsam. Sind also zwei oder mehr der linearen homogenen 
irreduziblen Differentialgleiehungen J1 = 0, J~ = 0, . . . ,  Jg---- 0, deren 
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kleinstes gemeinsames Vielfaches V----0 ist, yon derselben Ar~ so gib~ 
es unendlich viele verschiedene irreduzible lineare homogene Differential- 
gleiehungen mit Koeffizienten aus 27, deren Integrale V-= 0 befriedigen. 

Wi t  behalten unsere Vorausse~zung bei, da$ die irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgl~ichungen ~ = 0, J~ = 0, . . . ,  J ] =  0 yon der- 
selben Art sin& Den Konstanten Q, X~, . . . ,  ,~ legen wir jetz~ f ver- 
schiedene Wertsysteme 

Z~, Z~, . . . ,  z~, 

~ ,  ~ ,  "" ", X~2, 

'~18~ '~8~ "" "~ ~'~' 
aus dem Rationalit~t;sbereiche ~ bei. Wi t  bilden 
syst;emen die J = 0 entsprechenden f irreduziblen 
Different;ialgleiehungen mit; Koeffizienten aus Z:, die man ftir 

Z~ = ~a,, ~ = ~ , , " "  ", Z~,= )ts. , (1 = 1, 2 , . . - ,  f) 

erh~l~ und die mit J~ = O, oY~ = - 0 , - . - ,  J]-----0 bezeiehne~ seien. 
J~ = 0 das Fund~mentalsys~em yon Integralen: 

~ ~ + z~.~(t~) + z ~ ( t ~ )  + . . .  + z ~ A t ~ ) ,  
,tnt ~ + Z,~/B~(t~) + ;~,~Bz(t~) + . . .  + 2y~By(t~), 

mit diesen f Wert- 
tinearen homogenen 

Es hat 

Wir  bezeiehnen diese Funktdonen mit 

q (t~), q (t~), . . ., e~ (t~). 
Verst;ehen wir unter Q(t~) die Funkt;ion: 

l = l ,  2 , . . . , f ;  k = l ,  2, . . . ,  ia, 
so hat; die lineare homogene irreduzible Different;ialgleichung J~ = 0 die 
i 1 Fun~ionen C~(t,): O~(t2),..., q(t,~) zu einem Ftmdamen~alsystem yon 
Int~gralen. 

Die f2Konstanten Zj, (j---- 1, 2 , - . . ,  f; l = 1, 2, �9 �9 -, f )  seien derar~ig 
aus dem Ra~ionalits 27 gewiihl$, da~ die Determinaal~e [Z~,] yon 
Null versehieden isk Dana lassen sieh die Gleichungen, die ich im 
folgenden noeh mit (C) zi~iere, 

c~(t~) = x~t~+ z~B~(t~ + . . .  + xj~_Bj(t~), 
e~(t~) = z,~t~ + ~ ( ~ )  + . . .  + z,.~B,.(t~), 
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nach ~, :B~(t~),..., B~(t~) auflSsen, und t~, B~(t~),..., B](t~) ergeben sich 
 omog n  ). 

kann k die Werte 1, 2 , . . - ,  i~ aunehmen. Da die lineare homogene irre- 
duzible Differentialgleichung J ~ - 0  (1 ~-1,  2 , - . . , f )  mi~ Koeffizienten 
aus 2~ die i t Funlr~ionen C,(t~), C~(t.~),..., C,(t~) zu einem Fundamental- 
system yon Integralen hat, folgt, dab sich ftir ]X~i~= 0 siimtliche In~grale 
yon J~ ~- 0, ~ ~- 0 , . . . ,  J]=- 0 dureh die yon ,.J, ~- 0, 2~ ~- 0 , - - - ,  J--] =- 0 
linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellen lassen. 

Wir bilden das kleinste gemeinsame Vielfache der irreduziblen hnearen 
homogenen Differentialgleichungen J~ = 0~ J2-=-0,-- . ,  J~-=--O, die alle yon 
der gleichen 0rdnung i x sind~ und bezeichnen diese lineare homogene 
Differenlialgleichung mit M] =- 0. Dann mug M]-=- 0 yon der 0rdnung i~f 
sein; de nn das kleins~e gemeinsame Vielfache yon ~ ~- 0, J~ = 0~--., J~=  0, 
die Differentialgleichung V =  0~ hat die Summe der 0rdnungen yon 
4 = 0, J~---- 0 , . - . , _ J~=  0 als Ordnungszahl. M]---- 0 wird auch dutch 
alle Integrale yon J~ ----- 0, ]~ ~- 0 , .  -., ]1 -~  0 befriedi~; denn infolge der 
Art und Weise, wie wir die eben genannten Differentialgleichungen kon- 
sSruierten, drticken sich alle ihre Integrale linear und homogen mit kon- 
s~anten Koeffizienten dutch diejenigen yon J~ ~- O, J~ = 0, .  �9 J ]=  0 aus. 

Wit  bilden ferner noch die lineare homogen~e Differen~ialgleichung 
niedrigs~er Ordnung mit Koeffizienten aus Z,  die durch alle Integrale der 
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J-~ -~ 0, ]~ = 0,- .  -, 
] ] =  0, die s~m~lich die gleiche Ordnung /1 haben, erfiill~ wird. Diese 
lineare homogene Differentialgleichung, die wir mi$ M ] =  0 bezeich- 
nen, mu$ yon der 0rdnung i~(f-- f~) sein, wobei f~ einen der Werte 
0, 1, 2,. .- ,  f - -  1 bezeichnet.*) Ist l ~ l  =~ 0, so driicken sich~ wie wir zeig~en, 

*) Um l]~/~-0 zu finden, such$ man zun~chs~ das kleins~e gemeinsame Vielfache 
yon Jx ~ 0 und j~ ~ 0; diese lineage homogene Differenhalglelchung mi~ Koeffizienten 
aus Z sei mit  ~r  2 ~-- 0 bezeichne~, ttaben Jx -~ 0 und ~ ~- 0 kein Integral gemein- 
sam, so ha~ M2 ~ -0  als Ordnungszahl 2i~, n~.mlich die Summe der Ordnungen y o n  

J~ ~ 0 und ~ - ~  0. Haben ~ - ~  0 und ~ ~ -0  ein Integral gemeinsam, so haben sie 
infolge ihrer Irreduzibili~t alle Integrale gemeinsam, die linken Seiten yon ~ ~ 0 
und J2 ~- 0 unterscheiden sich dann nut um einen Faktor, der bloSe Funlr~ion yon x 
aus dem Rationali~tsbereiche Z is~, und fdr M~ ~-0  kann e n ~ e d e r  ~ ~ - 0  oder 
J2-~ 0 gew~hl~ werden. In diesem Falle hat ~r~ ~ 0 die Ordnung i l .  Dann sucht 
man das kleinst~ gemeinsame Vielfache der linearen homogenen Differen~ialgleichungen 
~r~ ~__ 0 und ~ ~- 0. Diese lineare homogene Differentialgleichung mit Koeftlzien~en 
aus Z sei mit  ~ r  s --~ 0 bezeichne$. Entweder hat  Ms ~ 0 die Summe der Ordnungs- 
zahlen von ~ ~-- 0 und ~-~- 0 zur 0rdnungszahl, oder man ka~n M s ~- 0 mit  M~ ~ 0 
zusammenfallen lassen, indem ~ ~ -0  mit M~ = 0 ein Integral und folglich wegen 
der Ixreduzibilit~t alle Integrale gemeinsam ha~. Die lineare homogene Differen~ial- 
gleichung Ms ~ - 0  ha~ en~weder 3/~ ode~ 2/1 ode~ /~ als Ordnungsz~b~ Auf diese 
Art is~ for~zu~hren, his man zu der linearen homogenen Differentialgleichung ~ ~ - 0  
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alle Integrale yon J l =  O,J~-~ 0 , . . . , g / - - O  linear und homogen mit 
konstanten Koeffizienten dutch die yon ]l---- 0, ]3  = 0, --- ,  J-i---- 0 aus. 
Folglich gentigen, wenn ]Xjzl=~ 0 ist, alle Integrale yon J:----0, J~----0,..-, 
" f I~-0  auch der llnearen homogenen Differentialgleichung M ] =  0, und 
mithin hat ftir ~,Xjz[=~ 0 die Differentialgleichung M ]  ~- 0 die Ordnung i i f  
und wird durch alle Integrale yon M r =  0 befriedigt. M I - ~ 0  und M ] = 0  
kSnnen sich daher in ~hren ]~nken Seiten nur um einen unwesenflichen 
Faktor, der eine bloBe F u n ~ io n  yon x aus dem Rationalitiitsbereiche ist, 
unterscheiden, und M ] =  0 k ~ n ,  falls l ijzl =b 0 ist, sowohl als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches der f irreduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichungen J1 -- 0, j~  -~ 0, �9 �9 o r / - -  0 a!~ auch der urspriinglichen Glei- 
chungen J1 ~- 0, J~ = 0 , .  �9 -, J]---- 0 angesehen werden. Im Falle ! Xj~! ~= 0 
kSnnen daher die irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen 
] :  = 0, ]~-~  0, - - . ,  J-I---- 0 die Differentialgleichungen J1 ---- 0, J2 ---- 0 , . . . ,  
g ] =  0 vertreten. Die Konstanten l~z (j = 1, 2 , . . . , f ;  1 = 1, 2 , . . . , f )  
lassen sich aus Z" auf unendlich viele Weisen so w~hlen, dab !ljz =~ 0 ist. 
Mithin kann man J i =  0, J~ = 0, . . .~ Jr] = 0 auf unendlich viele Weisen durch 
'I1 = 0, ]~  ~- 0 , . . . ,  ] I  = 0 ersetzen und V---- 0 als kleinstes gemeinsames 
Vielfaches der irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen 
�9 f : - ~  0, ]~---- 0 , . - - ,  J-] = 0, JI+:---- 0, J]+3---- 0, �9 - -, J~ ~- 0 ansehen. Da 
je.de der irreduziblen Gleichungen ] :  = 0, ]3  = 0 , . - - ,  ]]---- 0 mit Koef- 
fizienten aus Z: mit ~ ~ -0  yon derselben Art ist, wie aus der Form der 
Integrale hervorgeht, sind diese f Gleichungen auch untereinander yon der- 
selben Ar~. Hiermit ist der Satz IH bewiesen. 

Verschwindet die Determinante !)tjz], so folg~ aus den Gleichungen (6-5 
auf Seite 104, dab die Funbtionen Cl(t~) , C~(t~),..., C](t~) in Dependenz 
stehen. Dann werden die fGleichungen ] l  = 0, ]~ ~- 0 , - - . ,  ]/---- 0 durch 
weniger als i:f  linear unabh~ngige Funktionen befriedigt. Mithin wird 
die Gleichung M I =  0 yon niedrigerer als / i f  t~ Ordnung, und die Glei- 
chungen ] l  ~- 0, ]3---- 0 , - . . ,  ] ~ =  0 kSnnen die Gleichungen J1 = 0, 

~- 0 , . . . ,  J ]  ~- 0 nicht mehr vertreten. 
A.ls Schlu~satz geben wir an: 
S a tz  IV. Eine vollstiindig reduz~791e lineare homogene 1)ifferential- 

gleicIaeng ist entweder nut auf eine einzige oder auf unendlich viele Weisen 
kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differential- 

mi~ Koeffizientmn aus 2: gelang~, die dutch alle In~egrale yon ~rf_ i ___--0 und j/-~-0 
erffillt wird. Ha~ J / =  0 mit M/_ i ---- 0 ein Integral gemeinsam, so wird M]_: ~- 0 
durch alle Integrale von J/=:  0 efffillt, und man k~nn ~}f/~-O mit M/-1 ~-0 zu- 
s~mmenfallen lassen; sonst hat JTI/]~ 0 als Ordnungszahl die Summe tier Ordnungs- 
zahlen yon ~ff-1 ~ 0 und Jr-----O. Die Ordnung yon ~//~---0 er~bt sich daher auf 
jeden Fall, wie im Tex~e angegeben warde. 
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gleichungen. Ist die vollstiindig reduz,Tale lineare homogene Differentia~ 
gleichung V-~ 0 mit Koeffizienten aus dem B~tior~it~tsbereiche ~ kleinstes 
gemeinsames Vidfaches yon g in bezug auf ~ irreduz,'olen linearen ]wmo- 
genen Differentialgleichungen, so ist notwendig und hinreichend, damit V ~ - 0  
auf unendtich vide Weisen als kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler 
tineaxer homogener Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus 2~ aufgefaflt 
werden kann, daft wenigstens zwei der g Gleichungen, deren kleinstes gemein- 
sames Vielfaches V =  0 ist, gegenseitig yon derselben Art sind. 

Der Beweis des Satzes IV ergibt sich leich~ auf folgende Weise: Ist 
V~-0  kleinstes gemeinsames Vielfaches der irreduziblen linearen homo- 
genen Differen~ia]gleichungen 4~- O, g~ = 0 , - - - ,  J .  = 0 und gib$~ es keine 
yon diesen verschiedene irreduzible lineare homogene Differen~ialgleiehung 
J~'~-0 mit Koeffizien~en aus Z', deren Inte'~ale V-~ 0 geniigen, so is~ 
offenbar V~-0  nut auf eine einzige Weise kleinstes gemeinsames Viel- 
laches irreduzibler linearer homogener Differen~ialgleichungen. Soil V =  0 
auf mehr als eine Weise kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler 
linearer homogener Different;ialgleichungen mit; Koeffizient;en aus 2~ sein~ so 
gibt es wenigstens eine yon J1 = 0, J~ ~- 0 , . -  -, Jg = 0 verschiedene irredu- 
zible lineare homogene Differeu~ialgleichung ~ ' ~ - 0  mit Koefilzien~en aus 
X:~ deren In~egzule V----0 gentigen. ~ach  Sa~z II exis~ieren claun under 
den Differentialgleichungen J~ = O, J~---- O, . . ., J a =  O wenigst~ns zwei, 
die gegenseitig yon derselben Art sin& Diese kSnnen nach Sa~z I l l  auf 
unendlich viele Arten durch zwei lineare homogene irreduzible Differential- 
gleichungen, die mit diesen zwei yon derselben Art sind, erse~z~ werden~ 
und V-~ 0 kann als kleinstes gemeinsames Vielfaches der zwei neuen 
Differen~ialgleichungen und der fibrigen g -  2 angesehen werden. V ~  0 
ist also nut auf eine einzige oder auf unendlich viele Weisen kleins~s 
gemeinsames Vieffaches irreduzib]er ]inearer homogener Differen~ialglei- 
chungen. Hiermi~ ist Satz IV erwiesen. 

w 

Die zu einer linearen homogenen Differentalgleichn-g zugeh~rige 
gr~flte vollst~ndig reduzible ]ineare homogene Differentialgleiehung. 

Nicht jede lineaxe homogene Differenh'aIgleichung 

d~ y dm-  l y 
O, =- %(x) + + . . .  + q (x)y = o 

mit Koeffizien~en aus dem Rationali~sbereiche 2~ ist volls*Jindig redn~ibek 
Z. B. ist eine lineare~ homogene Diffexentialgleichung mit konst~nC~u 
Koeffizien~n, deren charak~ris~ische Gleichung meh_rfacho Wur~ l n  hat, 
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falls man als R~tionalit~tsbereieh den aller reellen and imagin~ren Kon- 
stanten wiihlt, hie volls~indig reduzibel. Dies ist eine unmittelbare Folge 
der in meiner Arbe i t* ) ,Ube r  die Adjunktion yon Integralen linearer 
homogener Di~rentialgleiehungen" anf Seite 441 angegebenen Betrach- 
tungen yon Herrn S t i c k e l b e r g e r .  Infolgedessen empfiehlt es sidh, den 
Beg-Aft der grgfiten vollstiindig reduz~len linearen homogenen Differential- 
gleichung, die zu einer vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung 
Q~ = 0 mit Koe[fizienten aus 2: gehSrt, einzuffihren. 

Ist V =  0 eine vollstiindig reducible lineare homogene Differential- 
gleichung mit Koeffizienten aus ~-, deren s~mtliche Integrale der vorgelegten 
linearen homogenen Differentialgleichung Q:= 0 mit Koeffizienten aus 2~ 
geniigen, und existiert keine irreduzible tineare homogene .Differentialglei- 
chung mit Koeffizienten aus ~ ,  deren Integrale der Differentialgleichung 
Q = O, abet nicht V =  0 geniigen, so sagen wit: V~- 0 ist eine gr6fite voll- 
stiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung, die zu Q~= 0 geh6rt. 

Ist V =  0 eine grSSte vollst~udig reduzible liaeare homogene Dif- 
ferentialgleichung, die zu Q ~-0  geh5rt, und f(x)  eine beliebige, dem 
Rationalit~tsbereiche X angehSrige Funktion, so ist auch die dutch Null- 
setzen des linearen homogenen Differentialausdruckes W-~ f ( x ) V  ent- 
stehende Gleichung eine grSl3te vollst~indig reduzible lineare homogene 
Differentialgleichung, die zu Q = 0 gehSrt. 

Es gilt nun der S atz I: 
Irgend zwei zu einer linearen homogenen Differentialgleichung geh6rige 

grgfite vollstiindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen mit 
l~oeffizienten aus dem der Betrachtung zugrunde liegenden 1-tationalit~its- 
bereiche 2: unterscheiden sich in ihren linken Seiten nut um einen allen 
l~oeffizienten gemeinsamen zFaktor, der eine dem t~ationalitiitsbereiche ~, an- 
geh5rige ~'unktion ist. 

Seien V =  0 und W =  0 zwei grSg~e vollst~ndig reduzible lineare 
homogene Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus 2:, die zu der 
vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung Q = 0 gehSren. Da 
W =  0 eine vollst~indig reduzible lineaxe homogene Differentialgleichung 
sein soll, so mul~ sich W =  0 als klein~tes gemeinsames Vielfaehes gewisser 
irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen J1 = 0, J~-~ 0 , - . . ,  
,/~ = 0 mit~ Koeffizienten aus X: auffassen lassen. Angenommen, eine der 
zuletzt angegebenen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen, 
etwa J~ = 0, besitze ein Integral, das nieht V =  0 genfig~, dann befriedigt 
infolge der Irreduzibilif~t yon ~ = 0 nach dem Frobeniusschen Satz kein 
Integral yon J~-=-0 die Differen~ialgleiehang V=-O. Da alle In~egrale 

*) Math. Annalen, Bd. 59. 
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yon J i ~ - 0  die zu Q =-0 gehSrige grSl~te vollstEndig reduzible lineare 
homogene Differentialgleichung W----0 befriedigen, so gentigen alle Inte- 
grale yon Ji-~ 0 der Differentialgleichung Q = 0. Die Existenz einer 
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung Ji = 0 mit den nach- 
gewiesenen Eigenschaften widerspricht aber der Tatsache, dab V =  0 eine 
grSl3te vollsti~ndig reduzible lineare homogene Differentialgleichung sein 
so]l, die zu Q-~ 0 geh5rt. Mithin gentigen alle Integrale yon J l =  0, 
J ~ =  0 , - . . ,  J,--~ 0 und daher alle Integrale yon W-~ 0 auch der Dif- 
ferentialgleichung V=-0.  Aus der Gleichberechtig~mg yon V----0 und 
W =  0 schliei~en wir, dab auch umgekehrt jedes Integral yon V =  0 der 
Differentialgleichung W-= 0 gen~i~, gieraus folgt der angegebene Satz I. 

Betrachtet man, wie wir dies auch bisher taten, alle linearen homo- 
genen Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus ~ ,  die in ihren Inte- 
gralen vSllig iibereinstimmen oder, anders ausgedrtickt, deren linke Seiten 
sich nur um einen blo13 yon x abh~ngigen Faktor unterscheiden, der eine 
Funktion des Rationalit~itsbereiches is~, als nicht verschieden, so gelangr 
man zum Satz II: 

Zu jeder linearen homogenen Differentialgleichung Q ~-0 mit Koeffi- 
zienten aus 2J gibt es ~ine einzige woMbestimmte zugeh6rige grgflte vol~st~indig 
reduzible lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 2L 
Sie ist die lineare homogene ~fferentialgleichung niedrigster Ordnung mit 
Koeffizienten aus 2J, die d~trch jedes Integral yon Q-~ 0 erfiillt wird, das 
einer irreduz~7)len linearen homogenen Differentialgleichung mit Koeffizienten 
aus 2J geniigt. 

Aus dem Satze II fol~ unmittelbar der Satz HI: 
.Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homogene ~fferential- 

gleichung mit unendlich viden irreduziblen linearen homogemen Differential- 
gleichungen I~tegrale gemeinsam hat, ist, daft dies fiir die zu ihr zugeh6rige 
gr6flte volls~ndig reduzible lineare homogene Differentialgleiehung zutrifft. 

Wird eine lineare homogene Differentialgleichung Q-= 0 mR Koeffi- 
zienten aus 27 dutch die Integrale einer hnzahl verschiedener irreduzibler 
linearer homogener Differentialgleichungen befriedigt, bei denen die Summe 
der Ordnungen grSi~er als die Ordnung yon Q = 0 ist, so ist offenbar die 
zu Q =  0 zugehsrige grSBte volls~ndig reduzible lineare homogene Dif- 
ferentialgleichung, deren Ordnung gleich oder kleiner als die yon Q ~-0  
ist, auf mehr als e ine Weise und daher nach Satz IV des w 3 auf un- 
endlich viele Weisen kleinstes gemeinsames Vieffaches irreduzibler |inearer 
homo~ener Differentialgleichungen. Aus dieser Bemerkung und Satz HI 
dieses Paragrapheu folgt: 

Satz  IV. Gibt es fiir eine reduzible lineare homogene Differential- 
gleichung eine einzige oder eine endliche Anzahl v e r s c h ~  irreduz~bler 
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linearer homogener Differentialgleichungen, dutch deren Integrale die vor- 
gelegte reduzible lineare homogene Differentialgleichung befriedigt wird, so 
ist die Summe der Ordnungen dieser irreduziblen Differentialgleichungen 
st, ts kleiner oder hgchstens gleich der Ordnung der reduziblen Differential. 
gleichung. 

Ferner ergeben sich aus Satz III and den Resultaten des vorigen 
Paragraphen: 

Satz V. 2%twendig und hinreichend, damit eine lineare homogene 
~fferentialgleichung mit unendlich vielen verschiedenen irreduziblen linearen 
homogenen 1)ifferentialgleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, daft es 
wenigstens zwei irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen g,Tat, 
deren Integrale der vorgelegten Differentialgleichung geniigen und die gegen- 
seitig yon derselben Art  sind. 

Satz VI. Hat eine lineare homogene Differentialgleichung mit unend- 
lich vielen irreduzi~len linearen homogenen ~Oifferentialgleichungen Integrale 
gemeinsam, so gibt es unter einer jeden beliebigen Anzahl derartiger irredu- 
zuSler Gleichungen, bei denen die Summe der Ordnungen gleich oder grgfler 
als die Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung ist, wenigstens zwei 
Differentialgleichungen, die yon derselben Art sind. 

Die Si~tze IV, V und VI habe ich auch in meiner Arbeit ,,Uber 
reduzible lineare homogene Differentialgleichungen" (Math. Ann., Bd. 56, 
S. 570 u. 575) bewiesen. Hingegen gilt bei Zugrundelegung des in dem 
vorliegenden Aufsatze beschriebenen tMtionalit~sbereiches 2: nicht mehr der 
am angef'lihrten Orte auf Seite 577 hergeleitete Satz: 

Damit eine llneare homogene Differentalgleichung mit uuendlich vielen 
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen Integrale gemein- 
sam hat, ist notzwendig and hinreichend, dal~ die vorgelegte DifferentiM- 
gleichang auger einem Integral Yl, das auch einer irreduziblen |inearen 
homogenen Differentialgleichung genfigen mug, noch ein zweites Integral 
der Form: 

�9 . .  _ ( h d'-tYt bo(x)y ~ + b~(x)-~-~ 4- 4- b, t , , x , ~ l  

besitzt; dabei sollen bo(x), b~(x) , . . . ,  b,_~(x) Funktionen des Rationali~ts- 
bereiches und s die 0rdnung der irreduziblen Differentia~gleichung, der yx 
gentigt, bedeuten, bo(x ) = Const, gleichzeitig 

ist na~irlich ausgeschlossen; einige der Fnnktionen bo(x), b~(x),..., b,_t(x), 
jedoch nicht alle, kSnnen selbstverst~indlich verschwinden. 

Der angegebene Satz gilt sicher, falls ein Rationalit~tsbereich ~', der 
~lle reellen und imagin~ren Kons~an~en enth~lt, zugrunde gelegr wird. 
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In meinem frfiheren oben zitierten Aufsatz ist die ZugehSrigkei~ a//er 
reellen wie imaginiiren Konstanten zum Rationalit~.tsbereiche vorausgesetzt. 
(u S. 574, Zefle 10 ,,wobei A und g willkiirliche Konstante sind 'c, Be- 
niitzung der Rationalitiitsgruppe, vgl. meinen Aufsatz ,,13her die AdjunkCion 
yon Integralen linearer homogener Differentialgleichungen'" Math. Annalen, 
Bd. 59, Anmerkung auf S. 437, wo ich diesen Gegenstand schon zur 
Sprache brachte. In meiner zitierten Arbeit in den Math. Ann,.len, Bd. 56 
ist also der Rationalit~tsbereich wie in dieser zu w~hlen, auBerdem soll 
er noch aUe Konstanten enthalten.) DaB der zuletzt angegebene Satz ftir 
einen Rationalifiitsbereich, der nicht alle Konstan~en enth~lt, nicht mehr 
zu gelten braucht~ lehrt das mir yon Herrn L a n d a u  in einem Briefe yore 

4. Februar 1903 mitgeteilte Beispiel der Differentialgleichung d~y ~ + y = 0 .  
dy~ d sin x 

Sie hat Yl -~ sin x, d--~ ~ d ~  ---- cos x zu Integralen. Diese Differential- 

gleichtmg ist aber, wie man leicht zeigt, im ZaMenkSrper aller reellen 
Zahlen irreduzibel; im KSrper aller reellen wie imaginiiren Zahlen wird 
sie reduzibel. Der Grund, warum der frugliche Satz ftir einen Rationali- 
t~itsbereich Z~ der nicht alle reellen wie imaginiiren Kons~ant~n enth~lt~ 
versagen k,.nn~ liegt darin~ dab zu seinem Beweise ein Satz yon l:Ierrn 
F r o b e n i u s * )  beniitzt wurde, dem man folgende Fassung geben kazm: 
Wird yon dem unserer Beh~chttmg zugrunde liegenden Rationaliti~ts- 
bereiche 2~ vorausgesetzt, dab aUe reellen wie ima~n~en Konst~nten zum 
Rationali~tsbereiche gehSren, so ist jede li~eare homogene Differential- 
gleichung mit Koeffizienten aus 2~ reduzibel, wenn yon zwei verschiedenen 
ihrer Integrale das eine ein linearer homogener Differentrialausdruck des 
anderen mit Koeffizienten aus Z" is~. 

Wie mir Herr Landau in einem Briefe yore 21. Februar 1903 mit 
Beweis mitgeteilt hat, gilt iibrigens der eben angeftihr~ Satz yon Herrn 
Frobenius schon dann, wenn jede Wurzel jeder algebraischen Gleichung 
mit Zahlenkoeffizienten aus dem Rationali~tsbereiche dem Rationalit~ts- 
bereiche angehSrt, also z. B. fiir den Rationalitiitsbereich aller rationalen 
Funktionen yon x, deren Koeffizienten algebraische Zahlen sin& Dal~ 
aber der Frobeniussche Satz nicht auf den i m w  I definier~n Rationalit~ts- 

�9 . . d~y 
bereich ausgedehnt werden kann, lehrt das Landausche Belsplel ~ + y-~ 0.**) 

*) G. Frobenius, Journal f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76, S. 268. 
**) Vgl. die Note yon Horrn E. Landau in A.rchiv dex Mark. u. Phys., 3. Reihe, 

Bd. 10, S. 45--50. 
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w  

Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in 
gr~flte vollst~ndig reduzible Faktoren. 

Wir sagen: der lineare homogene Differentialausdruck 

( 1 )  Q =  

mit KoeffLzienten aus Z: ist in grSgte vollst~indig reduzible Faktoren zer- 
legt, wenn die Summe der Ordnungen der linearen homogenen Differen- 
tialgleichungen V~ = 0, V~_ 1 = 0 , . . . ,  V.z = 0, V~ = 0, V1 = 0 mit Koeffi- 
zienten aus Z: gleich tier Ordnung yon Q = 0 ist, und wenn ferner V 1 = 0 
eine gr51~te vollst~ndigo reduzible zu Q = 0 gehSrige lineare homogene 
Differentialgleichung ist, V~ = 0 eine g'rSSte vollstiindig reduzible lineare 
homogene Differentialgleichung, die zu VzVz_ 1 . . .  V 3 V~ = 0 gehSrt, drittens 

= 0 eine grSBte vollst~ndig reduzible lineare homogene Differential- 
gleichung, die zu V~V~_ ~ . . .  V 3 ~ 0 geh5rt, usw., schliel~lich V~ = 0 selbst 
eine vollst~ndig reduzible lineare homogene Differentialgleichtmg ist. 
]71, V2, V~,--- ,  V z ne ,nen wir gr6flte volls~indig reduzible_Faktoren yon Q. 
Die geschilderte Zerlegung yon Q ist nicht eindeutig, denn man kann 
offenbar einen beliebigen der Faktoren Vr mit einer wfllkfirlichen, dem 
Rationalit~tsbereiche ~' angeh5rigen Funktion yon x multiplizieren und 
dann die Kette (1) entsprechend nach links fortsetzen. 

Unter Benutzung der im w 2 am Schlu$ eingefiihrten Bezeichnnng 
,#hnliche Differentialgleichungen" gilt folgender Satz: 

A u f  welche Art  und Weise auch immer ein linearer homogener Diffe- 
rentialausdruck mit Koeffizienten aus 2J in gr6flte vollstiindig reduz,~le 
Faktoren zerlegt wird, so enth~ilt fide Zo'legung gleich viele gr6~te volls~ndig 
reduzible Faktoren, und diese sind bei irgend zwei Zerlegungen ~ r  _Pwihe 
nach einander so zugeordnet, daft immer zwei dutch Nullsetzen zugeordneter 
gr6flter vollst~ndig reduzibler ~'aktoren sich ergebende lineare homogene 
Dif f  erentialgleichungen ~hnlich sind. 

Sei neben 

(1) Q = . . . L 

noch 

(2) Q = W~, W~,_ 1 - . -  W~ W~ W~ 

eine zweite Zerlegung yon Q in grSSte vollst~[udig reduzible Faktoren. 
Unser Satz behaupte~, daft ,~ = ~,' sein mu$, und V 1 = 0 und W 1 = 0, 

= 0 und W~ ~- 0 , - - - ,  V~ = 0 und W~= 0 ~.hnliche Differentialglei- 
chungen sin& Beim Beweise des Satzes bedenken wir zun~chst, dat~ 
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W1-=-0 und ~ - =  0 grSSte vollsf2~ndig reduzible zu Q = 0 gehSrige Dff- 
ferentialgleiehungen sind. Naeh Satz I des w 4 wird mithin: 

(3) Wl = f (x )  V1, 

wobei f(x) eine Funktion aus dem Rationalit~sbereiche X ist. W~ = 0 
und ~ 0 haben infolge der Gleichung (3) genau dieselben In~egrale, 
sind also sicher ~.bnliche Differentialgleichungen. Infolge der {~leichung (3) 
geht die Gleichung (2) fiber in: 

(4) Q = w~, w~,_ ~. . . w~ w2 (f(x) v~). 

Man ffihre die dutch das Symbol W~ ausgedrfickte Differentiationsopera- 
tion aus und ordne naeh Ableitungen yon V~; auf diese Weise erhKlt man 

(5) w (f(x) = E .  

X~ bedeute~ einen linearen homogenen Differen~ialausdruck mit Koeffi- 
zienten aus 27. 

Aus den Relationen (4) und (5) fol~: 

(6) Q= W X E. 
Wir setzen 

(7) 
also: 
(s) Q =  uv1. 

Wit be~raehten X 2 = 0 n~her. Aus der Gleiehung (5) folg~: Man 
1 

finder dureh Multiplika~ion mit ~ aus den Elementen eines Fundamental- 

systems v6n Integralen yon W~ = 0 die entsprechenden eines Fundamental- 
systems yon X~ = 0. Es sind also W_~ = 0 und X 2 = 0 ~lmliehe Diffe- 
rentialgleiehungen. Bedenkt man, alas naeh dem im w 2 angegebenen 
Fuchsschen Satze zwei ~hnliehe lineare homogene Differeatialgleichungen 
gleichzeitig reduzibel oder irreduzibel sind, so folgt, da W~ = 0 als voll- 
stKndig reduzible lineare homogene Differentialgleichung kleins~es gemein- 
sames Vieffaches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen 
ist, alas dies auch ffir X 2 = 0 zutreffen mu$. X 2--= 0 is~ also aueh eine 
vonst~indig reduzible lineare homogene Differentialgleiehung. 

Wir ffihren je~zt den Nachweis, da$ X 2 = 0 eine gri~flte vollst~ndig 
reduzible lineare homogene Differentialgleichung is~, die zu U = 0 gehSr~. 
Angenommen X 2 -=-0 sei keine ~ $ ~ e  vollst~indig reduzibte lineare homo- 
gene Differen~ialgleiehung, die zu U =  0 gehSr~. Es mSge X~ = 0 eine 
grS$te volls~ndig reduzible lineare homogene Differen~ialgleichtmg" mi~ 
Koeffizienten aus ~' sein, die zu U = 0 gehSr~. X~ = 0 is~ infolge seiner 
volls~indigen Reduzibfli~t als kleins~es gemeinsames Vieffaches irreduzibler 
linearer homogener Differen~ialgleichungen auffaBbar, ferner ist nach (7) 

Mathematische Ann~len. :L~-fl'_ 8 
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jedes Integral yon X~ = 0 aueh I_nte~al yon U =  O. Hieraus fol~ nach 
Satz lI des w 4, dab die lineare homogene Differentialgleiehung X'e = 0, 
die nach Voraussetzung die grbl~te vollstiindig reduzible lineare homogene 
zu U =  0 gehbrige Differentialgleichung mit Koefilzienten aus Z ist, 
durch alle In~egrale yon X 2 -----0 befriedig~ werden mall  Mithin litl3t sieh 
ein linearer homogener Differentialausdruck Z mit Koeffizienten aus 2~ 
6~den, so dab 
(9) X e =  ZX~ 

wird. Ist X~-~ 0 nicht grbBte vollstiindig reduzible lineare homogene 
Differentialgleichung, die zu U =  0 gehbrt, so wird X 2 = 0 yon hbherer 
0rdnung als X~----- 0. 

Da Xg. = 0 eine grbl~te vollstiindig reduzible zu U-~ 0 gehbrige !ineare 
homogene Differentialgleichung ist, k~,~n man U so in grbBte vollst~ndig 
reduzible Faktoren zerlegen, dab die Zerlegung mit X~ schlieBt. Es 
sei also 
(10) U =  X , X ~ _ I  . . .  X a X  e 

eine Zerlegung in grbl~te vollstitndig reduzible Faktoren. 
Aus den Gleichungen (8), (9) trod (10) folgt: 

(11) Q= z zx r . 
l,r der Gleiehungen (5) mad (3) geht (11) tiber in 

q= 

Wir fiihren den linearen homogenen Differentialansdruck W e m i t  Koeffi- 
zienten aus 27 ein und verstehen hierunter: 

( l a )  w e  = zw . 
Die Gleichung (12) kann jetzt auch in der Form: 

(14) Q =  X~X~_  1 . . .  X 3 W ~ . W  ~ 

geschrieben werden. 
Nach (5) ist 

zw~(f(x) L )  = z ~  L ,  

and mit Hilfe yon (13) und (9) erhiilt man: 

(f(x) r , )  = 

Die" soeben gewonnene Gleichung lehrt, dal~ man aus einem Fundamental- 
system yon lntegralen yon X~-~ 0 eines yon W e = 0 durch Multiplikatbon 
mit f ( x )  erhiilt. Folglich ist W e = 0 ebenso wie X~ = 0 eine vollst;4ndig 
reduzible lineare homogene Differentialgleichung. 

Aus den Relationen (14) mad (2) folgt: 

Z Wo= 
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Da W~ ~-0  und W 2 -~ 0 volls~iindig reduzible l~neare homogene Differen- 
tialgleichungen sind und W~-~ 0 eine grSBte vollsti4ndig reduzible lineare 
homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 22 ist, die zu 
W~, W~,_I- �9 �9 W~ W 2 gehSr~, so kann W~ ~ 0 nicht yon hSherer Ordnung 
als W~ = 0 sein. Nach (13) sind W----~ und W~ dutch W~ = ZW~ verbunden; 
mithin kann der ]~neare homogene Differentialausdruck Z nur eine bloBe 
dem Rationaliti~tsbereich 22 angehtirige FunkCion yon x sein, sons~ wiixe 
ja W2 hSherer Ordnung als W~. kus  (9) folgt, dab sich auch X2 und X~ 

v 

nut tun einen Faktor, der bloi~e Funk4ion yon x allein ist, unterscheiden. 
X~----0 ist also eine grSBte zu U-~ 0 gehSrige vollstiindig reduzible ]ineare 
homogene Differentialglei chung. 

Aus (6) und (1) kann man schneSen: 

(15) 5 .  

Da X 2 -----0 eine ~SBte volls~ndig reduzible lineare homogene zu 

u - -  . . . = o 

gehSrige Differen~ialgleichung is~, haben wir in der Relation (15) eine 
Zerleg~mg eines Differentialausdruckes niedrigerer Ordnung, als die yon Q 
ist, in grSBte voUst~ndig reduzible Faktoren. tlierfiir kSnnen wit nn,eren 
Satz als bewiesen annehmen. Unser Sa~ gilt ja sicher fiir eine voll- 
st~ndig reduzible lineare homogene Differentialgleichung. Folg]ich sind 
V.~-~ 0 und X.~-~ 0 ~ihnliche lineare homogene Differentialgleichungen, 
und das gleiche gilt fiir V 3 -~ 0 und W3 = 0, fiir V~ ~-0 und W 4 = O, usw., 
schlieBlich is~ )/~-Z, und Vz= 0 und W~ = 0 sind iihnliche Differential- 
gleichungen. X~-~ 0 und V~ ~- 0 haben als grSt~te vollst;4ndig reduzible 
lineare homogene DiiI~rentialgleichungen, die zu derselben Differential- 
gleichung U---- W~, W~,_ 1" " " Ws X~ ~- 0 gehSren, sogar aUe Integrale ge- 
meinsam. X~ ~- 0 und W,~-~ 0 waren~ wie auf S. 113 gezeigt wurde, ~hn- 
liche Differentialgleichungen. Hieraus folgt, dab V~----0 und IV:,----0 ~.hn- 
liche Differentialgleichungen sin& V 1 = 0 und W1 = 0 haben als grSl~te 
vollsti~ndig reduzible ~ineare hom ogene Differentialgleichungen, die zu der- 
selben Gleichung Q - - 0  gehSren, sogar alle Integrale gemeinsam. Hiermit 
ist unser Satz vSllig bewiesen. 

Die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes Q in 
grSBte vollst~indig reduzible Faktoren Q-~ V~V~_~... V s V~ V~ kan,  nach 
Satz I und II des w 4 zu einer viillig eindeutig bestimmten gemacht 
werden, wenn man verlang~, da~ als Koeffizient der hSchsten Ableitung 
bei V~, V2, . . - ,  Va_~ die Einheit und bei V~ der Koeffizient der hiichst~n 
~bleitung yon Q st~ht.. 
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Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in 
irreduzible Faktoren. 

Fiir die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes Q 
mit Koeffizienten aus dem i m w  1 beschriebenen Rationalitiitsbereiche 2: 
in irreduzible Faktoren gilt der 

Satz  I. A u f  welche Weise auvh immer ein linearer homogener Diffe- 
rentialausdruck mit Ko~fizienten aus 2: in irreduzible Faktoren zerlegt wird, so 
kann man die •aktoren einer jeden Zerlegung den Faktoren einer jeden 
anderen Zerlegung eineindeutig zuordnen, so daft immer die zwei dutch Null- 
setzen der zugeordneten ~'aktoren entstehenden irreduziblen linearen homogenen 
Differentialgleichungen gegenseilig yon derselben Art  sind. 

Zum Beweise dieses Satzes wurden in meiner frtiheren Arbeit (Math. 
Ann. Bd. 56, S. 565) auch nut Siitze aus dem w 2 des vorliegenden Auf- 
satzes verwandt. 

Oben wurde i m w  3 auf S. 97 der vollstiindig reduzible lineare homo- 
gene Differentialausdruck I 7 mit Koeffizienten aus X in irreduzible Fak- 
toren zerle~: 

V =  AgA~_I.  . . A.~J ~. 

Die lineare homogene Differentialgleichung V~-0  war hierbei als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches der irreduziblen linearen homogenen Differential- 
gleichungen J1 = 0, J2 = 0 , . . . ,  Jg = 0 angenommen, und es ergab sich, 
dab A / ~ - 0  und J ] =  0 ( f -~ 2 , . . . ,  g) zwei irreduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen derselben Art waren. Unter Beachtung des Satzes 1 
folgt: 

Satz II. 1st V ~ - 0  eine vollst~indig reduzible lineare homoge~e Diffe- 
rentialgleichung mit Koeffizienten aus dem 17~ationalita'tsbereiche Z ,  die das 
kleinste gemeinsame Vielfache der in bezug auf  2: irreduziblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen ~ ~- O, J2 = 0 , . . . ,  Jg = 0 mit Koeffizienten 
aus ~ ist, so sind bei jeder Zerlegung des Differentialausdr, uckes V in ir- 
reduzible Faktoren die dutch Nullsetzen der g t~a~oren entstehenden irredu- 
ziblen linearen homogenen Differentialgleichungen mit den irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen J~ = O, J~ ---- 0 , . . . ,  J~ = 0 in gewisser 

.t~ihenfolge von derselben Art. 
Hat man einen linearen homogenen Differentialausdruck Q mit Koef- 

fizienten aus ~' in grSBte vollst~ndig reduzible Fa~oren" zerlegt: 

(1) Q =  V~V~_a. . .  V~V~ (vgl. S. 112), 

so kann man durch weitere Zerlegung jedes Differentialausdruekes V in 
irreduzible Faktoren: 
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eine Zerlegung in irreduzible Faktoren herleiten. Durch Beachhmg yon 
Satz I und II ergibt sich: 

Satz Ill. A u f  welche Weise auch immer ein linearer homogener Diffe- 
rentialausdruck mit Koeffizienten aus ~ in irreduzible Faktoren zerlegt wird, 
so sind die dutch Nullsetzen der Eaktoren entstehenden irreduziblen linearen 
homogenen ~ifferentialgleichungen mit denjenigen irreduziblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen yon derselben Art, die sich ergeben, wenn man 
den vorgelegten JOifferentialausdruck in gr5flte vollst~ndig red~,zz~le Eaktoren 
zerlegt und jeden vollstiindig reduz~len •aktor als kleinstes gemeinsan2es 
Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialgleiehungen auffaflt. 

M~rz 1905. 


