
Die He~e'sche Curve in rein g ~ m e t r ~ e r  Beh_a_n_dltulg. 

You 

E s ~  K6vv~ ia Berlin. 

Wenn, gerunds seinem Titel, der nachfotgende Aufsat~ in tier Haupt- 
~ehe einer rein geometrischen Uutersuetmng der Hesse'sehen Curve 
einer gegebenen gewidmet i~t, so ~tel|t er ~ieh doeh auch die AufR, ab % 
eine frfihere Arbeit*) des Verfassers, welche sieh mit rein geometr:,scaher 
Begrfindung der Hauptresultate aus der Curvenlehre befa~t~, in einigen 
weselltlichen Punkten zu erg~nzen. Die beiden ers~n Absdmitte n~m- 
lich beseh~ftigen sich mit jenen wohlbekanntea L e h r ~ e u ,  welehe ~ic]t 
auf Curven mit mehrfaehen Punkten und auf das Verhaltea der C~rven- 
polaren in solehen Punkten beziehen. Besondere~ Iutere~se scheint dem 
Verfasser der im zweiten Abschnitt gegebene Nachwcis des 8a'~.~ you 
der gemischten Polare in Ansprueh nehmen zu dtlrfeu. 

]m drittea Abschaitt wird die Jaeobi '~che Curve eines Ne ~tzr 
zweiter Stufe eiuer geaauen Betra~htung unterzogen, und zwar wird ~ie, 

. ~  v~ ?~ entspreehend, als Oft der- der Gleichungsform 0 ~-- ~ r ~.-Z~ -~Jr~ 

jenigea Punkte gedeutet, in deaen zwei Curven zur Be~larung ge|a~ugen, 
die aus irgend zwei festea Netzbfischeln ent~t~nmen. Hierm~ fasten 
Meh zwei projectivisehe Curvenbfi~ehel ableiten, welehe die Jae.obi'nehe 
Curve zusammen mit irgead einer H/ilfsgeraden und mit dot gemeha- 
samea Curve der beiden Netzbfisehel erzeugem Indem man die beiden 
xNetzbi~sehel passend auswKhlt, kaun man nach Methoden~ wie sic 
Herr C r e m o n a  in seinem ,iutrodazione" au~gebildet hat, dan Ver- 
halten der Jaeobi%ehea Curve tines Netze~ in der Umgebung jeden 
Punktes, mug er nun in den Careen einr B~ehets oder in allen Netz- 
eurveu vorkommen, genau untersuehen. 

Bei dem Uebergang zur He~se'sehen Curve erhalten wir nun einmal 
diejeuigen Lehr~ 'tze fiber daz Verhalten der He~e'sehen Curve ~ z r -  

*) VergL ..Grtmdzfige einer rein geometri.~chen Theorie tier a2gebrid~he~ 
ebeaen Careen". Abha~dtungen der L%-rliaer Xcademie, 1887. 
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lmlb mehrfaeher Pnnkte der Grandeurve, welche die Herren Geiser*) 
und Del Pezzo**)  auf aualytischem Wege entwiekelt haben. Anderer- 
seits folg~ ein Satz, der als einen speciellen Fall Herrn Voss***) 
elegantes Kriterium f'tir gemeinsame Wendepunkte einer Graudeurve 
mit ihrer Hesse'schen Curve enth~lt. 

I,  

Allgomeino S~tzo ~ber Outran ]nit mohrfachem Punkt. 

A ist ein ta-faeher Punkt einer Curve K s n t~ Ordnung, wenn jede 
yon A ausgehende Grade in A @-fach, also ausserhalb A im atlge- 
gemeinen in n - -  ta Punkten K ~ triff-t. Man ]ege dutch einen Punkt 
O yon K ~ zun~chst einen Strahl o, und durch seine ~ -  1 anderea 
Schnittpunkte eine ~-~ ~: ,  , die A zum 0-fachen Punkt hat. Alsdann kava 
taunt)  K ~ dutch das Strahlbiischel 01 o ~ % . . ,  und ein besfimmtes dazu 
projeetivisehes Kurve~biisehel K~ ~-1 X~ ~ - 1 / ~ - l . . .  erzeugen. Da die 

Curven o , K ~  -x ~ o~ K , ,  , zu einem Biisehel gehSren~ so muss jede 

Carve ~7~-~ des zweiten Biisehels A zum Q-faehen Punkt haben. Jede 

Gerade trifft nRmlich die drei Curven , , , ~  , oz in drei 
Gruppen einer Involutionl zwei yon ihnen enthalten, wean die Gerade 
durch A geht, diesen Punkt q-faeh, und dasselbe muss nat~irlieh bei 

0 "Z?'~--I der drittea Gruppe, die , ~ . ~  aussehneidet, der Fall sein. K ~ kann 
also darch ein Strahlbiischel, dessen Centrum auf der Curve willktirlich 
ist, und durch ein larojec~ivisches Biisehel yon Curven (n - - l )  t~ Ord- 
hung, die in A q-faehe Punkte haben~ erzeugt werden. Ist A ein 
( ~ -  1)-father Pune~ der Curve, so ffihrt dies auf die bekannte Er- 
zeugung derselben durch ein Strahlbfisehel und eine projectivisehe 
Strahleninvolution mit dem Centrum A. 

Von dem Punkt A gehen ~ Tangenten tier K * au% yon denen 
jede einzelne die K ~ in 0 -~- 1 bei A vereinigten und in n 0 1 
anderen Punkten schneider. Irgend eine yon A ausgehende Gerade a 
schneider auf ~7~ die Coincidenzpunkte der beiden projeetivischen Ge- 
bilde: 

a(o~ o~ o~...) ~ a(K:- '  K:-~ K : - ' . . . )  
aus. Die Involution ( ~ , -  1) t~ Ordnung zerF~llt in den o-lath z'~len- 

*) ,,Sopra la teoria delle cvxve plane di quarto grade ere: ( Brio~chi &an., 
Serie II, Bd. 9, S. 35--41. 

**) ,,Sulla earva Hessiana." Nap. Road.. 1883, S. 203--218. 
***) ,,Zur Theorie tier Hesse'sehen Determlnaute." Diese Zeitschrift, Bd. XXX, 

S, 418-424. 
t) Vergl. a. a. O. ~ 1~3--147. 
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den Pnnkt A und in eiae Involution (n - -  0 - -  1) ~'~ 0rdnnag, die mit 
a(o~ oeo~. . . )  die ausser'halb A liegend~ Punkte der Gruppe a(K ' )  
gemeinsam hat. I~t nun a eine Tangente der Curve, ~o fgllt nod~ 
einer dieser Coineidenzpunkte m~eh A i d e r  Linie 0A oder o i ent~pricht 
eine/X'~ *-l ,  die mit a 0 -{- I be; A vereinigte Puukte gemein hat. Die 
Tangenten yon K"  sind mit denen yon Kj "-I idenfiseh. 0ffenhar ist 
also dureh einen Schluss yon n - -  1 anf n unser Satz, der ffir s - ~ - { -  t 
selbstvera 't~dlieh ist, erwiesen. 

(I.) ,,.Ebae Cu~:e !t"" mi~ ei~.m O-fac~.e~ t~nklr .4 /st ~ s  ~ 
:a,~mL~ eines StrahlLiisdu~, dessert ( ~ r u m  auf der Curv.e wili~iirlicl~ 
ist, mit elnem Biisd~el vo~ Ourt~t K "-~, die A ~ m  O-/aehm~ l~uOa 
In, ban. Die O Tangentm, der Curve K* in A 9dd;n'cn auch der Curve 
an, die don had, A/iihre~ulen StraIde cnt.~pricM." 

Wenn yon zwei Curvea K, ", K. z" die eine A z u m  ~faehen, die 
andere aber zum v-faehen Punkt hat~ und 0 grSsser als v ;st, so ent- 
h~lt aueh jede andere Curve K a• des Biischels/f, ' ,  Ks" A v.fach uud 
we;st dieselben Tangentea, wie K:  ~, auf. Denn jede Gerade trifl't 
/~'1", K : ' ,  K a" in dre~ Gruppen eLuer Involution; wenu a durdt A gt.hL 
so kommt dieser Punkt in a(_Kl" ) 0-faeh, in a(K:?) aber und folglieh 
aueh in jeder dritten Gruppe a(K~") nur v.faeh vor; eine Tangente 
yon K."  sehneidet aus K:* elae A (v q- 1)-faeh enthaltende (;rappe 
aus, und, da q grSsser ais v ;st, aueh aus Ks ' .  

Wean ferner K~" and K.j" den Punkt A be;de v-faeh enthatten 
und iiberdies dieselbe Tangentengruppe zeigen, so mass eine Curve K 1. 
des Biischels K:,', K~ ~ den Punkt A mehr als v-faeh, etwa 0-fneh, eat- 
batten. Eine belieb~ge yon A auagehende Gerade a best;mint eine 
Involution a(K2" , Kj ' ) ,  yon der ei~w, Gruppe A t~faeh (0 ~> u) eat- 
h~,tt. Diese Gruppe gehSrt eiaer Curve K~" des gegebenen Bitsehels 
an, die A aieht nat v-faeh enthalten kann, da sie sonar v q- 1 Ta~- 
genten in A beriihren mfisste. 

Enthalten alle Curven U% V*, W ' , . . .  eines B/isehel~ A (~-faeb, 
so bilden ihre Tar, gentengruppen eine zum Bilschel projeetivi~ehe In- 
volution u~ v<' we . . . .  Denn ist 0 ein allen Curven des B~ischels ge- 
meinsamer Punkt, so k5nnen diesetben dutch das Strahlb~ehel 

o~ o~ o~ o ~ . .  �9 

und die zu ibm und u~,t~r Ach t,rojeetivisehen Bii~ehel 

ty,.--, u, c . . - , . . ,  v : . - '  . . . 

7x w,--, w,*-, w,--, w,,- , . . .  
einer ,,Sehaar" erzeugt werden*), ttomologe Curven tier bezeiehaeten 
B/'~sehel re;hen sieh zu neuen Bitseheln 

*) VergL a.  a,. O. w 148 und 152. 



die alle zu U" V ~ W * * . .  projeetivisch sind. Wir k5nnen aunehmen, 

dass alle Curven L~z -1,  V ~-1 ~-1 t, , W ,  ~ . . .  A 0-faeh enthalten, giaea 
der ,,Leitbilschel" enth~ilt die Curven, die dem Strahle O A  der Re/he 
nach zugeordnet werden miissen, damit U s, V ~, W % . . .  entstehen. 
Hieraus folgt abet, da r u t  yon n - -  1 auf ~ zu schliessen ist, der be- 

hauptete Satz. Fiir n~--@-{- l ,  wo alle Curven U ~  -1, V ~  -1, BT~ - t ,  . . .  
Strahlengruppen sind, ist derselbe evident. 

Sollten U ~, V ~, W*,  . . .  ausserhalb A gar  keinen Punkt ge- 
meinsam haben, so benutzen wit eine Hfilfscarve K %  die A z u m  
(0 2 r 1)-fachen Punkt hat. Das Netz zwei~er Stufe aus K ~, U ~, V* sende~ 
dutch 0 die Curven 11% ! ~ ,  ~ % . . .  eines zu U ~ V ~ W ~ . . .  pro. 
jectivischen Bfischels, wenn wit annehmen, dass b -'~ und U ~, V ~ und 
~5 TM, W ~ und ~25 TM, . , .  je  dieselbe Tangentengruppe zeigen. Folglich 
gilt  der Satz ganz allgemein. Das Gesagte l~s t  sieh so zusammen- 
fassen. 

(2.) ,,Ist A ein e-father ~ u n ~  einer Curve K,"  und ein v-facher 
_Punkt einer t~weiten, K.~ ~, so kommt er, wenn 0 > v ist, auch v-fach 
in allen and.even Curven Ka ~ , K4 ~, . . .  des .Biischels K~ ~ , K~." vor, und 
zwar haben alle Curven, ausser KI ~, dieselbe Tangente~grulrtae. ~Fmt- 
halten K," und K~ ~ den t)unkt A beide ~.fach, so kommt er in einer 
Curve des Biischels K,",  K~, mehr als o-fach vor, wenn die gegebenen 
Curve~ dieseZbe Tangemtengruploe zeigen. Im  anderen Fal~  ist A ein 
~-facher _Punl~t aZler Curven des Biischels, und die Tangentengrul~lve'a 
bilden eine zum Biischel wojectivische I~volution." 

Das Erzeugniss der beiden Bfischel 

gehSrt zu jedem einzelnen der Bfischet K~"K~., K~':K~. Hieraus ist 
leicht der folgende Lehrsatz abzuleiten: 

(3.) ,,Zwei projectivische Biischel yon Curven m t=, bez. n ~ Ord- 
hung erzeugen eine K~4 -~, welche in A einer~ (Z -}- t~)-fachen 2unkt 
besitzt, wenn A ein ~-faclmr Punt~l fiir cdle K ~, ein tz-facher t~unkt fiir 
alle K ~ ist. Z)ie Tangenlen vo,a K~+ '~ enth5~ d& Coincidenzgruppe der 
Tangenteninvolutionen der beiden gegebenen 13iischel. Sollten die be'Men 
Invol~dionen in dieselbe Involution a *~ Ordnung u~d in je  eine feste 
S t r a h ~ r u p p e  ~u t - -  a, bez. 9 - -  a Stcahbm zerfallen, so muss Is 
A wenigstens (a -~- ~ -{- 1)-fach entl~aY~a." 
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t2, 

(~mi~f l l~  P O ~  - -  Ve~'haltea der Pola,r~ i '~  C~"v~  lair 
me~fnchem Punkt, 

Die Polare p . - z  einer Curve K "  hinsichtfich eines bdiebigen 
Punktes P erwies ~ch als Oft der Pohrgruppen,  die hiuaiahttieh P 
zu den Sr lo (K . )  gehSren, wo p eine um P rotiere~ude 
Gerade wax. Ats Polargruppe eLuer Gruppe 17 yon tt Punktea hia.  
sichtlieh dues  Punktes P soil ngmlich fortab die Gruppe der ~ -  1 
ferneren Doppelpunkte der Involution hezeichnet werden, die dutch die 
Gruppe W und den n-fachen Punkt  /~ be~timmt wird. Auf der au- 
deren SeRe war p, , -x mit einer beliebigeu Geraden r zu~ammen ein 
Glied des Btlschels, das K "  mit seinem unendlieh nahen perspectivi~h- 
collinearen Abbild hinsichtlieh /~ und r bildet*). 

Ieh hatte aus diesen Definitionea drei der bekannten PoLareigen- 
schaften gefolgert,  nRmlich 

(4.) (a) ,,Die Polaren der Curven ein-es Biisd~els h i g h  eines 
Punt.~ea biMen ein zweites zum eraen tn'ojectivkw3ms BiiseAd." 

~ )  f i s t  q ein Purd:t yon P " - L  so ist P an  t'unla ton r t, de/ 
t"olargeraden yon K "  h i n s i e h ~  (2." 

(7) ,, Die ersten l~daro~ veto K" hinsichaicl~ der Pu~Me ei~wr Ge- 
raden biklen ein zu der Punktreit, c projcctiviscl~ t3iischd." 

Ich will je tz t  einen Beweis des Satzes yon der gemischten Po|are 
auschl ie~en,  also zeigen, dass maa zu derselben Curve (n - 2) t" Ord- 
hung gelangt ,  ob man hinsiehtlieh Q die Polare yon p . - i  oder hin- 
sieht[ieh 3 / d i e  Polare yon (~-J  nimmt~ Es ~ind mit einaJader identiseh 
die beideii Curveu: 

(p ,  q),--2 : K" u~d (q,  P)'-~ : K ' .  

*) Vergt. a~ a. O. w167 161~Ie~5. Offenb~r eutbllat die Polargruppo die har- 
moni*ehen Mittelptmkte er~ter Ordntmg der Gmppe ~(K ~) himdehtlieh P und ale 
er~te Defimfion deckt ~ieh daher mit der Cremona-Gra,emann '~hen,  [V~'gl. 
HerrnCremona's,,introduzione'" Nr.68ff.] Eineallgemelne Deflaitaonder h~rmo~i~ehen 
Mittelpunkte beliebig hoher Ordnu~.g, welche die obige al~ epc~ielien F~II ent- 
hMt, gab zuerst Herr Kohn [,,Zur Theorie der harmoni~chen Mitteltm~kte etc." 
Wien. Bet., Bd. 88t, S. 424--431.] Die obige Umformu~g der Cremon~'aehen 
Definition, fibrlgens otme rein geometrischen Bewei~ ~r~nutztr derteltm in der Ab- 
ha~dlmlg: ,,Ueber Sateliitcurven und F.~hen", Wren. Ber, Bd. 89,, S. 144~172. 
Herr C as t e 1 n u o v o dehnte Herin Kohn'~ Theorte ~tuf gemkchte PoLargruppen atu~ 
Vergl. : ,~Stadio dell' involuzioae gencr~le etc." Ven.J,t, Atti (6), Bd. 4, S. 1161--1~0. 
Die Polaren-Defimtion tiegt seiner Arbeit ,,Stadii ,uita teori~ detl~ involozione 
nel pimao" ibidem, (S. 1559--1594) ~m Gruade. Da~ die Polaxe a~eh mit ~ ,P 
nieht enthaltenden Curve nut n -- 1 Puukte gemein hat, zeigt Herr Cm~ehmovo 
durch Behandlung des Netze~ der Curven, welehe hinaichtlich 2" dicwdbe Pohre 
haben. Im fibrigen verwei~e ieh anf dm a. a. O., Note 37, gemachten IMerltlmr- 
angaben. 
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l~Iierzu nehme ieh r oder ~ Q  als Axe, P und Q als Centren zweier 
perspec~ivischer Beziehungen. Ffir beide treffen sich homologe Gerade 
auf P ~ ;  homotoge Punkte liegen ffir die erste mit P ,  ffir die zweite 
mit ~ auf einer Geraden. Zu A gehSre A '  verm6ge der ersten, A ~ 
vermSge der zweiten Beziehung, so dass eben O, A,  A ;  bez. Q, -4, A" 
in je einer Geraden liegen. PA" und QA" m~gen sich in A" treffen. 
Alsdann entspreehen sieh A"  und A"  in der ersten perspectivischen 
Beziehung, da nY.mlich QA und QA'  homologe Gerade sind. Ebenso 
entsprechen sich A' und A "  in der zweiten perpectivischen Beziehung. 
Bewegt man nun _4 fiber eine K s, so durchlaufen _4", A", A" drei an- 
dere Curven n t'* Ordnung Kt" , K2 ~, Ks" , uncl zwar sind 

K ' ,  K1 ~, sowie K2", K3 ~, 
Paare homologer Curven der ersten perspectivischen Beziehung. In 
der zweiten Beziehung entsl0rechen sieh 

.K"  and X2 ~, sowie K~ ~ und K3~. 

Alle vier Curven lmben mit P Q  oder r dieselbe Gruppe yon n Pankten 
gemeinsam. Je zwei yon ihnen bes~immen ein solches Biisehel, in dem 
r zusammen mit einer Curve (• - -  1) ter Ordnung vorkommt. Ieh will 
annehmen ~ class 

K.,  x',,,, r~',-~; K ~, K.,L ~'~-'; 

je zu einem Biischel gehSren. ~ , - 1  und ~ t  ~-1 entsprechen einander in 
der ersten perspectivischen Beziehung, denn jedenfalls wird das Btisehel 
K ' ,  ~ *  in da.s andere / [ ~ ,  ~'s ~ umgewandelt, und der zerfallenden 
Carve r ~  --1 des ersteren kann hierbei nut die zerfallende 0urve des 
zweiten Bfis~hels entsprechen. ~ , - 1  und -~t "~--1 schneiden folglieh auf 
r dieselbe Punktgruppe aus. Ganz "~hnlieh ist za zeigen, dass ~ - t  
und ~2~-' sieh in der zweiten perspeetivisehen Beziehung entspreehen 
und wiederum in n - -  1 Pankten auf r sich schneiden. Auf der an- 
deren Seite kSnnen 

als solche vier Curven des Netzes drifter Stale aus li: ~, K1 ~, E2", K s" 
betrachtet werden, die irgend einen bestimmten Punkt S yon r ent- 
halten. Derartige Curven gehSren abet zu einem Netze zweiter Stufe. 
Die in einem Netze zweiter Stufe liegenden Bfischel ~ " - ' ,  ~2"- '  und 
~*-~, ~ l  *-~ miissen also eine Curve gemeinsam lmben*). Da diese 
die beiden Gruppen, welehe r auf ~ ' - ~  und ~ - 1  ausschneidet, ent- 
h~lt, so zerFMlt sie in r uncl in eine Curve ( ~  ~)~-s (~ __ 2}t~r Ord- 
nung yon der Art dass 

*) "V'e.':gL a. a. O. w 18'/ u. ~ 151. 
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zu einem, end 

~-'-b ~..--l, r(~',, C.)'-* 
z~ ei~aem a~derea Bi~w.hel gehBren, VCemu ma~ nun A" und A ~ an 
A heranr~ckt so gehen ~ - *  ~ d  ~ t  ~'* in die Polare Q*-** ~]:'~* and 
~ , ' - *  in /~-*  liber, (~ ,  ~ ) ' - *  geht in ei~e Curve (~ - -  2)"  Ordaaug 
fiber, welehe naeh der erste~ Definition die Palate yon I ~" ~ hinsieht- 
lich Q, naeh der zweiten Definition abet die Polare yon (d ~-1 hinnieht- 
lich P ist. ttiermit ist der Satx yon tier gemisehten Polar~ llherhaupt 
bewiezen. 

(5.) ,,Wenn man ~vn K "  die Polare himichtIid~ P~, ro~ d i e ~  
Curve die Polare hb~'ieldlicl, P~, yon der r~uen Curve die. Palate bd~- 
s~cMliek P~ nimna, u. s. f., so ldi,gt die s e m i t e ,  ~ r  Ctwt~e 

(n - -  m~ "~ Ordnung woM ron den t~rd'~en 1~1, I~, . . .  1~,  ~icht 
yon il, rer I',eihenfotge ab." 

Aus dem Satz yon der gemLsehtea Polare folgt beka~ntlieh ~)fort 
der naehstehende 

(6.) , , /st  q ein s yon (P~, 1):. . . . .  /~,0 "--* : K ' ,  so liegt t ' .  
auf der g ~ d d ~  .Polar~'aden (P, ,  1~, . . .  1~ ~)* : q*.'" 

Denn diese Gerade kann als Polargerade hinsichtlieh q you 

(15,  1".,, . . .  1 , ~ _ , ) ' - - + '  : / c ,  
bezeiehnet werden, w~hre~d 

als die erste Polare derse)ben Curve hinsiehflieh s o  zu betraehLe~ isL 
Wir schreiten jetzt zur Begriludung des tblget~deu Satzea. 

(~.) ,, Wc'an ei~u: Curve K"  n'*" Ordnumj Q ~ m  O-fizd*o* l'u~kt 
hat, so t/dr derse~e in 1 ~-'~ ( O -  l ~fm'A auf. Die Tanoe~x'n der 
letzteren Ca~ve bilde~ die Polargra~pe der Taraden~utq~; yon t :"  hin- 

, l s l  die Tm~ge.'~-ngrul)Pe v6~ K" m~ dem q.fach giihlr Strahh. 
O l" i&~'~tisch, so oatdilt y . - x  den Purd~t (2 im aU#emdnen u~ut rain. 

~destens e-/hch, mSgFm]wr Wcise abet (o + O')-[exJ~, doct~ m~t~" d~mn 
die , ~ . h n i ~ q ~ e  zwiscl, en P~d u~cl K" (2 minuk.,to~s (~ + e" + 1).[a~h 
enthalten; ~,inasfalls 1,:ann es mekr als e i~ t  ~o.tcJ~a au~.lt~eid, m,~m 
taunkt P auf  PQ geben." 

,Is~ P dn  o-factor Puv.t:t vcm K*,  so ist er aura ein o-fact, er 
Puntz$ yon p , - t ;  p,~-t und .K" l~&~ ~ ' ~  T a r ~ p l m . "  

Ma~ ~ e  r ~ n  -- r Ffir r ~ o  ist dana der Sa~ ue|bstver- 
standtieh, dean K* besteht au~ n~ .P*-~ ~ n -  1 in Q nich tref- 
fe~aden Geraden ; and zwar hilden die~e uw~h der ersten Definition die 

.Mat~r A ~ l ~  XXXIV 
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Polargruppe der ersteren Strahleng-tuppe hinsichtlich PQ.  Um den 
aUgemetnen Satz zu erh~r~en, brauch~ man daher nut  noch yon r ~ I 
auf r zu schHessen. Hierzu ziehe man etae K ~'-I, welehe in Q die- 
~ lbe  Tangentengruppe wie ~ '~  hat ,  ferner lege man dutch P eine be- 
liebige Gerade p und betrachte das Btisehel K ~, p K ~-1, in dem 
sich eine best~mmte Curve KI ~ vorfindet, die Q mindestens (0 - ] - l ) -  
fach (Satz 2) enthElt. Die Polaren dieser Carven hinsiehtlich p 
hilden (4. a) ein zweites zum ersten projeetivisehes B~chel .  Nun 
ist der Satz f'~r KI  ~ vorauszusetzen, da f ~  sie r - -  1 ~--- n - -  (~ -{- t) 
an die Stelle yon r trit% folglieh hat P1~--1 ~ zum mbadestens ~-faehen 
Punkt. Die Polare yon 2 K~-x besteht nach der zweiten Definition 
aus p und aus der Polare P*---* yon K ~ I  htasiehtlich P .  Ffir K ~-I 
tritt  aber wieder r - -  1 ----- (n ~ 1) - -  0 an die Stelle yon r. Demzu- 
folge hat P~-~ in Q etaen (~ ~ 1)-fachen P u n ~  und sic berfihrt in Q 
die Polargruppe der auch bei K "  auftretenden TangentengTuppe hin- 
siehtlieh P Q .  Da nun P*-~ ,  p P*-~ ,  :P~-~ etaem Btisehel angehSren, 
so gilt nach Satz 2 aueh ffir K "  der aufgestellte Lehrsatz,  der dami~ 
bewiesen i~. 

Is~ Q P  die einzige, mithin Q-faeh z'~h]ende Tangente~ so ziehe 
man dutch P die Hfilfsgeraden iP,/)1, :P~, -P3 . . . .  Zu P~ gehSr~ etae iP~ -~, 
die Q(@ ~ 1)-faeh enth~ls und Q/> zur ( e -  1)-fach z~hlenden Tan- 
gente hat. Diese Curven P ,~ - I ,  P ~ - ~ ,  P ~ - ~ , . . .  bilden also (Sa~ 4 a) 
ein Btischel, in dem (Satz 2) aueh etae Curve vorkommt,  die Q mehr 
ats ( @ -  1)-fach enth~lt. Diese Carve kann abet nur 2 ~-I sein*). Da 
die S~ni t tgruppe yon ipQ und K ~ den Punkt Q (@-~-0"-{-1)-fach 
enth~t ,  so v e r d n i ~  Q in sich 0 "~-@' Doppelpunkte der Involution 
P~,  P Q ( K ~ )  **) and die Polare P~-~ enth~lt daher Q hSehstens 
(@-~-@')-fach, im aUgemetaen abet @-fach. 

Ist  2 selbst eta @-facher Punk~ yon K " ,  so zerf'~llt jede der In- 
volutionen T " ,  2 ( K  ~) in den 0-fachen Punkt  P und in etae Involution 
~'*-'~, (U*'-~'), wo die Gruppe (U ~-~) aus den feraeren Sehni~l~unkt~n 
zwischen :~ und K ~ bestehk Demzufolge enth~lt ~ e  Gruppe der Dop- 
pelpu~kte n -  m ~ 1 yon 2 versehiedene Punkte,  es ist /~ wirklich 
eta genau m-faeher Punkt yon i ~- '~. Dass die Tangenten yon /~*-~ 
mit denen yon ~ sieh deeken, folg~ nun~ wenn maa die zweite En~- 
s~ehuagsar~ der Polare ins Auge fasst. 

(8.) ,,Ist Q ein @-father ~unkt  der m ~, Polare 2 "--~ yon K ~, SO 
ist P ei~ mindestvns ~-faeher Punkt  der Polare Q.,+e--~ : K " . "  

*) Man kSnnte auch, wenn I~ ~ eine $trahlengmppe mit dem Centrum P ist, 
die PQ ~-fach enEa~lt, benutzen, dass eine Curve des Bfischels p n  K~ Q r~in- 
deafens (# nu 1)-fach enth~lt, abet hinsichtlich P dieselbe Polare h~t, wic K ~. 

**) Vergl. a. a. O. ~ 56 bez. 34b. 
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Dcnn nar.h Lehr~a~z 7. w/rd (~t ,  Pz . . . .  P~_f~-,,--e~ : ~,--~ 
ehenfall~ Q enthMte~, woboi ~s, ~ . ~ . . .  ~e - '  ~mz wiUk~diche Puuk~ 
sind. Die let~gen~mnte Curve kmm auch ah  

bezeichnet werdea, b'oigliah m ~  

durch den Punkt P gehen. Diese Curve "liana abet auch ah  

bezeichnet werden. Hierau~ geht hcrvor, dass / ' - -~ :Q~+r  iu P 
einen mindestens ~fachen Punkt hat. Dai~lbe gilt von 

Ill. 

ffacobi'sche Curve eines Neta~ zweitor Stale. 

Ich will bei meiner rein geometrischen Behand]ung die. Jacobi'sche 
Curve eines Nctzes nach der zwciten der ~blichen Arten definiren, nr, m- 
lich sis Oft dcrjeLfigen Punkte, in welchen alle Curven eihes bestimmten 
B/Ischels eine Ber~hrung mit ei,mnder c ingehen.  Indem man aus jedem 
derartigen Bfischel die beidea Curven heratmgreift, welche aus zwei 
festea B~scheln des Netzes entst~mmen, wird man auf den Ort der- 
jenigen Punkte hiugewiesen, in deneu Curven zweier B/l#chel 

Ki" K : / ~ , ~  . . . uad L~ ~ L., ~ L~ ~ . . . 

eiuc Berfhrung eingeheu. Ks mSgen A'~ u,,d L ]  s~ch in /3 l;iug~ b 
beriihreu, welche Gerade eJaer a~deren fe.~teu a in ~ begegne. Ah- 

~ j u  �9 - -  

dlmu trcffeii ~[ch hx 1; die vier Curven K , ,  L, ~, t ~  l , , ~ - I  wobei 

unter y ~ - t  und "13, ~-t die Polaren yon ]i'~ und L~ hiasichtlich i "  zu 
verstehen sind. 13etrachtct mail fiir alle Puakte ]~, Q, ~t, S,  . . .  der 
(i~r~le~ a di~e Zusammen~tclluagc~ voa vier Curvca, so kazm m~n 
alle verschiedenen Pu~kte /~ erha]ten. Nasa erzeugen 

L i  ~ L~ "t L:~ ~ . . .  uad ~.~1 ~-z~2 ~ - ~ - ] . . .  eine ' ~ : r  

u n d e s  geh~ren alle Sehmttpunkte zwischen pxp-~ und ' l ~  2 ~u~,er P 
zu dem gesuchten Orte. LRast nmn P in ahdere Punkte Q, / f ,  S . . . .  yon 
a iibergehen, so erhSat man die B~chel 

7~ B~-~ R..,"' P'/'-' . . .  15, 5",~-~ s ~ :  ~' "'" 7~ . . .  
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und 

7~ ~ d - ~ t 2 ~ - ~ 3 ~ - t - - .  7~ | 1 7 4  q-~ . - -  ~ - . -  

zweier bestimmter Sehaaren. Jedes der erst~ren Bfisehel ist za 

~r~ ~ K~. . .  
projeetiviseh; sit bilden eine Sehaar, da homol(~ge Curven iu zu 
x o Q / ~ S . . ,  projeetivisehen Leitb:iseheln angeordnet liegen. 

enth~lt die Polaren einer festen K~ hins ieht l ich/9  Q, /~ ,  S , . . .  Mit- 
bin sind die eurvenreihen 

zwei zu 2 o Q / ~ S . . .  projeetivisehe B~sehel, welehe neben dem frag- 
lichen Orte die Gerade a erzeugen, da homologe Curven sieh der Reihe 
naeh in ~o, Q~/~, S , . . .  treffen. Also ist die gesuehte {,~ur~e eine 
K~4"~-z~ welehe die Gmndpunkte der beiden Btisehel en~hKlt*). 

Bei zwei Btiseheln desseiben Netzes, w o / a =  q - ~ - n  wird, 15st 
sieh yon ~ + ~ - ~  oder K ~-~  noeh eine Curve r~ t~" Ordnung ab; es 
ist dies offenbar die beiden Netzbiiseheln gemeinsame Netzeurve. 
Hiernaeh behalten wir als eigentliehe dacobi'sche Curve des Netzes eine 
J~='-~ tibrig. Es ist also auch rein geometriseh die Thatsache er- 
wiesen. 

(9.) ,,In einem 2Vetze zweiter Stufe giebt es r einfache Mannig- 
faltig'keit yon Curven, die mehrfache 1Junkte enthalten. .Der Oft derselben, 
die Jacobi'sehe Curve, ist yon der (3n ~ 3) ~ Ordnung."**) 

Um das Verhalten der Jacobi'schen Curve in ihren eiazelnen Punkten 
zu untersuehen, ist nun die soeben erlKu~rte Methode bekanntlieh 

*) Vergl. Herrn Cremona 's  ,Introcluzione etc." Nr. 87 und 90. 
**) Aueh Herr Cremona beuutzt bekam~lieh zur Discussion der allgemeine~ 

daeobi'sehen Curve dreier Curven C, 0", C'" eine projeetivisehe Erzeugung, 
welehe aber die Curve zummmen m~t einer ersten Polaren einer dieser Curven ergiebt, 
W:s ein 8tr~dal Sum o rotiert, werden jedesmal die zu seiner Punktreihe 
gehSrigen Polarbfisehel hinsiehtlich der drei Curven C. C', C" genommen, yon 
denen regelmaz~ig zwei mit dora drit~en zur Coineidenz kommen. Die so ent- 
atohenden veriizaderlichen Curven K'  und K" mfissen jedenfaUs zwei eindeutig 
aufeiumader bezogene Reihen vom Index 1, also zwei projectiviaehe B(isehel dureh- 
laufen. Sic erzeugea die erw~iJante zusa~amengesetzte Carve (VergL a. a. O. :Nr. 93 t~:). 
Efia im streng~f~n Sinne des ~rort, es rein geometri~her Beweis ffir die Bfisehel- 
natur tier beiden Cremoua'achen Reihen ist ziemiich 8ehwer zu f~hren. Demzu- 
folg~ habe ieh die obige Betraehtan~weise ia dem speeietlea Fall emes vorliegen- 
den Netzes bevorzugt. 
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vorzQglich geoi~-~eL Ich betra~tr hier~u zungehst einen nicht a|leu 
Curve,, des Netzes gemeiah~mea Ptmkt X. Dan Btinchel der /ha e a t -  

h a l t e n d e n  Curven diene zur Her~telluug de~ ha dee ~ b ~ n  gcgcbenen 
Entwiekehmg auftretenden Ihlneheh p~ . - i  r R z .  t . . .  I~  bci 
zuerst X f ~  nile (,~rven des Netzbihcheh eia O-fadaer Ptmkt and 
z j e ~ e x a e . . ,  die zugehiSrige Tangenteninvolutiou. Ahalaaa beait~,_, 
aJle Curven des Bilschels P~"- t .P:"-IPs ' -~  . . .  X zum (0 --  l)-facheu 

Paakt,  und die Tangenteniavolution z~llz~-~lx~3~.., b~teht aug don 
Pola~ruppea der frilheren Involutionsgruppea hi,~sichtlich P X  (Sat~ 7). 
gnth-~lt zl' eiaen zweffachen Stra~l, so kommt er eiafach iu z~.~ t vet, 

enthglt :~  einen /~-fachen 8trahl, so kommt er k a -  l)-faeh ia zer~t 

vet. Mithin habe- die projectivischen lnvolutionen 

~ . . ~ ' . . .  ~ 6 ~ , g : ~ / z ~ ,  . . . 

zun'~chst die Dopt}elstraJdea-Gruppe der luvolutioa zle , z.v gemeiaaam, 
die Gruppe, welche ein~n Strahl ( ~ -  1)-fach en~'glt, der ~.fach in 
einer Gruppe der er~ten Involution auftritt. Neben die~er Grupl~ yon 
~ 0 -  2 a~effLudertiehea Tangentet~ h~,t P~'-~ ah  einzige beweglichr 
den Strahl P X .  Dean P X  kommt ia eiaer bestimmten Grupi~e yon 
z~e, z:e and yon selbst in der Polaxgruppe derselben hiasichtJich P X  
vor. Alle Curren des BL~chel~ .P*"-~Q~'-~ I?, ~ ' ' '  . . .  habe~ abe X 
zum ( : ? 0 -  1)-fachen Punkt, eino Tsmgente beschrcibt dan Bihchel 
X ( P ( g / ~ . . . ) ,  die anderea Tangenten ~ind lest and bilden die Dop- 
pel~trahlen-Gruppr you x:e, z:e. 

D ~  zwcite B~schel A ' ~ ' ~ ' ~ ' ~ ' . . . ,  wr zur ller~gelluag 
yon . ~ . - a ~ . ~ , - ~ z , - ~  . . . d~o~t, }mix, ,,,it dcm er~t, cn 2f~" gomei~sam. 
�9 ~B '~,-t hat al~ann X zum ( O -  1)-fachen Puukt und ber~lhrt die 
Gruppe x ~  :. Dean die beidea luvolutionen, welehe die projectivischen 

B~i~hel 

K," g:"  g~" ~ "  . �9 �9 ~ 1"/-~ " ~ ' - I  q3/-~ ~3/- '  �9 �9 �9 

auf irgend eineta vo~ X ausgeh~ude~ .~trahle x be~timmeu, lmbon 
X ( O -  l)-fach mit ei~zander gemeinsam, da dieaer Puukt ( O -  1)-lath 
in z(P~'-~),  hingegeu 0-tach in z ( K ] ' )  vorkommt; eino Tangente yea 
~ - t ,  al~o r ~trahl yon xce~t bcstimmt zwei homologe Gruppeo~ die 

X 0-fach enth~dteu. Da die~e Ueberleguug f ~  nile Careen dt~ zweiteu 
Biisch~Ls gilt, ~o erzeugen die Bftsehel 

p ~ . - t  O ~ . - ,  I r  S ~ - - ~ . . .  7~ "~3 ~ ' -~  'S- ~ ' - t  ~ ' - ~  ~ "  ~ �9 �9 �9 

einr K~"~ ,  welehe X zum (3 0 ~ 2)-f~chen Pankt hst. Die~lbe be- 
r6hr~ einmal die allen Curven de~ ernten B~ehel~ gemeiunsmeu Tan- 
genten, zweitenn, wi~ es ~eia mu~,  die in zar vorkommenden 8trshlen. 
Denn jeder derselben kommt, wie bemerkt, in der Polsrgruppe yon z,~ 
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hia~ehflich seiuer vor uad be re f t ,  a3so zwei homologe Curven tler 
beiden letz~eren B~ischel. 

~rachdem man yon ~ 4 , - ~  dis Hfilt~gerade a and au abgelSst hat) 
bleiM die Jaeobi'sehe Curve ~brig~ ffir die folgender 8atz gilt: 

(I0.) ,,Kommt ~in Pu~kt X in allen ~rven eines Netz~iisehels 
o-fach vor, ,o ist at ein (2 O - -  2).facher ~unL't der Jacobi'scl~n Curve 
de~ ~dz~.  Als Tangents der tetzteren z~ihl~ jeder Strahl (g - -1 ) -  
faeh, weZcl~r eine #-fache Tangente /~r eine Curve des betrachtde~ 
:Biisc]~s ist." 

Im zweiten m5gliehen Fail enth-~lt eine Netzcurve, K1- , den Pankt 
X ~-fach, w~hrend er in den anderen Curven ~ . ~ ,  I17,~ ~, Ka ~, . . .  des 
dureh X bestimmten Biisehels nut  a-lath auftrit~ (p > o). xF ~ sei die 
Tangentengruppe yon K1" , wShrend die Tangentengruppen x~ ", xao , x to~ ... 
mit einander fibereinstimmen. Da 2>~-I,  K t ' - P ~ ' ~ - t , ~ P 1  ~-l drei 
Curven eines Biisehds sind, so enth~lt p ~ - t  den Punkt X (0 + a - -  1)- 
fach ; die zageh5rige Tangen~engrupI)e kommt in der involution 

vor und enthiil~ also alle den beiden homologeu Grul~pen ~ - ~  and 
x~tt eiwa gemeinsamen Stxahlen. Wird als zweites Netzbfisehel 

/~t" ~ "  ~ "  ~ . . .  

zu Gmnde gelegt, so enth-:ilt ! ~ ' , - x X  ( 0 -  1)-faeh und bertihrt die 
Strahlen der Gruppe x ~  ~ . Folglieh enth'~lt das Erzeugniss K ~-'~ der 
Bfisehel 

X (2.o -J- a - -  2)-fach. h is  Tangenten der Curve erhalten wir einmal 
diejenigen von K~ ~, dann die O -J- a - -  2 Strahlen, deren jeder zwd 
homologen Polargrut)pen der beiden gegebenen Tangen~engruppen an- 
gehSrt. Dieselben sind Tangenten der nach ~blSsung yon a und ~Y~ 
verbleibenden Jaeobi'schen Curve. Gemeinsame Tangenten yon ~Y~" und 
Kz" sind einfache Tangenten derselben. 

Der Fatl~ wo ftir eine der beiden Carven alle Tangenten zusam- 
menfallen, ist ~etz~ besonders ins huge  zu fassen. Kz - babe zun~ichs~ 
X ~  zur a-fach z~hlenden Tangente. Wir benutzen wieder~ dass 

zu einem Biisehel gehSren. Nun enthiilt p . - t  X (r - -  1)-faeh und be- 
riihrt die Strahlen der Gruppe x~[] i zo~-~ hiagegen enfla~|t X min- 

deserts a-lath (Satz 7). Da also K~ / )~  ~-~ e inen  (0-[-o)-fachen,  
J~:."/)t "-~ abet nur einen (~ -~- a - -  I)-faehen Pankt in X hat, so ~ l t  
letzteres (8aiz 2) yon 2P~'-~; diese Curve beriihrt X 2  ~-fach and 
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Qberdies z ~  l . Da lucia ~3 z ' - t  diese Gruppe berfihrt, ~ grit dM~lbe 
you K ~, : uud K n ' s .  

Feraer gehSren zu eiuem B0.~.he! Qt" t, K l 'Q : "  t ,K . -O t* -~ .  
Demzut'olge hat jede Carve des ernten Bilsdmls wad mitlaia tur die 
unter~uchte den 8tralal X P  zur ( a - . .  1)-fachr Taugente. Qzo t i~,- 
riihrt femer r Gruppe der luvolutiou zl', Qp~e~ t hizgegen ~,+"-~ 
die Gruppe x~tz ~:l~'t. ~ c h  Abschezdmag der allen Curven 

p-~.-l ,  ~ . - 1 , / ~ . - x ,  . . .  bez. ':t '" t . - - . : , - ~ , ~ , - - I , . . .  

gemeinsameta Tangentea bleiben .also zwei projeetivi~ehe aber uoth- 
weudig yon einander versehiedene Iavolutioneu flbrig~ derea homologe 
Gruppea homologe Curvea 

berfihren. Daher kaan K ~" s X gewi~s nicht mehr als ~(~ -~- a - -  2)- 
l'~ch enthalten. 

Aehnlich i~ der Fall zu behandela, wo A" I" einen Strahl X Q  zur 
eiazigeu q-fach "-z~&lendea Tangente hat. Es ist leieht zu ~ehen, dana 
alle Curven de~ zweiten BiLschels his auf ~ I . - 1  we/ehe X mindentenn 
0-fach entla~tlt, X zum (0 --  1)-fachen Punkt haben, und allein X(J 
ber~ihren. Von den Curven des ersten B~chels  sehlie~t sieh jede ein- 
zelne Q X  ( 0 -  l)-fach an, Q~.-z berllhrt den 8trahl r o-ftch, 
aus~crdem aber die Gruppe ~ - ~ .  Da nun 

X " - " ,  P ~ ' - ~ ' Z  ' ' ' - I  , ~ . ~ . - z q , - ~  

drei Curven eines Bilsehels slnd, yon deuen die zweite X minde~tena 
(2O-I -o - - l ) - f ach  enthglt, w'~hrend er in der dritten uur ( 2 r  
f~.ch vorkommt, ~o gilt letzteres vota K *~--z. Von den 'l 'angenten ,iad 
ferner 2.0 - -  1 m/t X(J  ideatisch, und die anderen machen die Gruppe 
~ ,  aus. 

Wenn endlieh /x" t" mad K:"  denselben Stm]al X P  zur .0-ft~chea 
bez. a-fachen Tangente haben, so enthiilt K +'--~ X mindestens, also 
im allgemeiaen, (20 q- 6 - -  1)-lath. Dean X kommt minde~tan~ o-fach 
in _P~'-", minde~te~ a-fach in P~'-~ und folglich in joder der drei 
e~uem Bfischel a~geh5rigen Cut~ett p ~ , - z  Ks=~,w-I, . h " , p , - I  min- 
de, lean (0 q- o)-fach vor. " ~ , - '  euth'Y, lt X mindestens 0-f~h.  Ferner 
i>t X ein (.0 + a - -  1)-facher Punkt Far Q'-~, eiu (0 - -  l ) - f~her  Ptmkt 
far ~ z . - ~  und zwar berfihren die letzteren Curvea nur X P .  Sehliess- 
lich muss K ~'-- ' ,  al~ Glied de~ Bttseheh p~,-~._s~-~,  ,]3t~-tQ~,-~ 
X (20 -a t- a - -  1)-fach enthalten uud X P ,  wir man sich leieht fiber- 
zeugt, (`0 q- a - -  1)-faeh beriihren. 

In besonderen F'211en giebt es auf X P  einen Punkt /~, him~iehb. 

lieh dessen K~" eine Polare zeigt, die X 5fter aln diese Curve ,elbst 
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enrOlL Jeder andere Ptmkr yon X P  ergiebt dana eine Polare, die 

sieh X / )  eben so off anschmie~ wie Kz ~ selbst. Von diesen Besonder. 
heiten woller~ wir (ira n~ehsten Absehnitt) nur die bei der Hesse'- 
sehen Curve mSgliehen behandeln. 

Die gewonnenen Resultate sprieht der folgende Satz aus: 

(11.) ,,~ntMilt eine Curve elms Netzes zwdder Stufe einen l~u ~  
X q-fach, der in den anderen C~rven des dutch ihn bestimm&n Zret~ 
~iischds a.fach vorkommt, (0 > a), so i~ er ein (0 -[- a ~ 2)-fucker 
Punlzt tier JacoM'sd~on Curve des Netzes. Jede Tangente dersdben 
geh6rt zwei honwlogen Tolargru~pen der beiden Grulx2en an~ deren einer 
jede X enthattende Curve des Netzes sich anschmiegt. Geht eine der 
beiden Grupzven in vin Strahlenvidfaeh iiber~ so beriihrt d~ Jacobi'sche 
C/a~ve einmal die :Polargru~ope der anderen Tangentengruppe himic~dlivh 
dieses Strahles, ausserdem abet nur ihn selbst ( ( 9 -  1)-fach bez. 
(~ --  1)-fach)." 

,, Wenn beide Grul)pen Vielfache dessdben Strahles X t ~ ~ind, und 
nut in d~sem Falle, entMilt die Jacobi'sche Curve X mehr als (O-{-~-- 2)- 
]aeh, im allgemeinen also (q + a--1)-fach. 1)en Strahl X P beriihrt 
diesdbe alsdann (a--  t )-faeh." 

Wit gehen nunmehr zur Untersuehung derjenigen, im allgemeinen 
nicht vorkommenden Pankte Y fiber, die in s'gmmtliehen Curven des 
Netzes zweiter Stale auftreten. Hierbei sind vier versehiedene l?'~lle 
zu unterseheiden. 

Zun~chst kSnaen alle Curven Y genau o-faeh en~halten~ we dann 
ihre Tangentengruppen ein eigentliehes involutionsnetz zweiter Stufe 
bildem 

Ira zweiten Fall enthiilt eine Curve ~Y o-faeh, wilhrend er in allen 
anderen Curven a-faeh vorkommt (9 > a). Die verschiedenen in Be- 
traeht kommenden Tangentengrappen der letzteren Curven bilden eine 
eigentliche Involution. 

Im dritten Fall kommt Y in den Mlgemeinen Netzeurven a-faeh 
vor, ut, d dieselben haben dieselbe Tangentengruppe. Hingegen kommt 
Y o-faeh in allen Curven eines bestimmten Bfischels vet (0 ~ a). 

Im letzten Falle kommt ~Y in den allgemeineu Netzcurven z-faehj 
in denea eines bestimmten Btisehels a-lath und sch]iesslieh in einer 
einzigen Curve desselben p-faeh vor (@ ~ a > x). 

Der rein geometrisehen Behandlung ffigen sieh am leichtesten der 
zweite and der dritte Fail*). Im zweiten Falle benutzen wit zur 

*) Man vergl. Herrn Cremona's Entwickelungen a. a. O. No. 96, die zwar 

nur auf die beiden ein~kel~n F~ille sich be~ieheu, die ira Netze der er~ten Polaxea 
auftreten, die abet sofort auf die aUgemeinen Fiille ausgedehnt werden kSnnau. 
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Herstellung yon K *=-s irgend dn  BIlsehel K I " K ~ . , K a , . . . ,  dmmm 
sgmmtliche Curve-, Y #-faeh enthalten, ,nd danebea ein zweitm 
Bnschei K," ~t~" ~ '~" . . . ,  weldl~ die Curve ~ "  mit dem r Punkt 
Y enthMt. Die Tangenten~uppen der erstereu mbgen die Involution 

y , a y , ! t , , . . ,  bildea, he  sei die Tangeutengruppo der Curve ~3". 
Alie iibrigeu Curven de~ zweiten Bilschds bctilhren yf*. 

Naeh dem Obigen bertlhren nile Curvea des er~teu B ~ h e l a  
/~ , -~  Q~-L _K.~.~--i S* , - t  . . . (Beweis zum 8a~ 7) die Dopi~lstrahlen 
der Involution x~', t~.~; die einzige bewegliehe Tangento bese2areibt 
d ~  ~trahlbilsehel Y(PC2I~S. . . ) .  Die Taugentengruppeu der Curven 
~on q3: ' - t ;  ~ ' - ~ ;  ~ - , - z ;  ~ , - t ;  . . .  bilden due lnvo|ulfioa und gahSren 
der Reihe naeh zu den Involutionen y~' ~ ' 3  t: ~ ~ ;  y ~ ; ~ ,  ~ ? ~ ,  t; 

K 4, ~ hat also Y zum (O--k3a--2)-fachen Punkt. Als Tangenten 
~t~:lle~ sieh einmal die Doppehtrahlen vow y~', Y2* heraus, da de 
Tangentcn aller Curveu des ersgen 13fischels find. gerner ergeben ~ich 
al~ Ta,genteu you K 4"-~ uur noeh die Strahleu der be/den I;ruppen 
!it ~ z~e- Wird X 2  ~ z. B. mit einem Strahl vo:~ ~ ideatisch, ~o wird 
~r aueh in der Polargruppe ~)~;a yon ~e hin~iehtlieh seiner und 

folglieh auch in allen Gruppeu der Involution y,,~)~,ft, -.~v''-~,,r~ vor- 

kommen und eine gemeinsame Tangente v,,n F ~'-~, '~3 ~ ' ' '  und K " - ~  
~ein. Nach AblSsung yon a uud A'~" vo~ K ~" ~ bleibt die Jacobi'~che 
Curve 0brig, die also Y zum (0-~--2a~2)-| 'aeheu Punkt hat; .sic h..- 
rfihrt die Gruppe ~r ut~d die Doppel~tr~,b.leu der Involution y~*, y:~ 
Gauz ebet~o verf~hrt man im dritteu Fal}, nur nimmt man in da~ 
Bii~chel K~" A'~" K : ~ ' . . .  die Curven auf, welche Y ~-fach enthalten 
und greift da~ zwr Bihel~el, yon dem alle Curven bis auf eine Y 
6-faeh enthalte~, beliebig heraus. Da~ l~r ia  bier, da~ 
~20q- a- -2)- faeh der Jazobi'sehen Curee angehSrt; die~elbe berfihrt 
,lie 6 den allgemeineu Ye 'tzcurven geraein~amen Tangenten and fiber- 
dies die Doppelstrahlen der zu K~' ,  K.~" gehSrigen Involution. 

Bei,le l/;rgeb, is.se la.~en sich in folge,~der Wei~e zusammenziehen. 

(12.) , ,Sddi~st sich fide Curve eines 2gttzes ~wcitxr Siufe in dacm 
bestimmlen ~'.u~d:~c Y r einer Grulq)e einer Involution ~.k,r 
Onh~uwj odor ei~u-r fest~ Gruppe vcm t* Stralde~ an, so wird die 
Jaeobs Curve des Netzes Y (2g +~--2) . fad ,  enlhall~,, ,fie beriihrl 
au.~r r letz&~rcn p .Strahlen die Dopl~clalralden der Involution." 

Ganz aa~ders ist in dem Falle zu verfahren, wo nile Cnrven de~ 
Netzes 1 r 0-faeh enthalten. Wir heben irgead zwei Curvenbiisehel 
Kt',K,.."Kz"... und K ~ * ~ ' R : "  . . .  heraua und ermittelu die zugehSrige- 

Bfisehel 
P " - ~  ~ ' - ~ / O ' - ' S  ~ ' - '  - - .  A ~ ' - ' ~ ' ~ - " -  ' ~ , . - t  ~5"- '  . �9 . 
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die K 4~ -~ erzeagen. W.7~rrend ffir jedes Bfisehel 20 - - 2  Tangeni~.a 
festgeIegt sind, beschreibt eine letzte bewegliche ia beiden l.~lea 
das Bfischet Y(PQ,2~B. . . ) .  Da sonach je zwel homologe Cmwea 
dnaneler in Y IRngs einer beweglicben Tangente beriihrea, enih~lt 
K 4"-z den Pankt Y (40--1)-fachZ), and es sind nun die Tangenten, 
die nieht aueh KI ~ beriihren, zu bestimmen; 2 oder Y_P sei eine yon 
ihnen. In dem Basehel yon Netzeurven, die p in Y berahren, wird 
sich im allgemeinen eine findea, ha ~]eren Tangentengruppe p doppe2~ 
vorkommt. Diese Curve sei oben mit Ke ~ bezeiehnet. Da dann I0 ein 
Doppetstrahl der zu K 1", K~" gebSrigen Involution ist, so beriihren alle 
Curven des Biisehels P~"-lQ'z~-x2-~-l . . .  den Strahl p einf~eh. Hia- 
gegen wird nur eine Carve, ~3 s~-l, des Basehels ~ ' ~ - ~ - '  N 2 . -~ . . .  
berfiJhren. 

Die Sehnittpunkte yon K ~-~ mit ID siad Coineidenzpunkte der 
beiden Involutionen 

(P*'-~ ~ "-~ ~ . - ,  ~ . - ~ . . . )  ?~ ~ (~3 ~-~ ~ - ~  ~ - ,  ~ - , . . . ) .  

Von der ersterea Involution 15st sieh Y 2o-fach ab, da alle Curven 
2 in Y beriihren. Von der zweiten Involution hingegen nur (2r 
fach. Ausserhalb Y kSnnen die beiden Involutionen nur 

4n ~ 2 ~ 20 - -  20 ~- 1 ~ - - 4 n - - 4  0 ~ 1 ,  
Punkte gemeinsam haben. Da p eine Tangenie yon K a~-~ sein soil, 
so muss noeh einer dieser Punk~e mit Y identisch werden, es muss 
in den beiden Involutionea zwei homologe Gruppen geben, die Y 
bez. (2Q~-l)-fach und 20-fach enthalten. Da nun allein ~3 ~-1 p in Y 
2p-faeh sehneidet, so muss p ~ - i  (2Q-l-1)-fach treffen. Das kann 
aber nut dann der Fall sein, wean K~ # die Tangente 1o in 0 -f- 2 bei 
Y vereinig~en Punkten trifft. Die untersuehte Gruppe ~P'~-~ en~h~lt 
niimlieh die Coincidenzpunkte der Invdutionen 

P ( ~ , ~ : . . , ~ ' ~ - . . )  )X P(i%~-' ~ - ~ - ~  ~-~- �9 .); 
aasserhalb Y finden wir auf ~ - ~  einmal den Punkt P selbst and 
dann die 2 n -  20 - - 2  Doppelpunkte der eigenfliehen Involution, 
welche nach Abscheidung des o-fachen Punktes Y yon der Involution 
p(K~', Kz') tib~ig bleibt. Von diesen 2 n -  2 e -  1 Punkten muss 
noch ein einzelner naeh Y fallen; es muss Y ein Doppelpunkt der 
durch ihn bestimmten Gruppe der Involution (n - -o ) te r  Ordnung oder 
ein (0 -4- 2).facher Punkt yon /~(K: ~) sein. Die Singularifiit, welche 
X:" aufweist~ kana folglich als Yereinigung einer Schnabelspitze mit 
anderea zweifachen Punkt~n gedeu~ct werden. Es gil~ der Satz: 

(13.) ,,~mthalten aUe Gurven eines ~etzes zweiter Stale einen 
Puakt Y @-lath, so ist dersdbe im a3@emeine~ ein (30--t)-faehe~ 

VergL C[ebsc.h-Lindemann, Voricsangen, S. 383. 



/~-d~ der Jaeob/'s&ea C~-m Jede /hrer T ~  / a  ~ a~- 
jodge einer Sch,u~h_~/tae, dur& derea Ferc'~amud , ~  a t ~ e ~  ~ d -  

Y ~k///re'a ka~,n." 
Weniger bestimmtes I.~sst sich ia dem allein tlbrigea viertea Fall 

behaupten, wo die allgemein~a Neizeurvea Y v-faeh enthalten trod 
eine Gruppe Ya* ber'ahren, die Curven eines B~sehels, K~, K~% K~' , . . .  
ibn zum o-faehe~ Pnnkt lmben trod dieselbe Grappe y~berilhren, ei~e 
bestimmte Curve 1i t" desselben abet Y 0-faeh enth~dt and die Grappe 
yle berahrt. Die Curven P~-~ ,  q~,--l, 1 ~ , - 1 . . ~  die zu dem atm- 
gezeichaetea [~iIsehel gebSren, enth~lten Y(e dr a ~ I)-faeh, die 
Tangentengruppen gehSre, der Reihe ~a~eh den Involutionen an 

seitz eine Involution. Wlthlt man dn zweite~ ~'1 ~ umf~sseade~ Biisehel 

den Puukt I t" (q+~- - l ) - faeh ,  u~d ihre Tangentengr~ppen bestimmen 
~ieh Khalieh, wie vorher. Y ist mithin ein (2p+a+~:--2).faeher 
Punkt yon K ' ' -~  und ein (e + a + ~--2) .facher Puaks yon K s'-s.  
Aus der Entstehungsweise der Curve geht hervor, da~ als Tazagente 
der Ja~obi'sehe,~ Curve jeder Strahl a~zusehen izt, der in zwei ver- 
scMedenen der drei Gruppen y,% y~, 9/  ~iberh~upt, oder in einer yon 
ihneu mehrf~eh auftritt. 

Bestimmteres l:2~t zieh fiber die Tangentengruppe in den, Falle 
s~geu, ,~enn zwei versehiedene der drei S~rahlengruppen, etwa Y2* and y~% 
zu Strahlenvielfaehen, you P Y bez. Q If, werdea. A I ~ a  mash 2 Y 
(a~l ) - faeh~ QY(~--l).fe.~h al~ Tangente der Jaeobi%ehea Carve 
z ahlen. Die Gruppe der iibrigen tritt ia einer Involution a~f, ia 
welcher yte und jeder der Strah|ert lr/~ uud YQ znsammen mit der 
Polargruppe yoga ytt' hia~iehtlieh des anderen Strahlen vorkommt. Man 
tiberzeugt sieh leich~, da~s 9P ~'-t den Strahl ys a-f'a~ and aa~ser- 
dem die Gruppe y.~7 t berfthrt (r hingegen berfLhrt Y 2  nat 
( a ~  1)-faeh mad "d~neben eine Gruppe {y~', Y P  y~;~} der/aavolation, 
die dutch ytr utad Y i  O Y~7-' be~timmt wird. Ganz rahnliehe Erw~gungen 
getten, mit Vertausehung von/~und Q, far ~ , - ~  und ~ ' - L  Mithin 
bildea die TmagenMn, die aasserhalb ](~P mad YQ all K ~-~ auftreten, 

oder ein Glied dem a ~  den Gruppen V~ey~e; y~eYQy$(*; Y~r 
Yt '  YQ yeeT'y~[ t zu bildendea Ne "t~t~ D~selbe i~t ~ber nut yoga der 

zweiten Stufe, da die projeetivisehea Reihea 

Y(.eQ2r 7< ~ ; / '  Vff '  V ~ '  U r '  " �9 �9 
y~e zur Coineidenzgruppe lmben, und mithi~ y~e; YPy~;~; YQ yzgf ~ 



140 E. Z~Tz~. 

zu einer Involution gehSren. Dasselbe gilt auch yon den drei er~en 
der vier vorliegende n Gruppen. Da nun K ~=-~ Ki n mit der Tangente.u- 
gmpl~ xtr zum Bestandtheil hat, so miissen die gesuohten Ta,,geaten 
nofl~wendig eine Gruppe der Involution yle Y P Y ~ I  Yl r Y Q y ~  
bildeu. 

Fa~Ien ~Y~ und :YQ zusammen, so gil~ dieser Strahl als Taageate 
der Jacobi'schen Curve (~+v- -1) - fach ,  und die fibrigen 0 - -  1 Taa- 
genten bilden die Polargrappe yon y~e hinsichtlieh YP. Dass Y nieht 
etwa ein mehr als (0-~-a-{--~--2)-faeher Punkt der Jacobi'schen Curve 
sein kann, zeigr sich, wenn man dem ganzen Verfahren die Btischel 

K2"~2""~3"'~4".. .  and K , * K : K 3 " K , ' . . .  
~u Grunde legt. 

Eadlieh betraehte man den Fall, wo K1 *, K~ ~, ~ * , . . .  s'~mmt- 
lich nur einen and denselben Strahl Y/~ berfihren. 

Alsdann enthalten Q~-I und ~ , - 1  :y genau ( q + ~ l ) - f a c h  bez. 
(~+v-- l ) - fach  und berahren nar Y2.  P~-~ bez. ~3 ~ - t  enthalten 
Y hingegen im allgemeinen uad mindestens (~+a)-bez .  (0-f-~:)-faeh. 
Von den Taagenten sind a, bez. t mit Y-P identisch, da 0 >  a, 0 > v  
ist. K 4~-~, als Glied des Bt]sehels 22~-1 ~2~-1, ~o~_~ Q.z~-t enthiilt 
also Y ira allgemeinen and mindestens (2Q-+-a-~-v--1)-faeh und be- 
riihrt Y P  (,o + ~ + v -  1)-faeh, w~hrend f~ir die tibrigen Tangenten 
eine einfaehe Bestimmang sieh nieht ergiebt. 

Von den Besonderheiten, die sieh ergeben, wenn die Polare einer 
Netzeurve hinsiehtlieh eines Panktes yon Y P  Y 5fter enth~tt als diese 
selbst, wollen wir nur die bei der Hesse'schen Curve mSgliehen be- 
traehten. 

Die entwickelten Resultate lassen sieh so aussprechen: 
(14.) ,,Sddi~sst sich jede Curve eines Netzes zweiter Stufe in einem 

-Pun~te Y einer der drei GrupTen y~e, y~f, ya �9 an, so entIdilt die 
Jacobi'sche Curve des Netzes Y (~+ a-{-v-- 2)-fach and beriihrt jedea 
Strahl, der nwhrfaeh in einer oder iiberhaup~ in zwei der drei Grupl~ 
auftritt. Arten ~wei GruF~oen in Strahlenvidfaehe yon Y t  ) ung Y(2 
aus, so entMilt die Jacobi'sche Curve jeden dieser StraI~le~ als Tangente 
einmal weniger, als er der betreffenden Tangentengr~zve .angeldirt. ~re  
iibrigen Tangenten bilden eine Gruplae einer Involution, in der zu jede~ 
der beiden Strahlen Y P  oder YQ die Polargrup~e der dritten Tan- 
genten~ruppe hir~'iehtlieh des andere~ Strahl~s gddirt." 

,Fallen Y_P und Y Q zusammen, so beriihrt die Jacobi'sche Curve 
die Polargruplae der dritten Tangentenyrut~pe hin~iehtlich dieses Stra]ds, 
i~berdie~ abet nur noch ihn sdbst. Sing alle drei Tangenter~gru_~n 
Vielfaehe dessdben Strahles, so ist er ~ine ( a -~- ~,--1)-fache Tangente der 
Jacobi'schen Cur~, die Y (q-{-a+ v - -  l )-fach im allg~einen entldilt 
(~ > a > ~)." 
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W. 

Die Resse'sehe 6~zrve. 

P, e i d e r  Hesse'schen Curve fedlen a lh  diese ~ viel begimmter 
aus, indem man yea dem Satze yea tier gemisehten Polare aasgiehigsten 
Gebraueh maehen kman. 

Die Hesse'zehe Curve einer Curve n t'~ Ordnung, als J acobi'sehe 
Carve des Netzes ihrer ersten Polaren, ist eiae Carve K a"-~ (3n - -6 )  ~ 
Ordaung. 

Ein Pankt H derselhen komme zan~ehst na t  in den Polgren eines 
BQsehels vet, er liege also ausserhalb der Carve K"  selbet, oder 
er sei eiu einfaeher Wende. bet_ Undulationspunkt dersdben, Der 
erste Fall ist nun der, dass ei~e Polare Hz "-1 den Punkt H #-f&ch 
enthglt, wrdarend die yon H t versehiedenen Punk~te H:, H3~ H , , . . .  
der Polargeraden H t Polaren H~*", H~'z~ tI4"8-1 . . . .  ergeben, die 
H nut a-fazh enthalten (~ > a). /st a > 1, so gehSrt die ganze Polar- 
gerade H t zur Steiaer'sehen Cnrve~ im anderen Falle dagegen nut 
H,  selbst. 

Man benutze jetzt die ldentitgt der beiden Curven (H1~ II~) "-~ 
und (/~'i~ tJrl) ~-s" HJ "-1 enthglt /2 r Q-faeh, ihre Potare hinsichtlieh 
H. 2 also mindestens (@--1)-fach. Daher enthFdt die Polare YOn H~ "-t 
hinsiehtlieh H s den Punkt H mindestens eben so oft, als .ix/: "-z selbst~ 
denn es ist 0 ~ 1 > a. Demzufolge m'~dssen die 6 Tangentea der 
Curven .Hff -I, .H~ "-l, H4 ~-t , . - .  ~'mmt/s m/t HJ~rl i~lt~c]~ se/n. 
(Satz 7) K z--~ berfihrt daher (Satz l l) einmal (a--1)-fach die Linie 
/ / H ~ ,  zweitens aber die Tangenten yon 2/~ ~ ,  wofern die~ Carve I t  
nur (#- - l ) - faeh  enth~dt, also nieht siimmtliche Tangenten yon / / , - I  
mit H H  1 zusammenfallen. 

ghe  wir diesem Speeialfall ngher treten, nntersuehen wir die Ord- 
uung der Berlihrung, welehe die eiazelaea Zweige yon /s 6 mit 
denen yon H1 ~-z eingehen. Hierbei wird sieh ein geometriseher 
Beweis f~" den in der Einleitung erwghnten Sat~ des Herrn V os s  
ergebem Man lege dem Verfahren zar Herstelltmg yon K ' ' - ~ ,  die 
sieh yon K z '-6 u m a  mad ] t l  ~-z unterseheidet~ die beiden Bttsehel 

/ / , . -~n~.- , / /~.  -,  . . .  ,nd / t , ' - ~ , ' - ' ~ ' - '  . . .  

za Grunde, benatze abet eine yon H ausgehende tttilfsgeraAe H~ Q R S . . ,  
so dass fOr unser friiheres P (Beweis zu Sa~ 8) je tz t / /~  eintritt. Fitr 
1 '~*-~ tritt das grzeugni~ Ht ~''s der flflschel 

H,--~H~.-' H ~ . - ' . . .  A H,.-*(~, ,  ~r j . - , (U, ,  n ~ ) . - , . . .  

ein. Alle Curven des zweiten BiL~ehels enthalten / / ( ~  1)-faeh; ihre 
Tange~tengruppen fallen im allgemeinen nieht zasammen, ngmlJeh 
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dann nicht, ~'enn H I H  ~ yon H~Hverschieden ~st. H~ ~-~, H..,~-I HI~-~ ' 
.Ht~l(Hi,H.2)  ~'-~ sind drei Curven eines B~schels; die zweite yon 
ihnen enth~lt H (Q+a- -1) - fach ,  die dritte bingegen (2@--l)-fach. 
Aueh H, 2~-~ enth~ilt also H (@-~-6--1)-faeh, hat abet mit jedem 
Zweige yon /-/1 ~-'~ 2 @ -  1 H benachbarbe Punlcbe gemeinsam. It[it 
jedem Zweige yon H,  ~-2 geht ein Zweig vonH, ~-~ eine ( 0 - - ~ - l ) -  
punktige Bertlhrung ein. Jede andere Curve Q ~ - s , / ~ = - ~ ,  S ~ , - a  
des ersten ins Auge zu f'assenden Bfisehets enth~lt H ebenfalls (0-Jr 6 - -  1)- 
fach. Jetzt betrachten wit ebenso g)l ~-~,  das Erzeugniss der 
B~chel 

Die Carves des zweiten Bfiscl:e~s enthalteu/a r s'~mmtlich (q - -  l) - fach. 
Nun geh5ren St 2~'z, H~'-I(H1, $~)~--'~, �9 zu einem Biischel. 
Da ~-~ H nich~ enthRlt, so kann ]=/i~-~ Y)~"-~ /~ nur (@-- ])-fach 
enthaltenl dasse]be gilt (Satz 2) yon �9 da H ein (2~--l)-facher 
Punkt yon H~'-~(HI ~_)~-2 ist. Mit jedem Z~eige yon H~ ~-~ hat 
y~--s 2~--I in ~/ vereini~e Punkte gemeinschaftlich~ oder jedea 
dieser Zweige berfihrt einer der ihrigen (0-[-1)-puuktig. 

Die beiden homologen Curven Hi ~-~ und Y~t~'s der zu betrachten- 
den Biischel 

enthalten mithin ~ - -  1 Paare yon Zweigen~ die einander u~d Zweige 
yon H~'~-s(~--6-~ 1)-puakfig berfihren. Demzufolge miissen ~ - -1  ver- 
schiedene Zweige der Hesse'schen Curve die Zweige yon 11~-~ (~- -6~  1)- 
punktig berfihren. 

Die Ordnung tier Bertihrung wird um eine Einheit hSher, wens 
H eia einfacher C~rvenpunkt ist. 0 - -  1 Zwe~ge yon .~t ~ -~  berfihren, 
wie vorher, diejenigen yon H,~-~(0-~l)-punktig.  Da H ~-~ zu den 
H eathal~enden Curves gehSrt, so ist a ~ l i  H~,/~.~, ~4,  �9 "- lieges 
auf HH~, and zu einem Biischel geh5ren nun H~-~ /1~-~ H~ ~-~, 
H~-*(H, H~) ~-~. (H, H~) ~-~ enthalt H otIenbar p-fach, d a e s  sieh um 
die Polare yon H~ ~-t hinsichttich /:/ handelt, and H ein 0-faeher Punkt 
dieser Curve ist. Demnaeh enth-Xlt Ht s~-s den Punkt H ( ~ +  6--1)- 
lath and je einer van ihren Zweigen geht mit je eisem yon 11.-s 
eine (~--64r2)-launktige , das heisst eine (~-4-1)-punldfige Beriihrung 
ein. Dasselbe gilt yon tier Hesse'sehen Carve. Die bisher bewiesenen 
Thatsaehea sind in folgeadem Satze ausgedriickt: 

(15.) ,,Von den ersten ~otaren einer K ~ mOge eine, H~ *-~, 1t ~um 
p-laches ~unkt babes, wghrend er in den iibrigen Po~aren eines Biischds, 
JtL'-~, H~"-~, H ~ ' - ~ , . . . ,  6-faeh vor'~mme. Wenn n~n nicht a~le 
T a ~  vim H~ ~-~ mit ~t11~ zusammenfallen, so enth~t die 11essdsche 
Curve H (0-{-~2)-fae_&, s/e hat H11 t zur (6 - - l ) - fac /~n  Tangente, 
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w e ~  1t ein ei~4"ac~r l ~ d ~  der ~ d c ~ r s e  ist, ind d ~ s m ~  a -  1 
urird." *~) 

Eine Specialisinmg ergiebt ebea den 8 ~  &.s Bema Voss. F~r 
einen gewShnlichen Wendepunkt ist O ~ 2, a - -  I. Gehgrt also gu 
einem gewghnlichen Wendepu,kt H der K" der Pankt H~ der Steinet'- 
schen Curve, so geht die Iles~'sche Carve eine dreipanktige l~r~thrung 
mit H, "--~ ein; nut wenn H ein Wendepunkt dieser Curve ist, ist er 
auch ein solcher der ~e~sse'schen Curve.**) 

Es ist nun dex Fall zu untersuchen, we auch die e Ta~gen- 
ten yon Hf ~'x mlt J~/H~ identi~cb ~ind, so da~ die Hc~'ache 
Curve nach unseren allgomeLuen Entwickelungen (Satz ii)I/ zm 
(0q-a--l)-fachen Punkt habea mass. ZunKchst giebt ea auf Hid l 
einen Pankt L yon der Art, class aIle Curven de~ Bilschels 
(Hi, L)~-~(H.., L)~-~IH~, LT'-~... 11 mehr als #-fach enthalten. |nder 
'rh.~t eath.~It ja (H~, H,) ~-q den Punkt H (t~l)-fagh; List al~o mit 
H~ identisch, wena O > # -~- I ist; wenn aber ~ , ~  a q- I wird, ~o 
berahrt doch z. B. (H~, Hi) ' '~ ebenso wie (H~, H) "--~ die Gerade HH, 
#-fach. Nun gehSren, wean aueh 2]I auf HH~ liegt, die C~rven 
(H,H~)--~, (H,, H~)--', (3/, H.),--' zu demselben gn~chel, m die all. 
gemeinen Curven dieselbe Tangentengruppe besitzen, so muss eine 
Carve desselben, (L ,H~)  "-~, 2/ mehr als o'-faeh euthalten; da ferner 
(L, Hi) *-~, (L~ H~) "-z, (L, H.~)'-~,... zu einem Bfischel gehSren, ~o 
muss ~berhaupt (L~ Hi) ~-~ H mehr als a-fach enthalten. 

Die Taagentengruppen der Curven ( tf~ II~) "'~', .Hf ''~, (L, H~) "''~, 
(M,H~') "-~ . . . .  bilden im allgemeine~ eine Involution mit dem ~faehen 
Strahle HH,  als Gruppe, im besondere~a Falle enth~lt eine you ihaea 
mehr als 0 Strahlen, w~hrend jede andere alas dem o-fachen Strahle 
HH,  besteht. Letzteres wollen wit zun~ehst ausschliessen. Die 
Hilfsgerade ziehen wit yon / / ,  aus. Dsnn werden Q~"-~ sad ~.~'~-~ 
nothwenflig genau (O -t-'a - -  1)-faeh, bez, (O-- 1)-faeh H entha|ten und 
nar HHt  berfihren. Fiir die letzte Curve ist dies selbstvernt~t~dlieh, 
da j~ ~ * " ~ ,  / 7 . - ~ ( Q , ~ ) ~ - ~  (Q, H~).-~$~. -~ zu einem Bti~chel ge- 
h5ren, und (Q, Ht) "-~ (0 - - 1 ) -  faeh , H J  -x ~ber 0-faeh sieh H / / ,  
au~eMiesst. ( ~ - a  aber ist da.s Er~ugniss der beiden Blt~chel 

/ / , - - , ~ - - ~ / / ~ - - ~  . �9 �9 ? ~  (e2, g ~ ) ' - ' ( 0 , / ~ r ' ( 0 . / / ~ ) ' - '  �9 �9 �9 

und hat daher mit HQ ausser B und Q noeh die yon t l  ver~,ehL~tenen 

�9 ) Die in dem ob~gea liegeade Be~timmung tier Tangentea tier Heue'~chen 
Curve geht wirklieh ~r  den gewSlmliehea Ptmkt der~elben {0 -- 2, o m 1) in die 
~llbe'l~nnte fiber; in dieser Altgem~inheit hat ~ie Bert Del Pezzo a. a O., w II 
azff a~dyti~hem Wege entwiekel~. 

�9 ') V~.rgL ~. a O., S~ 4ss.  
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D o l q ~ p u ~  der Involution g e m e i ~ m ,  ~ e  yon QH(H~ ~-~, ~ n 2  j 
nach Abscheid~ng des o-fachen Pauktes H fibrig bleibt. Die Anzahl 
dieser Paukfe aber is~ 2n~ 3- @--a. Daher kann H nieht mehr 
ala ( C a - { - a -  l ) . faeh  it~ Q~'-~ vorkommen. Welter liegen H~ ~'--a, 
H i ' - *  (Hz,  H~)* -*, H ,  "-~ H1 "--~ iu einem Bfisehel. H~ "~*-s berfihrt mithin 
immer H H  t a-faeh; die anderen Tangenten sind mit denen yon HI*-* 
nothwendig identiseh, wenn L mit H i zusamme, f-allt) also (H  l , H2)*-* 
H mehr als a-faeh en~h~It. 1st aber L you //l versehieden~ so sind 
die a (-~ O-- l) Tavgenten yon (H I , H,~) "-~ mit HHj identisch und//I 2.-3 
ber~hrt daher //2Y t a-fach und daneben die Tangen~en elner Curve 
(~,H~) "-~, wo N einen yon Itl  versehiedenen Punkt yon H~t~ bedeutet 
(vergl. vorige Seite). ~)~"-~ hingegen berahrt stets/it1 ~-2, denn �9 ~ - s ,  
//!~-1 (~.  ", ~tJatir ~ -1  , / i ( ' -2  ~ ' 1  ~.~2"-2 sind drei Curven eines Biischels. K ~ - s  
als Glied des Biischels Q~.--a~) ~,-~, ~ . - ~ H 2 , ~  enth~lt gewiss H 
(~-}- # - -  1)-fach, wenn L und demnach 2i  yon H~ verschieden sind; dann 
n-Rmlieh zeigen die letzteren Curven yon einander verschiedene Tan. 
gentengruppen. Man sieht, dass 0-~-o- 1 Tangenten yon 2~*-~ 
also a- 1 Tangenten der Hesse'schen Curve mit HH~ zusammen- 
fallen, die iibrigen abet eine Curve (M, 11j)~-~ berlihren, wo M eia 
yon //~ verschiedener Punkt der Geraden 2/2/~ ist. Ist dagegen L 
mit H i identisch, so wird K 4s-6 j~r im allgemeinen (O-q-a--1)-fach 
enthaltez~ alzdann aber H/ /~  ( a ~ l ) - f a c h  beriihren und ausserdem 
die Tangenten yon ~r~-~ besit~e~. 

Ebenso sieht man, dass K ~*-~/ / (0  -}- a - -  1)-faeh (ira altgemeinen) 
enthKlt und nut H/ /~  beriihrt~ wenn eine Polare (LI,  HI)*-s den Punkt 
H mehr als o-lath enth~lt. 

Das Gezagte bedaff noch einer kleinen Modification f~r den Fall, 
dass / /  der Curve angehSrt, und mithin a = 1 ist. Alsdann liegen 
alle Punkte 2/.~, / /z ,  H ~ , . . .  auf der p-fachen Tangente HH~ yon 
~/~*-~. Demnaeh ist j~r ein mindestens 0-faeher Punkt yon (/at,, H~) *-~, 
und es ist der Pankt  J5 der obigen Deduction aueh dann mit H~ 
identiseh, wenn t~ ~ a -]- 1 ~ 2 sein sollte. 

Unser Lehrsatz lautet tblgendermassen: 
(16.) , I s t  ein -Punkt t t  in einer .Polare t l l  ~ o-fach enthalten, in 

den anderen _Po~aren eines .Biischels abet a-fach (e > a), und fallen alle 
Tangenten yon H~ "-~ mit H H~ ~usam~wn, so enthfilt die Hesse'sclw 
Curve den 2unt~ I t  im allgoneinen uxxl mindestens ( q + a - - l ) - f a e h ;  
wiihrend a -- 1 Tangenlen mit H]t~ identiseh sind, fallen die iibrigen 
mit denen einer Curve ( t t l ,  31I)*-~ ~usaramen, wo M ein yon 1t  I ver- 
schiedener ~unk2 yon 1t2t~ nur dann ist, wenn ,o ~ a q- 1 ist, und 
I t  ausserhalb der Curve liegt." *) 

~') D-ie-Ordnung der Ben~hraag zwisehen den Zweigen yon / /z , -n  und 
Ht ~-~ ist gieich q -- a, bez. O, jenachdem H aus~erhalb der Ctlr~,e }.ie~, oder 
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VieI l e i ~ t e r  er|edigt sich der Fall ,  wo nile P o ~  G l ~ ,  t j~- - l ,  
G~ -x, . . .  eiaes B~chets  eiaea Paukt G 0-f~ch eathalten; wit wis~en 
aas der Mlgemeinen Theorie (S~tz 10~ dass K s . ~  den Puukt G(2Q --2}- 
faeh en th~t  and sich dabei der Gruppe der Strahlen aasehliesst~ d t ~ a  
jeder  ale Tangente elner der betraehtetea Polaren doppdt  ~hl t .*)  

Die gewonnenea Criterien f~r die Vielfachheit eine~ Puaktes H 
in der Hesse'sehen Curve lassen sich z a - c ~ e n ~ i e h e a ,  wean man die 
successiven Polaren des Ptmktes ins Auge faust. E~th~lt HI "-~ den 
Punkt  H @-facb. so muss H~+e  -1 den Ptmkt B~ ~-fach eathalten~ da 
bier m ~ 1 ist ,  so muss He in nine Strahleagruppe mit dam Ceatram 
/ / i  ausarten. EnthMten alte Polaren ~[~ffi-~, H~ "-~, H~ ' -~ , . . . ,  die zu 
yon H~ ver~chiedenen Punk%en der Polargeraden H t gehSren, den Punkt 
/4 ~-faeh, so enth~lt H ~ jeden eiazelne~ Punkt H , ,  H~, H~ . . . .  ~fach 
und after d~her in die a-faeh z~hlende Polaxgerade aus. EnthRlt aueh 
~ - - ~  den Punkt H 0-faeh, so liegt H~ 0-fach ia He+t;  ( m ~ 2 ;  O"O). 
Mit Rfieksicht auf das Erwiesene folgt also: 

(17.) ~,Es sac e~n Purdct H der Hess~'sctwn Curve nidd .~yleieh ein 
me~r fa~r  .Pucker der Gru~deu~w. Von den ~ccessiven Pobtren der 
Grund~u/t~ )dm'iclddid~ de~'~se2ben ~ g e ~  die 0 le~.#~~ in Strakte~rup2~ 
mit dem Cerdrum H~, die o letzten in Vietfache der ]'olar~raden H ~ 
ausarten. Man enlsdwide nook, ob He+t den 2unk2 H~ o-fad~ erddffill 
oder nicht. Im  zweiten Fall e~Jd~ die H~.~'~3~ Oarve t t  
(O + 6 -  2)-lath, im erste~ ~'a~ im atl#emeb~en u~gl mbMestens 
( . o + a - - 1 ) - f a z k ,  wenn 0 > a ist, sonst abet (2O--2)-fa~.  Alk~al  
dann, wenn a > 1 f~, #d~rt zu H "kein be~imrater .Profit do" Steinef - 
sclwn C, urve. ~ 

,Soil also H e~n Dotrpelpunl~ &.r Hesse'sclwn Curve sein, so muss 
der ~'olarkegelschrd2t I t  ~" e~gwaler in cine DopIMgr u usarto~ odcr 
einen fiir b e ~  ~nehrfadwn l'unl;t ~nit dcr cubisct~rt l>olare t l  ~ 9emein 
}uabe~ " **) 

Ffir die Carven drifter Ordnmag ergiebt nieh der bek~aat~ S~tz: 

(tS.) n])ie Hesse" sche Curve einer vorliege~ulc~ allgerneinen X : 
entweder al~emein, oder sie z~rf~t  in drd Gcrad~ q l i ,  l I P ,  Pq. 

eia Undulationspunkt derse[ben iet~ Herr Del Pezzo nntersuebt ~w 2) yon dora 
obigen nur einen sehr specmlleu Fall, wo n ~ l i e h  r •-rs 6 ~-1 ist und 5berdie* 
die Polare ~ l  ~-~ den Punkt ~2(r~l)-fach author; yon be~onderer Wichtigkeit 
ist der besondere Fall, wo 0 ~ r ~ 2 ,  r  ~,t~ Dio l~ ,e '~he  Curve hal. m 
Eerr~ D~| Pezzo's a]lgemeinem F,aH Ju zam 2 ( r ~ l l ~ h e n  Pat2kt. 

") Auch d~s lemtere ~ Herr Del Pezzo a a O., w IL 
**) DJeee Criterien ~ind in der That yon Herra Del i 'e~o a. & O., f~ Ill 

and IV entwiekeit worden. Da~ die ~e~e'w~he CQrve im erlteu Fall einen 
Doppelpunkt besitzt, hat sehon Herr Ge~er • a. O. ge~%,t. 

:d athemattsch,- An~ale~. XY~V~:t V. |O 
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I~ j e d ~  d~  drei 2un l~  ~, Q, 1~ treffen sieh drei Wendetangenten 
yon K3". *) 

Ehaen Doppelpunkt P zeig~ die Hesse'sche Curve elner K z dana 
und nur dann, wenn p2  in eine Doppelgemde yon P~ ausartet. Da 
nun die Hesse'sehe Curve yon K 3 zugteich ihre Steiuer'sche Curve i~q 
so zerf'allt sie in die Gerade _pl und zwei andere in P sieh kreuzende 
Gerade die 2o~ in Q und /q treffen. Aueh die Polarkegelsehnitte yon 
Q und P, arten in Doppelgerade aus, nKmlieh in die zweifaeh ge- 
z~hlten Geraden /~P  und Q19. Von jedem der drei Punkte ~, Q, P~ 
gehen drei Wendetangenten aus~ deren Wendepunkte je auf der gegea- 
~iberliegenden Seite des Dreieekes _PQR liegen. 

Bei der Curve vierter 0rdnung entwiekelt Herr Del Pezzo naeh- 
stehenden Lehrsatz: 

(19.) ,Wenn  yon der Steiner'schen Curve einer K 4 eine Gerade sid, 
nicht ablest, so treten d~ etwaigen, yon den mehrfachen -Pun~en yon 
K 4 verschiedenen Dolrpelpunl:te tier Hesse'scher~ Cur~e nut  paarweise 
auf. Die t~urSte eines solcl~n Paares HH~ ents~rechen sich wechsel- 
sdtig als homologe 2unto-re der Hesse'schen und der Steiner' schen Curve." *~) 

Damit H ein Doppelpunkt der Hesse'schen Curve sei, muss bei 
den gemaehten Voraussetzungen _H'-' einen Doppelpunkt~ / / z  entweder 
einen zwei- oder einen dreifaehen Punkt in H~ haben. Aus der ersten 
Festsetzung geht hervor, dass / / t  z einen mindestens zweifachen Punkt 
in H hat, aus der zweiten ergiebt sieh en*weder unmiL-telbar, dass 
Ht ~ H zum Doptmlpunk~ hat, oder zun'Xehst, dass //1 z einen drei- 
fachen Punkt in H besitzt~ we dann selbstvers~ndlieh / / ~  wieder H 
zum Doppelpunkt hat. Demnaeh ist /:/~ aueh ein Doppelpunkt der 
Hesse'sehen Curve und H entsprieht ihm auf der Steiner'sehen Curve. 

Wir fassen jezt die im allgemeinen nicht vorhaz~denen mehffachen 
Pankte der Grtmdcurve ins Auge. Ia einem ~-fachen Paakte F (6~2 )  
seien ztm'~ehst nicht alte Tangenten mit einander identiseh. Alsdann 
enth~tlt die einzige Polare E ~-~ den Punkt F ~-faeh, w~hrend er in 
Mlen anderen Polaren (~--1)-fach aufta-i~t. Dieselben schliessen sich 
den Polargruppen der gegebenen Tangentengruppe hinsichtlich der yon 
~ '  ausgehenden Strahlen an. Nach der allgemeinen Eutwickelung 
(Satz 12) ist mitlain F ein (3 ~--4)-fa~her Ptmkt der Hesse'schen Curve; 
dieselbe berahrt einmal alle Tangenten yon 2 '~-1, also yon K~, zweitens 
diejenigen Strahlen, die als Ta~agen~en der ~llgemeineJa Polaren je 
eines F 1-1 en~haltenden Biisehels doppelt ~hlen. 

*) Vergl. z. ]3. Clebsch-Lindemann, ,Vorlesungen fiber Geometa-ie", S. 55:~. 
*~) Vergl. a.a. 0.~ w IIL H mad I t  1 stud jedeafalls mehffache Punkte aueh tier 

Steiner*schen Curve, da H z und//13 entweder beide dreifache Ponkte oder beide 
Spirea be~t~ea. Vergl. Ctebseh-Lindema~an ,,Vorlesungen etc.", S. aft8, 369. 
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Fallen aUe Tangenten in eine, f ,  zasammen, so zeigt im Mlge- 
meinen jeder Punk~t P dicer Geradea eiae Polare mit ~-fachem PmA-t F; 
die Tangentengruppen dieser Polaren bilden eine Involution mit dem 
o-fachen Slxahl i". Die ferneren Dop~Istrahl~l der lavolWJon bilden 
also the Polargrappe irgend einer Luvo|utioasgrappe hinsichtlicht f~ 
oder sie berfihren, wenn P eia yon F ve "rschiedener Ptmkt yon f ist, 
die Polare jo~-, .  Die Polaren aller Punkte ausserhMb f enthalten 
F ( # ~ l ) - f a c h  und haben f zur ( a - -  l ) . faehen Ta~gente. Nach der 
allgemeinen Theorie hat die Hesse's~he Carve hiernach F zum (3a - -  3)- 
fachen Punkt, sie berfihrt die Taugentengruppe der allgemeinen Neff- 
curve, ferner die Doppelstrahlen der zu dem ausgezeichaeten Bilschel 
geh5rigen Tangenteninvolution. In unserem Fall z~hlt also f a|s T~m- 
gente ( 2 # ~ 2 ) - f a c h  und die anderen Tangenten geh5ren zu .P~-~. 

Mithin gilt  der Lehrsatz: 
(20.) ,, In einem ,~-/'acMa Pu~,3:te F c i ~  Curve 1s hat i~,r~ 

ttesse'sche Curve e i ~  (3a-4~-fiud~e~ Punkt, wc~m uicht alle Tar~en- 
t ~  wm K "  zusam,,~fallen. Die Hessc'schc (~,~.  scAtesst s i~ eim~u~l 
den Tangen&en yon K ' ,  zweitens den Strahlen an, die. als Tam~gen 
tler erst~, Polaren einas _P'-~ erd]u~enden Bii~he~ nwhrfacA auflrde~. ") 
.Ein w/'ac]~e~r 8traJd de~ Tango~mgruppe ziild2 als (3/~--2)-]hcAe Te~n- 
g~te tier Hez.se' schen Curve." 

,,Sind aye a Tar~jev~'~n eb~r Curve K" in einem a-fachen l'u~b2~ 
T' i~ einem ~-fachen Slratde f vereinigt, u ~  zehjt die zweitc Polarc 
.P"-~ irge~d ei~x.s yon F versc]~ied~cn PuaMcs yon f cin~ gr 
(a--I)-facl~'n 2u~d~t in F, so ent~dJ22 div lte~e'sche Curve ~' ge~au 
(3a--3)-fach,**) uml be-,iihrt ausser f ~,~st die Tange,~tea yon P" ~ " 

In besonderen l~llen kann es auf f einen bestimmteu Punkt P 
geben, dessen Polare E mehr als #-fach, etwa ~-fach, enth~lt. Es 
seien n~unlich yon einer Strahlengruppe p~ mit dem Centrum /? 
Strahlen mit f identisch, w~hrend K~" F(@+ l)-fach enth,~It. Al,dann 
wird jede Curve ~ "  des Biischels p~, ~ "  ~ o-fach enthalten u n d / z u r  
a-fachen Tangente haben. Alle diese Curvea haben abet hinsichtlich 
P dieselbe Polare wie K~*, also eiae Polaxe, die F 0-f~h eath~lt. 
Tri t t  diese Anordnung ein,***) so wird nach der allgemeinen Ent- 

*) Vergl. wegen dieser Be~.immung der K ~ aicht ber~hrenden Taagenten 
die Arbeit des Herrn Brilh ,,Ueber die He~e'sche Curve", die~e Zeit~ehr~ lid. 13. 
S. 176--182 {Seite 178). Sie laden siCh, wie aueh ~us der geometri~hen Eat- 
wickelung hervorgeht, darch die He~%che Determinante der jene # Tangent~n 
bestimmenden bi~en Form darstellan. 

**) ibidem, S. 178, Fas~note 2. 
~**) F.~ i~t kla, r, da~ sich in uneaad|icher .N~.s~e yon -/" ~l~at nun noch andere 

mehrfa~he Pank~ der G~ndcurve tlnden. ]at/~' z. B. ein Selb~tberShrung~puakt 
der Carve~ ~o wird e ~ 3, a ~ % uad die folgende Entwickelang ergiebt im Em- 

lo* 



wiekeIung ~ im al]gemeinen ein~(~6nLQ--3)-faeher Pnnk~ der Hes~'- 
schen Curve sein, dieselbe wird P~-~ beMIhren und f zur (2~--2)- 
fachen Taugen~e habem Ber~r~ freilich p , - 1  nur die Tangente 
so en i~ l t  die Hesse'sche Curve F mindestens (2 ~ ~- 0 - -  2)-fach, and 
es handelt sich um die Besthnmung der Tangen~en. 

Wir wollen aunehmen, dass P ~ - ~ F  ~-fach enthalte, wobei v ~ 0  ~ 1 
ist, wenn P~-~ nicht blos f ber~hrt, im allgemeinen gleich @ is~ 
wenn alle Tangenten yon p~- i  mit f zusammenfallen ~ aber dann auch 
gr5sser als @ sein kann. Dem Veffahren zur Herstellung yon K 4~-~ 
legen wir f ~  v ~ ~ die beiden B~chel 

zu Grunde, wo ~ ,  P~, Ps . . . .  Punkte yon f sind, ~ ,  F.~, F ~ , . . .  
aber auf einer anderen yon F ausgehenden Geraden liegen. Nun 
geh5ren K'~--s; p ~ - ~ . - s ;  ~ - ~ Q ~ . - ~  zu einem Biischel, wo O 
irgend ein Punkt ausserhalb f ist. Q~'-~ und ~ - ~  enthalten F genau 
(~-{-~--l)-fach, bez. (2~--2)-fach; beide haben f zur einzigen Tan- 
gente. Ferner gehSren auch 

~.-~, F~-I(~,, 2) .-~, ~-I(F, ~).-~ 

zu einem Bfischel. Nun enth~lt (FI,  /~)~-' F (O--l)-fach and t~- 
rflhrt nur f,  (1 v, p) . -2 hingegen berfihrt f 0-lath. ~s~-a enth~lt also 
F i m  allgemeinen und mindestens (@-~-a--1)-lath und beriihrt dann 
nur f. Schliesslich ist F ein mindestens (2p-~-26--2)-facher Pankt 
der Curve !~ ~"-a Q~--~ und f iv, allgemeinen ihre einzige Tangen~ 

Drei Glieder eines Bfischels sind ferner 

/ ~ , - s ,  IV~-~ p ~ - ~ , / ~ - l f ~ ,  p ) ~ .  

F i s t  ein (a -}- v) - faeher Punkt der zweiten, dagegen ein 2@-faeher 
Punkt der dritten Curve. Jena~hdem also a - P v < 2 o  oder 6~r-v:>20 
is~, schliesst sieh p~ . - s  der ersteren oder der letzteren Curve an. Im 
ersten Fall glad a Tangenten yon P ~ - s  mit f identiseh, w~hrend 
die fibrigen :P'-~ berfihren, ira zweiten Falle sind alle Tangenten 
mit f identisch. Im Zwischenfall a -~ v ~ 20 ist ebenfalls F ein 20- 
father Punkt yon p2 , -z .  

Pr163 entht~lt F ( v ~ 3 a - - 2 ) - f a c h ,  also nicht so oft, wie 
~"-~Q~"-s((20.-it-2a--2)-fach), sobald ~ -~ -~ < 20  ist. Daher schmiegt 
sich K ~'-s der ersteren Curve an, enthalt F (v - [ -3a - -2 ) - f ach  and 
berfthrt ausser den Tangenten yon P*-s  nur die Gerade f Ist hin- 
gegen y ~ - a  > 20,  so beriihren im allgemeinen p s ~ - ~ s . - s  und 
!~- -~Q~-s  f (2~t_2#__2)_fach ' dasselbe gilt yon K~"-~; auch ffir 

klang mit Herrn Brill's Resultat, (a a. 0., S. 178) class die Hes~e'sche Curve 
F vierfach enf~dt und [ zur ~weifachen Tangonte haf~ 
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-t- o == 20 enth~lt K "  ~ 3 7 ( 2 0 + 2 e  - 2 ) - f a ~ ,  abet nut noeh 
26 - -  2 Tangenten stlmmen mit [ ttberein. 

L~een wit die HfiLfsgerade ~PQ und die Ct~rve F ~-' ab, uud be- 
r~cksiehtigen wit, dass der allgemeine Fall v •ffi 0 -  ! bereits erledigt 
ist, so erhalten wit den Lehrsatz: 

(21.) ,,Komr~t ein e-fad~er t%n1~ F e i ~ f  Curoc .b:r Ovdmm 9 
dcr ~ ' ~  Polare p . - ,  ei~e~ Pu_~l..~ea P ~-l'ach (0 2> e), in d~r 
Polare d e , ~ l ~  P t m l ~  abet v-fac.h ( v ~ 0 - - 1 )  rot,  so ~ dge 
Hease'sch~ Curt~ yon K "  de~'udben ~nk~  F 9c~at~ ( ~ + 2 r  
soba~d i, -~- ~ < 0 i~; sie beriibrt darn die Tange~2.r ..urn P ' -~  umd 
daneben (2 6 -- 2)-fach d ~  Stratd F P oder f. L~ ~'-I-e~2t~, so 
die Hesse"~e Gurv~ F i m  allgemr ttmi . t ~  (2 0 + n - -  2)-/ac~ 
llle Ta~jent~ ~ si, ul r~it f ide~tise~, "~oba/d v-{-r 20/~, 
dage4en ~.~r 2G --  2 yon ihnen, wen,, ,, A" ~ "~ 20 / s t . "  

B e r l i n ,  October 1888. 


