
T. L~vx-Chvrrx. Sulla integrazlone della equazlone di Hamilton-Jacobi. 38S 

Sulla integrazione della equazione di tIamflton-Jacobi 
per separazione di variabili. 

Di 

T. LEvI-CIvIT~ a Padova. 

[Estratto da una let~era al Sig. Prof. P. StEckel,  a Kiel.] 

In questi giorni he avu~o occasione di rivedere le Sue belle ricerche*) 
sulla integrazione della equazione di Hamilton-Jacobi 

I t @ 1 ,  P.2, " " ' ,  P,,; x l ,  x~, . . ., x,,) -~ h 

(,1 a ~  d W  ia)  - J ~ '  t~ ~- 4x " "  "; h costante arbitrar per separazione eli variabili. 

He notate che si possono facilmente assegnare (so,to forma esplicita 
di equazioni a derivate parziali rapporto agli argomenti p ed x) le con- 
dizioni necessarie e sufficienti, cui deve soddisfare una H affinch~ la 
equazione 

H ~ h  

ammetta un integrale complete della forma 
~g 

1 

(W~ ~nzione della sola x.~. 
Da queste condizioni scaturiscono alcune conseguenze di indole generale, 

che mi sembrano abbastanza interessanti, per quanto fl dedurre da esse 
la completa risoluzione del problema apparisca ancora laborioso, e non 
vi sia nemmeno oserei a f f e r m a r e -  graude speranza di ta~vare ti~i 
essenzialmente nuovi, oltre quelli da Lei scopert/. 

Conumque penso di non farle cosa sgradita comunicandole quell 
pete,  che io he ratio in argomento, e come si possa ta~ altro ricavarne 
una discussione elegante per fl case di due van'ab'di, gi~ trattato dal 

~) Habilit~ionsschrift, Halle 1891; od anche Mathem. Annalen~ Bd. XL~, 
S . ~ 9 .  



384 T. I~v~-Crvrr~. 

Prof. Morera*) e da Lei**) in modo esauriente, ma forse non altretfanto 
semplice. 

Ecco dunque le mie osservazioni. 

1. La ipo~esi &e W sia della forma 

(i) 

• W~ equivale a 
1 

D'al~ra par~e, derivaudo la equazione H =  h rispetto ad una generica 
x~ e notando the H dipende da x~ direttamente~ e pel tramite delle Io, si ha 

1 

e, per conseguenza, avuto riguardo alle (1), 

~3H ~H ~.Pi 

Ora, nei casi, the veramente corrispondono ad una equazione di Hamilton- 

~H pub essere identicamente nuUa, e pecib queste equa- Jacobi, nessuna ~1o---~. 

zioni equivalgono a 
~H 

Le (1) e (2) definiscono cosi tutte le derivate delle p. Perch~ poi effet- 
tivamente esistano delle funzioni p, aventi quelle clel~vale (e allora, in 
virtfi deUe (1), esiste anche la W), dovranno essere soddisfatte le con- 
dizioni di integrabilif~, le quali, come tosto apparisce, si riducono a 

o~"ia, sv~duppando il slmbolo operativo ~ in ~ + d% ~#~' 

conto deHe (2),  a 

e t~ne, mto 

*) A~ delia R. Acca~emi~ di Torino, Vo|. XV~, 1881. 

* ~  Si intende c-he a~li ind.ici i, j ,  e co~i a queUi, the c o m p a m i ~ o  in seguito, 
d devov~ ,att~buize tut~ i v,,lori da 1 ad ~,  com!~tibili colle e v e ~ / i  re~ri~ioni, 
e ~ c i ~ m e n t e  d i ~ t e .  
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(3) 

= o  

Essendo definite tutte le derivate de|le p, rimangono arbitrari al pitt 
i loro valori iniziali. Questi valori iniziali debbono effettivamente restare 
arbitrari quando si tratti, come noi supponiamo, di un integrale completo W 
della equazione di Hamilton-Jacobi (in cui ~ non lo si dimentichi ~ la 
costante h del secondo membro ~ a priori arbitraria e deve intendersi 
determinata in base ai valori iniziali). 

Siccome poi, per la completa arbitrariet~ dei valori iniziali delle p, 
necessario e basra che le condizioni di integ~rabilit~ (3) sieno soddisfatte 

ideniicamente, rispetto a tutte le 2n lettere p ed x, possiamo senz' altro 
concludere: 

La equazione di Hamilton-Jacobi 

H = h  

(dove ~ sottointeso che H contiene esplicitamente tutte le io') ~ /nte~ab//e 
per separazione di variabili allora, e atlora soltanto, chela funzione c a r ~ s t i c a  

H soddisfa alle n(n--1) ~uazioni di second' ordine (3). 
2 

2. Supponiamo che H corrisponda ad un problema dinamico a legami 
indipendenti dal tempo e sia, colle solite notazioni, 

9~ 

(4) .a-x/x" 

la forza viva del sistema, U fl potenziale delle forze at~ve. 
Essendo a (r0 i coefficienti della forma reciproca a T 7 ove si ponga 

1 
(5) K = -~ ~ra(r')p,p., 

1 
avremo 

(6) H = K -  U; 
inol~re, come ~ ben noto, 

, ~K ( 7 )  = 

~ K  ~T 
(8)  ~ ,  - -  ~,,,,, 

nel primo membro delle (8) risguardandosi le x e le ~o, nel secondo le x 
e le x' come variabili  indipendents 

Me~t,heme, tie~e hnn~ea. IA2L 
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Cib posto, introduciamo per H ,il suo valore K ~ U nei primi membri 
delle (3), e notSamo che essi con cib comprendono una parte di quarto 
grado netle p,  una d_i secondo, e una di grado zero. 

Dacchh si tratt~ di identitY, i coefficienti di ques~i polinomi devono 
tutti a~nullarsi. Limitandoci per ora ad esprimere the si annultano 
sepam~mente i termini eli diverso grado, le (3) si scindono nei ire gruppi: 

~K ~K ~'K ~K ~K 3'K 
X ~ 

(I l l )  ) 

OKOK ~ K  ~ 0 ~  

= 0  

+ = o ,  

Le (I) differiseono dalle (3) soltan~o perchb vi compare K iuvece di H. 
Di qu~ Is proposizione: 

Se un trroblerr~ di~amico di funzione caratteristica I-I= K - - U  
inte@rabile Wr separazione di variabili, la stessa propriet~ compete alla 
e~x~zionv K ~ h, the ne definisce le geodetiche. 

Le (II) e (HI) costituiscono condizioni addizionali (involgenti ad an 
tempo la K e la U), sotto cui Ia separazione di variabili seguita ad 
essere possibfle auche per forze non nulle. Le (III) in particolare risultauo 
identicamente soddisi~tte nei casi da Lei studiati. 

3. L'osservazione, test~ fatta, mos~a che, per classificare i problemi 
dinamici, che comportauo separazione di variabili, conviene: 

1 ~ carat-~erizzare quei sistemi materiali, o, se si vuole, quei 

ds2= ~ a ~ , d x ~ d x , ,  per cui la forma K verifica le (I). 
1 

2 0 esaminare, per ciascuno di questi sistemi, quali forze 
possono essergli applicate, a norma delle (ll), (HI). Quest~ 
seconda parte riescirebbe certo agevole, quando fosse risoluta 
la prima, tanto pifi che si potrebbe usufmire il notevole risultato, 
concernente la espressione analitica del potenziale U, da Lei 
stabilito*) senza alcuna ipo~si preventiva sul]~ natura del 
sistema. 

Limlt~mo~ dn:nque, come ~ naturale~ al caso delle geodetiche. 

*) Hab'flita~o~hrift, S. 8; Mark hm~A~en, ~ XUI, S. 5 ~  
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Le eondizioni esplieite nei coefficienti a (**) di K si avrebbero dane (I), 
sviluppmado materialmente ed effaagliando a zero i singoli coefficienti. 
Ma si pub indicate un criterio atto a semplificare i calcoli. 

4. Fissiamo un generico indite i e poniamo 

ao ~K b'K ~K 
= Op.~ Op~Ox~ + a(~ Ox~" 

O'K 
Badando the ~ non ~ the aOS~, si vede ehe le n - - 1  equazioni (I) 

relative al fissato indiee i (e agli ~ -- 1 j diversi da / )  si possono scrivere 

bK{~K b~K OK b'K ~ bK 

~ K  b K  Ora ~ h una forma omogenea di primo grado nelle p ,  ~ e a o lo 

OK sono di seeondo. 0 l'una o l'altm di esse deve essere divisibile per 0~" 

Per esplicitare le condizioni di divisibilitY, giova immaginare intro- 
dotte, al posto delle p, le x', che, a norma delle (7), sono loro combina- 

zioni lineari. Si ha preeisamente ~ ~ x~, e, per le (8), 

~z 

OK OT ~ Oa , , 
=- - -~ - -  ~ " ' x , x , .  

1 

3 K  ~ K  Ne viene che le condizioni eli divisibilitA di ~ per ~ sono 

(9) = o s O- 

Esprimendo anche le a o per le x', si ha 

a 0 ~- m~' Z aqO 
~' T a(O) ~ T 

donde come condizioni di divisibilit~ per x~': 

(lo) 

~ a  

r$ ~ O~ 

1 

- g ~  ~ O 

( j ,  r , s ~  i; r , s  ~ j ) .  



Per ogni valore di i sono soddisfatte le (9), owero le (10). queste 
n!time danno luogo a lor volta a sottoeasi disfinti seeondo le ipotesi, the 
si fanno sulle ort~gonalit~ (suU' a;nnullarsi o meno delle varie a(ir 

Tenendo eon~o deUe (9), o rispe~ivamente delle (I0), per tutti i 
eoK~K 

valori di i, i primi membri delle (I) risul~ano divisibfli per ~oi @/ e si 

riducono cosi a polinomi di secondo grado nelle p (% se si vuole~ nelle x'). 
Esprimendo che i singoli coefficient5 si annullano, si traggono le ulteriori 
condizioni, the sono di secondo ordine neUe a. 

Malgrado queste relative semplificazioni, se non si trova qualche 
arfifieio sintetico, bisognerebhe passare in rassegna tutte le eventualit~ 
a priori possibili, supponendo, per un certo numero di valori di i, soddis- 
fatte le (9), e, per i rimanen~i valori, Ie (10), coi sottocasi accennats. 

Per n ~- 2 s i v a  in rondo bene, come era facihnente prevedibile, dati 
i precedents. Ma gi~ per n----3 bisognerebbe sobbarcarsi ad una di- 
scussione minuS, the io non ho eercato di approfondire. 

Per n qualunque, ~uando si lorestabilisca il caso, anzi addirittura il 
sottoeazo (ne ho provato qualcuno a t5tolo di esperimento), i calcoli sono 
semplici; ma debbo par ag'giungere ehe in questi esperimenti io non ho 
inconia, a$o aleun fipo veramente in~eressante. 

~K 5. Come esempio prenderb il easo, in cui ~ le ~ sono divisibili 

per le eorrispondent5 ~K. 

In~rodueendo le a~r (simboli di Christoffel di prima specie) deft- 
nite da 

(11) 

risulta subi~o daUe (9) 

(93 

~ari ~arj ~a 0 
= + , 

q j). 

I nfat-fi, se nessuno dei due indici i ed j b eguale ad r, si a~nnullano 
tm~i i termini del secondo membro detle (11); se invece ~ per es. j ~  r, 

e quindi i ~  r ,  allora ~ si elide c o n - ~  e resta ~x~' ehe ~ zero in 

aelle (9). 
Come le (9)  sono conseguenza delle (9), eosi reciprocamen~ 1o sono 

le (9) dette (9"). Si ha infatt5 per idenfit~ 
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quindi le (9') danno ~ = 0, ogniqualvolta sia i diverso cosi da r the 

da s. 
Ricordando ancora the i simboli di Christoffel di seeonda specie sono 

definih da 
n 

{isJ} = ~_l a("')au,,., 
1 

si vede che le (9') sotto nuova forma equivalente possono essere scril2e 

(9-) {~/} = o (~ ~j) .  

Cib premesso, osserviamo che i rappor~i 

K ~K cio~ ~ T , ~ :  @-~., -~i: x, 

si riducono, in virt~ delh (9), a 

i ~aii , ~1 ~a~r " 

~aii Siccome, sempre per le '(9), g - ~  = 0 per r ~ i, cos~ quesf~ eslares- 

sioni si possono anche presenfare sotto la forma 

1 
ossia~ per le (11), 

~t 

a~,~x~. 
:r 1 

Riponendo per le x" i loro valori (7), e avendo riguardo alle (12), si 
ha infme 

~K 

~p~ t 

Le (2) sono nel caso presente ( H =  K) 
~K 

ax~ ~ K , 

e cosi il sistema, che deve essere completo, const~ delle 
dpi ( i ~ ,  



e delle 

$ S Po"  
1 

Giun~ a quesgo punto, non ~ il caso di rieorrere alle formule gene- 
Le condizioni da associare aUe (9) sono chiaramente 

~ , ~ p , = o  (~ ~j) ,  

rali 0)- 

the, sviluppa~e, a norma delle (1), (13), divengono 

I' '} +/' '/ }t s j {is j p, = 0  

e~ dovendo stare iden~camente~ porgono 

(14) ~ {isi} + {iji} {j/} =0 ( i~ j ) .  

Si tra~J~a ormai di individuare la K o, cib che ~ lo stesso, il corri- 
spondente ds~ a mezzo delle (9' 0 e (14). 

L'inkegrazione di queske equazioni si pub effettuare senza calcoh in 
base a noti principi di geometria differenziate. 

In primo luogo, per definizione dei simboh di Riema~n, si ha 

Disgingraiamo i quak~ro casi: 

~) 
b) 
,) 
a) 

~,~{','} {'/} - { ' ,~} { ' , ' } j '  
1 

r=j~i; 
r=i=j. 

Ogni simbolo a~,,o rientra manifes~amente in una delle quattro cate- 
gorie. QueUi della caf~egoria a) sono nulli~ in virt5 delle (9"). 

Per lab), si h. {'s j }=O,  { ' j } - -O,  nonchi {1/} =0 ( l ~ )  
el~J]e (9") stesse. Rimane quindi 

, i l l J J  o, . . . -~{ '~ ' i  + { ~ }, 
ehe ~ zero in ~ &lie (14). 

Nello sf~sso modo si rieonosee rannullarsi dei simboli della ca~- 
go~i~@ Quelh della d) sono poi ideB~ie~men~ null/. 
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Si ha dunque 
(14") a**,o = O, 

per tutti i valori dei quat~ro indict r, s, i, j. 
Reciproc,.mente ..... importa rLlevarlo - -  dalle (14"), tenendo conto 

deUe (9% si ripassa alle (14). 
In  definitiva dunque loossiamo risguardare come e~uazioni di condizione 

W il nostro d s ~ le 

04') ars, O -~- 0 
�9 o 

Le prime ci dicono che si tratta di una varietd eudidea. 
Restano da caratterizzare le superficie coordinate x i =--cos~. 
Si raggiunge lo scopo nel modo migliore, cercando le espressioni 

deUe coordinate car~esiane y in fimzione delle x. 
Le coordinah~ cart~siane debbono in ogni caso (considerate come 

funzioni di coordinate qualisivogliono x) sQddisfare alle equazioni di 
Ricci*) 

y ~ ,  =- 0, 

ossia~ sostituendo alle derivate covarianti Y~i3 le loro espressioni etfe~tive, alle 

~y~ " . .  ~y~ 

1 

:Nel caso presente, valendo le (9"), se ne trae in particolare 

(16) ax~O---~ -~ 0 (i ~ j ) ,  

le quali si integrano a vista, porgendo 

(16") y ~ - - - - ~  X~(~)(x~), 
1 

dove Ie X,(~)(xi) sono ftmzioni arhitrarie dell' indicate argoment~), vincolate 
soltanto dalla res~izione the sia diverso da zero il de~erminan~e delle 
loro derivaf~ prime (res~izione necessaria perch~ le (16~ definiseano man 
h-asformazione non degenexe fra l e y  e le x). 

Questi valori (16 ~) deUe y verificano effe~ivament~ tat.Ce le condizioni 
richieste, perch,, portati nel 

dy2, 
1 

*) .Lezioni.sull~ teori~ clelte superficie", Padova 1898, presso Drucker~ Cap. V. 
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dmmo luogo ad tm~ espressione del d s  ~ stesso in variabfli x, soddisfacente 
alle (14') e (9"). 

Per le (14') (ehe car~tterizzano la ~rasformabilit~ al ripe euelideo 
9~ 

~ d y ~ ) ,  la eos~ b evidente. Per le (9"), eib risultu dal eonfronto 
T 

1 

den  (16)  oae 05)- 
Osservando le (16'), siamo adesso in grade eli earatterizzare azs~i 

semplieemente /e varietd x~ ~ cost, clieendo ehe sono ipersul~rficie (per  

n ~ 2 ,  3, curve o rispettivamente superfieie) di traslazione. 

6. D/seuss/one com,/eta per n = 2. 
1 ~ I due rappor~i 

I c~si d~ distinguere sono: 

~K ~K 

~K ~ ~3K 

sono enh~mbi interi (rispett~ alle 19, si intende). 
2 ~ Uno solo di essi b intero. 
3 0 Nessuno dei due b intero. 

1 ~ ca~o. Per quanto s'b vislm in generale, questo case corrisponde 
a ds 2 pimai, riferiti a linee di trasla~ione. Con opporttma scelt~ dei 
parametri delle l lnee coordinate, si ha subito il Sue terzo ripe*) 

d :  = dx, ~ + 2 cos(X~ + X~)dx~d~ + dx~ ~, 

dove X~ b hmzione arbitraria di xl, X~ di x~. 
2 0 case. Sia 

~K 

(17) ~ =  ~ g  

il mpporto int~ro, dovendosi qui naturalmente eseludere ehe lo sia anche 

l'al~ro ~ K ~ K 

Le (I) constano di una sola eq-~'~zione, the possiamo serivere, divi- 

~ d o  per ~-/.}, 

~ ~z~ ~ ~ --~ o.  

Di qu~ apparisce ~tte il prodotto ~ K ~ 

lob il primo fl~ttore, lo sar~ dunque ~-~. 

3K divisibile per ~-~- Non 

Ma~ essendo z funzione lineare 

*) R_,,t~ Am~, Bd. XXXu S. 94. 
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delle p, ~ dipende dalle sole x e pub percib essere divisibile per la 
~K fanzione lineare ~ solo a patio eli annullarsi identicamente. Cosl la 

precedente equazione si scinde nelle due 

~ = O~ ~ 

e la v si riduce quindi al prodotto di s per una funzione della sola x~. 
d log X~ 

Designandola, come b sempre permesso, con dx~ , e ponendo 

(18) f =  X~p~, 

si pub evidentemente attribuire a v la espressione 

~f 

v== ~ f ,  

con che la (17) assume la forma 

073 ~p~ ~x~ 
~ K ~ f  = 0 .  
3x~ ~P2 

Siccome f b~ al pari di ~, indipendente da x 1 e da Pt, il primo membro 
della (17')si pub considerate come la parentesi di Poisson (K, f). L'aunul- 
larsi di tale parenbesi esprime, come Ella mi insegaa, che le geodetiche 
di K amme~ono rintegrale 

f = cos~. 

L'esis~enza di un in~egrale lineare, a nzi della forma X~p.~-~ cos~, per le 
Iinee geodefiche permette di asserire che /a varieth corrispondente ~ apl~li- 
cab~ge sopra una su_perficie di rivoluzione, di cui le linee coordina@ x 1 == cost 
ra/toresentano i paralldi. 

1~ il Suo ~ipo (I/"). 
3 ~ caso. Valgono le (10) del No. 4 per i = 1, 2. Non essendovi pifi 

eli due indici distin~i, maacano i due primi gruppi, e i! terzo, in cui si 
ponga successivamen~e i = 1, j = 2; i = 2, j----- 1, d~ 

a a ~ ) - [ -  

(!9) 

Se le coordinate sono ortogonali, al~ , e quindi a (12), si annnllano, e le (19) 
rimango=o identicameaf~ soddisfatte. 

Si ha ~dlora~ scrivendo e ~ per a(11), e~ per a(~2), 

lC = ~ (e'p~ ~ + e~pt~), 
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con ehe 
~.K ~ - - 0 ,  

O~K 

ed esplieifando in eonformitg la (I), 

(20)  = o ,  

Dalle (20) segue in par~ieolare 

e3x x ~x~ 
ehe~ integrafa, porge 

designandosi al solito 
xl, x2 rispet~ivamente. 

Posto 

b (20) si ridueono a 

e - # = X ~ - - X , ,  
con X1, X, funzioni nrbih~arie 

- -  l o g  Z = a - -  X ,  = / ~  - -  X.2, 

de~i argomenti 

(20') ~ z  = 0 ,  ~Xl ~X2 
e si ha per K la espressione 

2 U - - V  
ovviamente ridueibfle a 

, ~ + ~  
U - - V  ~ 

dove U b fanzione soltant~ di xl, V di x 2. 
lg ds ~ eorrispondente ha la forma di LioumTle 

( V -- ~ (d~ + d~ O. 
Si noti che, dat~i i eriteri segu_i~i nella nos~ra elassificazione, U e jr deb- 
bono rit~aersi ~effe~ivo funzioni di xl, x2. Qualora infa~i 1' una o 1' alfa~ 

di esse si ridueesse ad una costanb, ~K ~K ~-~ o ~-~ risulterebbero divisib~ per 
~K e3K 

o ~-~ rispe~iv~mente e si ricadrebbe in uno dei due easi preeedenti. 

Azae~e m quesfi del r e sb , '  e.~me gi~ ~ 9s~rv~to dal Prof. Morer~ e da 



Sulla in~grazione della equ~zione eli Hamil~on-Jacobi. 395 

Lei, fl ds ~ ~ riducibile alia forma eli Liouville: solo che una delle due 
i~mzioni U, V (2 ~ caso)~ o ~u~te e due (1 ~ caso) risultano costanti. 

Con cib sono esauriti i tipi da Lei enumerati, ed effettivamente non 
ne esiste alctm altro. Resta perb da completare la diseussione, perch~ 
non ~ priori evidente che le linee coordinate debbano essere ortogonali. 

Proviamoci dunque a supporre al~ ~ 0 e mos~riamo che non ~ aUora 
possibile ottemperare a ~u~te le volute condizioni. 

In primo luogo le (19), sostituendovi gli elementi reciproci a(n), 

aO~), a(~2) col loro valori a~2a ' a~a ' alia (a = a n %  2 --a~2), e tenendo 

presente che a1~ non si annulla, possonb essere scritte 

a ~ = O ,  ~ a . = O ,  

donde col solito significa~ eli XI,  X.z, 

= x .  = 

Si avrebbe dtmque tm ds ~ della forma 

al~2Z 1 Xo 

o, pi" semplicemente, seambiando xx, x, in f ~ d x , ,  / ] / ~ d x ,  (nel 

campo reale, X:,  X 2 non possono annullarsi e quindi la trasform~z~one 
1 certamente lecita) e scrivendo -y per a,~ VX~--X~, 

Ne viene 

K ~ -~ 1 -- z" 1 {p~ -- 2 Zp~p~ Jr" g }, 

con ehe K dipende dalle variabili x~, % solo pel tramite dell' argomen~o 
e per conseguenza 

Le derivate prime di Z non possono annnllarsi identicamente, poieh~ in 

tal easo risulterebbero nulle (e quindi divisibili per le corrispondenti ~-~ 
v ~ b ' /  

~K ~K 

Cib p o s ~  immaginiamo eli sostitxfire, nells equazione fondamen~ale 
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i valori tes~ scri~i di ~ K ~ K ~ K  ~-~" ~x~' ~ x 2 "  isolando nel primo membro il 

~rmine 

~K Tutti gli al~ri termini con~engono iI far,ore -~y, the si pub raeeogliere, 

a0wibuendo cosl alla precedente equasione (la quale deve sussistere iden- 
~icamen~e rispe~to alle p e alle x) la form~ 

~ K ~ K ~ ' K 3 Z  3;. ~K 
~pi ~p~ ~z ~ ~x~ ~xl - ~ - ~ - Q '  

con Q espressione quadrafiea nelle p. 
Una tale ideniitA impliea in particolare che il secondo membro sia 

( ~K OK Nessuno di ques~i due fattori divide -~- poieh~ divisibile per ~p~ ~ p .  

dovrebbe allora di~idere anche ~K ~K) ~x~' ~-~ " Sar~ dtmque g2 divisibile per 
~ K ~ K  e si pot;r~ ricavarne: 

(21) ~ K  ~ ~Z ~K fimzione deUe sole ar 
~Z ~ ~x~ ~x~ -----~ " - 

O r a  

ossia, pos~o 

0 - z~) ~' (~ - z~) ~ ' 

~K ~ =  A(~,~ + g )  + ~ ,  
quindi 

~ K  aa (p~ dB 

e il de~erminma~ 
A B 
dA dB 
dZ dZ 

= z(z ~ -  3) non ~ iden~icamente zero, perch~ in questa ipotesi il rapporto -~ 

dovrebbe risultaxe indipendente da Z, cib, che non ~. 

~-T e - ~ -  sono pertanto due forme !ineaxi indipenden~i negli axgo- 

merci f~ + g ,  ~p~. 
Supponiamo fissati dei valori di x~, x~ e quindi di ~t eoll' nnica resh4- 

zio~,e dhe 

~ N ~  ~ o ,  
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e rSmanga regolare la funzione delle x, che compare nel secondo membro 
aena (21) 

Si pub allora, e in infiniti modi, attribuire agli argomenti p~ + -~ 
~K 

cio~ in definitiva alle p, valori per cui ~-~, e con essa fl secondo membro 

della (21), si annullano, mentre non si annulla ~ K  ~Z~, e nemmeno quindi 

fl prodotto ~ K  ~z ~z ~z ~ ~xl ~x~' che costituisce il primo membro della (21) stessa. 

Ma questa equazione dovrebbe essere soddlisfat~a per qualunque scelta 
dei vMori iniziali. 

La ipotesi al~ ~ 0 ~ dtmque da escludere, come dovevasi dimostrare. 

Paclova, 3 Febbraio 1904. 


