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Uber den kartographischen Vierfarbensatz.

Von
P. WerxNickE in Gottingen.

Unter Karte wollen wir eine Teilung der Kugelfliche durch beliebige
auf ihr gelegenen Kurven verstehen. Zerschnitte man sie lings dieser
Kurven, so zerfiele sie in mehrere Teile, die Ldnder der Karte heiflen
sollen. Die Punkte, in denen sich die Kurven treffen, nennen wir Ecken,
und die Kurvenstiicke von einer Ecke bis zur nichsten gerechnet, aus
denen die Begrenzung eines Landes besteht, Grenzen. Zwei Linder sind
benachbart, wenn sie eine Grenze (oder mehrere) gemein haben.

Der Vierfarbensatz, der seit Francis Guthrie¥) und De Morgan
seitens der Mathematiker Beachtung gefunden hat, wihrend er vorher
nur negatives Resultat der kartographischen Erfahrung war, sagt nun aus,
dof auf jeder Karte zur Unterscheidung benachbarter Linder vier Farben
ausreichen. Wire die Karte auf einer mehrfach zusammenhingenden
Fliche ausgefiihrt, so wire die chromatische Zahl, wie wir die geringste
Anzahl von Farben bezeichnen diirfen, mit denen Nachbarlinder stets
unterschieden werden konnen, groBler als vier (auf der Ringfliche z. B.
sicben). Heawood**) hat, indem er zugleich die Unzuléinglichkeit eines
frilheren Beweises des Vierfarbensatzes nachwies, obere Grenzen fiir
die chromatischen Zahlen von Flichen beliebigen Geschlechts angeben.
Heffter %) gzeigte, daB bei bestimmten Werten der Geschlechtszahl p
der Fliche ihre chromatische Zahl die Heawoodsche Grenze erreicht, da
diese die Anzahl der ,spatia confinia®, d. h. Lénder, die so auf die Fliche
gelegt werden konnen, daB sie einander alle benachbart sind, fiir die
betreffenden p-Werte angibt. Fiir die Kugelfliche (resp. Ebene) ist
jedoch Heawoods Grenze fiinf. Endlich hat G. Tait{) das Problem auf
ein anderes zuriickzufithren gesucht, welches er fiir leichter l6sbar hielt,
das sich aber mit dem Vierfarbensatz vollig dquivalent erweisen wird.

¥ ef. F. Guthrie in Proc. Roy. Soc. Edinb. X, 1878/80.
*¥) Quart. Journ. of Math. 1890.
#¥ Uber das Problem der Nachbargebiete, Math. Ann. 1891.
1) Collected papers XI, p. 7; Proc. Roy. Soc. Edinb. X, 1880, sowie in dem
Aufsatz: Listings Topology. Philos. Mag. 5 ser., vol. 17, 1884.
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I. Erste Spezialisierung der zu firbenden Karte.
Auf den Karten (M), die wir betrachten wollen, schlieBen wir zu-
nichst das Vorkommen mehrfach zusammenhingender Linder aus. Ist

nimlich. I ein solches, so zerfillt seine Begrenzung in mehrere Rinder
(R,, Ry+-R,,), deren jeder aus ,Grenzen” besteht. Nun teilt (Fig. 1) E, die

Pig. 1. M=M, + M, + M,. Bei joeder Karte ist das auBere Land (der unendliche Teil der Ebene,
regp. der restierende der Kugelflache) mitzuzihlen.

Kugelfiiche in zwei Teile, von denen wir den L nicht enthaltenden das
Innere nennen. Wir bilden Teilkarten M, M, - -- M, bestehend aus dem
Inneren je eines Randes R, --- B, und L (zu dessen Fliche das Innere
der anderen Rinder hinzugefiigt wurde). Konnen wir diese Teilkarten in
vier Farben @, b, ¢, d ausfithren, und benutzen wir jedesmal eine solche
Permutation derselben, die L die Farbe a erteilt, so ist sofort klar, wie
sich M, richtig gefdrbt, aus den Teilkarten zusammensetzt.

Fig. 2. M=M, +M,+H,.
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Analog lieBen sich (Fig. 2) mehrfach znsammenhingende Gebiete von
zwei oder drei Landern (L, + L,, L, + L, + L) ausschlieflen. Damit ver-
schwiinden von M alle Teile des Kartennetzes, die mit dem Ubrigen nur
durch zwei oder drei Grenzen verbunden sind, insbesondere zweieckige
und dreieckige Linder.

Falls ein Land an sich selbst grenzt, so miiBte an die Grenze beider-
seity dieselbe Farbe stoBen. Fiir uns kommen solche ,falschen Grenzen®
nicht in Betracht und wir wollen sie uns von der Karte entfernt denken.

Fig. 3. 4B ist eine ,falsche Grenze“. Fig. 4. BStatt einer Ecke wie bei a) ist ein
Landchen Z° wie bei b) sinzufuhren.

Weiter konnen wir annehmen, daf in jeder Ecke nur drei Grenzen
zusammentreffen. Andernfalls sehen wir den Eckpunkt als Grenzfall eines
dehnbaren Kreises an, der ein Lindchen IL© umschlieft. -Dies #ndert die
Nachbarschaft der tbrigen Linder nicht und gibt uns Kcken der ge-
wiinschten Art. Gelingt es, die Karte mit den Z(©® wie verlangt zu firben,
so ist beim Ubergange zur Grenze auch die urspriingliche Karte mit vier
(oder gar drei) Farben gefirbt.

II. Das Grenzenproblem (). Weitere Spezialisierung.

Auf der so spezialisierten Karte betrachten wir nun das System der
Grenzen, deren zwei wir benachbart nennen, wenn sie sich in einer Ecke
treffen. Es 138t sich die vollige Aquivalenz der beiden Aufgaben zeigen:

f) Unter Anwendung von 4 Farben (a,b,c¢,d) benachbarte Linder

zu unterscheiden,
und

®) Unter Anwendung von 3 Indizes («, 8, 7) benachbarte Grenzen

zu unterscheiden.
Ist né#mlich € geldst, so wird, da nur drei Farben an eine Ecke stofen,
keine b von ¢ trennende Grenze mit einer ¢ von d trennenden benachbart
sein. Beide Arten konnen den Index « erhalten. Ebenso die ¢ von a
und die & von d trennenden den Index B; die 4 von b und die ¢ von d
trennenden den Index p; wodurch & gelost ist. Liegt dagegen eine



416 P. Werxicke.

Lésung von ® vor, so ordnen wir den Grenzen ¢, §, y bezw. die Sub-
stitutionen s, = (be) (ad), s; = (ca) (bd), s, = (ab) (cd) m, geben einem
Lande L eine beliebige Farbe, den benachbarten die,
welche daraus durch die Substitutionen der gemein-
samen Grenzen hervorgehen, usw. Es ist zu zeigen,
daB dabei kein Land mehr als eine Farbe erhilt.
Dazu legen wir von einem Punkte 4 eines Landes L
einen kontinuierlichen Weg beliebig iiber die Karte
(doch nicht gerade durch Ecken) nach einem Punkte
B desselben Landes. Von 4 mit der Farbe des Landes
rig. 5 p "L (sie sei a) ausgehend, wechseln wir beim Uber-

schreiten jeder Grenze gemidB der zugeordueten Sub-
stitution die Farbe. Wir wollen zeigen, daB wir ohne Anderung der
Endfarbe, mit der wir in B anlangen, den Weg in einen solchen zusam-
menziehen konnen, der L nicht verlift, woraus folgt, daB die Endfarbe a
ist. Das zu Beweisende folgt nun aus den Relationen der Vierergruppe:
Dst=s=s2=1, I) 45 =s,, 5,8, =53, 5,85 =25, II) 5,855,=1.
Wegen I) kann man ein
Stiick des Weges, das eine
Grenze 2n-mal hintereinan-
der kreuzt, durch eins er-
setzen, das sie nicht iiber-
schreitet, wegen II) eins, das
liber zwei benachbarte Gren-

Fig. 6. Das punktierte Stiick des Weges kann tiberall durch zen geht7 durch emn dle dl’ ltte)
das gestrichelte ersetzt werden, und umgekehrt. beiden benachbarbe G’I&BZ&
’

kreuzendes; endlich wegen III) ein alle drei Grenzen einer Ecke iiber-
schreitendes durch ein an der Ecke voriibergehendes Stiick. Diese Um-
formungen leisten auf einfach susammenhingenden Flichen das Verlangte,
wiahrend auf einer Ringfliche z. B. der Weg sich mdoglicherweise iiber-
haupt nicht so zusammenzichen liefle, daB er Z nicht verldfit. Fiir Flichen
vom Geschlecht p = O kdnnen wir daher schreiben:

£=6.

Nun bilden wir Ketten K, , von Grenzen, indem wir von einer Ecke
aus zu derjenigen weitergehen, die mit ibr durch ein « verbunden ist,
dann auf einem B fortschreifen u. s f abwechselnd auf « und 8. Man
berithrt so jede Ecke, zn der man gelangt, nur einmal. Wegen der end-
lichen Anzahl der Ecken schlieBt sich die Kette. Es kann mehrere X,
geben, die sich aber nicht durchsetzen. Sie trennen Regionen (R,,)
von Lindern, die nur die Farben o und & tragen, von Regionen (R,,),
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auf der nur ¢ und d vorkommen, denn die fibrighleibenden y-Grenzen
trennen nur a von b, resp. ¢ von d. Ebenso gibt es Ketten K; und K ..

——— &—'renzznp.
Fig. 7. Fig 8

Offenbar ist es gestattet, auf einer K ; fiir sich die Indizes «, § zu
permutieren, was einer Permutation der beiden Farben auf gewissen
Regionen E,, und R,; gleichkommt. Auch konnen wir mit richtiger
Farbung eine Karte herstellen, die ein Land mehr enthélt. Wir nehmen
dazu auf zwei Grenzen eimer K,;, die zugleich zur Begrenzung eines
Landes L gehoren, je eine neue Kcke an und verbinden letztere durch
eine ,neue“ Grenze, die wir quer durch I ziehen. Von der neuen Grenze
sagen wir, sie fremne (durch ihre Ecken) die Kette K,;. Auf dem einen
Teile der getrennten K, vertauschen wir nun ¢ mit §, wihrend wir der
neuen Grenze den Index p erteilen. Die so hergestellte richtig gefirbte
Karte hat ein Land, drei Grenzen und zwei Ecken mehr, als die ur-
spriingliche.

Jedesmal nun, wenn man auf einer Karte eine neue Grenze einfiihrt,
die einem Zweieck oder Dreieck angehort, trennt man damit eine Kette
(K,p, Ky, oder K ), da die zwei neuen Ecken auf einer alten Grenze resp.

P

""""""‘Kd/s

Pig. 9. Zweieck. Fig. 10. Einfdhrung eines Dreiecks.
Ans a) wird b).

auf zwei benachbarten liegen werden. Es gelingt also stets, wenn eine

Karte bereits richtig gefarbt ist, noch beliebig oft Zweiecke und Dreiecke

einzufithren. Ist daher eine vorgelegte Karte zu firben, so entfernen wir von

ihr alle Zweiecke durch Loschen je einer Grenze, sodann ein Dreieck ebenso,
Mathematische Annalen. LVIIL 27
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dann wieder ein etwa entstandenes Zweieck, dann das nichste Dreieck, usw.
bis alle Zwei- und Dreiecke verschwunden sind, oder etwa die Anzahl
der Linder sich auf vier reduziert. Es ist die

o e E e T e

2) e Aufgabe, die restierende Karte zu firben.
G;% Doch auch die Vierecke lassen sich noch aus
f , demselben Grunde von der Karte entfernen. Soll
SR S 5, ndmlich auf einer bereits
b) .o T gefirbten Karte durch
g = = Ziehen einer Grenze ein
T« == ‘; : Viereck eingefiihrt wer-
) Gv?i den, so mégen die neuen
’6% 7 6l Ecken (Endpunkte der
i a s L = ‘ ':,",.‘-}%; zu ziehenden Grenze)

auf den alten Grenzen G*
und G zu liegen kommen.
Das neue Viereck wird auBer der neuen Grenze G und Teilen der alten
Grenzen G' und G® noch die G und G? benachbarte Grenze G° haben.
Der Kiirze halber bedienen wir uns weiterhin folgender Bezeichnungen:
Es bedeute Ki’g’” die Kette der Indizes e, B, welche (unter andern)

die Grenzen G, G*, G” enthilt, dementsprechend:

das Operationszeichen {Ki’fé’”} die Vertauschung der Indizes e und §

auf K24

G} schreiben wir, wenn G* den Tndex ¢ hat.

1) Bei gleichen Indizes (8) von G* und G* haben wir dann das Schema
Gs, G, G; (Gy ergibt nichts Neues, da es nur auf Verschiedenheit
dieses Index von dem von G' und G? ankommt). s existiert also eine
K237%, die durch die neue Grenze G getrennt wird. (Fig.1la.)

2) Bei verschiedenen Indices haben wir: G, G3, G5. Existiert nun
K}’f , so wird sie durch G getrennt. Sind aber K;ey und K;Y verschiedene
Ketten, so erhilt man durch |Ky;] das obige Schema GP, G3, Gy wieder.
(Fig. 11b.)

IIl. Die Karte ohne Zwei-, Drei- und Vierecke.

Die successive Entfernung der Zwei-, Drei- und Vierecke, wobei die
Entstehung ,falscher Grenzen zu vermeiden ist*), kann auf eine Karte von
nur vier Lindern fithren, dann ist die Aufgabe gelost. Im allgemeinen
wird jedoch eine kompliziertere Karte iibrig bleiben, von der wir beweisen:

Fig. 11. Unter b) ist angedeuntet da8 K pl)/=}= szy ist.

*) Statht eine Vierecksgrenze zu entfernen und dadurch die gegeniiberliegende
zur falschen zu machen, bildet man nach pag. 413 Teilkarten oder entfernt eine
andere Vierecksgrenze, ete., 8. a. pag. 425.
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1) Sie enthiilt Fiinfecke (mindestens 12).
2) Wenigstens e¢in Fiinfeck grenst an ein Land von nicht mehr als
sechs Ecken. (Dies im Interesse fernerer Ubersichtlichkeit.)
Sei ! die Anzahl der Linder,

i, » ,» v-ecke darunter,
g »” » » Grenzen?
e , ” , Bicken,
so gilt, wie man sich leicht iberzeugt, Eulers Polyedersatz:
l—g+e=2,
oder wegen
29 =3e= vl (v=>5,6,-..)
und
l=2X1,
2(6“—”)% =12,
d h.

I, =124+ 2 (v—6)1, (v="T,8,--.),
womit die erste Behauptung erwiesen ist.
AuBerdem folgt ¢ =3(1—2), e=2(1—2). Grenzten nun die Fiinf-
ecke nirgends aneinander, so triigen sie schon allein 57; zur Anzahl der
Ecken bei; und grenzten auch die Sechsecke an keine Fiinfecke (aber

beliebig oft aneinander), so wiirden sie noch mehr als %l-“ = 2l; hinzu-

”

figen. Es miiBte daher —
5l + 3l <e,
aber
¢—23l — 4 (v=5,6,--)
also
3l, <22l —4 (v="1,8,.-.).

Daraus ergibe sich:
40 + 3'(3v—20)1, <0 (v="17,8,-.)

was nicht angeht. KEs wiirden sogar, wenn die Fiinfecke paarweise an-
einander (aber an keine Sechsecke) grenzten, noch zu viele Ecken heraus-
kommen.

Bei der ferneren Redultion beschriinken wir wns also auf das Aus-
loschen von solchen Gremzen, die zwischen zwei Fiinfecken oder zwischen
Fiinfeck und Sechseck verlaufen. DaB man auf bereits gefirbter Karte
solche Grenzen wieder einfiihren, d. h. Sechsecke (auf sechs Weisen) in
zwei Fiinfecke, Siebenecke in ein Fiinf- und ein Sechseck jedesmal wnfer
Trennung einer Kette zerlegen kann, muB nun gezeigt werden.
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IV. Teilung eines Sechsecks in zwei Fiinfecke.

Die Sechsecksgrenzen seien in natiirlicher Folge G, G* G3 .-
(Umlaufssinn gleichgiiltig). Es sei beabsichtigt, die neuen Ecken auf
G! und G* zu legen, von denen wir gleich annehmen, daB sie nicht auf
einer Kette liegen, und denen wir daher denselben Index geben k&nnen.
G? G* mﬁssen dann die anderen Indizes haben: so erhalten wir das
Schema: Ga, 3, Gz, dazu G2, Gf (oder G}, G, was wir spiter
betrachten), K,x + K2, K3y + K3, und zunichst K5’ = K. Durch
{Kaﬂ und [KM] kénnte man nun eine K,,I""Q’ * herstellen, wenn eine
dieser Operationen die Kette der anderen intakt liefe. Ks soll also ferner
| K] eine K;’f’ , | K3, eine K. hervorbringen, desgl. wegen der Symmetrie
[K7,) eine K., |Kis] eine K.

GG

"'z:.. . ‘_____*,-
Xz, Hys
Fig. 12. Von den Ketien ist nur gezeigt, Fig. 18. Hulfsfigur zu Fig. 12. Die Ketten sind nach
wie sie sich schlieflen. Belieben weiter verachiungen. Die mit Kreuzen

bezeichneten Stiicke bilden ein Beispiel eines
,Zusammengesetzten Weges®,

Nun ziehe man noch unmittelbar auBerhalb der Kj,, d. h. auf der
Seite, die das Sechseck nicht enthdlt, eine geschlossene Kurve, die der
K}, in ihrem ganzen Verlaufe folgt, die also die p-Grenzen, welche von
der K}, auswirts gehen — aber keine andern Grenzen — schneidet. Auf
dieser Kurve, die wir einfach den Kreis nennen wollen, liegen also in
gerader Anzahl Schnittpunkte mit Ketten K, die zugleich solche mit
K, sind. Weder die K, ; durchdringen einander, noch die K. Insbesondere
Werden die Ketten Ko}‘g und K}; von Kj, und K, so durehsetzt daB unser
Sechseck, oder wenn wir simtliche f-Grenzen so verkiirzen, dal sie nur
noch als Durchdringungsstellen der K,, und K;, anzuschen sind, ein
Viereck entsteht, von dem zwei Ecken (II und III) auf dem Kreise, zwei
(1 und 4) innerhalb desselben liegen.
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Wir beweisen den Hilfssatz, daf bei dieser Anordnung ein Weg, der
von 1 auf der K,, bis zum Kreise fortschreitet, dann von dort auferhaib
des Kreises auf K, bis zum ndchsten Schwittpunkie mit dem Kreise, dann
inmerhald auf K, ; u 8. f. tmmer tnmerhalb ouf K, s, ouferhalb auf Kﬁ
den Punkt 4 bemchfrm muf, ehe er zu 1 suriickkehrt.

Bezeichnet man noch mit I', I” die zweiten Punkte, bei denen man
von 1 ausgehend auf K, , K . aus dem Kreise heraustritt, mit IV’, IV”
die entsprechenden, welche man von 4 aus erreicht, und numeriert von
III aus in beliebiger Richtung die Schnittpunkte des Kreises, so erhalten
die Schuittpunkte, die beim Umlauf um eine Keffe aufeinanderfolgen,
abwechselnd gerade und ungerade Nummern.

Geht man nun von 1 aus iiber Il abwechselnd innerhalb des Kreises
auf K, ,, auBerhalb aber auf K, weiter, so zerschneidet dieser zusam-
mengesetzte Weg (der sich bei 1 schlieBen mufl, da er jeden seiner
Schnittpunkte nur einmal beriihrt) den Kreis in eine gerade Anzahl Teile,
deren jeder eine gerade Anzahl von Schnittpunkten umfaBt. Ginge der
Weg durch II, so kiime man von dort nach 4. Andernfalls miifiten die
Endpunkte des Kreisteiles, auf dem II liegt, von II selbst beide um eine
ungerade (in den spiteren Hiilfsfiguren auch beide um eine gerade) Anzahl
Schnittpunkte entfernt liegen. Hierzu zwingt an der einen Seite der
Verlauf der K7z, auf der andern der der K},, die
sich in II treffen. Da II selbst noch hinzukommt,
so Hige eine ungerade Anzahl Schrittpunkte zwischen
einem ungerade und einem gerade numerierten, worin
ein Widerspruch liegt.

Aunf der Karte kOnnen wir nun den ,zusam-
mengesetzten Weg“ durch [K ] auf allen K ,
auferhalb Kfa zu emer Ké}f machen. Zugleich
entsteht eine K;;'. Die |K,,]| vertauscht nimlich
auBlen iiberall K 8 mit Kﬁ,y. Auch bei G3, G¢
fithrt dieses Verfahren zum Ziele, nur daB die Seiten des zu betrachtenden
Vlerecks einer K, resp. eimer K, angehdren. Den Fall endlich, daf
K}, = K}, ist, behandeln wir in dem Abschnitt tiber Kreuzung der Grenzen

Fig. 14.

V. Teilung des Siebenecks in Fiinf- und Sechseck.

Wieder seien G}, G} die Grenzen, welche die neuen Ecken tragen
sollen. Nach dem frijheren kinnen wir gleich das Schema ansetzen, welches
allein Schwierigkeiten bietet:

G;, Gﬁ, Gﬁ': Gg? K;ﬁ + K:ﬁ: KPI‘Y + K/;'iy: zundchst K}'gf’?i
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dazu

1) Gi mit den Unterfillen G2, G, oder Gy, Gd
oder

2) ’Kf’)’“&"( » » » Gi’} G;’;) GZ » G}'5) g 2 G; *

Die 1) entsprechenden Figuren des Hiilfssatzes unterscheiden sich von
denen beim Sechseck dadurch, daB der Punkt III,
in dem sich Kj; und K3, treffen, in das Innere
des Kreises riickt, so daB wir noch die weiteren
Punkte III" und III” erhalten, in denen K}, Kz
aus dem Kreise treten. Dabei konnen IIT IIT
III 11", da sie ja auf der Karte in eine Grenze
zusammenfallen, ebensowenig von einer Kette iiber-
schritten werden, wie die Seiten des charakte-
ristischen Vierecks der Figur. Zwischen III" und IIl"”
kann der Kreis von K, , sowohl wie von K, nur
eine gerade Anzahl von Malen iiberschritten werden.
Fig. 15. Auf diese Figur findet die friihere Uberlegung
sofort Anwendung, indem man wieder dasjenige
von dem ,zusammengesetzten Wege“ ausgeschnittene Stick des Kreises
betrachtet, welches den Punkt Il enthilt.

e

b

al

AT

Fig. 16. Hilfsfigur zu Fig. 15.

Fig. 18.

Schlieflich gilt dasselbe von dem zweiten Falle, in welchem der Punkt
III der Hilfsfigur in zwei, III" und III” auseinanderfillt, zwischen denen
aber, da sie auf der Karte durch eine p-Grenze (resp. a-Grenze) verbunden
sind, keine weiteren Schunittpunkte des Kreises liegen.

VI. Das Kreuzen der Grenzen.
Um in dem noch restierenden Falle, daB K7, 4+ K, ist —
K2, = K], brauchen wir nicht zu beriicksichtigen, da | K.} sofort eine

K,4 oder Ky, schaffen wiirde — den AnschluB an das Bewiesene zu
gewinnen, bedienen wir uns der Krewzung der Gremzen. Darunter ver-
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stehen wir, falls die Grenze &® mit &' und & in der Ecke €Y, mit &*
md @&* in G® zusammenstoBt¥), den Ersatz von &° durch eine Grenze
@, die sich in einer Ecke &* mit &% und &3 in der andern €* mit G
und &* trifft.

Unterscheiden wir nun-die Ecken einer geféirbten Karte durch Vor-
zeichen (4) jenachdem die cyklische Folge («fy) ihrer Grenzen um sie
herum in einer festgesetzt positiven Drehrichtung liuft oder umgekehrt,
so ist klar, daB sich jede Grenze kreuzen 1aBt, deren Enden gleiche Vor-
zeichen aufweisen. (¥ig. 19, 20.) Daf dann die beiden Lénder, die dureh
die Kreuzung zu benachbarten werden, bereifs verschieden gefdrbt sind,
kann man auch aus dem Schema der Farbenfolge in positiver Richtung bei
einer + Ecke ersehen, nimlich (abc), (dba), (dac) und (dc¢b), wihrend
die iibrigen vier Cyklen einer negativen Xcke entsprechen.

Die Vertauschung der Indizes einer Kette indert die Vorzeichen
simtlicher Eicken, durch die sie geht.

Fig. 19. ,Kreuzen” einer Grenze. Aus a) wird b). Fig. 20.

Ist nun K}, < K. und gibt es B-Grenzen, die beide verbinden, so
konnen die K,, durch Kreuzung einer p-Grenze zusammengeschlossen
werden, wobei noch [K},] notig werden kann, um die Ecken der g-Grenze
auf gleiches Zeichen zu bringen. Aber | K7,] kann nur zu einem anderen
bereits besprochenen Typus der Figur fithren, indem fir G2, G) die
Indizierung Gy,-G, eintritt. Entsteht dabei etwa schon eine K.i oder
Ky, so ist die Aufgabe geltst; andernfalls tritt das frithere Verfahren

) 81@*&*@* soll die Reihenfolge um @, herum sein.
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in seine Rechte. Der Verlauf der K, und K, wird, wie man sich
leicht fiberzeugt, durch Kreuzung einer g-Grenze nicht gestért. Die Ecken
der gekreuzten Grenze haben unter sich gleiche, den frilheren entgegen-
gesetzte Vorzeichen.

Um uns nun zu iiberzeugen, daf die notwendigen Kreuzungen —
denn es konnen mehrere ndtig werden, um K7, mit K}, zusammenzu-
schlieBen — spiter wieder riickgingig gemacht werden kénnen, bemerken
wir, 1) daB die noch auszufithrende ,[K, | auBerhalb des Kreises“ die
Ecken der gekreuzten (renze, die ja innerhalb des Kreises liegen, nicht
berithrt, 2) daB die teilweise [K, ;] oder [Kj |, die beim Ziehen der
Fiinfecksgrenze erfolgt, beide Ecken an der gekreuzten Grenze gleich-
miBig affiziert.

VII. Das Eckenproblem, Vereinfachungen und Folgerungen.

Umlduft man ein Land in positiver Richtung, so findet man, dafl der
Index der Grenze, auf der man sich jeweils befindet, beim Passieren einer
positiven Ecke gemidB der cyklischen Substitution (ayf), bei einer nega-
tiven hingegen gemiB («fy) geéindert wird. Da man bei vollem Umlaufe
zu demselben Index zuriickkehren muB, so ist, wenn p positive, » negative
Ecken auf der Begrenzung eines Landes liegen:

(eyB)?- («By) =1,
oder wegen

(aBp)® = (ayB), (eyB)® = (aBy), (eBy)’={(eyf}®=1,
p=mn, (3).
Gelingt es, alle Ecken einer Karte mit Vorzeichen + zu versehen, so daB
fiir die Begrenzung jedes Landes die Differenz der positiven und negativen
Eckenzahlen durch drei teilbar ist, so ist dadurch offenbar sofort eine
richtige Indexverteilung fiir die Grenzen gegeben. Bezeichnen wir die
genannte Aufgabe als Eckenproblem (€), so liBt sich die auf pag. 416
gegebene Aquivalenz zu folgender erginzen:
L=6=_E.
Es zeigh sich von diesem Standpunkte aus:
1) Zweiecke erhalten die Signatur + —, welche vertauschbar ist (— 4).
2) Dreiecke + + + oder — — —, und zwar das erstere, wenn die
alte Ecke, an der sie angebracht wurden, das Minuszeichen hatte. Daraus
folgt, daB man jede Karte durch Anbringen von Dreiecken an ihren
Minusecken in eine solche verwandeln kann, auf der die Eekenzahl jedes
Landes durch drei teilbar ist — denn sie hat nun nur noch Plusecken.

Dasselbe geschieht, wenn man Dreiecke an den Plusecken allein anbringt.
SchlieBlich ergibt sich darans der Polyedersatz:
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Jedes Polyeder, in dessen Ecken sich je drei Kawien treffen, lift sich
durch Kappen hihstens der Hilfle seiner Ecken in ein solches verwandeln,
dessen simitliche Seiten durch drei teilbare Eckenzahlen besitzen.

3) Vierecke werden signiert 4+ + — — oder + — 4 —. Es ergibt
sich dabei leicht, daB man sie auch durch Zichen zweier ihrer Gegen-
grenzen einfithren kann Man trennt dadurch namlich auBer dem Viereck
zwel Teile eines alten Landes ab, dessen Eckensumme durch drei teilbar
war. Entweder ist die Kckensumme jedes dieser Teile durch drei teilbar,
dann signieren wir das Viereck 4 — 4 —, wobei jedes Nachbarland den

EPCR S e

K. o et . "

Fig 21. Wurfel (vierfarbig). Fig. 22. Wurfel (dreifarbig).

Zuwachs 0 zur Eckensumme erhilt. Oder es fehlt dem einen Teile ein
+, dem andern zwei -+, dann signieren wir — — -+ +, indem wir fiir
ein 4+ zwei — geben, und umgekehrt. Auch hierdurch kann man bei der
Zerstorung der Vierecke dem Auf-
treten falscher Grenzen vorbeugen.

4) Bei Fiinfecken muB eine Ecke
ein von den iibrigen verschiedenes
Vorzeichen haben: + 4+ 4+ 4+ —.
Bs 18t sich auch beweisen, daB
jede Ecke des Fiinfecks zu dieser
ausgezeichneten gemacht werden
kann. Beim Ikosaeder ergeben sich
hieraus z. B. zehn Farbungen, welche
nicht durch einfache Permutation
der Farben a, b, ¢, d auseinander

hervorgehen. Fig. 93. Pentagon-Dodekaeder.

. bt - Die Minusecken bilden ein reg. Tetraeder, deren sich
5) Man wird oft die Zerstomng auf diese Weise zehn dem reg. I)ode];aeder ein-
der Drei-, Vier- und Fiinfecke so schreiben lassen. Bs ﬁbt jo eine Ky, Kyq und
leiten kounen, daB eine Karte ent- s
steht, die nur Lénder gerader Eckenzahl aufweist. Letztere ist leicht, und

zwar mit drei Farben zu firben. Da die Eeken namlich von einer be-
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stimmten aus teils stets ungerade teils stets gerade Nummern erhalten,
auf welcher Grenzenfolge man sie auch abzihlt, so gebe man den geraden
und ungeraden verschiedenes Vorzeichen. Die Folge ist, daB die Be-
grenzung jedes Landes eine Kette wird, und da eine Grenze, welche
Bcken verschiedenen Zeichens verbindet, mit ihren Enden an gleich-
gefarbte Linder stoBt, so ist ersichtlich, daB jede K , dieselbe Farbe
umschlieft; ebenso alle X, ;, und alle K; . Man hat hier den Vorteil,
daB die zun#chst zu ziehende Grenze (und wahrscheinlich mehrere) ohne
weiteres eine Kette trennt. (S. Fig. 21.)

6) Hieraus ergibt sich noch — was auch sonst klar ist —, daB eine
Karte, in deren Ecken sich je eine gerade Anzahl von Grenzen treffen, in
zwei Farben auszufithren ist. Die einzufiihrenden Hiilfs-Léndchen L°
(s. pag. 415) machen nimlich alle Begrenzungen geradzahlig, haben selbst
eine gerade Anzahl Ecken und erhalten bei obiger Ausfihrung der Karte
in drei Farben samtlich dieselbe Farbe.

7) Der Vierfarbensatz und die Beweismethode scheinen sich auch
auf Einteilungen des dreidimensionalen Raumes verallgemeinern zu lassen,
wobei aber mehrfach zusammenhingende Raumzellen (etwa infolge von
Rohrenleitungen usw.) nicht vorkommen diirfen. Allerdings ist die chro-
matische Zahl des Raumes noch nicht festgestellt.

Gottingen, 1. Mai 1903.




