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[)ber den karto~aphischen u 

Von 

P. WER~CKE in G6~ingen. 

Unter Karte wollen wir eine Teilung der Kugelfl~iche dutch beliebige 
auf ihr gelegenen Kurven verstehen. Zerscbn~tte man sie liings dieser 
Kurven, so zerfiele sie in mehrere Teile, die L~nder der Kar~e h e l e n  
sollen. Die Punl~t% in denen sich die Kurven treffen, nennen wit Ecken, 
und die Kurvenstiicke yon einer Ecke his zur n's gerechnet, aus 
denen die Begrenzung eines Landes besteht, Grenzen. Zwei L~nder sind 
benachbart, wenn sie eine Grenze (oder mehrere) gemein haben. 

Der Vierfarbensatz, der seit F r a n c i s  G u t h r i e * )  und De M o r g a n  
seitens der Mathematiker Beachtung gefunden hat, wi~hrend er vorher 
nur negatives Resultat der kartographischen Effahrung war, sagt nun aus, 
daft auf jeder Karte zur Unterscheidung benachbarter Liinder vier Farben 
ausreichen. W~re die Karte auf einer mehrfach zusammenh~ngenden 
Fliiche ausgef~r t ,  so wiire die chromatische Zalg, wie wir die geringste 
An~ahl yon Farben bezeichnen diirfen, mit denen Nachbarliinder stets 
unterschieden werden kSnnen, grSl]er als vier (auf der Ringfl~he z. B. 
sieben). Heawood**)  ha~, indem er zugleich die Unzuliinglichkeit eines 
fr'tiheren Beweises des Vierfarbensatzes nachwies, obere Grenzen f'dr 
die chromatischen Zahien yon Fliichen beliebigen GescMechts angeben. 
t t e f f t e r***)  zeigte, dal~ bei bestimmten Werten der Geschlechtszahl Io 
der Ftiiche ihre chromatische Zahl die Heawoodsche C~renze erreicht, da 
diese die Anzahl der ,,spatia confinia a, d. h. Lii~der, die so auf die Fl~che 
geleg~ werden kSnnen, dab sie einander alle benachbar~ sind, ff~r die 
betreffenden p-Wer~e angibt. Fiir die Kugelfli~che (resp. Ebene) ist 
jedoch tteawoods Grenze fiinf. Endlich hat G. Tait'~') das Problem auf 
ein anderes zuriickzu~dhren gesucht, welches er ffh- teichter 15sbar hielt, 
das sich abet mit dem Vieffarbensatz vSllig ~:luivalent erweisen wird. 

*) el. F. Guthrie in Proc. Roy. Soc. Edinb. X, 1878/80. 
**) Quar~. Jourm. of Math. 1890. 

***) ~ber das Problem der lqadhbargebiete, Math. Ann. 1891. 
~) Collect~l papers XI, p. 7~ Proc. Roy. Soc. Edinb. X, 1880, sowie in dem 

Aufsatz: Listings Topology. Philos. Mag. 5 set., vol. 17, 1884. 
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I.  Erste  Spezialisierung der  zu  f'~rbenden Karte.  

kuf  den Karh~n (~-), die wir betrachten wollen, schlieflen wir zu- 
n'~chst das Vorkommen mehrfach zusammenh~ugender L~nder aus. Ist 
n~iznlich-L ein solches, so zeff~llt seine Begrenzung in mehrere Rii~der 
( /~, /~:-- . /~) ,  deren jeder aus ,,Grenzen" besteht Nun teilt (Fig. 1)/~l die 

l~ig. 1. M=M1 +~.2+Ma* Bei jeder Karte ist das RuBere Land (der unendliche Teil tier Ebene, 
reap. tier restierende der Kugelflache) mitzuzt~hlen. 

KugetflRche in zwei Teil% yon denen wir den L nicht en~haltenden das 
Innere nennen. Wir bilden Tefikar~en -~1, ~tr~ "'" ~ir~ bes~ehend aus dem 
Iuneren je ~ne~ Randes ~1" ' "  ~ und L (zu dessen F1Rche das Tunere 
der anderen Riinder hlnzugefii~ wurde). KSnnen wir diese Teilkar~en in 
vier Farben a, b, c, d a u s ~ r e n ,  und benutzen wit jedesmal eine solche 
Permutation derselben, die L die Farbe a erteilt, so ist sofort klar, wie 
sich M, richtig gei~b~, aus den Teilkart~n zusammensetzt. 
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Analog liet~en sieh (Fig. 2) mehrfach zusam~enh~ngende Gebiete yon 
zwei oder drei LSndern (L 1 + L~, L~ + Z~ + L~) ~usschl~et]en. Dami~ ver- 
schw~inden yon M alle Tefle des Kartennetzes, die mit dem Ubrigen nut 
dutch zwei oder drei (]renzen verbunden sind, insbesondere zweieckige 
und dreieckige L~nder. 

Falls ein Land an sich selbst grenzt, so mill]re an die Grenze beider- 
seits dieselbe Farbe stol~en. Fiir uns kommen solche ,rfalschen Grenzen" 
nicht in Betracht und wit woUen sie uns yon der Karte entfernt denken. 

~ g .  3. =4 ~9 ist eine .fa]sche Grenze". l~ig. 4. Start e~aer ]~cke wie b~i a) ist eJn 
L~ndchen L o wie bei b) einzufah~en. 

Weiter k~nnen wit annehmen, dab in jeder Ecke nur drei Grenzen 
zusammentreffen. Andernfalls sehen wir den Ec]rpun]~ als Grenzfall eines 
dehnbaren Kreises an, der ein L~mdehen L(~ umschliet~t. Dies ~indert die 
Nachbarschaf~ der iibrigen L~nder nichs und gibt uns Ecken der ge- 
wiinschten Ar~. Geling~ es, die Kar~ mit den L (~ wie verlang% zu fdrben, 
so ist beim Ubergange zur Grenze auch die ursprfingliche Katie mit vier 
(oder gar drei) Farben ge~'~rbt. 

H. Das Grenzenproblem ~. Weitere Spezialisierung. 

Auf der so spezialisierten Kar~e betrachten wir nun das System der 
Grenzen, deren zwei wir benachbart nennen, wenn sie sich in einer Ecke 
treffem Es l~t~t sich die vSUige Aquivalenz der beiden Aufgaben zeigen: 

~) Under Anwendung yon 4 Farben (a, b, c, d) benachbar~ LKnder 
zu unterscheiden, 

und 
~ )  Unter Anwendung yon 3 Indies  (~,/3, ~,) benachbar~e Gren~.en 

zu unterscheiden. 
Iss n~imliCh ~ gelSst, so wird, da nur drei Farben an eine Ecke stot~en, 
keine b yon c tre nnende Grenze mi~ einer a yon d trennenden benachbar~ 
sein. Beide Arden k~nnen den Index ~ erhal~en. Ebenso die e yon a 
und die b yon d irennenden den Index fl~ die a yon b und die c yon d 
trennenden den Index 7; wodurch (~ gelSst ist. Liegt dagegen eine 
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L ~  yon ~ vor, so ordnen wir den Grenzen g, t6, ~, bezw. die Sub- 
sfi~fionen s~ ..~ (be) (ad), s~ ~- (ca) (bd), s r = (ab) (cd) zu, geben einem 

Lande L eine behebige Farbe, den benachbarten die, 
d 2' welche daraus dutch die Subs~i~tionen der gemein- 

samen (~renzen hervorgehen, usw. Es is~ zu zeigen, 
~ dag dabei kein Laud mehr als eine Farbe erh~il~. 

Da~u legen wit yon einem Punl~te A eines Landes L 
einen kon6muierliehen Weg beliebig tiber die Karte 

3 (doeh nieh~ gerade dutch Ecken) naeh einem Punkte 
/~ desselben Landes. Von A mit der Farbe des Landes 

tic ~ " /  ....... ~L (sie sei a )ausgehend,  wechseIn wir beim l~ber- 
/ schreiten jeder Grenze g e m ~  der zugeordne~en Sub- 

s~-ation die Farbe. Wir  wollen zeigen, dab wir ohne ~uderung der 
Endfarbe, mit der wir in ~ anlangen, den Weg in einen solchen zusam- 
menziehen kSnnen, der L nicht verl~igt, woraus folg~, da$ die Endfarbe a 
is~. Das zu Beweisende folg~ nun aus den Relationen der Vierergruppe: 
I) s 2 =  s2  = s : ? =  1, II) = = HI) l .  

Wegen I) kann man ein 

Fig. 6. Das pun~ier~e S~fick dos Wegos kann iiberall dutch 
alas gos~richelto erset~ werden~ und umgekehrt. 

Stfick des Weges, das eine 
Grenze 2~-mal hintereinan- 
der kreuzt, dutch eros er- 
se~zen, das sie nich~ fiber- 
schrei~et, wegen II) eins, das 
fiber zwei benachbar~e Gren- 
zen geh~, durch ein die dritte, 
beiden benachbarte, Grenze 

kreuzendes; endlich wege.n III) ein alle drei Grenzen einer Ecke fiber- 
sehrei~endes dutch ein an der Ecke vorfibergehendes Stiiek. Diese Um- 
formungen leisten auf einfach ~usammenhgngenden .Fliichen das Verlangte, 
w'~hrend auf einer RingitKche z. B. der Weg sich mSglicherweise iiber- 
haupt nieht so zusammenziehen hefe~ dat~ er L nicht verifier. Far  F1Kchen 
yore Geschlecht p = 0 k~nnen wir daher schreiben: 

Nun bilden wir Ke~te~/i :~ yon Grenzen, indem wir yon einer Ecke 
aus zu derjenigen weitergehen, die mi~ ~br durct~ ein a verbunden ist~ 
r auf einem ~ for~sc'm~ei~en u. s. f. abwechselnd auf a un~ ~. Man 
beriihrt so jede Eeke, zu tier man gelangt, nut  einmal. Wegen der end- 
lichen Anzah! der Ecken sehliet~ sich die KeF~e. Es kann mehrere K~/~ 
geben, ~e  sich aber nieht duxchse~en. Sic ~rennen Regionen (/t~b) 
yon L~ndern, die nur (tie Far'ben a und b tragen, yon Regionen (/tr 
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auf der nut c und d vorkommen, den- die iibrigbleibenden 7-Grenzen 
trennen nut a yon b, resp. c yon d. Ebenso gibt es Ket~en K~r und Kr~. 

.;.Y" 

"< 
.......... K %  

/ 

/ - . j  

"K-r~ . . . . . . .  G:enz~nd. 
:Fig. 7. :Fi~ 8 

0ffenbar is~ es gestat~et, auf einer K~;~ flit sich die Indizes e~, fi za 
permatieren, was einer Permutation der beiden Farben auf gewissen 
Regionen /~b und /~r gleichkommt. Auch kiJnnen wir mit richtiger 
F~rbung eine Karte herstellen, die ein Land mehr enth~lt. Wir nehmen 
dazu auf zwei C~renzen e/net K~t~, die zugleich zur Begrenzung eines 
Landes L gehSren, je eine neue Ecke an und verbinden tetztere dutch 
eine ,,neue" Grenze, die wit quer dureh L ziehen. Von der neuen Grenze 
sagen wir, sie trenne (dutch flare Ecken) die Kette K~;~. Auf dem einen 
Teile der getrennten K~;~ vertauschen wir nun a mit fi, w~hrend wit der 
neuen Grenze den Index 7 erteflen. Die so hergestellte richtig get%rbte 
Kar~e hat ein Land, drei Grenzen und zwei Ecken mehr, ~t~ die ur- 
sprfingliche. 

Jedesmal nun, wenn man auf einer Kar~e eine neue Grenze einfiihrt, 
die einem Zweieck oder Dreieck angehSrt, trennt man damit eine Kette 
( g ~ ,  ~ ,  oa~ G D ,  d~ ai~ ~ o ~  ~ ECk~n ~ur ~ al~n Q~e~,~ ~ p .  

e~ 

............. ~ y  -'-~....? :, , , . ,  

l~g. 9. Zweiecl~ Fig. 10. Einfuhrung eines DreieckK 
~as a) wira ~). 

auf zwei benachbarten tiegen werden. Es geling~ also s~e~s, went, eine 
Kar~e berei~s rich~ig gef'~rb~ ist, noch betiebig of~ Zweiecke und Dreiecke 
einzuftihren. !st daher eine vorgeleg~ Karte zu ~s so entfernen wjx yon 
ihr alle Zweiecke dutch LSschen je einer 6~renze, sodann ein Dreieck ebens% 

Mathematischo ~knnale~ LVIII. 2~ 
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dann wieder ein etwa entsfandenes Zweieck, dann das n~ichsfe Dreieck, usw. 
bis aUe Zwei- und Dreiecke verschwunden sind, oder e~wa die Anzahl 

der L~nder sich auf vier reduziert. Es is~ die 
Aufgabe, die "res~ierende Karte za fs 

a) Doch auch die Vierecke lassen sich noch aus 
demselben Grunde yon der Katie entfernen. Soll 

6~ niimlich auf einer bereits 
gef~rbten Karte dutch 
Ziehen e/net Grenze ein 
Viereck eingefiihrt wer- 
den, so mSgen die neuen 
Ecken (Endpunkte der 
zu ziehenden Grenze) 
auf den alten Grenzen G ~ 
und G ~ zu liegen kommen. 

Das neue Viereck wird auBer der neuen Grenze G und Teilen der alten 
Grenzen G I und G ~ noch die G t u n d  G ~ benachbarte Grenze G o haben. 
Der Kiirze halber bedienen wit uns weiterhin folgender Bezeichnungen: 

Es bedeute ~t~ die Xette der Indizes a, fl, welche (unter andern) 

die Grenzen G z, G ~, G ~ enth~lt, dementsprechend: 

das Operationszeichen L ~,;~ J die Vertauschung der Indizes a und 

G~ schreiben wir, wenn G ~ den Index a hat. 
t )  Bei gleichen Indizes (~) yon G 1 und G 2 haben wit dann das Schema 

G:, 
dieses Index yon dem yon G t u n d  G 2 ankommt). Es existier~ also eine 
Ko,i,2 , die (lurch die neue Grenze G getrennt wird. (Fig. l l a . )  

2) Bei verschiedenen Indices haben wir: G~ ~ G~, G~. Existier~ nun 
g ; ~ 2  �9 t ") �9 r, so wird sie dutch G ge~renn~. Sind aber K~r und K~r verschtedene 
Ke~en, so erhgl~ man dutch [/~'~] " o ~ ~ �9 das ob~ge Schema G~,, Gfl, G r w~eder. 
(Fig. 11b.) 

HI. Die Karte ohne Zwei. ,  Drei- und u 

Die successive Entfernung der Zwei-, Drei- und Vierecke, wobei die 
Enf~chung ,,fal~cher" Grenzen zu vermeiden ist*), k a ~  auf eine Kart~ yon 
nut  vier L;s fiihren, dann is~ die Aufgabe gelSst. Im allgemeinen 

j ~ o c h  eine komlalizier~exe Kart~ tibrig bleiben, yon der wit beweisen: 

*) Start eine Vierecksgrenze zu entfernen und dadurch die gegenfiberliegende 
zur falsch~ zu machen, bildet; man nach pag. 413 Teilkarten oder entfernt eine 
andere Vierecksgrenze, etc., s. a. pag. ~25. 
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1) Sie enthiilt Fiinfecke (mindestens 12). 
2) WenLgstens ein Fiisffeck grenzt an ein Land yon nieht mehr als 

sechs Ecken. (Dies ]m Interesse fernerer Ubersichtlidhkeit.) 
Sei 1 die Anzahl der Li~nder, 

l, , ,  , ,  , ,  ~-eeke dartmter, 
g , , ,  . Grenzen~ 
e ,, ,, ,, Eeken, 

so gilt, wie man sieh leieht tiberzeugt, Eulers Polyedersa~z: 

1 - - g + e = 2 ,  
oder wegen 

2g = ~e = ~ ,  (~= 5, 6 , . . . )  
tmd 

d. }1. 

~ =  2:1.,  

. ~ ' ( 6 - , , ) z ,  = ~e,  
,It  

15 -~ 12 q- 27 (v--6) I, (v = 7, 8,. . .),  
womi~ die erste Behuuptung erwiesen ist. 

eeke nirgends aneinander, so ~iigen sic schon allein 5ts zur Aazahl der 
Eeken bei; und grenzten auch die Seehseeke an keine Ffinfeeke (abet 

beliebig os aneinander), so wiirden sie noch mehr als 6t8= 21~ hinzu- 
ftigen. Es miiBte daher 2._ s 

abet 
e = 2 2:1~ - 4 ( ,  = 5 ,  6 , - .  -) 

also 
~z~ < 2 ~  - 4 ( ~ =  7, s , . . . ) .  

Daraus ergiibe sic]a: 

40 + ~ ( 3 v - - 2 0 ) ~ , <  0 ( v =  7,8,...) 

was nieht angeht. Es wiirde~ sogar~ wenn die Fii~ecke paarweise an- 
einander (aber an keine Sechsecke) grenzten, noch zu viele Ecken heraus- 
kommen. 

Bei der ferneren t~eduktion beschriin'~ wi t  uns also auf das Aus- 
15schen yon solchen Grenzen, die. ~wischen zwei ~'iinfecken oder zwischen 
~'iinfeck und Seehseck verlaufen. Dat] man auf berei~s gef~rbter Kar~ 
solche Grenzen wieder eimetihren, d. h. Sechsecke (ao:t ~ see]as Weisen) in  
zwei Ffi~ecke, Siebeneeke in ein Fii~- trod ein Sechseek jedesmal unter 
Trennung einer Kette zerlegen kann, muB nun gezeig~ werden. 
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IV. Teilnng eines Sechsecks in zwei Fiinfecke. 

Die Sechsecksgrenzen seien in nah~rlicher Folge G ~, G~ G~, . - .  G e 
(Umlaufsslnn gleichgtiltig). Es sei beabsich~ig4, die neuen Ecken auf 
G ~ u~d G ~ zu legen, yon denen wit gleich annehmen, dal~ sie nich~ auf 
einer Ket~e liegen, und denen wir daher denselben Index geben kSnnen. 
G ~, G a miissen dann die anderen Indizes haben: so erhal~en wir das 
Schema: G}, G~, G~, G~, dazu G~, GSr (oder G~, Gs~, was wit spiiter 

be  h on), K:% + K)r K/2 = K22. D.rCh 
[g:,~] u~d LK)~,] kSnnte man nun eine K~U ~'~'t herstellen, wenn eine 
dieser 0perationen die Ke~te der anderen intakt liege. Es soll also ferner 

[K~]  eine K ~  ~, [K~r] eine K~/hervorbr~ngen~ desgl, wegen der Symmetrie 

K,~, ~ K, ~ [K~,] eine ~ ,  L ~;~] eine K ~  ~. 

se.~.- ~ . - .~  
,# 

1 t ~  I I  / 

. . . . . . .  . , , ,  . . . .  

:Fig. 12- ~ron den ~ e t t e n  ist  n u t  geze ig t ,  
~ie  sio s ich schlie~en. 

# ~ t , . " 
/ ~ ~  ~ ~ ~  i ~ . ~ , ~  ~ 

[ " ~%'. 

,,' ,~ " 

�9 " / .  , ~ "  ,, ,J �9 

- ~\ ~ ,  ~ " / / / ~ . ,  

�9 ~ t  ! i t  1 l 

, .:; .. : ~ . ,  :! ? 

]~ig. 13. Hul fs f igur  zu  Fig .  ]2. Die  Ke t t en  s ind  nach  
]~eliebon weite~ ve r sch lungen .  Die  mi t  K r e u z e n  

bezeichneten  Stiicke b i lden  ein Be isp ie l  e ines  
, zu sammengese t z t en  Weges" .  

Nun ziehe man noch unmittelbar aul~erhalb der K~, d. h. auf der 
Seite, die das Sechseck nicht en~h~il~, eine geschlossene Kurve, die der 
K ~  in ihrem ganzen Verlaufe folg~, die also die fl-Grenzen, welche yon 
der Kr ausw~ivts gehen - -  abet ke~ne andern Grenzen - -  schneider. Auf 
dieser Kurve, die wit einfach den Kreis nennen wotlen, liegen also in 
gerader AnzahI Seh, i~%~punkte mR Ket~en K~, die zugleich solche mit 
K~r sin& Weder die_K~ durchdringen einander, noch die Kzr. Insbesondere 
werden die Ke~en ~ nnd K2~ yon K~y and K~r so durchsetz~, da~ unser 
See~seek, odex wenn wit s~mfliehe fl-Grenzen so verkth~zen, da~ sie nut 
noch als Durchdr-mgungsst~lten der K~. s und K~r an~usehen shad, ein 
Viereek ent~teh~, yon dem zwei Ecken (II und Ill) auf dem Kreise, zwei 
(1 trod 4) innerhalb dasselben liegen. 
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Wit  beweisen den Hiilfssatz, daft bei dieser Anordnung ein Weg, der 
yon 1 auf der K~,~ his zum Kreise fortschreitet, dann yon dort auflerhalb 
des Kreises auf K#r his zum niichsten Schnittpunkte mit dem Kreise, dann 
inne~-halb auf K~fl u. s. f. immer innerhalb auf K~,~, aufferhalb a~f Kfly, 
den Punkt 4 beriihren muff, ehe er zu 1 zuriickl~hrt. 

Bezeictme~ man noch mit I'~ I" die zweiien Pankte, bei denen man 
yon 1 ausgehead aus K~y, K~fl aus dem Kreise heraus~itt, mit IV, IV" 
die entsprechenden, welche man yon 4 aus erreicht, and numerier~ yon 
I]I aus in beliebiger Richttmg die Schnittpunkte des Kreises, so erhalte~ 
die Schni~launk~ % die beim Umlauf am eine Kette aufeinanderfolgea~ 
abwechselnd gerade mad magerade ~Nummern. 

Geht man mm yon i aus fiber III abwechselnd innerhalb des Kreises 
auf K~fl, auBerhalb aber auf K;~y weiter, so zerschneidet dieser zusam- 
mengesetzte Weg (der sich bei 1 schliegen muB, da er jeden seiner 
Schnittpunkte nva- einmal berfihrt) den Kreis in ei~e gerade A~zahl Teile, 
deren jeder eine get,de Anzahl yon Schnittpunkten umfaB~. Gmge clef 
Weg dutch II, so kiime man yon dort nach 4. Andernfa]ls mfigten die 
Endpunkte des Kreisteiles, auf dem II liegt, yon H selbsi beide um eine 
ungerade (in den sp~iteren YIfiffsfiguren auch beide urn eine gerade) Anzahl 
Sc-hnit~punkte entfern~ iiegen. J~erzu zwingt an der einen Seite der 
Verlau_f der K ~ ,  auf der andern der der K~r, die 
sich in II treffen. Da II selbst noch hinzukomm~, ~ '  
so l~ge eine ungerade Anzahl Schnittpunkte zwisehen 
einem ungerade mad einem gerade numerier~en~ worin 

aer ae,, ,,zus m- 1, / 

auflerhalb K. ~ r,-t,~ i ~ : ~a zu einer ~ , e  machem Zugleich 

augen fiberall K~fl mit K~r. i a c h  bei G~, G2 ~ ' ~  
fiih~t dieses Verfahren zum Ziele, nut dab die Seiten des zu betrach~enden 
Vierecks einer K~fl resp. e/ner K~7 angehSren. Den Fall eadlich, daft 
~ ~= K ~  ist, behandeln wit in dem ibschni t t  fiber Kreuzung der Grenzen. 

V. Teilung des Siebenecks in Fiinf. und Sechseek. 

Wieder seien GJ, G~ die Grenzea, welche die neuen Ecken ~ragen 
sollen. Nach dem fdiheren ]~Snnen wir gleich d~s Schema ansetzen, welches 
allein Schwierigkeiten bietet: 
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dazu 

oder 
1) G~ mit den Unteff~en G=,G~ ~ ~ oder G~,~ Ga7 

]Die 1) entsprechenden Figuren des H~fssatzes m~terscheiden sich yon 
denen beim Sechseck dadurch, dab der Pun~ IH, 
in dem sich K2fl und K~ r beffen, in das Innere 
des Kreises riickt, so dab wit noch die weiteren 
Punkte HI" und HI" erhalten, in denen K~r , K.2# 
aus dem greise beten. Dabei kSnnen HI HI, 
III HI'; da sie ja auf der Karte in e/he Grenze 
zusammenfa!len~ ebensowenig yon einer Kette iiber- 
schritten werden, wie die Seiten des charakte- 
ristischen Vierecks der Figur. Zwischen I l l '  und HI" 
ka~n der Kreis yon K,# sowohl wie yon /~#r nur 
eine gerade Anzahl yon Malen iiberschritten werden. 
Auf diese Figur finder die fl-iihere Uberlegmng ~ig. 15. 

sofort Anwendung, indem man wieder dasjenige 

I! 

i I i i 

i l  i 

yon dem ,#usammengesetzten Wege" ausgeschnittene Stiick des Kreises 
betrachtet, welches den Punkt II enthiilk 

l~ig. 16. HNfafigur zu l~ig. 15. 

\ / 

I ~ ,~ 

:Fig. 17. ~ig. 18. 

Se~lieBlich gilt dasselbe yon dem zwei~en Falle, in welchem der Punkt 
m d e r  H~sf igur  in zwei~ III' und HI" auseinandeff~llt, zwischen denen 
aber~ da sie auf der Katie durch eine y-Grenze (resp. a-Grenze) verbunden 
sind, keine weiteren Schnit~punkte des K.reises hegen. 

VI. Das Kreuzen der Orenzen. 

Um in dem noch restierenden Falle, dab K ~ +  K ~  i s ~ -  
K ~  + ~,~ braudhen wir nicht zu beriicksichtigen, da [K~]  sofor~ eine 
K 1 , 4  # oder K~r ~ schaffen wfi_rde ~ den Anschlul~ an das Bewiesene zu 
gewiuuen, b~lienen wit u ~  der Kre~z~ng der Crre~zen. Darunter ver- 
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stehen wir, falls die Grenze ~0 mi~ (~1 und ~ in der Eeke r mi~ (~ 
und (~t in ~ zusammenstiit~t*), den Ersatz yon ~o dutch eine Grenze 
~ ,  die sieh in einer Eeke ~ mit $~ und ( ~  in der andera ~ mi~ (~ 
und  iffr 

Unterscheiden wit nun--die Ecken einer gefiirbten Karte dutch Vor- 
zeichen (• jenachdem die cyklisehe Folge (aft y) ihrer Grenzen um sie 
heram in einer festgesetzt positiven Drehrich~ung liiuf~ oder umgekehrt, 
so ist klar, da$ sich jede Grenze kreuzen lii$~, deren Enden gleiche Vor- 
zeichen aufweisen. (Fig. 19, 20.) Daft dann die beiden L~nder, die dutch 
die Kreuzung zu benachbarten werden, berei~ verschieclen gefiirbt sind, 
kann man aueh aus dem Schema der Farbenfotge in positiver Richh~ng bei 
einer + Ecke ersehen, niimlich (abc), (dba), (dac) und (dcb), w~n'end 
d~e fibrigen vier Cyklen einer negativen Ecke entsprechen. 

Die Vertauschung der Indizes einer K e ~  iindert die Vorzeichen 
si~mtlicher Ecken, dutch die sie geht. 

l~ig, 19. , ,Kreuzea" einer Gze~e .  Aus ~) w~r b). 

y /  \g 

~" "r ~" ~ 

z,/'. ".',_E 
/ \ 

Fig, ~o. 

Ist nun K ~  ~= K ~  und gib~ es fl-Grenzen, die beide verbinden, so 
kSnnen die Kr~ dutch Kreuzung einer fl-Grenze zusammengeschlossen 
werden, wobei noch [K~]  nS~ig werden ka~ ,  urn die Ecken der fl-Grenze 
auf gleiches Zeichen zu bringen. Abet [Kr 1 kann nur zu einem anderen 
berei~s besprochenen Typus der Figur fiihren, indem fiir G2, G~. die 
Indizierung 5 7 z~1.~ Gr,.Gr eintri~. En~steht dabei e~wa schon eine ~/~  oder 
Kill,4 r ,  so is~ die Aufgabe geliist; andernfaUs ~ri~ das frfihere Verfahren 

*) @ ~ 8 |  soll die Rcihenfolge um ~o hemm sein. 
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seine Rechte. Der Vertauf der K~,e und K~r  wird, wie man sich 
leichf~ fiberzeug~, durch Kreuzung einer fl-Grenze nich~ gestSrk Die Ecken 
tier gekre-azten Grenze haben unter sich gleiche, den frfiheren en~gegen- 
geset~e Vorzeiehen. 

Um uns nun zu fiberzeugen, dab die notwendigen Kreuzungen-  
denn es kSnnen mehrere nStig werden, um K ~  mit K ~  zusammenzu- 
schlieBen ~ sp~t~r wieder riiekg'Eugig gemach~ werden kSnnen, bemer-ken 
wit, 1) da$ die noch auszuffihrende ,[Kr~ ] auger-hath des Kreises" die 
Ecken der gekreuzten Grenze, die ja ianerhalb des Kreises liegen, nicht 
berfihr~, 2)dab die teilweise [K~]  oder LK~], die beim Ziehen der 
F!inCecksgrenze erfolg~, beide Ecken an der gekreuz~en Grenze gleich- 
m'~ig af/izler~ 

VII. ])as Eckenproblem, Yereinfachungen und Folgerungen. 

Uml~u~ man ein Land in positiver Richtung, so finder man, dal~ der 
Index der Grenze, auf der man sich jewefls befmdet, beim Passieren einer 
posii~iven Ecke gem~iB der cyklischen Substitution (a7f l ) ,  bei einer nega- 
riven hingegen gem~t~ (af t7)  ge~nder~ wird. Da man bei vollem Umlaufe 
zu demselben Index znrfickkehren mut~, so ist, wenn p positive, n negative 
Eeken auf der Begrenzung eines Landes liegen: 

=-  1 ,  

oder wegen 

(af lT)  ~ = (r  (aTfl)  ~ = (aflT),  (aflT) ~ = (aTfl)  3 = 1, 
p - n ,  ( 3 ) .  

Geling~ es, aUe Ecken einer Karte mit Vorzeiehen A- zu versehen, so dab 
b~r die Begrenzung jedes Landes die Differenz der positiven und negativen 
Eckeny.a]Men (lurch drei teilbar ist, so ist dadurch offenbar sofort eine 
richtige Indexver~eilung fiir die Grenzen gegeben. Bezeichnen wit die 
gen~_nte Aufgabe als ~ckenproblem (~), so l~Bt sich die auf pag. 416 
gegebene ~,quivalenz zu folgender erg~i~zen: 

f =-  | 

Es zeig~ sieh yon diesem Sf~udpunk~e aus: 
1) Zweiecke er'halten die Signatur + - - ,  welehe vertausehbar ist (~  q-). 
2) Dreiecke + - 4 - +  oder , trod zwar das erstere, wenn die 

alte Ecke, an tier sic angebraeht warden, das Minuszeichen hatte. Daraus 
f~tg~, dab man jede Kax~e dutch Anbringen yon Dreiecken an ihren 
M.inusedken in eine solehe verwandeln kann, auf tier die Eckenzahl jedes 
Ltmdes dutch d_rei teilbar is~ ....... denn sic ha~ nun nut noch Phsecken. 
Dasselbe geschieht, wean man Dreiecke an den P!usecken allein anbringt. 
SchlieBlich ergibt sick. darans der Polyedersatz: 
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Jedes :Polyeder, in dessen ~cken sich je drei Kanten treffen, liifl~ sic], 
dutch Kappen h6hstens do" tt~lfte seiner ~cken in ein solches verwandeln, 
dessen slimtliche Selden dutch drei teilbare ~Eckenzahlen 5esitzen. 

3) Vierecke werden signier~ + + - -  oder + -  + - - .  Es ergib~ 
sich dabei leicht, dab man sie auch dutch Ziehen zweier ihrer Gegen- 
grenzen einfiihren kann. Man trennt dadurch n~mlich auSer den: Viereck 
zwei Teile eines alien Landes ab, dessen Eckensumme dutch clrei teilbar 
war. Entweder is~ die Eckensumme jedes dieser Teile dutch drei teilbar, 
dann signieren wit das Viereck + -  + - - ,  wobei jedes Nachbarland den 

't,4 ......... ='r 

c ~: a ~ c d 

'T.- ............ =t-:j, 

l~ig 21. Wurfe l  (viorfarbig). 

Zuwachs 0 zur Eckensumme erhi~lt. 

- + 

~ig.  ~2. W u ~ e l  (chroifarhig). 

Oder es. fehlt dem einen Teile ein 
+,  dem audern zwei +,  d~nn signieren wir - - -  + + ,  indem wit ~ir 
ein + z w e i -  geben, und umgekehrt. Auch hierdurch kann man bei der 
ZerstSrung der Vierecke dem Auf- 
treSen falscher Grenzen vorbeugen. 

4) Bei Ffinfecken muB eine Ecke 
ein yon den iibrigen verschiedenes 
Vorzeichen haben: + + + + --. 
Es ~B~ sich auch beweisen, dab 
jede Ecke des Fiinfecks zu dieser 
ausgezeichneten gemach~ werden 
kann. Beim Ikosaeder ergeben sich 
hieraus z. B. zehn F~xbungen, welche 
nieht dutch einfaehe Permutation 
der Farben a, b, c, d auseinander 
hervorgehen. 

5) Man wird of~ die Ze~tSrung 
der Drei-~ Vier- und Fiinfecke s o  

leiten kSnnen, (tab eine g~.r~e em~,- 

~--.= . . . . . .  ~_._. =-===:.=~=~.. 

.J ;i -'A '<. 
7 -I J~ : " v ., c :~ ~ !1 \ 

(//, " '), d / c "'% , 
.j:- - [._+ ,_.~+_/ + ~_ \" 

+~_-- "-~.. / % ~ , +  
"%. "-~./.- ~:...,~-< ...-.:- 

"%., "-:, + ,.9" ..-'-'" 

:Fig. 23. Pentsgo,,-Doelek~der. 
Die M~usecken  b i l dea  ei~z r~g. Teimaeder, daren ~ich 
auf  di~so Wei~o zehn dem zeg. I)odokaeder oi~x- 

steht, die nur Liinder gerader.Eckenzahl aufweist. Le~ztere ist leichr and 
zwar mit; drei Farben zu F~rben. Da die Ecken n~mlich yon einer be- 
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stimmten aus teils stet~ ungerade tells stets gerade Ntunmern erhaRen, 
auf welcher Grenzenfolge man sic anch abziihlt, so gebe man den geraden 
und ungerahen verschiedenes Vorzeichen. Die Folge ist, dab die Be- 
grenzung jedes Landes eine Ket~e wird~ und da eine Grenze, welche 
Eeken verschiedenen Zeic-hens verbindet, mit ihren Enden an gleich- 
gefi~rbte Liiader stiit~t, so ist ersichtlich, dab jede Ky~ diesetbe Farbe 
umscblieBi~ ebenso alle K,#, und atle K#y. Man hat bier den Vorteil, 
dab die zun'~chst zu ziehende Grenze (und wahrscheinlich mehrere) ohne 
weReres eine Kette t~ennt. (S. Fig. 21.) 

6) }tieraus ergibt sich noch - -  was auch sonst klax is~ , dab eine 
Kaxte, in deren Ecken sich je eine gerade Anzahl yon Grenzen ~effen~ in 
zwei Farben a u s z ~ e n  ist. Die einzu~hrenden Hiilfs-L~i~dchen L ~ 
(s. pag. 415)machen niimlich a~e Begrenzungen gera~lzahlig, haben selbst 
eine gerade Anzahl Ecken und erhalten bet obiger Aus~hrung der Karte 
in drei Farben s~ntlich dieselbe Farbe. 

7) Der Vieffarbensatz und die Beweismethode scheinen sich auch 
auf Einteflungen des dreidimensionalen Raumes verallgemeinern zu lassen, 
wobei aber mehrfach zusammenhiingende Raumzellen (etwa infolge yon 
RShrenleitungen usw.) nicht vorkommen dtirfen. Allerdings ist die chro- 
matische Zahl des Raumes noch nicht festgestellt. 

GSit ingen,  1. Mat 1903. 


