Transcendenz von ¢ und =,
Von

P. Gorpan in Erlangen.

Hermite hat die Transcendenz von ¢ und Lindemann die von =
bewiesen, d. h. sie haben gezeigt, dass keine ganze Function mit
ganzzahligen Coefficienten ¢ oder » zur Wurzel hat.

Neuverdings haben Hilbert und Hurwitz Vereinfachungen des Be-
weises angebracht, in Folge deren er sich folgendermassen gestaltet.

Die Function e* ist durch die Reihe definirt:

=14z} gi; + :—s, .
Dieselbe geht, wenn man die symbolische Bezeichnung einfiihrt:
rl=Fh"
und mit dieser Grosse und einer beliebigen ganzen Zahl ¢, multiphicirt,
in die Formel iiber:
1 el e® = ¢, (x+hY + c;ax’u, . ..
wo u, die Rethe:

&z a?
u"=r+1 +fr+1-r—|—-2+'”

bedeutet. Ist:

£ — mod. z
so hat man:
mod. 4, < &
und wenn man:
Ur = gy
setzt:
mod. ¢, < 1.

Aus der Formel (1) folgen nun die folgenden:
e hrer = e, (z-+hY + ca7 g, ¢,

r—==s r=—2s =3

612 e b ==2 oz Ry + 652 CrQr X°

r=0 r==0 r==0
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und, wenn wan:

Z'crm’ = ¢(2); Z’c,q,x' ¥(2)
setzt: = ~
@) e p(h) = ¢ (z+h) + ().

Giebt es nun eine Gleichung mit ganzzabligen Coefficienten:

”S:Cxe" == 0,

x=0
so wird aus Formel (2):

¥=n z2=n

®) 0= Cuplath) + D) Cov()er.

#=0 x=0
Wahit man fir ¢ die Function:
p(x) = (p 1), (l—z,2—2...n—x)?

, 7
und fiir p eine Primzahl grosser als die Zahlen m und C,, so werde:
in F. (3) die Grossen:

g(h+2)
ganze Zahlen.
e+, p(h+2)... o(h+n)
haben den Factor p,
Coop(®)

hat ibn nicht.
Lisst man p wachsen, so werden ¢ und ¢ beliebig klein, Formc]
(8) ist unmoglich und die Zahl ¢ transcendent.

Wire iz die Wurzel einer Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten

4) c(@—w,) (Z—w,) . .. {(x—wy) =0,
s0 hitte man die Formel:
(5) (146%) (14€") - - - (14e").

Befinden sich unter den Summen
Wy Wi+ We; Wi+ Wz = Wy .
C — 1 verschwindende Grossen und bezeichnet man die iibrigen durch:
Gy Oy g, .0y
und jhre Moduln durch:
@, doy O3 ..« Oy,
so wird Formel (5): i}

6) 0=0C+ D e,
x=1
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Sowohl die symmetrischen Functionen der cw, als auch die der
ca, sind ganze Zahlen.
Nach Formel (2) wird dann:

) 0= Cp) + D planth) + > v ().
Dieses Mal sei: = =
@(x) = (:i_:)! crtr—i{g—g, . T—ty + - X 0y) P

und p eine Primzahl grosser als die Zahlen:
C; n; ¢; ey . .. 0.

Die Grossen ¢(k) und Zcp(a,-[—h) sind ganze Zahlen:

#x=1

Soti

hat den Factor p; C ¢ (k) aber nicht.
Wichst p, so werden die Moduln von ¢ und ¢ beliebig klein.
Die Formel (7) ist nnmoglich und daher = eine transcendente Zahl.

Erlangen im Mai 1893,



