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Theorie einer Bifilar-Sonnenuhr. Von H. Michnik. 
Wir legen im Raume folgendes Koordinatensystem fest. 

In der Ebene der Sonnenuhr, die wir horizontal annehmen, 
gehe von einem festen Punkte 0 aus (siehe Figur I )  die 
positive Richtung der x- 
Achse nach Osten und die 
der y-Achse nach Norden. 
Die Vertikallinie in 0 sei 
die z-Achse mit positiver 
Richtung nach dem Zenit. 
Zum Schattenwurf rniigen 

gespannte Fiiden) dienen. 
Der eine Stab Ggehe durch 

zwei dtinne SUbe (Drlhte, I f  

den horizontal Punkt von r Westen d& s-AchseA nach *g+ 
Osten und habe von der 
xy- Ebene den Abstand 

r, der s-Achse horizontal 
von Siiden nach Norden, und es sei Or, =g,. 

Konstruktion des  Schat tenschni t tpunktes  P. Es 
sol1 die Lage des Schnittpunktes der Schattenlinien von G 
und GI in der xy-Ebene bei gegebenem Sonnenstande be- 
stimmt werden. Die durch die Punkte r und F1 gelegten 
parallelen Sonnenstrahlen miigen die xyEbene in den Punkten 
S und Sl treffen. Diese Punkte liegen auf einer durch 0 
gehenden Geraden. Die Ebenen (S, G) und (Sl, G) miigen 
die xyEbene in den Geraden SL und &Ll schneiden. Die 
erste dieser beiden Geraden ist dann die Schattenlinie von G, 
die zweite die von Gl. Der Schnittpunkt P der beiden Ge- 
raden SL und S, LI ist der gesuchte Schattenschnittpunkt. 
Seine Lage ist von der wahren Sonnenzeit t abhhgig; und 
wir ktinnen umgekehrt aus seiner Lage die wahre Sonnen- 
zeit bestimmen. 

Die hier angewandte Projektion der Himmelskugel auf 
die xy-Ebene ist eine Verallgemeinerung der sonst in der 
Gnomonik gebrHuchlichen sgnomonischen @ Projektion und 
geht in letztere Liber, wenn 8, = g ist. Wir wollen sie 
Bi f i  1 a r p roj e k t i on nennen. 

Es ist SL parallel zur rAchse und Sl& parallel zur 
y-Achse. Daher ist 

ein konstantes Verhiiltnis; und zwischen den Punkten Sl und P 
besteht eine Amnittit. Die Bifilarprojektion der Himmelskugel 
auf die xyEbene kann daher durch zwei Projektionen ersetzt 
werden, nlmlich durch die gnomonische Projektion durch 
den Punkt rl, durch welche wir den Punkt Sl erhalten, und 
durch eine Affinittit, die dann den Punkt P liefert. 

Die Bifilarprojektion ist ein besonderer Fall der Steinnc 
schen Transformation. 

I 

Or=g .  Der andere Stab of:& 
GI gehe durch den Punkt W = g ,  $4 

PL1: S,& = so : s,o = g : f1  (1) 

Koordinaten des  Schat tenschni t tpunktes  P. Das 
Azimut der Sonne sei A und ihre Hiihe A. Dann ist in Figur I 

Ferner ist tS, OY = A, daher 
0s = gctgh os, = g, ctgh . (2 )  

(3) 
OL = 0s cosA = g ctghcosA 
OL, = OS1 sinA = gl ctg h sin A . 

Die Koordinaten von P sind nun x = OL1 und y = OL. 
Es ist also fur den Punkt P 

Nun ist 
x = gl ctgh sinA 

cosh sin A = cosd sint 
cosAcosA = -cosp sind+sincpcosdcost 

worin p die Polhiihe, d die Sonnendeklination und t den 
Stundenwinkel der Sonne bezeichnen. 

Unter Berficksichtigung dieser Gleichungen erhalten wir 
aus (4) fir den Punkt P 

y = fctgh cosA . 
sinh = sin p sin d t c o s  sp cosb cos t 

(4) 

( 5 )  

(6 )  
x = gl -sint/(sinp tgd+cosp cost) 
y = g-(-cossptgd+sinpcost)/(sinptgd+cospcost). 

Tageskurven. Wir bestimmen die Kurve, die der 
Schnittpunkt P im Laufe des Tages beschreibt. Man elimi- 
niere aus den Gleichungen ( 6 )  den Stundenwinkel t. Aus 
der zweiten Gleichung in (6)  folgt 

cost = [tgd (8 cosy+ysinp)J/(~ sinp-ycosp) . (7) 
Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung in (6 )  ein, 

Durch Vermittelung der Identittit 

erhat man fur die gesuchte Kurve die Gleichung 
sin*d (gPx2+gl*y*+g*gl*) = glL(gsinp-ycosp)2 ( 9 )  

oder g*x'singd+glsy* (sin'd-cos*p)+ 
+zgg12ysinp cosp+g'gl*(sined-sin4y) = 0 .  (10) 

Das ist die Gleichung eines Kegelschnitts. 
Die Natur des Kegelschnitts ist stets dieselbe wie bei 

der gnomonischen Projektion, da durch die Affinitilt, die hier 
hinzutritt, an dem Verhalten einer Kurve zur unendlich ent- 
fernten Geraden der Ebene nichts geiindert wird. 

Wir kiinnen nun folgende Fiille unterscheiden : 
I)  Nach Gleichung ( 9 )  ist der Kegelschnitt eine Ge- 

rade, wenn d = o ist. Ihre Gleichung ist dann y = g t g p  
und stellt die Schnittlinie der durch r gehenden Aquator- 
ebene mit der xy-Ebene dar. 

2) Der Kegelschnitt ist eine El l ipse ,  wenn in (10) 

y>9oo-d ist, was nur in der kalten Zone mtiglich ist. Am 
Pol hat die Ellipse die Gleichung 

Die Ellipse wird bei der Polhiihe p zu einem Kreise ,  wenn 

SO wird sint = gx tgd / [n  (gsinp-ycosp)] . (8 )  

sinzt+cosst = I 

[X/k l  Ctgd)l*+M(B.(;tgd)I* = 1 * (1 1) 

g'sin'd = glz(sinzd-cossp) (12)  
6 
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ist. Hieraus folgt 

wo naturlich 'p > 90"- d sein muO. Es ist also stets miiglich, 
innerhalb der kalten Zone bei passender Wahl des Verhllt- 
nisses g/gl die Tageskurve zu einem Kreise zu machen. Dieses 
Verhiiltnis ist fdr den Pol = I. 

3) Eine Parabel  entsteht, wenn y = 90"-d ist, was 
nur in der kalten Zone mtlglich ist. 

4) Eine Hyperbel  ergibt sich, wenn y<9oo-d ist. 
Dieser Fall tritt in jeder Zone ein, in der kalten jedoch nur 
mit Beschrtinkung. Die Hyperbel ist gleichseitig, wenn 

ist, eine Bedingung, die immer erfiillbar ist. Durch passende 
Wahl des Verhlltnisses g/g1 kann man also jede Tageshpperbel 
gleichseitig machen. 

S t u n d e n l i n i e n  f u r  wahre  Sonnenze i t .  Diese 
Stundenlinien sind die Bifilarprojektionen der Stundenkreise 
am Himmel. Um die Gleichung der Stundenlinie f i r  eine 
gegebene Stunde t zu finden, eliminiere man aus den Glei- 
chungen (6) den Parameter tgd. Da x und y lineare ge- 
brochene Funktionen dieses Parameters sind und einen ge- 
meinsamen Nenner haben, so ist die resultierende Gleichung 
in den Koordinaten x und y linear. Dieselbe lautet 

Die Stundenlinien fur wahre Sonnenzeit sind demnach gerade 
Linien. 

Setzt man in ( I S )  x=o, so wird y= -gctgy. Dieser 
Wert ist von t unabhilngig. Daher gehen alle Stundenlinien 
der Bifilar-Sonnenuhr durch einen ,festen Punkt Q, der auf 
der y-Achse liegt und von der x-Achse den Abstand -g ctg y 
hat. Dieser Punkt ist von g1 unabhilngig. Er ist der Punkt, 
in dem die durch r gehende Himmelsachse die xy-Ebene 
trifft. In ihm schneiden sich auch alle Stundenlinien einer 
gemeinen Horizontal-Sonnenuhr, deren schattenwerfender Stab 
Q r  ist. Letztere Linien gelten naturlich auch fir die Ab- 
lesung der Schattenspitze des senkrechten Gnomons Or=g .  

Der Schnittpunkt der Stundenlinie ( I  5)  rnit der xAchse 
hat die Abszisse = gl tgt . 
Wenn wir den Winkel, den diese Stundenlinie rnit dery-Achse 
bildet, mit o bezeichnen, SO ist t g o  = v/gctgy oder 

g/gl = V (  I - cos*y/sin'd) ( 1 3 )  

gigl =V(cos?y/sinPd- I )  (14) 

gxctgt-g,ysiny = ggl COST. (15) 

(16) 

tgm = Rtgt (17) 
wo k = kl/g) siny ist. . (18) 

Zwei Folgerungen ergeben sich hieraus: 
I)  Der Winkel ol, den die Stundenlinie fdr th auf der 

gemeinen Horizontal-Sonnenuhr in der Breite y1 mit der 
Mittagslinie bildet, ist bestimmt durch die Gleichung 

Wenn wir in (18) die Konstante R = s h y l  machen, was 
immer statthaft ist, da das Verhiiltnis gl/g beliebig gewlhlt 
werden kann, so ist nach Gleichung ( 1 7 )  

Demnach sind die Stundenlinien einer gemeinen Horizontal- 
Sonnenuhr ftir die Breite y1 identisch rnit den Stundenlinien 
einer horizontalen Bifilar-Sonnenuhr in der Breite y, wenn 
die Beziehung besteht 

tgo, = s i n h t g t .  (19) 

t go  = s h y l  tgt, also o1 = a, . ( 2 0 )  

shy1  = (gJg) siny . (2 1) 

Man kann also eine gemeineHorizonta1-Sonnenuhr als horizontale 
Bifilar-Sonnenuhr fdr alle Breiten verwenden, wenn man das 
Verhllmis gl/g der Gleichung (z I )  entsprechend wtrhlt. 

2. Wenn man in (17) und (18) die Konstante R =  I 

Der Winkel (8, den die Stundenlinie der horizontalen Bifilar- 
Sonnenuhr rnit dem Meridian bildet, ist dann dem Stunden- 
winkel t der Sonne gleich. Dieselbe Eigenschaft besitzt auch 
die gemeine Horizontal-Sonnenuhr am Pol. Die Stundenlinien 
folgen in gleichen Intervallen von I so, wenn die Zeit immer 
um I" zunimmt. Sie bilden ein homogenes System und gelten 
Wr alle geographischen Breiten. Das Verhiiltnis g/g, hlngt 
nach (22)  nur von der Polhtlhe, jedoch nicht von der Sonnen- 
deklination 'ab und ist daher fur einen gegebenen Ort das 
ganze Jahr konstant. 

Auch die gnornonische Projektion liefert in einem be- 
sonderen Falle ein homogenesSystem von Stundenlinien. Bringt 
man uber der Horizontalebene eines Ortes in beliebiger Breite 
einen Stab an, dessen Verlilngerung durch den Nordpol oder 
Siidpol der Erde geht, so dreht sich sein Schatten auf der 
Horizontdebene an einem Aquinoktialtage in jeder Stunde 
um 15". 

Fur den Abstand P Q  = Q hat man auf der Bifilar- 
Sonnenuhr bei homogenen Stundenlinien den fir jede Tages- 
zeit geltenden Ausdruck 

In der Breite von so" ergeben sich hieraus folgende Werte Rir 4: 

macht, SO wird siny = g/gl und Q) = t .  (22) 

e = glcosd/sinh . (23) 

1.56g1 zu Mittag 
am Tage der Sommersonnenwende I .03 gl 
an einem Aquinoktialtage 
am Tage der Wintersonnenwende 3.22 g1 t 

am Tage der Sommersonnenwende um 7b nachmittags 6.03 8, 
am Tage der Wintersonnenwende um 3h nachmittags 8.18 g1 
Es darf also der Abstand g1 im Verhlltnis zur Dimension 
der Fliiche nicht zu gron sein. 

Konstruktion der  Bifilar-Sonnenuhr mit homo- 
genen Stundenlinien, Nachdem man in der Horizontal- 
ebene durch einen beliebigen Punkt Q (Figur 2) die Stunden- 
linien im Interval1 von I 5" gezogen hat, errichte man in einem 
beliebigen Punkte 0 der Mittagsstundenlinie auf dieser Ebene 
das Lot, das die durch Q gelegte Himmelsachse in I' trifft. 
Es ist O r  =,q und Q r = g l .  Man verllngere dann O r  
iiber r hinaus bis r,, sodat3 Orl = gl wird. Durch r lege 
man den horizontalen Stab G in ostwestlicher und durch r, 
den Stab G; horizontal in nordsiidlicher Richtung. Man zeichne 
auch den Aquator und die Solstitialhyperbel ein. DieFigur 
gilt f ir  die Polh6he von 50". 

LBnge der  S t l b e  G und Gl. Man kann die Stilbe 
tiber die ganze Flache legen, obwohl sie nicht in dieser Aus- 
dehnung beansprucht werden. Es entsteht die Frage nach der 
notwendigen L&ge der Stilbe, wenn der Schattenschnittpunkt 
P noch auf der Flilche liegen soll. 

Zunilchst sol1 ermittelt werden, in welchen Punkten der 
nach P gerichtete Sonnenstrahl die Stilbe trifft. Der Strahl 
treffe G in 2 und GI in 2 1  (siehe Figur I). Wir setzen 
K S = g  und rl&=q. Offenbar ist g=PS und q=PS,. 
Nun ist 
und 

PS: x = SSI : os, = (gl -g) :g, 
PSI :y  = ss, : 0s = (g,-g) : g .  
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winkel sei I und die Koordinaten des Punktes P seien 
x1 undyl (siehe Figur I). Der durch Pgehende Sonnen- 
strahl ist der Durchschnitt der beiden Ebenen (8 G) und 

y/yl+s/g = I und x/x1-ts/gl = I . (27) 

6 (P, GI). Ihre Gleichungen sind 

Zwischen XI und yl besteht die Relation ( I  5 )  

Aus (27) folgt 

Setzt man diese Werte in (28) ein, so erhillt man die 
Gleichung des hyperbolischen Paraboloids 

x ctgt/(gl -z) -y sin y/(g- s) = cos y . (30) 
Gehen die Sonnenstrahlen von einem Parallelkreise aus, 
dessen Deklination d ist, so bestehen wieder die Glei- 
chungen (27 )  und (29), und die Koordinaten xl und yl 
des Punktes P genugen der Gleichung (9) 

8x1 ctgt-giy1 sin9 = RRl c a y  - (28) 

Yl = gY/(K-d 21 = RlX/kl--.) * (29) 

Figur 2. 

Hieraus folgt 

Hierdurch ist die Lage der Punkte B und Bl bestimmt. Es 
ist 5: proportional x und q proportional y. 

Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man erwggt, 
daO 2 auf der Geraden Llrl und Zl auf Lr liegen muO. 
Man erhillt dann aus den Bhnlichen Dreiecken T;L10 und 
r12r die Proportion F : x = (h -f) : gl, woraus sich der 
obige Wert von f ergibt. 

Aus (24) folgt, daO t mit wachsendem x und q mit 
wachsendem y zunimmt. In unseren Breiten ist die Tages- 
kurve des Punktes P eine Hyperbel. Es werden daher beim 
Aufgang und Untergang der Sonne x und y, folglich auch 

und q unendlich groO. Durch die Flilche der Sonnenuhr, 
auf der nur ein Teil des Sonnenlaufs abgebildet wird, sind 
diese GrtiOen begrenrt. Offenbar ist t stets kleiner als x. 
Wenn gl < 2 9  ist, so ist auch 7 ey. Bei Annahme homogener 
Stundenlinien ist 

Fiir die Breite von 50" ist daher 

Hierdurch ist die notwendige Unge der Stilbe bestimmt. 
Regelfltlche der  Sonnenstrahlen. Bei der gno- 

monischen Projektion bilden die Sonnenstrahlen, die durch 
die Spitze des Gnomons gehen, einen Rotationskegel, falls 
sie von einem Parallelkreise des Himmels herkommen, wie 
bei der tilglichen Bewegung der Sonne. Der Kegel wird zu 
einer Ebene, wenn der Parallelkreis in einen Hauptkreis 
(Aquator, Ekliptik, Stundenkreis) Ubergeht. 

Es ist von Interesse, die Gestalt der durch die Sonnen- 
strahlen gebildeten Regelflilche fiir die Bifilarprojektion zu 
ermitteln. 

Wir wilhlen zunilchst den einfacheren Fall des Stunden- 
kreises. Die Sonnenstrahlen, die von diesem Kreise kommen 
und die St!itie G und Gl treffen, schneiden, wie wir gesehen 
haben, die sy-Ebene in einer Stundenlinie f i r  wahre Sonnen- 
zeit. Da sie zur Ebene des Stundenkreises parallel gehen, 
so bilden sie ein hyperbolisches Paraboloid. Wir wollen die 
Gleichung dieser Regeltlilche ableiten. Der gegebeae Stunden- 

s: = 4gl-g)lgl tl =y.k1--d/g. (24) 

f = x-xsiny q =y/siny-y. ( 2 5 )  

5 = 0.234 X T = 0.305y. (26) 

sin*d(g* xl *+g1*yl *+g*gl *) =gl * (8 sin sp -yl cos y)y  . (3 I) 

Durch Einsetzen der Werte (29) in (31) erhBlt man die 
Gleichung der Regelflilche 

sin*d[ I +~*/ (s -~~)*~y*/ (s -g)~]  = 

niese Flilche 4. Ordnung hat einen Richtungskegel, da 
alle Sonnenstrahlen mit einer festen Geraden, der Himmels- 
achse, den konstanten Winkel 90"-d bilden. Sie besitzt 
3 Doppelgeraden, nilmlich die Geraden G and Gl, und die 
unendlich ferne Gerade der ay-Ebene. Die beiden enten sind 
Leitlinien. Die letztere geh6rt ,der Regelschar an, ohne h i t -  
linie zu sein. Die 3 Doppelgeraden liegen derart, daO eine, 
nilmlich die unendlich ferne Gerade, die beiden anderen 
schneidet. Hieraus erklgrt es sich, wanxm alle Horizontal- 
schnitte der Flilche nur Kegelschnitte und nicht Kurven 
4. OrclQung sind. 

Im Spezialfall y = 90" geht die Gleichung der Regel- 
flilche (32) tiber in 

Bei 'dieser FIBche haben die Strahlen zwischen den Leitlinien 
G und GI die konstante Unge (g1 -g)/sind. Die Flilche 
entsteht also durch die Bewegung einer Geraden, von der 
zwei feste Punkte auf den Leitlinien G und GI gleiten: Die 
Horizontalebene durch den Mittelpunkt von rr1 schneidet 
die Flilche in einem Kreise. Die senkrechten Projektionen 
der Strahlen der Flilche auf die Horizontalebene umhiillen 
eine regultire Astroide. 

Im Falle 9 = 0" nimmt die Gleichung der Regel- 
flilche (32) die Gestalt an 

Da die Himmelsachse die Richtung der Geraden GI hat, 
bilden alle Strahlen mit GI den konstanten Winkel 90"-d. 
Bewegt man diesen Winkel so, daO der eine Schenkel immer 
mit der Geraden GI zusammenfilllt, wihrend der andere die 
Gerade G trifft, so erzeugt der letztere die Regelflilche. 

HBhenkurven .  Eine HCIhenkurve ist der Ort des 
Schattenschnittpunktes ftir eine gegebene Sonnenhtihe A. 
Durch Elimination des Azimuts R aus den Gleichungen (4) 
erhillt man die Gleichung der Hahenkurve 

b V + Y  c0S9 / (~ -R) l2  - (32) 

x*/(s-~~)'+Y*/(s-~)* = ctg'd . (33) 

y*Ctg*d/(l-g)*-X*/(s-gl)~ = I . (34) 

6. 
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(..tgA/gJ2+.y tgA/d2 = 1 (35) 
die mit der Gleichung ( I  I )  ubereinstimmt, wenn d = h ge- 
setzt wird. Die Hohenkurve ist also eine Ellipse. Sie geht 
im Falle g1 = .g in einen Kreis uber. 

A z i m u t a l l i n i e n .  Um den Ort des Punktes P fur 
ein gegebenes Sonnenazimut A zu finden, eliminiere man 
aus ( 7 )  die Sonnenhohe A. Man erhalt die Gleichung 

die eine Gerade durch den Anfangspunkt 0 darstellt. Diese 
Gerade ist die gesuchte Azimutallinie. Ihr Azimut A' ist durch 

bestimmt. Zwischen A und A' besteht daher die Relation 

die im Falle homogener Stundenlinien nach Gleichung ( 2  2)  in 

iibergeht. Die Differenz A'-A wird ein Maximum, wenn 
A'+A = go" ist. Auf einfache Weise lassen sich nach 
Gleichung (39) die Azimutallinien fur gegebene Sonnen- 
azimute konstruieren. 

S i d e r i s c h e  S t u nd e n  1 i n i e n. Die siderischen Stunden- 
linien dienen zur direkten Bestimniung der Sternzeit vermittels 
des Sonnenstandes. I) Wir bezeichnen die Sternzeit, d. h. die 
seit der Kulmination des Friihlingspunktes verflossene Zeit 
oder, was dassel be ist, den Stundenwinkel des Friihlingspunktes 
mit 8, den gleichzeitigen Stundenwinkel der Sonne mit i, ihre 
Rektaszension rnit a und ihre Deklination rnit 6. Es handelt 
sich nun um die Bestimmung des geometrischen Ortes des 
Schattenschnittpunktes P auf der Fllche der Bifilar-'Sonnenuhr 
bei gegebener Sternzeit 8. Dieser Ort ist die siderische Stunden- 
h i e  fur Oh. Die GroDen f, d und a sind hierbei veranderlich. 
Wir driicken t und 6 durch a aus vermittels der Gleichungen 

worin E die Schiefe der Ekliptik ist, und setzen diese Werte 
in die Gleichungen (6) ein. Es wird dann, wenn man nach 
dem Parameter t g a  ordnet, 

X/Y = (Rl/x') tg A (36) 

die Gleichung tgA' = x/y (37) 

tgA = (dg1)tgA' (38) 

tgA = sinytgA' (39) 

t = 8 - a  tgd = tgssina * (40) 

sin 8 - cos 8 tg a 
x = ' 5'1 (s inytg&+cosysin8)  t g a t c o s y c o s e  

-(cosytgs-sincp sine) t ga+s inycos8  (41) 

= ' (sin-tgE+COSi sinH) tga+cosy case . * 

Die Elimination des Parameters fiihrt zur Gleichung der 
siderischen Stundenlinie 

g x  tgs  cos 8 -,rl y (cos y +sin y tgs  sine) + 
+ggl (siny-cosy tgs sine) = o , (42) 

Die siderischen Stundenlinien sind demnach gerade Linien. 
Die Gleichung (42) bezeichnen wir kurz mit f = 0. 

Wenn wir aus dieser Gleichung und aus der Gleichung af/a8= o 
den Parameter 8 eliminieren, erhalten wir die Gleichung 

sin2& (.g2x2+glSy2+g2g12) = g12 ( g s i n y - y ~ o s y ) ~  (43) 
welche die Enveloppe der siderischen Stundenlinien fur alle 
Werte von 8 darstellt. Diese Gleichung stimmt rnit der 
Gleichung (9) uberein, wenn d = E ist. Die Enveloppe der 
siderischen Stundenlinien ist also ein Kegelschnitt, das bifilare 
Bild der Solstitialkreise am Himmel. Dies leuchtet auch ohne 

Rechnung ein. Denn eine siderische Stundenlinie ist das 
bifilare Bild der Ekliptik. Letztere umhiillt am Himmel die 
Solstitialkreise; und das bifilare Bild der letzteren ist der in 
(43) bestimmte Kegelschnitt. Dieser Kegelschnitt Wist in der 
kalten Zone eine Ellipse, am Polarkreise eine Parabel, sonst 
eine Hyperbel. Bei geeigneter Wahl des Verhaltnisses g/gl 
nach Gleichung ( r g ) ,  worin 6 = E zu setzen ist, wird die 
Ellipse zu einem Kreise. Bestimmt man dieses Verhaltnis nach 
Gleichung (14) fur 6 = s, so wird die Hyperbel gleichseitig. 

Am Polarkreise ist der Winkel 3, den die siderische 
Stundenlinie mit der y -  Achse bildet, bestimmt durch die 

wo y = 90"--6 = 66'33' ist. Diese Gleichung geht im 
Falle g/gl = siny = 0.9174 iiber in 

d. h. macht man auf einer Bifilar-Sonnenuhr eines Ortes des 
Polarkreises die Stundenlinien fur wahre Sonnenzeit homogen, 
so bilden auch die siderischen Stundenlinien ein homogenes 
System. Erstere gehen durch einen festen Punkt und drehen 
sich in einer Stunde um 15', letztere umhiillen eine Parabel 
und drehen sich in der Stunde um 71/20. 

Die babylonischen Stunden (Horae ab ortu Solis, Niirnberger 
Stunden) und italienischen Stunden (Horae ab occasu Solis, 
Ore a1 tramonto del Sole, bohmische Stunden) waren friiher 
im Gebrauch. Man zahlte in beiden Fallen von oh bis 24". 

Es handelt sich hier urn die Gleichung des geometrischen 
Ortes des Schattenschnittpunktes P auf der Flache der Bifilar-. 
Sonnenuhr fur das Ende der bten babylonischen Stunde, d. h. 
wenn b Stunden seit dem Ahfgange der Sonne verflossen sind. 

Es bedeute t den Stundenwinkel der Sonne fur das 
Ende der b"" babylonischen Stunde. Ferner sei fur denselben 
'Tag T der halbe Tagbogen und d die Deklination der Sonne. 
Diese drei Groflen i, T und d sind von Tag zu Tag ver- 
anderlich. Wir driicken t und 6 durch T ails vermittels der 
Gleichungen t = b - T tg 6 = - ctg y cos T. (46) 
Diese Werte sind in (6) einzusetzen. Die Substitution ist im 
wesentlichen dieselbe wie in (40). Setzen wir namlich in (40) 

so erhalten wir die Gleichungen (46). 12% konnen also nach 
Gleichung (4 2 )  sofort die Gleichung der babylonischen Stunden- 
h i e  fur bh hinschreiben, wenn wir auch in Gleichung (42) 
die Substitution (47) anbringen. 

Gleichung t g q  = (gl sincpi<y)-tg(450+~/~8) (44) 

9 = 45'+'/28 (45) 

B a b y l o n i s c h e  und  i t a l i e n i s c h e  S tunden l in i en . .  

s = 90'-y a = T-90" 8 = b-90" (47) 

Die Gleichung lautet 
g x  cos sp sinb -gl y sin y cos y ( I - cos b)+ 

+ ~ g l [ ~ - ( r - c ~ s b ) c o s 2 y ]  = o (48) 
und stellt eine Gerade dar. 

Ebenso finden wir die Gleichung der Enveloppe der 
babylonischen Stundenlinien nach Gleichung (43), namlich 

~ ~ ~ c o s ~ y + g ~ ~ y s i n 2 y + ~ g ~ ~ c o s 2 ~  = 0. (49) 
Die babylonischen Stundenlinien sind also auf der Bifilar- 
Sonnenuhr gerade Linien und umhiillen eine Parabel. 

Diese Parabel ist nichts anderes als der Kegelschnitt (9) 
fur die Deklination 6 = 9oo-y. Auch dieses Ergebnis ist 
ohne Rechnung klar. Denn. die spharischen babylonischen 
Stundenlinien sind Hauptkreise, zu denen auch der Horizont 

') Vergl. meine Abhandlung : Konstruktion einer siderischen Sonnenuhr. AN 216.441. 
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Im Herbst I 920 hatte ich mir fur das Rotschild-Coude 
der Wiener Sternwarte ein Sternphotometer konstruiert, bei dem 
cin kunstlichet Vergleichstern durch einen am Scheinerschen 

gehort. Sie sind Zuni Aquator unter dem Winkel 90' -y 
geneigt und umhullen daher einen Parallelkreis zum Aquator 
im Abstande 90'-y. Dieser beruhrt den Horizont im Nord- 
punkte. Daher' ist das bifilare Bild des Parallelkreises die 
oben gefundene Parabel. 

Der Winkel ,8, den die babylonische Stundenlinie (48) 
mit der y-Achse bildet, ist bestimmt durch die Gleichung 

I m  Falle g/gl = siny ist daher 

Es bilden demnach in jeder geographischen Breite die baby- 
lonischen Stundenlinien ein homogenes System, wenn die 
Stundenlinien fur wahre Sonrienzeit homogen sind. 

Die durch die Gerade G gehende Aquatorebene schneide 
die xy-Ebene in der zur x-Achse parallelen Geraden AA'. Die 
babylonische Stundenlinie fur bh schneide die Gerade A A' 
in B und die durch Q gehende Parallele zur x-Achse in B'. 
(Punkt Q ist der bereits oben bezeichnete Punkt, durch den 
alle Stundenlinien fur wahre Sonnenzeit gehen.) Fur den 
homogenen Fall ist, wie sich leicht zeigen lafit, OB = OB' 
und XB'QB = b. Hieraus folgt eine einfache Konstruktion 
der homogen&n babylonischen Stundenlinien fur jede geogra- 
phische Breite. 

Fur die italienischen Stundenlinien erhalten wir die- 
selben Parabeltangenten rnit derselben Stundenbezeichnung. 
So liegt die babylonische Stundenlinie fur 1 3 ~  mit der itali- 
enischen fur 1 3 ~  auf ein- und derselben Tahgente, die erstere 
rechts, die letztere links vom Beruhrungspunkt (von der kon- 
kaven Seite der Parabel aus betrachtet.) 

T e m p o r a r e  S tunden l in i en .  Im Altertum und hlittel- 
alter teilte man im burgerlichen Leben den Tag, d. h. die Zeit 
vom Aufgang bis zum Untergang der Sonne, in I Z  Stunden. 
Wir finden diese Stunden auch bei den Juden (vergl. Mat- 
thaeus 20, 1-16), und die katholische Kirche hat sie als Horae 
canonicae im Brevier beibehalten. Wegen ihrer Veranderlich- 
keit rnit der Jahreszeit werden sie temporare Stunden genannt. 

Die Linien temporarer Stunden sind, wie ich gezeigt 
habe, I) auf der Himmelskugel sphlrische Sinuskurven und 
in der gnomonischen Projektion auf eine zum Himmeisaquator 
parallele Ebene Ahrenkurven. In der Horizontalebene ergeben 
sich Kurven rnit Inflexionspunkten im Aquator. Daher ist ihre 
Abweichung von der Geraden, soweit der Sonnenlauf in Betracht 
kommt, nur gering. In der Praxis begnugte man sich mit 
diesen Geraden. 

Wir leiten die Gleichungen der temporaren Stunden- 
linien fur die horizontale Bifilar-Sonnenuhr ab. Durch die 
Koordinaten x und y des Schattenschnittpunktes P in Figur I 

ist die Sonnendeklination 6 bestimmt vermoge der aus (9) 
resultierenden Gleichung 

worin p = g s i n y - y c o s y  

tg,8 = (g1 sin dg) tg'/zb * 

,8 = 'I2 b . 
( 5 0 )  

( 5  1 )  

'g c! = g1 P/R ( 5 2 )  

(53) R = l / (g2~2+g1PqP)  q = gcosrp+ysin(p - 

Sensitometer mit stetig verlaufender Schwarzung hergestellten, 
photographischen Keil nieDbar geschwacht werden kann. Den 
kunstlichen Stern gab eine kleine, kreisformige Diaphragma- 

st. Folglich ist fur den halben Tagbogen T der Sonne 

(54) 

7erner ist nach Gleichung ( 7 )  und (8) 
cost = q tgd/p sint = (g/gl)*x tgd/p.  ( 5 5 )  

lurch Einsetzen des Wertes von tg6 aus ( 5 2 )  in diese 
Jeichungen erhlilt man 

cost = gl q/R sinf = gx/R . ( 5  6) 

cos T = -gl p tgy/R s inYT = RQIR? 
Q = seczy ( g ~ ~ ~ ~ ~ ~ y + g ~ ~ ( g c o s z ~ + y ~ i n z ~ ) ]  . 

Fur eine gegebene temporare Stundenlinie ist das Ver- 
ialtnis f / T  konstant. Diese Konstante ist fur das Ende der 
rten temporaren Stunde, die zu Mittag beginnt, = ' I6,  fur das 
Jnde der Sten = '18 U.S.W. Dieses rationale Verhaltnis be- 
:eichnen wir allgemein mit n/m, wo II und m zwei positive ganze 
Cahlen bedeuten, die relativ prim zueinander sind. Es ist also 

Hieraus folgt m t = n T und 

)der 

NO m2, nz U.S.W. Binomialkoeffizienten sind. Nun setze man 
n (59) die Ausdrucke aus (54) und (56) ein. Dann lautet 
lie Gleichung der temporaren Stundenlinie 

Hierin ist K, = gl"'qm-n~Yglm-2 g x q  ' m-2+ 

K,,' = a ~ p ~ - n z  n 2 

f / T  = n/m . ( 5 7 )  

cosm t = cosnT  (58 )  

- - cosuT-nz c o ~ ~ - ~ T s i n ~ T + n ~  ~ o s ~ - ~ T s i n ~ T -  * * (59) 
cosmt-m2 ~ o s " - ~ t s i n ~ t + n r ~  C O S " - ~ ~  sin4t* * . = 

( I /Rm) K m  = [( - I )"/PI K,' . 

P -  RQ+ 

(60) 

(6 I) 

+m4glm-4g4X4pm-4-.  . . 

+n4 an-4pn-4 g2 QZ - . . . 
a = R l t g y *  

Fur die Mittagszeit, d .  i. das Ende der 6ten temporaren 
Stunde, ist n = 0, m = I .  Aus (60) und (6 I )  folgt fur die 
entsprechende temporlre Stundenlinie die Gleichung x = 0, 
1. i. die Gleichung der durch 0 gehenden Nordsudlinie. Die 
Linien fiir die ubrigen temporaren Stunden sind algebraische 
Kurven, deren Ordnung aus folgender Tabelle zu ersehen ist. 

Temporare 2h 3h 4h 5h 6h 
I I ~  loh 9h 8h 7 h  
5i6 v8 1~~ 'is 1i6 

Stunden I 
n/nr 

Ordnung 12 6 4 3 1 2  I .  

Setzt man z. B. n = I ,  m = 3, so findet man die 
Gleichupg der Kurve fur das Ende der vierten und achten 
temporaren Stunde 

worin q die Bedeutung aus (53) hat. Diese Gleichung geht 
im homogenen Falle g/gl = siny uber in 

worin yl = g1 cos y+y  ist. 

g"Zfg'Yq2 = 4gx?pcosy  (62) 

~ ( x ~ + y ~ ~ )  = 2x2y1 sinzy (63) 

Beuthen (Oberschlesien), I 922 April. N. Michnik. 

') Vergl. meine Abhandlung : Beitrlge zur Theorie der Sonnenuhren. Leipzig 1914. 




