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Ueber die Bestimmung der gegenseitigen En

tfernungen in dem Probleme der drei Korper.

Von Prof. And. Lindstedt.

Der Zweck der vorliegenden Mittheilung ist, zu zeigen,
wie man auf dem gegenwirtigen Standpunkte der Analyse
im Stande ist, die wahren Integrale des Dreikérperproblems
in einem Falle, dér zugleich die Fille der Planeten und
Satelliten des Sonnensystems umfasst, wirklich aufzustellen.

Weil die Differentialgleichungen fiir die relative Be-
wegung zweier Massen » und # um die Masse M¥*) die
Form haben:
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ot P =
(1) .
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wo e @, @, ¥, P bloss die gegenseitigen Entfernungen
7, 7', A enthalten, so ist es zunidchst klar, dass die vor-
ziiglichste Aufgabe der Storungstheorie, insofern sie eine
theoretisch richtige Losung bezweckt, darin bestehen muss,
diese Grossen als Functionen der Zeit darzustellen. Wenn
namlich diese Aufgabe erledigt ist, so hat man, voraus-
gesetzt, dass sich #, " und 4 durch convergirende trigo-
nometrische Reihen darstellen lassen, zur Besttmmung der
rechtwinkligen Coordinaten simultane Gleichungen von der
Natur, wie die in meiner Abhandlung »Beitrag zur Inte-
gration der Differentialgleichungen der Storungstheorie« be-

worden. Die Existenz derselben lisst sich ebenfalls, .weil
man es hier mit linearen Differentialgleichungen zu thun
hat, nachweisen.

Ich werde jetzt, unter Voraussetzung der Existenz der
Integrale, zeigen, wie man ihre Form, die Anzahl der Argu-
mente, sowie ihre analytischen Ausdriicke ermitteln kann.
Ich behalte mir vor, auf die Frage der Convergenz spiter
zurlickzukommen. Ich halte dafiir, dass schon die Losung
der jetzt bezeichneten Aufgabe einen wesentlichen Fortschritt
bezeichnen wird, da, wie man weiss, bis jetzt auf dieselbe
keine befriedigende Antwort gegeben worden ist.

Mit Hiilfe der Bemerkung, dass die dritten Differential-
quotienten nach der Zeit von den Grdssen:
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A2

B K Y LM y? = x'2+_y""+z'2
(F—2 P+ (y—y P+ (z—7),

den fir #, y, 2, x .. gegebenen Differentialgleichungen, so-
wie den daraus fliessenden Werthen fiir
déy
ar’

d¥y
dzs
zufolge, sich ausdriicken lassen durch », #, 4 und ihre
ersten Differentialquotienten und ausserdem durch die Hiilfs-

trachteten. Die Form der Integrale ist dort angegeben ' grosse:
1 . dz’ " dy’ + ds’ L, »dy . dz
Pe— p—t —_— [ o ——— e — . Z ——
2 7 iz TVar T & & "M ar T &
erhdlt man leicht die Differentialgleichungen, welche #», »', 4, ¢ unabhingig als Functionen der Zeit bestimmen.
Fiithren wir nun, um eine weitliufige Schreibweise zu vermeiden, folgende Abkiirzungen ein:
} I I R I I . . I I - ﬂ .
A PEEly i S i R ’
I 1 . 1 o 1 Ly )
e -+ PR ; ) -+ A= P ; e -+ s ;
P2 A pe Fi g2 A2 Adp"2 _p2
o =TT 4 SO o = T,
275 27" 2 45
2y gy’ : '3 244 9 2__ '3
o = =4 o= L o = Xrr—rt
27° 297" 2 A5

*) Man wird bemerken, dass ich, was die Sache betrifft, iiberall bestrebt geweéen bin, §

ich, der leichteren Uebersichtlichkeit wegen, die gewdhnlichen Bezeich

8d.107.

ymmetrie zu bewahren, = Dagegen behalte

nungen,
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so erhalten wir die gesuchten Differentialgleichungen in der Form:

y

d3p? dr* < M+ m

T G 2m'(p'> +mge + M'g;-i (-—2 (p—~34’> SRV <+ 29 — 36'> = o
Az’ dr't (M , dr? , d4e
(2 Gh g ( e hamy ) Mgy <+2 p—3® > g (— 21p—36> = o
8 (s (s oo (st o) =
und fir ¢:
(3} - 3? A+ 12 (—m gt + M) + v 2’ o —mp+ M) + A (m' p-+mp—Mé) = o.

Indessen wenden wir nicht diese Gleichung direct an, sondern erst, nachdem dieselbe noch einmal differentiirt
worden 1st, also:

2 2 '3
3[{7 —+ 3: (—m'gp—l—nzzp-{—&/é—-3.M<15'+3 m<15) 4 g: (m'(p—fmp—!—MA —3m B 43 M%P') -+
<4> dda
+oy (m'@ + g — ME—3m Q'+ 3m B )= o.
Es wird unsere Aufgabe sein, das System (2) und 1) Die sog. Excentricititen ¢ und ¢’ der beiden Pla-

(4) zu integriren. Wir sehen sofort, dass hierbei 11 Inte- netenbahnen dirfen eine gewisse numerische Grenze,
grationsconstanten auftreten werden, aber man weiss anderer- die jedenfalls <Z 1 ist, nicht fiberschreiten ;
seits, wie man sich leicht {iberzeugen kann, dass nur 9 von 2) Das Verhiltniss der Radien Vectoren muss ent-
diesen unabhingig sein konnen. Es miissen also zwei Be- weder immer grosser oder immer kleiner als 1 sein;
dingungsgleichungen zwischen den 11 Integrationsconstanten 3) Endlich darf die gegenseitige Neigung nicht zu
bestehen. Die eine von diesen ergiebt sich unmittelbar gross sein.
aus der Bemerkung, dass die Gleichung (3) befriedigt Bezieht man nun diese Bediegungen *auf das Drei-

werden muss. Die zweite liefert die von Lagrange gegebene | korperproblem im Allgemeinen, wobei also keiner der drei
Gleichung zwischen ¢, », #' und 4 sowie den ersten und | materiellen Punkte eine bevorzugte Rolle spielen soll, so
zweiten Differentialquotienten der drei letzteren. Diese Glei- | findet man unter den Bedingungen zunichst keine Symme-
chung trigt in seinem Mémoire: »Essay sur le probléme | trie. Nur in Bezug auf die Massen » und s herrscht
des trois corpse (Oeuvres, Tome VI) den Namen (), | eine solche, indem nidmlich die denselben entsprechenden
braucht aber hier nicht aufgefiibrt zu werden, da wir fiir | Grossen .# und ¢ gewissen Bedingungen unterliegen miissen.
den Augenblick auf die Bestimmung der Integrationscon- Da nun aber diese Bedingung der hinreichenden
stanten nicht eingehen werden. Kleinheit der Grossen e und ¢’ auch so ausgesprochen
Bis zur Aufstellung der Differentialgleichungen fiir | werden kann, dass man setzen darf: 72 = a?(14¢) und
die gegenseitigen Entfernungen hat Lagrange die Symmetrie | ,'2 — a'?(1+¢), wobei ¢ und @ immer echte Briiche
bewahrt; bei der Integration verlisst er, gleich wie alle | pleiben, und « und & gewisse Constanten bedeuten, so
frilheren oder spidteren Forscher, dieselbe, indem er von | jiegt es nahe, zu vermuthen, dass wir durch eine Zhnliche An-
den ‘speciellen Eigenschaften des vorgelegten Systems, wie | nahme fiir 4 einer der Bedingungen (2) oder (3) geniigen
z. B. der relativen Grossen der Massen u. dergl. Gebrauch | werden, dass wir also fiir eine derselben schreiben kénnen
macht. A2 = d?(1-+0), wo 6 ebenfalls ein echter Bruch bleibt.
Es ist klar, dass dies bei der practischen Ver- | [n der That wird uns auch eine ganz elementare Ueber-
wendung der Theorie vollstindig gerechtfertigt ist; bei | Jegung zeigen, dass dies der Fall ist.
der Betrachtung des allgemeinen Problems erscheint es je-
doch von vornherein nothwendig, wenn man eine richtige
theoretische Losung sucht, die natlrliche Symmetrie,
die zwischen den die Bewegung der drei Kérper bestim- : 2r 7y’
menden Grossen herrschen muss, zu beriicksichtigen. A = pi49"3—2¢y cosH = (72"1—7’2)(1_’?_"_'5 cos H)
Wenn wir alsdann die Umstidnde betrachten, auf wel- g
chen im Falle eines Systems, welches aus der Sonne und

Wenn nidmlich A den Winkel zwischen # und 7' be-
zeichnet, so hat man im Dreieck M w':

zwei Planeten besteht, die Mdglichkeit, Reihenentwickelungen Die Bedingung, dass bestindig

zu finden, die wenigstens innerhalb eines beschrinkten Zeit- ,
raumes convergiren, beruht, so wissen wir, dass folgende | entweder . < 1 oder Yo
Bedingungen erfiillt sein miissen: . ¥
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verlangt, dass auch:

d cos
7 yp'?
bestindig ein echter Bruch bleibt.

Der Betrag dieses Bruches in den Fillen unseres
Sounnensystems ist hdufig betrdchtlich genug. Fiir Sonne-
Jupiter-Saturn z. B. hat man, bis auf Grossen von der
Ordnung der Excentricitit:

A% = 118.05 [1—0.84 cos H]

Aber es kommt bei unserer — wohl zu merken: theore-
tischen — Untersuchung nur darauf an, zu wissen, dass
die mit J bezeichnete Grisse doch ein echter Bruch
bleibt.

In dem allgemeinen Problem entsprechen sich dem-
nach die drei Gréssen g, ¢' und J vollkommen symmetrisch.
"In unserem Sonnensystem hat aber J§ gewohnlich einen viel
betrichtlicheren Werth als ¢ und Q', die immer von der
Ordnung der Excentricititen sind. 7

Wir beschrinken jetzt unser Problem auf den Fall,
dass man setzen kann:

P = a* (1+¢)
() ri= a' (1+¢)
A = & (14-0)

wo 9, ¢, ¢ Grissen bedeuten, die immer echte Briiche
bleiben und a2, @'% &% gewisse durch die Integration ein-
gefithrte Constanten sind.  Weiter schreiben wir:

dr'? .
dz

dr? .
ds

d4?
- =,

(6)

u,

-—Uo, '—‘Ulov *"V()y '—Ul

’

resp. bezeichnen.
Mit Riicksicht auf (6) schreiben wir deshalb anstatt

de .

a}?f +ag ut-Bo U 4y, v

d*u 2

gt u+Bu -ty v+e g
%y’

Gt Uy 4 +yy v+

d%y ,
ip Tautbrtrvtag
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woraus durch Ingetration:

7 = a* +Jz¢ ds
Q) ri= a'? 4+ [u'ds
A= + fvde
wodurch @, @', 4 definirt sind, so dass man schliesslich
noch hat:
1 4 . , I §, :
(8) ¢ = ai’./ wdz; ¢ = Zﬁ’,/ wdt; 6 =J vds

Wenn wir jetzt beriicksichtigen, dass die Coefficienten
fiir die ersten Differential quotienten von #%, »? und 4? so-
wie fiir 7, in den Gleichungen (2) und (4) bloss Functionen
von 7, #» und A sind, und zwar diese Gréssen nur in
den Verbmdungen

2, »2 N
1 1 I
PZREC It
I I 1
PR

enthalten, so folgt aus unserer Annahme iber die Werthe
von ¢, ¢ und d, wenn wir die Werthe aus (5) fiir 7,7, 4
substituiren, dass sich jene Coefficienten in Potenzreihen
nach ¢, Q', d verwandeln, die bestindig convergiren. In
jeder derselben wird ein constantes, d. h. von ¢, ¢, d freies
Glied vorkommen. Wir trennen dasselbe von den iibrigen
Gliedern, indem wir die constanten Glieder mit den Buch-
staben @y, B4, Yo, @, By Vi &, - und die iibrigen
Theile mit den Buchstaben :

—Uy, —Q, - - -

1>

{4) und (2):

Usut Uy u'+Vyv

U ut Uy o +V, v+0s g
Uy wt-Uy 4+ Vs w40y g

Us u+Uy ”+ Viv+Os g,

wo also auf den rechten Seiten die Coefficienten von #, #', v und ¢ Potenzrelhen in g, ¢, d ohne ein constantes Glied

sind. So ist z. B.:

M+m

al_—"Ul = +

und somit:

M—~-m
A ~+ 2m

,(1 1 )
7'3+A3

3
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und

i 8. w,

Um die folgenden Auseinandersetzungen mit Leichtigkeit @bersehen zu lassen, will ich zunichst einige Theoreme
iiber ein simultanes System von Differentialgleichungen mit constanten Coefficienten voraufschicken, obgleich dieselben
den meisten Lesern dieser Zeitschrift bekannt sein diirften. Und zwar wird es fiir unsern Zweck ausreichen, gerade ein
solches System, wie es hier zur Anwendung kommen soll, zu behandein.

Wir betrachten also das folgende simultane System:

32;1 +Au +Bu +Cv +Dg = Tq

d?%u . . , , .

an +Au +Bu +Cv+Dg =1,
(e) ' ,

e +A"u +B"'w +C"v +D"g =T,

d4y

TR +A"u+B"u' +C"v+D"qg =T,

wo die 7‘9, 7., T, , T, trigonometrische Reihen von Winkeln, welche der Zeit ¢ proportional wachsen, bedeuten. Wir
schreiben also:
T, = a,cos(At+0) + a', cos (A'146") + - - -
’ 7, = a, cos(Ait+0) + a', cos (A't+6") + - - -
u s, w.

Alsdann weiss man, dass die allgemeinen Integrale von («) sich zusammensetzen aus den allgemeinen Integralen
fir den Fall, dass die 7 gleich Null angenommen werden und aus particulidren Integralen des vollstindigen Systems ().

Diese letzteren wiederum bestehen aus eben so vielen Theilsitzen wie die Anzahl der Argumente A7+4, A,
so dass wir setzen kdnnen:

g = g9+ gt + -
u = w0 u;\—ku;\, -+ - -

wo die ¢©, #© . . . die allgemeinen Integrale von (), wenn die 7 = o, und y;, #, #’3, v; particulire Integrale

desselben Systems sind, wenn:

7, = a, cos(at+-8) ; T, = a, cos(A+&) ;. T,, = a, cos(Ar+0) 5 T, == a, cos(Az+0)

genommen werden u.s. w.
Die ¢©@, #©® . . . erhalten wir sofort nach Auflésung der Gleichung in zo:

A—w? B, c D
Y A, ’ B’—w2 3 C' » D'
((J) D(w) = An , Bu , C”—-’ZUQ, Dr; = o.
A"[ , B"/ , C"I , Dl"—w2

Bezeichnen wir die Wurzeln derselben mit:
+m, xwm, *m, ETwm
und mit:

r 4 +
Ny N M, Y
x, =, ', =
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die 8 Integrationsconstanten, und weiter der Kiirze wegen:
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@ = mt +x
o = m't +x
o = w't+a"’
"= m"t+a"
so hat man; , .
Qe = d—jgi-l—) -+ Q{g—f/}ﬂl 7 sinw’ 4+ —‘%—q—,r) 7" sinw’'+ %’—’5—) " sine’”
o DO D) D) L D)
e ;e Ay O B
u s w.

Was nun die mit g3, 2, #'; und ©,, sowie die entsprechenden mit A

als Indices versehenen Theile der

allgemeinen Integrale betrifft, so haben sie bekanntlich die Form:

a, cos (At+8)
a,, cos (At+6)
a, cos (At+6)
a, cos{iz-+06)

8. w.

den Gleichungen:

b =
u; =
u'k ==
Uy =
Die Qgy Gy Cprs Oy werden bestimmt aus
0D(2)
(A).a, = a,. 54
) _, DA
D) .a, = a,. oY

2D(2) 8D(3) 8D(1)
B R v Gl >
2D(1) 20(2) 8.0(2)
Ay ) G Ry 3

.................................................

die nicht mehr giiltig sind, wenn D(1) = o, d. h. wenn 1
gleich einer der Grossen mz, ', m', w'"” ist. In diesem
Falle treten, wie bekannt, Glieder auf, welche ¢ ausserhalb
des trigonometrischen Zeichens als Factoren besitzen.

Wir kehren jetzt zum System (9) zuriick.

Die Principien, die ich bei der Integration desselben :

befolgen werde, sind den in der oben genannten Abhand-
lung gegebenen -analog, bediirfen jedoch  hier einer
speciellen Erliuterung, weil gewisse Modificationen, der Natur
der Aufgabe entsprechend, vorgenommen werden miissen.
Erstens ist zu bemerken, dass die frither von mir
betrachteten Gleichungen die Form (1) besassen, was hier
wegen der durch (8) gegebenen Verschiedenheit der Va-
riabelen #, #', v von den g, ¢', d nicht mehr der Fall ist.
Indessen ist dieser Umstand, wie wir sehen werden, ohne
weiteren Einfluss. Zweitens aber haben wir bei der Aus-
. fithrung der successiven Anniherungen bei den Gleichungen
(1) die Entwickelungen nach den Potenzen der rechts
stehenden Coefficienten, die in der Storungstheorie eine
kleine Grosse —— s und #° -— als Factoren enthalten,
ermittelt. Allerdings konnte man auch hier dieselbe Me-
thode benutzen, ohne dass das Resultat dadurch verschieden
ausfallen wiirde, aber es empfiehlt sich, um der Uebersicht-
lichkeit willen, nach gewissen von den neuen 8 Integrations-
constanten zu entwickeln.

"nicht zu vergleichen.

Ueber 4 der durch die Integration des Systems (g)
eingefithrten 8 Constanten, die mit:

7, b x

bezeichnet werden, wollen wir nimlich die Annahme machen,
dass sie hinreichend klein sind, damit die Reihen convergent
bleiben. Hiermit ist nicht etwa gesagt, dass sie sehr klein
sein sollen. In dem Sonnensystem haben allerdings 7, 7, »
wegen der Kleinheit der Excentricititen und gegenseitigen
Neigungen sehr kleine Werthe. Dagegen ist { mit ihnen
Ich wiederhole weiter moch einmal,
um- allen Missverstindnissen vorzubeugen, dass ich nicht
etwa von { voraussetze, dass es so klein sein soll, dass die
Methode in der Form, wie sie hier gegeben wird, prac-
tisch bequem wird. Fir meinen Zweck ist es ausreichend,
wenn die Reihen iberhaupt convergiren. Wenn es auf
numerische Anwendung ankommt, so hat man in verschie-
denen. Fillen andere Combinationen der Integrationscon-
stanten, der Natur des augenblicklichen Problems ent-
sprechend, einzufiihren. Es ist aber klar, dass hierdurch
die Convergenzbereiche oder die Giiltigkeit unserer Resultate
nicht im Mindesten modificirt werden. Es verdient noch
hervorgehoben zu werden, dass unsere Methode, wie sie
hier vorliegt, ohne Weiteres fiir das System Sonne-Erde-
Mond und Zhnliche mit Vortheil benutzt werden kann.
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Die 4 iibrigen Integrationsconstanten, die wir mit:
r, o, o o

bezeichnen, gehen nur in die Argumente ein und diirfen
jeden beliebigen reellen Werth annehmen.

Wie bemerkt, werden wir also die analytischen Aus-
driicke fiir », ' und 4 nach Potenzen von 7, #, § und 2
entwickeln, und zwar wird dies durch eine Reihe von Ope-
rationen, die wir der Kiirze wegen Approximationen nennen
wollen, geschehen. In der ersten Approximation sollen die
Glieder erster Ordnung in Bezug auf jene Constanten, in
der zweiten Approximation alle Glieder zweiter Ordnung,
u. s. w. ermittelt werden.

Wir werden ferner

sehen, dass die Zahl der auftre-

tenden Argumente 4 ist; wir bezeichnen dieselben mit:
W, = nIi+ax
wy = #{+a
(10) w, = v+
W, = Ut -+

ohne durch die Bezeichnung, wie schon oben bemerkt,
irgendwelche Unsymmetrie andeuten zu wollen. In der
That entsprechen im allgemeinen Problem #, #” und » ein-
ander vollstindig symmetrisch. Dagegen ist g eine in Be-
zug auf alle drei Korper voilstéindig symmetrische Grosse,

Die Quantititen », #’, Vo sind selbst Potenzreihen
nach den Potenzen von #, %, §, x und werden somit eben-
falls durch die aufeinanderfolgenden Approximationen er-
mittelt. Es ist aber zu bemerken, dass die Glieder in jenen
Grossen alle gerader Ordnung sind; in Folge dessen werden
dieselben nur in den ersten, dritten, fiinften, u.s. w. Ap-
proximationen verbessert werden.

Schliesslich werden wir noch sehen, dass die #, #«/, v, q
in der Form von trigonometrischen Reihen sich darstellen

2557
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lassen, wo die Argumente die Form 7w, +7 w; +jws +lw,
besitzen und 7, ¢, 7, / ganze positive Zahlen oder Null be-
deuten, und zwar wird ein Glied von jenem Argument
immer als Factor:

ooyt o x

haben, und demnach, in unserem Siune, von der Ordnung
i+7+j+/ sein. Indem wir weiter in den Ausdriicken
fir 2, ', v, q lauter Sinusglieder ohne constante Glieder
haben werden, wird es weiter ersichtlich aus den Formeln
(7) und (8), dass g, ¢ und 4, sowie 2, #'? und A lauter
Cosinusglieder enthalten werden.

Ich habe diese Resultate der folgenden Untersuchung,
um die Uebersicht zu erleichtern vorausgeschickt

Nachdem wir nun fir #, #, %, y, 9, ¢, 6 alle Glieder
Ater Ordnung ermittelt haben werden denken wir uns, mit
Hiilfe derselben, die rechten Seiten von (g) bis auf Glieder
(£ +1)%* Ordnung mcl berechnet. Wenn nun, was sich
als richtig herausstellen wird, diese Ausdriicke rein perio-
disch sind, so mnehmen hierdurch die Gleichungen (g)
die Form (a) an, und wir kénnen sofort die Integration
ausfithren; dieselbe giebt uns alsdann die (£-+1)%t¢ Ap-
proximation. Indessen ist hierbei zu bemerken, dass diese
Approximation nur in dem Falle bloss rein periodische
Glieder geben wird, wenn in den Ausdriicken rechts keine
Glieder von den Argumenten ##, #'¢, v¢ oder (¢t vorkommen.
Denn es werden, wie schon bemerkt worden, in einem
solchen Falle Glieder zum Vorschein kommen, die 7 als
Factor besitzen. Indessen werden wir sehen, dass solche
Glieder leicht vermieden werden k&nnen. Im Allgemeinen
werden sie sich nidmlich auf die Form:

asmw, —a==1, 2, 3, 4

reduciren. Demzufolge schreiben wir die Gleichungen (g),
den frither entwickelten Principien analog, in der Form:

— o)’ + (Vy—vo)v — T g

2)u + (31“!‘1)”, + (i) + (& —T1) gy

—1 )+ Q)

2
B R R
= (Uy—2olu + (U’
a?u
ap” Tl
== (U, 4,)u +(U1~u1)u + ("
(”_) Az’

u -
ap Tl + (B~

)+ (a—)v + (& - T3) q

= (Up—2a)u + (U'y—p)t’ + (Vy—2)0 + (Or—13) ¢

d%u

o + (ay——23)% + (Bs— )t + (13—23)0 + (65-—73) ¢

= (y—2)u + (U5 -

W A (Vy—v)v + (Os—13) ¢

Die Constanten A, g, », T lassen sich alsdann in jeder Approximation so bestimmen, dass die Glieder der eben

bezeichneten Natur rechts verschwinden.

Nachdem diese Bestimmung ausgefiihrt worden ist,

erhilt man zur Ermittelung

der dieser Approximation entsprechenden Werthe von #, #’, », u die Gleichung in w:
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g Ao v Bo—t R Gt ’ —Tp—w?

(12) R(w) == @bt et o G o aTh = o
ay—Ag e P PR » & Ty
Qy —~ Ay s By—us , o Vy—Py—w?, T

Die Wurzeln derselben sind nimlich:

’

+n, 22, v,

Um jetzt die erste Approximation d. h. die Glieder erster Ordnung in g, #, %', v zu erhalten, setzen wir rechts
in (9) oder (11) ¢ = u == # == v = o, oder, was dasselbe ist, p == ¢ = 0 = ¢ = o.

Durch Integration erhilt man alsdann sofort:

7y sinzwy —+ 7 sin 2w, + §o sinw; + % sinw,
n sinw, -+ 7' sinw, + §; sinw, -+ %, sin w,
7y sinw, + 9’ sinw, + & Sinw; + %, sinw,
73 sinewy + 7'y sinwy + § sinawy + %, sinaw,

(13)

T RN
I

I

wo 3, %, [ und x die oben bezeichneten 4 Integrations- | enthalten, deren Coefficienten allé von der zweiten Ord-
constanten und 7, %o, &, %1, &1, - - - Grossen bedeuten, | nung sind. In Folge dessen lisst sich die Integration wie
die aus den partiellen Differentialquotienten von R () in | beim System («) unmittelbar ausfithren, und wir erhalten fiir
oben angegebener Weise zusammengesetzt sind, und ausser- | ¢, #, #’, v Ausdriicke von der Form:

dem %, %, - - - resp. als Factoren Dbesitzen. Die .

Werthe von #, ', », u, welche dieser Approximation ent- . . i

sprechen, erhilt man aus (r2), wenn die 4, g, », T gleich 2 (1), sinazy +23 (2)y, gsin (g +22g)
o« : 2,

Null gesetzt werden.

Aus (8) ergeben sich jetzt fiir p, o', & dhnliche Aus- ] . . .
driicke; mgr)erhgalten wir hger Cosingsglgeder anstatt Sinus- | "0 Wi der Kiirze wegen mit (1), (2)0‘,3 Co?fﬁmenten von
glieder. der ersten und zweiten Ordnung resp. bezelch.net haben.

Um nun die zweite Approximation zu ermitteln, | @ und § bedeuten die Zahlen 1, 2, 3, 4. Hieraus folgt
haben wir rechts in (g) oder (r1), mit den gewonnenen | ferner, dass die ¢, ¢, J ebensolche Ausdricke sind, wo
Ausdriicken, die Producte Uz, U's/, Vv, Qg zu be- | Wir nur Cosinusglieder haben. '
rechnen. Die ¢, U’', V, Q kénnen nur in den Gliedern Die dritte Approximation erfordert eine besondere
erster Ordnung richtig werg]en, und zwar werden sie, da sie Betrachtung, weil wir hier zum ersten Mal gendthigt werden,
nur Potenzen von den ¢, ¢, J enthalten, aus lauter Cosinus- | die in (11) eingefithrten Constanten 1, g, », T in passender
gliedern bestehen, also die Form: Weise zu bestimmen.

Wollten wir némlich jetzt die Gleichungen (9) ohne
Abinderung benutzen, so hitten wir 'mit den eben gewan-
nenen Ausdriicken fiir ¢, %, %, v — lanter Sinusglieder
— und g, ¢, § — lauter Cosinusglieder — die rechten
Seiten, d. h. die Summen:

acosw, -+ B coswy + ycoswy + d coszy,

haben, wo ¢, 8, 7, 6 von der ersten Ordnung — die Glieder
hoherer Ordnung werden fiir den Moment vernachlissigt —
sind.

Wegen der Ausdriicke (r3) werden demnach die ro
rechten Seiten von (9) oder (r1) nur Sinusglieder von- Uiw + U + Vv + Qiq
den Argumenten: (i =190, 1,2 3, @ ==0)

200y, 2Ws, - - - Wy + Wy, Wy & Wy, - - - zu berechnen. Wir wiirden fiir dieselben Ausdriicke von
der Form:

2 (z)“‘ 8 sin (zo, + wﬁ) +Z{j (3)1‘ 8, v sin (wuj—_wﬁ iwy)
@,B o5,

erhalten. ] wiirden dementsprechend Glieder mit ¢ als Factor auftreten.
Unter den Gliedern dritter Ordnung kommen nun ! Diese Glieder werden indessen gehoben dadurch, dass wir
Glieder vor, welche die w, als Argumente besitzen. Wollte | die Form (11) gewihlt, d. h. dadurch, dass wir rechts und

man demnach die Integration ohne Weiteres ausfilhren, so | links die Summe:
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A+ w4 viv 4+ Tiq

abgezogen haben.

Da nun, wie wir gleich sehen werden, die 2

;v 4, v;, T; von der zweiten Ordnung sind, so haben

wir auf Grund von (13) in dieser Approximation iiberall rechts zu schreiben:

liw g’ v, v+ Tiq = (L @yme + v + 7,7 | sino,
+ [+ iy + 1’,'77’3+ 7; 7 o] sin w,
-+ [‘ligl G+ ;b + ;8 T8 ]Sin 2015
-+ [lixl + Uiy + V% T ]sinw4

Schreiben wir nun in der Summe U;u -+ U';4'+ V;v + O, die Glieder, welche nur sinzw, enthalten, in

der Form:

. ’ - .
Limsinw, + m;m sinw, + n,§ sinwy - p; % sinw,

so erhalten wir, damit alle solche Glieder in dem Ausdruck:

(Ui—2)u +(Ui— ) o + (V;— v + (& — 1;) 4

sich heben, zur Bestimmung von 4;, g;, v;, z; die folgenden linearen Gleichungen:

A N v T = 4y

(14)

Aoy - %y - v, %, T = p; %

In der ersten hebt sich der Factor 7, in der zweiten
der Factor 7’ u s, w. weg, so dass die Werthe von
2;, ¢;, v;, t; von derselben Ordnung wie die Z;, »e;, »;, p;
d. h. von der zweiten Ordnung, wie schon bemerkt, werden.

Nachdem die Bestimmung der 1;, u;, v;, t; in dieser
Weise ausgefithrt worden ist, bleiben rechts in (11) nur
solche Glieder zuriick, welche zu sog. sicularen Gliedern
nicht Veranlassung geben konnen. Die Integration liefert
hierauf Ausdriicke fiir 2, »', v und ¢, die alle Glieder dritter
Ordnung enthalten.

Man sieht nun ohne Weiteres ein, wie die folgenden .
Operationen zu bewerkstelligen sind. Nach jeder neuen :

Approximation bringt man das System (11) auf die Form
(¢) und bestimmt die 1, g, », t so, dass keine Glieder
mit ¢ als Factor in den Integralen entstehen.
weiter, dass die Ausdriicke fir %, #, v, g keine constanten
Glieder enthalten; in Folge dessen hat man in den gegen-
seitigen Entfernungen keine Glieder von der Form @.24 Im
Uebrigen iiberzeugt man sich leicht, dass die oben vorauf-
geschickten Resultate richtig sind.

\ Ausnahmefille treten ein, wenn die numerischen
Werthe der Constanten #, #° v, u solche sind, dass sich
ganze Zahlen 7,7, 7, / so bestimmen lassen, dass (¢, 7, 7, /
nicht alle Null)

inti'n'+ jv+iu
exact Null wird. Da solche Fille in der Natur hochst

unwahrscheinlich sind, konnen wir dieselben bier ausser
Acht lassen.

i v+ Ty, =
48 + G+ v§ + 1l = g

Man sieht !

’
mi 7

Bis jetzt haben wir tiber die relativen Grossen der
drei Massen keine specielle Voraussetzung gemacht. Indem
wir jetzt zum Schluss die Verhiltnisse in dem Sonnensystem
besprechen, setzen wir voraus, dass die zwei Massen 2 und
m im Vergleich zu A/ sehr kleine Werthe besitzen.

Bemerken wir jetzt, dass, wenn entweder M = o,
== o, oder M/ = o, m' = o, oder endlich m = o,
= o gesetzt wird, die Wurzeln von (12) sich auf

m
'
+ (r2+n'y,

+ n, + #, + (n—n)

reduciren, so kann man, weil 7 und ' sehr klein sind,
immer setzen:

Y = n-+n+0
U =n—un-+9q,
wo ¢ und ¢ von der Ordnung der Massen = und s’ sind.
In Folge dessen werden wir — im Falle der Sonne
und zweier Planeten — z B.in dem Ausdruck fir »? zwei

besondere Klassen von Gliedern haben, deren Coefficienten
durch die Division mit einem Divisor von der Ordnung
der # und w2 betrichtlich werden, und die nichts Anderes
sind, als die frither von Lagrange, Laplace und spiteren
Forschern gefundenen, von Gyldén »elementar« genannten
Glieder. Die eine Klasse hat die Form:

acos[im £ 16 + 7' 6) 1+ Al
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Weil hier der Factor # 4 76 & #'¢" sich sehr wenig |
von s unterscheidet, so wird — vergl () — der Divisor,

2558

214

sind. Durch die Integration nach der Formel (8) bekoromt
deshalb ¢ und also auch #? ein Glied:

der durch die Integration von (#) eingefithrt wird, selbst
von der Ordnung der beiden kleinen Massen. Die in Be-
zug auf 7, %, § und x niedrigsten Glieder dieser Klasse
miissen als Factoren entweder 7§, 5’5, % oder 5% haben,
sind also, nach gewdohnlichem Sprachgebrauch wenigstens
mit der ersten Potenz der Excentricititen multiplicirt. Die
zweite Klasse rithrt aus den Gliedern in #, %, v her, welche
von der Form:

———=,c0s[({6 £+ 2'0) t+ B]
20632 O

§ ist hier von derselben Ordnung in Bezug aut m
und 7’ wie der Nenner. Die Coefficienten dieser Glieder
miissen immer als Factoren entweder 5§, 7% oder 720x
u. s. w, enthalten, sind also in den Excentricititen und der
gegenseitigen Neigung wenigstens von der zw e iten Ordnung.

Bsin[(Z6 £ 2'¢") 2+ )

Dorpat 1883 November 1. And. Lindstedt.

Ueber die Sonnenfinsterniss am 16. Mai 1882.

Die Berechnung der folgenden Beobachtungen von dieser Sonnenfinsterniss ist nach der Bessel'schen Berechnungs-
art gemacht, so wie dieselbe in Briinnow’s Lehrbuch der sphirischen Astronomie (im Jahre 1851 herausgegeben)
dargestellt ist. Die AR, Decl. und Parallaxe des Mondes nebst AR., Decl. und Entfernung der Sonne, welche respective
durch @, 6, 7 und «, &, 4" bezeichnet sind, wurden mittelst Interpolation aus den Angaben des Nautical Almanac fiir
die angesetzten sich auf den Greenwicher Meridian beziehenden mittleren Zeiten abgeleitet. Hiernach sind in Rechnung
genommen :

¢ d . o e log A
7t 52°19' 27745 +19°25" 34 58 19'87 53°530" 0’69 +19°18" 885 0.0050792
18 52 55 40.09 30 17.52 18.39 52 20.49 18 42.76 829
19 53 31 53.24 35 24.15 16.90 54 58.32 19 16.64 865
20 54 8 6.8 40 23.28 15.40 57 27.15% 19 50.48 9or
21 54 44 20.64 45 14.9 13.89 59 55.99 20 24.29 937
22 55 20 34.77 49 59.0 12.37 54 2 24.85 20 58.06 974
Hieraus ergiebt sich die AR. und Decl. des Punktes am Himmel, in welchem die Sonne dem Monde erscheint,
sin o'
i aus der F l ¢g= 1 — .
sowie log g aus der Formel g e
a 4 log &
b 53750 14725 +19°18" 7781 9.9989134
18 52 38.00 18 41.02 130
19 55 1.78 19 14.22 125
20 57 25.55 19 47.40 120
21 50 49.34 20 20.56 116
22 54 2 13.14 20 §3.70 112
Die Horizontalparallaxe &' der Sonne ist = .87848, der Halbmesser derselben = 16 0”45, der Halbmesser des
-Mondes = o0.27234 gesetzt. Die Coordinaten des Mondes sind durch x, y, z bezeichnet, wobei # die Axe ist, welche

durch den Punkt @, 4 geht; / ist der Halbmesser des Schattenkegels auf der Ebene xy und 2 die Tangente des
Winkels an der Spitze des Schattenkegels. Es werden:

x J 2 / log 4
7h —1.4676644 +0.1251557 58.91938 0.5448680 7.6651482
18 —0.9209306 —+o 2016240 58.95522 50315 449
19 -~0.3741093 +0.2777974 58.98603 51723 418
20 ~+0.1727494 —+0.3536769 59.01187 52600 387
21 —+o0.7195845 ~+o0.4292607 59.03275 53843 355
22 +1.2663552 -+0.5045464 59.04863 54554 320

Bd. 107.





