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2. Der Widerstand gegen die Bewegung einer
starren Kugel in einer zdhen Flilssigkelt, die
2wischen 2wei parallelen ebenen Wénden
eingeschlossen ist;
von Hilding Faxén,

Bericht.

Nach einigen geschichtlichen Vorbemerkungen werden
einige Ergebnisse, welche Widerstandsberechnungen in hohem
Grade erleichtern, aus den von Oberbeck und anderen ge-
fundenen Entwicklungen nach Kugelfunktionen abgeleitet.
Dann kommt eine Methode, die Bedingung, daf die Flissig-
keit an den ebenen Winden nicht gleiten darf, mittels Doppel-
integralen zu befriedigen. Die Widerstandsformel wird nume-
risch ausgerechnet und mit Messungen von Westgren ver-
glichen.

Kapitel I. Bemerkungen @ber Widerstandsberechnungen.
§ 1. Zweck der Abhandlung.

Auf den folgenden Seiten soll der Widerstand berechnet
werden, den eine kleine starre Kugel erfihrt, wenn sie sich in
einer reibenden Fliissigkeit zwischen zwei parallelen Winden
bewegt. Nur die langsame, konstante, geradlinige Bewegung
parallel den Winden soll untersucht werden. Der sich ergebende
EinfluB der GefiBwinde auf den Widerstand wird dann auch
fiir nicht vollig geradlinige und nicht streng konstante Be-
wegungen annihernd derselbe sein, vorausgesetzt, daB man
nur die den Winden parallelen Komponenten beriicksichtigt.
Wenn eine Kugel sich senkrecht zu den Winden bewegt, so ist der
EinfluB der Winde auf den Widerstand ein anderer und
erfordert eine besondere Untersuchung, welche ich nicht aus-
gefiihrt habe. Von vornherein ist jedoch klar, daB die im fol-
genden angewandten Methoden dem Verfahren von Lorentz-
Ladenburg?!) vorzuziehen sind.

1) R. Ladenburg, Ann. d. Phys. 28, S. 453. 1907.
Annalen der Physik. IV, Folge. 88. 1
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Meine Berechnung einer in der Kolloid-Physik erforder-
lichen Widerstandsformel der Offentlichkeit vorzulegen, ist der
Zweck dieser Abhandlung. Bei einer experimentellen Unter-
suchung der Brownschen Bewegung z. B. beobachtete man
die Bewegung kleiner Korner zwischen zwei vertikalen Winden
und wollte nun die Korngrofle aus der Fallgeschwindigkeit der
Korner berechnen.!) Die bisher unbekannte Einwirkung der
Winde machte jedoch die genaue numerische Berechnung
der Resultate unmoglich. Die rechnerische Vollendung dieser
und #dhnlicher Arbeiten zu ermoglichen, ist mein Ziel mit dem
Folgenden. Ferner hege ich dic Hoffnung, daBl die Wider-
standsformeln dieser Abhandlung bei Auswertung der Er-
gebnisse von Versuchen iiber Kataphorese sich nutzhch zeigen
werden.

Herrn O. Emersleben, der parallel mit mir die nume-
rischen Rechnungen ausgefiihrt hat, mochte ich an dieser Stelle
meinen besten Dank aussprechen.

§ 2. Frithere Untersuchungen.

Soviel ich sehe, ist eine theoretische Berechnung der Ein-
wirkung, die zwei parallele Wiinde auf den Widerstand gegen
eine Bewegung parallel zu ihnen ausiiben, bis jetzt nicht
ausgefilhrt worden. Ein von Lorentz angegebenes und
von Ladenburg angewandtes Verfahren (vgl. § 1) fiihrt nicht
zu hinreichend genauen Ergebnissen.2)

Uber die GroBe des gesuchten Effekts hat v. WeiBen-
hoff eine sehr genau zutreffende Vermutung ausgesprochen.?)
Die einzige frithere Abhandlung, in der die betreffende Frage
wirklich behandelt wird, ist eine experimentelle Untersuchung
von Westgren, der auch eine empirische Formel auf-
gestellt hat.!) Westgren hat dabei die mit den Versuchen
am besten iibereinstimmende Formel, die nur eine Konstante
enthiilt, herausgegriffen. Die im folgenden berechnete theo-
retische Formel enthilt drei neue Konstanten und stimmt
der Form nach nicht mit der Westgrenschen Formel iberein.
Mit seinen Versuchen jedoch stimmt die theoretische Formel

1) I. Nordlund, Zeitschr, f. phys, Chem. 87, 8. 56. 1914.
2) Vgl. J. v. WeiBlenhoff, Ann. d. Phys. 62, S.23. 1920,
3) J. v. WeiBenhoff, a. a. O, 8. 27,

4) A, Westgren, Ann, d. Phys, §2, 8.308. 1917,
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sehr gut. Westgren hat die richtige (theoretische) Formel
nicht finden konnen, weil er dann nicht nur die drei erwihnten
Konstanten, sondern auch noch zwei, die Null sind, hitte er-
mitteln miissen. Seine Versuche sind aber bei weitem nicht
so genau, dafl dies moglich ist.

Unter der Voraussetzung, dafl der Halbmesser und die
Geschwindigkeit der Kugel klein sind, habe ich die allgemeinen
Angitze zur Losung des fraglichen Problems in meiner Disser-
tation mitgeteilt.!) Um eine Vereinfachung dieser Ansitze zu
ermoglichen, habe ich diesmal noch die Annahme hinzugefiigt,
daB der Abstand zwischen den Winden nicht allzu grof ist.
So konnte ich in dem allgemeinen Ansatze den Grenziibergang
6> 0 (o ist ein spiter zu erklirender Parameter) vollziehen.
So entstanden die Gleichungen (29)—(82), fiir die eine einfachere
Begriindung in §§ 9, 10 mitgeteilt werden wird. Diese Abhand-
lung ist ndmlich so geschrieben, daB man zum Verstindnis
der folgenden Rechnungen meine Dissertation nicht zu lesen
braucht, wenn man nur Formel (23) kennt.

Auf dem Gebiete der zweidimensionalen Fliissigkeits-
bewegungen findet sich ein Problem, welches das Gegenstiick
des vorliegenden ist. Das ist die Bewegung eines Kreiszylinders
zwischen zwei parallelen ebenen Winden. Fiir die Behand-
lung dieser Frage schlugen Cowley und Levy?) ein graphisches
Verfahren vor. Sie skizzierten ferner ein sukzessives Annihe-
rungsverfahren fiir die Beriicksichtigung der quadratischen
Glieder der Differentialgleichungen. Dabei nahmen sie an,
daB die auftretenden Funktionen in Potenzreihen nach ¢
(siehe § 8) entwickelt werden konnen. Das ist aber nicht der
Fall. AuBer o tritt ndmlich auch der absolute Betrag |o| auf.

Bairstow, Cave und Lang?® behandelten dasselbe
Problem ausfiihrlicher als Cowley und Levy. Fiir die Giiltig-
keit ihrer Rechnungen ist, meiner Vermutung nach, erforderlich,
daB die Produkte ¢-Halbmesser des Zylinders und ¢-Abstand
zwischen den Ebenen klein sind. Um der Bedingung der Ruhe
an den GefiBwinden zu geniigen, wenden sie eine Doppel-

1) H, Faxén, Diss,, Upps., S.61—-65. 1921. Im Ausdrucke fiir
g, = 0o (8. 85) ist ein A zwischen g, und e¢*+* ausgelassen.

2) W. L. Cowley u. H. Levy, Phil. Mag. (6), 41, 8. 584. 1921,

3) L. Bairstow, B. M. Cave u. E. D. Lang, Proc. of the Royal
Soc. A. 100, S. 364, 1922,

7*
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belegung an diesen an. Die Stirke der Doppelbelegung wurde
fiir jede Stelle durch numerische Methoden ermittelt und
endlich warden die Stromlinien festgestellt. Dieses Problem
wurde nur vorgefithrt, um ihre Rechenmethode zu erhellen.
Das Beispiel scheint mir jedoch insofern ungliicklich gewiihlt
vu sein, als ihre Methode, die Bedingung der Ruhe an den
Wiinden zu befriedigen, nicht die beste ist. Mit den im folgen-
den angewandten Methoden!) hahe ich das Problem so weit
gefiihrt, daB nicht viel mehr als die numerischen Rechnungen
iibrig sind und diese scheinen recht einfach zu werden.

$ 8. Die Leistungsfihigkeit der 8tokesschen Differential-
gleichungen.

Stokes berechnete bekanntlich den Widerstand, den
eine kleine Kugel bei langsamer Bewegung in einer zihen, un-
begrenzten Fliissigkeit erfahrt. Dabei hatte er durch passende
Vereinfachungen die hydrodynamischen Grundgleichungen auf
die folgende Form gebracht:

0 i} d
M pdu=p, pdv=Gy, pdo=go,
¢ du dv dw _
@ rtToy T =0

Hier sind

z, y, 2 die Koordinaten,
u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten in bezug auf die
Richtungen der Koordinatenachsen,
p der Druck,
p die Zahigkeit,
. o? o* 0®
4 die Symboleﬂ;+a—y,+w :

Aus den Differentialgleichungen berechnete Stokes die
Stromung der Fliissigkeit um die Kugel, und aus der gefundenen
Stromung leitete er sein bekanntes Widerstandsgesetz ab,
welches in der ersten Anniherung richtig ist, wie viele Proben
gezeigt haben. Es stellte sich aber als unmoglich heraus, die
Anniéherung weiter zu treiben?) oder die Methode auf die Be-

1) Vgl. auch meine Dissertation, S.8. Siehe fe ner (. W. Oseen,
Arkiv f. mat., astr. o. fys. 17, Nr. 4. 1922,
2) Whitehead, Quart. Journ. of Math. 1888,
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rechnung der Stromung um einen Zylinder anzuwenden.!)
Oseen?) und Lamb zeigten, daB dies seinen Grund darin hat, da8
die Gleichungen (1) nicht richtig sind. Der von Stokes gefundene
Wert fiir die Stromung ist demgemi nur fiir die nichste Um-
gebung der Kugel richtig. Ersetzt man (1) durch die richtigeren
Oseenschen Gleichungen, so fallen die erwihnten Schwierig-
keiten weg. Diese Gleichungen fithren leider zu schwierigeren
Rechnungen als (1). Ich habe daher versucht, mir klar
zu machen, unter welchen Umstinden die Gleichungen (1)
doch zu richtigen Ergebnissen fiihren.

Oseen fand, daf seine Einwinde gegen (1) dann nicht
stichhaltig waren, wenn erstens die Fliissigkeit sich nicht nach
allen drei Dimensionen bis ins Unendliche erstreckt und wenn
man sich zweitens mit der ersten Anniherung begniigt.?) Die
erste Bedingung ist in unserem Problem erfiillt, da die Fliissigkeit
ja zwischen zwei parallelen ebenen Winden eingeschlossen ist.
Die Fliissigkeit ist nur in bezug auf zwei Dimensionen unendlich.

Die zweite Bedingung fordert, da gewisse sog. Reynold-
sche Zahlen klein sein sollen. Die wichtigste Bedingung ist,
daB sa-al gegen 1 vernachlissigt werden kann. Dabei ist

a der Halbmesser der Kugel,
[ der Abstand vom Kugelmittelpunkt zur Wand,
o gleich pu,/2u,
¢ die Dichte der Flissigkeit,
u die Zahigkeit der Fliissigkeit,
4, die Geschwindigkeit der Kugel.

DaB der wichtigste Teil der Bedingung so formuliert werden
kann, ist eine Vermutung, die durch angeniherte Ausrechnung
meiner allgemeinen Ansitze?) gepriift werden kann. Ich
glaube diese Vermutung aussprechen zu kénnen, weil ich in
dem Falle, daB die Fliissigkeit von nur einer ebenen Wand®)
begrenzt ist, und in dem Falle, dafl die Kugel sich lings der

1) G. G. Stokes, Cambr. Phil. Soc. Trans. 9, S. [54]. 1851.

2) C. W. Oseen, Arkiv {. mat., astr. o. fys. 6, No. 29. 1910.

3) H. Faxén, a. a. 0. 8. 140. Note 1. Wie 8. 8 hervorgehoben
wurde, hat Oseen den Inhalt dieser Note miindlich angedeutet.

4) H. Faxén, a. a. 0., S. 61—65.

5) H. Faxén, a. a. 0., 8. 115. Vgl. auch Ann, 4. Phys. 68,
S. 581—584. 1920.
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Achse einer Rohrel) bewegt, gerade diese Bedingung, daB ¢a-o!
gegen 1 vernachlissigt werden kann, gefunden habe. Ferner
kénnte man gewisse Symmetriegriinde heranziehen (vgl. unten).

Im Stokesschen Falle, wenn die Fliissigkeit nach allen
Seiten sich ins Unendliche erstreckt, ist der Fehler in der
Widerstandsformel von der GroBe 3/,0a gegen 1. Die Wider-
standsformel wird nédmlich richtiger, wenn man den Faktor
(1 + 3/,00), worin 3/,0a das Oseensche Korrektionsglied
genannt wird, hinzufiigt.?) Wenn ol kleiner als 1 ist, liefern
die Gleichungen (1) und (2) nach dem oben gesagten in unserem
Falle eine genauere Widerstandsformel als im Stokesschen
Falle. Die Winde heben das Oseensche Korrektionsglied
3/,0a auf.

Dies erklirt sich folgendermaBien. Wenn die Fliissigkeit
unbegrenzt ist, wird sie in gewissem Grade hinter der Kugel
mitgerissen. Dadurch wird der Widerstand vergroBert, und
dies ist der Grund des Oseenschen Korrektionsgliedes. Wenn
die Flissigkeit aber von Wiinden begrenzt ist und der Abstand
zwischen Kugel und Wand nicht allzu gro8 ist, iiben die Wande
einen beruhigenden EinfluB} auf die Stromung aus. Hinter der
Kugel kann die Fliissigkeit nicht mehr mitgerissen werden,
durch jeden Querschnitt strémt in beiden Richtungen gleich
viel Fliissigkeit, die Stromung vor und hinter der Kugel
pimmt einen annéhernd spiegelsymmetrischen Charakter an.
Dann verschwindet auch der Grund des Oseenschen Kor-
rektionsgliedes.

§ 4. Entwicklung nach Kugelfunktionen.

Oberbeck?d) und "andere entwickelten die Geschwindig-
keitskomponenten einer stationdren Stromung, die (1) und (2)
geniigt, nach Kugelfunktionen und verwandten dabei den
in der Elastizitdtstheorie vorkommenden &hnliche Entwick-
lungen. Hier soll Lambs?®) Darstellung dieser Entwick-
lungen henutzt werden. Die Bezeichnungen von Lamb werden

1) H. Faxén, noch ungedrucktes Manuskript. Vgl. Diss. S, 48,

2) C. W. Oseen, Arkiv . mat., astr. o. fys. 9, Nr.16. 1913.

3) Oberbeck, Journ. f. reine u. angew. Math. (Crelle) 81, S. 62,
1876.

4) H. Lamb, Hydrodynamics, 4. Aufl. 8. 583—586. Cambridge
19186,
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beibehalten und die mit einem I. versehenen Hinweisc be-
ziehen sich auf das in der FuBnote angegebene Lehrbuch.
L 585 (8) bezeichnet also die Formel (8), S. 585, in dem eben-
erwihnten Buche.

?D,, y, und p, bezeichnen riumliche harmonische Kugel-
funktionen, welche im folgenden der Kiirze wegen einfach
Kugelfunktionen genannt werden.

Wenn man (1) differenziert, so erhilt man mit Hilfe von (2)
Adp =0.

p kann also nach Kugelfunktionen entwickelt werden [vgl.
L 584 (4)]:

(8) P= 2 Pu

wobei n die Reihe der ganzen Zahlen durchliuft. Durch diese
Gleichung konnten die Funktionen p, definiert werden; die
endgiiltige Definition geschieht jedoch durch (4).

Die Stromung, d. h. u, », w, p, soll nun in den im Ur-
sprunge reguliren Teil w,, v, w,, p, und den im Ursprunge
singuldren Teil u,, v, w,, p, geteilt werden.

Da die Gleichungen (1) und (2) linear sind, so enthalten
%, v, w, P, 4,, usw. als Faktor eine Integrationskonstante, die
wir ¢ nennen wollen. Da p, und p_, fir das Folgende keine
Bedeutung haben, erhilt man aus (3), wenn man ¢ als Faktor
vcr die Summenzeichen schreibt:

00 00
4 p=p+pr p,=c,§1pn, P.=°,§1P—n—1-

Die Geschwindigkeitskomponenten kénnen auf die fol-
gende Form gebracht werden [(vgl. L. 585 (8)]

e U, =y, v =10, 1, w=10,+w,

Das Glied — u, wurde wegen seiner besonderen Bedeutung
ausgeschrieben. Da die Kugel sich mit der Geschwindigkeit u,
bewegt und der Koordinatenursprung, wie gewéhnlich, in den
Kugelmittelpunkt gelegt ist, haben die GefaBwinde und die
unendlich entfernten Teile der Fliissigkeit diese Geschwindigkeit.
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( - °°ﬂ r: ap
_7,.2;1{ Gn+1) dx
n1'”+3 3
+ m+1)2n+1)@n+8) dz r2n+1} + %/,
_. ¢ = r? ap"
R ,gi{?(%“) By
(5) | v
+ nr 0 + o
r+D)@n+1)2n+3) dy r2n+1
=23 " 9
Yr = %{mnm e
"’,2n+8 F)

(6)

-+

Pn 4
m+1)@En+1)@n+3) 0% r2"+1}+ r s

_ _C_ °3‘ (”+1),1—2n a
( u, = ® ,.%’1 {”(2n+l)(2n—l) el (r2n+ip_n_i)

r: ap._,,_l ’
T 2@n+1) d=z }+“.,

_ ¢ ‘”1 (ﬂ+l)11—2" 8 _—
T2 {Wn-l) g FHIp-)

73 0p_,._4 ,
T 2@n+1) oy }+ v,
w =2 (n41)rL-%n 9 o anit

“ u E:{'l(2n+1)(2n-1) 9% (rintlp_,_1)

n=1
r 8P_n_1 ’
T 2@r+1  o# }+“’a

Da die Funktionen @, x,, @_, und y_, im folgenden keine

Rolle spielen, werden sie von Anfang an vernachlissigt, und
wir kénnen die folgenden Formeln aufstellen [vgl. L 584 (9)]:

(7

’ n=1 % ay ax
r__ “; a¢n az“ az‘
vr _cn=l( a + ax -_2 az),
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’ 2 é ¢-—n—l az—n—l al—w 1
w=e (" g oy,
i © gD Ox .. oy
8 V= - —n-l . Ld 1_ —_ —n—l)
(%) s c,z,zl( F PP e e =% )
’ = P -1 al—n-—-l al—n—l
= c;:l( 9z R x_a—y_) '

Fir die Bestimmung der Funktionen p,, @,, y, sind die
Gleichungen [vgl. L 585 (9) u. (11)]

9 e +£‘ %t +® d)
O rutgrtzw=2 3 saare hte 200
+
(10) z§+]/1]+z§=c2_n(n+l)zn,
niitzlich, wobei &, #, ¢ die Wirbelkomponenten sind.
Es ist also:
0w ar du o w . o RT3
O N (A I

Man iiberzeugt sich leicht, dal die obigen Ausdriicke fiir
u, v, w, p den Differentialgleichungen (1) und (2) geniigen.

§ 5. Die 8tromung um eine Kugel.

Die Reihen (5), (6), (7) und (8) sollen nun eine Strémung
ohne Gleiten um eine Kugal vorstellen, deren Mittelpunkt mit
dem Koordinatenursprunge zusammenfillt und deren Halb-
messer a ist. Fir r ==a soll also u == v = w == 0 sein, und
Aufgabe dieses Paragraphen ist, die daraus folgenden Glei-
chungen, die p,, D,, % Pon—ys P—n-1y Y-y verbinden, zu
finden. Zu diesem Zwecke mogen die neuen Kugelfunktionen
p.* usw. durch die Gleichungen a27+1p * =-p2n+lp
a1 ¥ = pint1@_ | a¥rtly* = p2ntly | erkldrt werden.

Wir versuchen, ob etwa die Summe der nten Glieder in
den Ausdriicken fiir u, v, w, welche man aus (5)—(8) hekommt,
gleich Null gesetzt werden kann, wenn > 1. Wenn y,* == — »,
ist, so findet man zunichst:

— zal' ? az' =z 0 _.1~aA .7_‘,:% \
3y Y az) “\Fay " Vax) |\ @nri z‘"")

r?n-{-l i .
(Zay —'y'a_x X-n-1.

= Toa+1
a..u+l
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Wenn
a2n +1

(12) Aen—-1 = — PYIETY Xn

ist, so heben sich also die entsprechenden Teile von %, und u,
an der Kugeloberfliche r =a auf. Aus Symmetriegriinden
heben sich auch die entsprechenden Teile von v,, v,, w,, w, an
der Kugeloberfliche auf.

Der iibrigbleibende Teil von u ist:

d

RIS (LA ] S i 2
n< ] 2@n+1) 92 B+1)2n+1)2n+38) dz ,2n+1

a(pl + (”+1)7_1-3n027l+1 M_ ’,,a2n+1 d P.*
+r 5 n@En+1)En—1) 0z  2@n+1) 0z ,In¥l

d D>
+pa2n+1a_ W}—u‘,+

z

Aus der versuchsweise eingefiilhrten Annahme, dafl die
Summe der "ten Glieder der Ausdriicke (5)—(8) fiir u gleich
Null ist, folgt mittels (12), daB der obige Klammerausdruck
gleich Null ist, wennn>1. Nun ist die partielle Ableitung nach
z, y oder z einer (rdumlichen harmonischen) Kugelfunktion »ter
Ordnung selbst gleich einer solchen »~1ter Ordnung. Wenn zwei
Kugelfunktionen positiver Ordnung sind, konnen sie sich nur
dann aufheben, wenn sie derselben Ordnung sind.

Es ergibt sich also, wenn wir einmal nur die Kugelfunktionen
n-1ter Ordnung herausgreifen und r = a setzen:

a? 0 P, 0P, (n + 1)at o p.*

2@n+1) al; T Taznrn@ns1) oo

Hier treten nur Ableitungen nach z auf. Wenn man von
den Ausdriicken fiir » oder w ausgegangen wire, wiirde man
entsprechende Gleichungen bekommen haben, in denen statt
der Ableitungen nach z nur Ableitungen nach y bzw. z stiinden.
Dann gilt:

a’ (n + 1)a? *
sen ) Pt Pt Sen i han—y P = O
wobei C die Integrationskonstante ist. Diese wiirde nun gleich
einer Kugelfunktion "ter Ordnung sein, was, da # > 0, un-
moglich ist, wenn nicht C = 0. Wenn wir den Ausdruck fiir
po* einsetzen, bekommen wir:
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n(2n—1) " *! n@n+1)2rn—1) g?n !

(8) pn-s=~5557) [2e71 Pn "t S O

Eine Ausnahme bildet der Fall n = 1, wobei das Glied
— u, auch beriicksichtigt werden muB:

1 a° 3 , 3 o
14) po=—g Sp—gp @+, p2 2.

In derselben Weise erhélt man aus der Bedingung, da8
der erwihnte Klammerausdruck gleich Null sein soll, die Glei-

chungen:

ﬂ(1~2"+3 8 Pu a?n+3 o p”‘
B+1)@n+1)2n+3) 0z ,intl  2@n+1) 8z ,intl
+ aln+l _a_ w"_.g()
w 0z ,2n+1 !

9
na’nt3s Pn al

mM+1@En+1)2n+8) 1_'2,.+[ - 2l2n+1j P-n-1 + [»‘q)—n—l = U)

om+ 3
n(2n+1 a”"t
¢—n—l = )

T aum+ D (@n+3) pntt D
(15) r

n@n-1 ao?rtl!
2+ 1) intd L

Auch hier bildet n = 1 einen Ausnahmefall:

3 5 1 L] Suo .
1) D= h Bt
Wenn p,, D,. x, (n positiv) gegeben sind, erhilt man aus
(12)—(15) die zugehorigen Werte von p_,_;, DP_n i, Xon1>
welche bewirken, daB u = v = w = 0 an der Kugeloberfliche
r = a wird.

§ 6. Die Widerstandsformel.

Auf ein Flichenelement ds der Kugel wirkt an der duBeren
Seite eine Spannung, deren z-Komponente ist [vgl. L 586 (15),
wo cin fehlerhaftes Vorzeichen vorkommt]:

+o

P = 2 {n—l op, 2ni4+4n4-3 2”+26 p.}
re

2 enti” Bx T miD@Enti)@nt s EERLEL

2 2 P, +® dr. oz
+ S oS LS (n_,)(y_z%_z_z_),

R= — L n=-—a
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Die resultierende Kraft erhilt man durch Integration iiber
die ganze Kugeloberfliche 5. Da

p. eine Kugelfunktion »ter Ordnung,
9 pa

dz 7 » n-lter
88‘:“ » N n—lter
y g‘:' —z ‘Zt; ) ) “tor )

ist, und da das Integral iiber eine Kugelfunktion Null ist,
wenn sie nicht °ter oder —lter Ordnung ist, so kann nur das
folgende Glied von Null verschieden sein:

2(—2P+4(-2)+38 —142 9 a Py
(—2+1)(—4+1>(-—4+3)ff’ perETiad

Fiir p_, wird vorliufig geschrieben:

ax+fy+yx
e

Py

Wenn man diesen Wert in das obige Integral einsetzt und den
Koeffizienten des Integrals vereinfacht, findet man:

——cff%ds:—‘!nca.

(6]
Der Wert von ¢ ist beliebig. Wenn wir jedoch jetzt fiir
a den Wert 2y wihlen, so ist damit auch der Wert von ¢ fest-
gelegt, denn der Teil cax/r® von ¢p_, 148t sich aus den Grenz-
bedingungen bestimmen. Wir wollen nun den Wert von ¢
berechnen.
Aus (14) erhilt man:

r"p_z=a:¢'+ﬂy+yz-——— P — 2ualb+3"“°aa:
Man erhilt durch Differentiation in bezug auf x:
___a® dp 8 3 B
“=—7 9z M )

Da a = 2u ist, so ergibt sich:
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“o o

3 @ ad 67;:‘ ’

1+ 1 az -y By 0z
Wenn (f), den Wert irgend einer Funktion f im Koordinaten-
ursprunge bezeichnet, so erhilt man wegen (4), (5) und (7):

c=23.
T4

3 Uy

(17) € = . e - - ———
4 3 a ad dp
2= \ _ R Pt

'ty () + sue (az)o

Der Widerstand ist gleich der Kraftkomponente, welche
in der Richtung der negativen x-Achse wirkt. Fiir diese Kom-
ponente fanden wir eben den Wert 4mca. Wenn man die
Werte von ¢ und a einsetzt, bekommt man das

Widerstandsgesetz
(18) W=

6 pau, ) .

8 o & (9,
Tt (5F),

¢ kommt in dieser Formel nur scheinbar vor. Da u, und p,
¢ als Faktor enthalten, so hebt ¢ sich heraus.

Die obige Verfiigung iiber a war willkiirlich. Hitten wir
einen anderen Wert gewihlt, so hitten wir auch eine andere
Widerstandsformel bekommen. Der Unterschied ist jedoch
nur scheinbar. In Wirklichkeit bekommt man natiirlich
immer dieselbe Widerstandsformel.

§ 7. Nebenbemerkung.

Die Widerstandsformel (18) hatte ich urspriinglich mittels der
Sitze I1') und IV meiner Diss., S. 53, 54 und mittels des folgenden Satzes
bewiesen :

Es wird vorausgeselzt, daf eine Stromung wm eine Kugel (Halb-
messer = a) in zwes Teile, die alle beide den Differentialgleichungen (1), (2)
Geniige leisten, zerlegt werden kann und daf kein Gleiten an der Kugelober-
fldche stattfindet. Der erste Teil (u,, v,, W, P,) soB auferhalb der Kugel
regulir sein und in unendlicher Entjernung verschwinden, wikrend der zweite
Teil (u,, v,, w,, p,) eine innerhalb der Kugel reguldre Fortselzung besitzen
soll. Die Komponenten der auf die Kugel ausgeilbten Gesamtkraft sind
gleich

Gn;uz(u,)o+na°(%’%;-)., 6nya(v,)0+na’(%';;)’,

8n u a(w,), +1ra3(ap')
RN

1) Den Satz II findet man iibrigens in Kirchhoffs Vorlesungen
fiber math. Physik, Leipzig (in der dritten Aufl. [1883], 8. 377).
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Das von derselben Strémung auf die Kugel ausgeiible Moment hat die
Komponenten

aw, 80, a“r awr
4nya‘( ———)o, 41”“"(8% - ax) ,

dv du

) LA, r
Anpa ( 7z 9y )
Wieder bezeichnet eine mit dem Index 0 versehene Parenthese, daB

von der eingeklammerten Funktion der Wert im Kugelmittelpunkte
gemeint ist.

Wenn man diesen Satz mittels der Formeln in den Paragraphen 4—6
beweisen will, muB man beriicksichtigen, daB u, hier in u, mit einbezogen ist.

Wenn man die Stromstirke mittels ihrer Einwirkung auf kleine
Kugeln hat schiitzen wollen, hat man bis jetzt einfach das Stokessche
Widerstandsgesetz benutzt. Hier fanden wir als Korrektionsglied eine
Druckgradiente.

Fiir die Anwendung muB man natiirlich bemerken, da8 in der un-
mittelbaren Umgebung der Kugel keine Volumkriifte wirken diirfen, denn
sonst befriedigt die Stromung die Gleichungen (1) nicht, auf die der
ganze Beweis aufgebaut ist. Das ist der Grund, weshalb unser Satz,
2. B. fiir den archimedischen Auftrieb nicht den richtigen Wert gibt.

§ 8. Die Berechnung von (4,), und (ap ')
[

In der Widerstandsformel (18) sind die in der Uberschrift
erwihnten Ausdriicke noch unbekannt. wu,, v,, w,, p, wurde
als der im Kugelmittelpunkte regulire Teil der Strémung
definiert und die mit dem Index O versehene Parenthese be-
deutet, daB fiir die eingeklammerte Funktion der Wert im
Kugelmittelpunkte gemeint ist.

Fir die Berechnung der fraglichen Ausdriicke ist
ein sukzessives Anndherungsverfahren zweckmiBig. Zunichst
setzen wir die Ausdriicke fiir diejenige Stromung an, welche
Stokes bei seiner Berechnung des Widerstandes gegen die
Bewegung einer kleinen Kugel fand.

“-'“"o+"_—"0+c[ +1’+ (1 %:-)

83 !
v, = c[%_aﬂ%],
(19)
Tz s 2%
w.= [ —’T—a ———],

P= 2pes
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Wenn die Flissigkeit nach allen Seiten unendlich aus-
gedehnt ist, findet man nach Stokes ¢ = 3/,au,. Hier soll
jedoch der durch (17) angegebene Wert von ¢ angewendet
werden. Dieser Wert geht iibrigens in den Stokesschen iiber,
wenn keine Wiinde da sind, d. h. wenn

=(22) =
e (22), -1
ist. Mittels (6) und (S) kann man auch den Ansatz (19) in der
folgenden Weise

20) Pg= 2"";;’ ¢—2 =

(;A ) I‘: ! Z_.’ =0
schreiben. Die Bestimmung von p_, ist ersichtlich in Uber-
einstimmung mit § 6.

Der niichste Schritt der sukzessiven Annidherung ist, eine
innerhalb des GefiaBles regulire Teilstromung, u,, v, w, P,
so zu bestimmen, daB nach Addition der Teilstromung (19)
die resultierende Stromung der Bedingung der Ruhe an
den Gefiwinden geniigt. Die so bestimmte Teilstromung
Uy ..., P, soll die (von den GefiBwinden) zuriickgeworfene
Stromung genannt werden.

Die zuriickgeworfene Stromung muB in unendlich ent-
fernten Teilen der Flissigkeit sich dem Wert Null nidhern.
Die in den folgenden Kapiteln vorkommenden Stromungen
und Teile von solchen erfilllen von selbst diese Bedingung,
die uns also keine Schwierigkeiten bereitet.

Die Hauptschwierigkeit dhnlicher Abhandlungen wie der
vorliegenden ist, fiir die zuriickgeworfene Strémung einen
Ausdruck zu finden, der bei numerischen Rechnungen anwend-
bar ist. Wie diese Schwierigkeit in unserem Falle bewiltigt
wird, zeigt Kap. II.

Ven dem Ansatze (19), (20) ausgehend, findet man zunéichst
die dazu gehorige zuriickgeworfene Stromung. Diese ist, wie
oben gesagt, regulir im Kugelmittelpunkte und 1a8t sich nach
Kugelfunktionen mit positiven Indizes entwickeln. Diese
Kugelfunktionen mogen mit

pl(l), szx cery ¢l(h, thh’ e
bezeichnet werden. Da man aus p,'" und @Y die Werte von
(u,)o und (3’;’ )“ in unserem Falle berechnen kann und um-

gekehrt, so wurden diese Kugelfunktionen schon bei der Be-
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rechnung der Widerstandsformel (18) in § 6 beriicksichtigt.
Die iibrigen Kugelfunktionen sollten nun bei der weiter ge-
triebenen Anndherung durch Kugelfunktionen mit negativen
Indizes aufgehoben werden (§ 5).

Der Ansatz (20) sollte nun unter Beriicksichtigung der
eben erwithnten Kugelfunktionen geéindert werden. Dies bringt
eine Verbesserung der zuriickgeworfenen Stromung mit sich.
Auch fiir die in der Widerstandsformel (18) vorkommenden

GroBen (u,), und (3—5’)0 wiirde man eine Korrektion erhalten.

Die Einfliissse dieser Glieder sind aber so klein, daB sie un-
beriicksichtigt bleiben kénnen. Wir brauchen also nur den
von (19), (20) hervorgerufenen Teil der zuriickgeworfenen
Stréomung zu berechnen, der

u* + u**, ¥ + ‘D**, w* + .w**’ p* + p**

genannt werden soll (§ 10 usw.).

Kapitel II. Der Bedingung der Ruhe an den ehenen W¥nden
formsal zu genfigen.

§ 9. Zwei Fouriersche Integrale.

Es sollen die folgenden Bezeichnungen angewandt werden.
In einem rechtwinkligen Koordinatensystem ist » der Abstand
zwischen dem Punkte (z, y, 2) und dem Ursprunge. Es besteht
also der Zusammenhang
(21) 12 = g% 4 2 4 22
a und B sind zwei Integrationsverinderliche. Ferner soll
(22) B=a+ £ 2 =a®+} 2 — 201a
sein, wobei k und der reelle Teil von A positiv sein sollen.

4 ist die imagindre Einheit, also 42 = — 1.

¢ ist ein Parameter, dessen genaue Bedeutung fiir das
folgende belanglos ist. ¢ wurde iibrigens S. 98 definiert.

| | bezeichnet den absoluten Betrag einer reellen oder kom-

plexen GriBe.
Es besteht die Gleichung?)

+® 4w

1 1 . —11e) dud
28) ’;.e—lalr—n:g;f f,,-(uwy) 1] lTﬂ'

—-® —®

1) Vgl. H. Faxén, a. a. O., 8. 30.
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Aus dieser Gleichung erhdlt man, wenn man ¢ gleich
Null setzt?)

+® 4+

(24) l=2Lf f iaz+6y) —k|s| d"dﬂ
r

—Q —®

Diese Funktion selbst und ihre partiellen Ableitungen
kommen bekanntlich in der Stokesschen Lésung des Problems
der Bewegung einer kleinen Kugel vor (S.102). Wenn man den
EinfluB ebener Winde berechnen will, bringt man am besten die
Funktion 1/, anf die obige Form. Um auch die iibrigen in der
Stokesschen Losung vorkommenden Funktionen auf &hn-
liche Formen bringen zu kénnen, berechnet man den Grenz-
wert :

. 1
Lu?-»o v [e-letr—oz — 1],
Wenn ¢ durch reelle positive Werte sich dem Wert Null néahert,
so ist der obige Ausdruck gleich
12

-
Aus (23) und (24) findet man ferner, daB der obige Aus-
druck gleich

+® +®

f fe'("H’y) -k|z I(ﬁe(k Nzl 1) dadﬂ

—w —

ist. Der Klammerausdruck soll in eine Taylorsche Reihe
nach o entwickelt werden. Wenn f eine komplexe Funktion
ist, so gilt bekanntlich

[ FO=F+ T + ot g O
l_ L {00+ 006,01

(25)

Hier sind
o eine reelle oder komplexe Zahl,
6 und 6, positive Zahlen, die kleiner als 1 sind,
f™ und f/™ der reelle bzw. imagindre Teil der nten Ab-
leitung f™ von f.

1) Vgl. H. Faxén, a. a. O., 8. 28.
Annalen dor Physik, 1V, Folge. 68, 8
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Man findet also:
| o o 2
@) 5 e0-nil— 1= 51 [ 224 L2 2] + S Ro(0) + To(6)

Hier bedeutet R den reellen und J den imagindren Teil
des nachstehenden Ausdruckes, ¢(f) den Ausdruck

8 2
k“2(1‘°+ lxl lle)c(k_;q)“l,

worin 1,2 = }k? — 2001a ist.

Setzt man nun den Ausdruck (26) in das obige Doppel-
integral ein, so kann man nachher die Integration nicht fiir
jedes Glied einzeln ausfithren, denn die Integrale divergieren.
Die Ableitungen der zweiten Ordnung der Integrale sind aber
konvergent. Es gilt daher z. B.

2 tr e FY
o =z _1 i(az+fy)—k|z) (28 4 fo
dydx r _2nf fazay eilarthn - 5 +—k'—,z, dedf
- —-®
FOET g Ro®) 6
o o i@z +py-ks) BeO)+JT 96
tlim = [ [ gy eten e 2200 dadf.
—o —w

Man beweist ohne Schwierigkeit, daB das letzte Integral
fiir alle Werte von ¢ endlich, konvergent und numerisch kleiner
als eine von ¢ unabhiingige Funktion von |z| ist. Dann ist der
letzte Grenzwert gleich Null.

Fiir alle Ableitungen der zweiten Ordnung findet man
ghnliche Verhiltnisse. Daraus schlieBt man, daB fiir die Ab-
leitungen der ersten Ordnung Gleichungen gelten, die vom
folgenden Typus sind:

37 =3 ff———e'(“z+ﬂy) *I‘I( + ;“:[zl)dadﬂ+0

—-—® —

wobei C eine sogleich zu bestimmende Konstante ist. Die
Richtigkeit dieser Gleichung und aller ihr #hnlichen folgt
daraus, daB die Ableitungen beider Seiten gleich sind.

LiBt man |z| immer groBere Werte annehmen, so findet
man aus der letzten Gleichung, daB C gleich Null ist. Es er-
geben sich also die folgenden drei Gleichungen
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%_ §=_21;f feuanﬂy)—kizl Z_: (1 + k|z))dedg,
e te
27 _ “;g/ =_21_”f feiFu+ﬂy)-kl'|an(1+k|z!)dadﬂ,
g .
LS ,;71' eitwr+py—kisl L2 zdadf.

Fiir die Stokessche Strémung — System (19) — findet
man mit Hilfe von (24) und (27) den folgenden Ausdruck:

+ o <+ o0
- e ilaz Y~ k(2]
u= uo+2“ffe\ +8y)~ ke
2
[7—-—(1+klz| Jdadﬂ,

(28)

. [_iTaz.{.ia-az ﬁ]dadﬁ,
+ o 4w .
¢ : : te
p= o | fea(az+ﬂy)-k‘2I[-—k—]dadﬂ.

Man iberzeugt sich leicht, daB die obigen Doppelintegrale
den Differentialgleichungen (1) und (2) gentigen.

§ 10. Ansiitse.

Das System (28) stellt ein spezielles Beispiel von Lésungen
des Systems (1), (2) dar. Diese Losungen entsprechen dem
Fall, daB die Fliissigkeit unendlich ausgedehnt ist. Nun spll
aber die Fliissigkeit von zwei ebenen Wiinden begrenzt sein,
es mufl eine neue Losung des Systems (1), (2), die guriick-

8%
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geworfene Stréomung (vgl. § 8), hinzuaddiert werden, damit
die Geschwindigkeitskomponenten u - %y, v, w an den Winden
Null werden. Es ist zweckmifBig, schon von vornherein eine
umfassende formale Losung des Problems der Zuriickwerfung
sufzusuchen, und zwar soll zunichst das System (28) ver-
allgemeinert werden. Man sieht leicht, daB die folgenden
Ansitze Losungen von (1), (2) sind:

4+ +o
ff,s(nwy) ks
.{ z+2yl 91 (k|z| + 1) + }dddﬂ,
+ @ + o
”=?1If ei@s+ ) —kls| {8
—® -
A+ Fa iz + ) — S g) dads,
29) s
“’=?l;f eiaz+fy) —k|z|
-{-—-ﬁgz—--%:igl+'—I:'-g3(|z|k+l)}dadﬂ,
+w >
p=_;_f gi(az+fy) ~k|s| 22
X
'{—.91+mk93}d“dﬂ-

Diese Ansétze habe ich anfangs aus dem System (6), S. 62
meiner Dissertation gefunden, und zwar habe ich damals
zuné.chst

g 2 1.9 g
91— FF Tkl statt g, L oetatt g, und % statt g,

geschrieben und habe dann den Grenziibergang ¢ >0 gemacht.
Man braucht aber diesen Weg nicht zu gehen, man braucht
sich nur davon zu iiberzeugen, daB die obigen Ansitze den
Differentialgleichungen geniigen.

Die Bewegung einer Kugel in einer unbegrenzten Fliissig-
keit — d.h. der Stokessche Fall — wird durch
(80) g1=1¢, gs = —Yscia-a? g; =0
dargestelit.
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Um den Grenzbedingungen u = » = w = 0 an den Winden
geniigen zu konnen, brauchen wir noch folgende zwei Systeme
von Lésungen von (1), (2):

+ o +w

u* = _Zi_f fe{(az-l-ﬁy)—kz
2n

-_— ~®

) 2
'{1,;‘95'*'794 ku.‘h(z’""l)'i' % }d“dﬂ’

+
f (az+ﬂy)—kzlﬂ

Il*
ml_
ga+

4
-

31) A%+ g ekt 1)~ 22 g daag,

+
w* = f eilaz+By) - k:

tax

—9% = 9t k_qe(zk+1}dadﬂ,

— 8

+ ,
pF= —%f f-’"(a“'ﬂy)_hz—,:{_y;+k96}d“dﬂ;

1 @ 3
(82) -{;ys + 5901 = 2k = 2% g} dedg,

zta

. {.93 -0 - %gs(zk— 1)}d¢xd{3,

+
[ad i(a 2 3
P = 7‘[ eilaz+By) +% T"‘{_g,,—k_qs}dadﬂ.
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Fiir die rechte Wand hat man z =05 und fiir die linke
g=—1. Es soll fiir diese Werte von 2

utu*+u*=v o fo**=wt w* - wt*=0
sein. So erhidlt man z. B.

4+ +®
1 i(ax
0=futwtu, =g [ [eierrm
: {% (g5~ + gy e + gy e*))

+(F et ot g ey

'l —ki ki —k?
~ e —get + g7t
ek 4 ggett 4+ gy e*”‘)} dedf.

r

i
.

7

Fig. 1.

Da diese Gleichung fiir alle Werte der Variablen z, y gilt,
so muB der Ausdruck in den geschweiften Klammern ver-
schwinden. Auf diese Weise erhilt man die erste der folgenden
Gleichungen. Die beiden iibrigen folgen aus den Bedingungen,
daB an der linken Wand v 4 v* 4 v** = 0 und w 4 w* + w**
=0 sein gollen. Statt ¢2** wird s geschrieben.

(y,+9s-9+ys)+( )(y1+y48+91)
- k’ (91 943+.97)—_(9s+9ss+99)—

iﬂ{%(9’+963+9a)+'ﬁ(91+943 + 9,)

tal

(38) ial
+ % (- 943+.97)+T(9a+.%3+90)}=01

9y + 95 — 953+ 1(91 + 9,5+ 1)
—,,-(ys + gg 5+ g5) + liee(gy — g8 + 95) =0
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Auf dieselbe Weise erhalt man aus der Bedingung, daB die
Fliissigkeit an der rechten Wand (z = b) haftet, die folgenden
drei Gleichungen, worin ¢ statt ¢®*® geschrieben ist.

%(y,+95+99t)+(%—"7’)(9,+9.+91t)
—Z—:b(yl+y.—91¢)+"';—.b(ya+9e+yot)=0»
84 iﬂ{%(gﬁm+9st)+%(yl.+y.+y1t)
+oE o+ —gt) - b—',ci(ys+y.+yot)} =0,
—y,—y,+yst—%b(y1 +9,+ 9t
+bi“(9a+.9e_.99‘)+ik—a(9s+.9o+99t)=0°
Nach Vereinfachung ergibt sich:

-1 t-1
(35) .‘11=—‘:tj91r =" 19

9: + 95 +.953"21%943+”“(.93 +9+99=0,
93+ 95— 9% +l.iu(y, + 90 — 969

+ik£(9s+9o + 9,9 =0,

93+ 9 +.9st_2bikg.91t“bi“(9a +9+98)=0,
—9— 9 t+ 9! +oia(gs+ 95 — 99 )

ta(

+ 5 s+ 95+ 912 =0.

(36)

§ 11. Avuflésung des Gleichungssystems (36).
Das System(86) a8t sich nicht weiter vereinfachen. Wenn man
(87) N = (st —1)? — 4k2st(l + b)?
setzt, 80 erhdlt man nach einigen Rechnungen:

9y =5 9, (18RI — 1) + 221k — 1)(2bk — 1)
+t(20k+ 1) 4 48k st — 1]

e - 2L gulst Uk — 1)+ 200K 4 1k + 1)(25k + 1)]
- 2‘:’_1;"'9, [28stk* — bk — 1 + st (bk — 1)(20k — 1)]

+ "‘;:‘ 95 [2035t — 282521k — 1) — 21332 bk -+ 1) —25%],
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9o = 3 9a[87¢20K — 1) + 453 k25t + 522k — 1)
@bk — 1)+ s(21k+ 1) — 1}

2lsre

91 —wm 9u(2etVR stk — 1)@k —1)— 1k~ 1]
siak

g, (25602 — 25221k + 1)~ 2BRDE — 1) — 212),

9 = 2”;\, gylst + 2sk(l + 4)— 1]

+ 2t g,[sz—2kz+b ~1]

(40)
+ 3”1 #1(2stk( + //) —st+1] - ﬁg, [#s(21k + 1)

— 4s5tb?}? — st(2lk+ DBE2bE+ 1)+ ¢@ok—-1) 4 1],

25k
9o = sy o st — 14 20k + 8] -

_ar
1) sg‘[2kst6+l)—st+l]

— B3 g, (st — 2h(b + D~ 1]~ 1 g, [s*120k 4 1)
- 4szk=1-— St@Uk+ 1)@20k + 1)+ s@ 1k — 1) + 1].
Nach (81), (82) ist endlich:
+o +x
wp kg O 8 ] Y e
(42)“u Tt G (P HP )]o— 2n j;f{ (g5 + 95)

-

3 2 2
+ (%— 7‘:—) (et 90+ 5 TGt g —kgo+ k.%)}d“dﬂ'

Kapitel IIL
Bewegung in der Mittelebene zwischen zwel parallelen Winden.

§ 12. Berechnung der Widerstandsformel.

Es soll die in der Widerstand<formel (18) vorkommende
unbekannte Konstante

] (o,
T+ e(:w(ali) ] [" +“**+e,¢ ax(f’*'”’**’]

berechnet werden. Die Funktionen u*, p* usw. werden durch
(81) und (82) erklirt. In diesen Systemen treten g, gy usw.
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auf, fiir welche die Ausdriicke in diesem Spezialfalle besonders
einfach werden. In diesem Kapitel ist ndmlich aus Symmetrie-
griinden

b=1s=1 g5=_0s 96 = — G

und man kann in der ersten Anndherung g, = 0 setzen [vgl.
§ 8 und Gl. (80)]. Es ergibt sich aus (85) und (86):

_ 5 _ 28kg, _ 2ls(s—1)g,
Ie= " 541 96= T jai-alks—-1) (@—4lks—1)(+1)’
(43) -1
I _ 2lsk—s+1  2ia ‘w41 tks
8= S _dlke—1 92 k- si-4lks—1 SN

Wir bemerken zunichst, daB die Integralausdriicke (81)
und (82) und alle ihre Ableitungen endlich und begrenzt
sind, wenn der Punkt (z, y, 2) sich zwischen den Wianden be-
findet, oder genauer, wenn |z| << 21 ist. w* 4 u**¥, o* 4 o**
usw. sind reguldr innerhalb der Fliissigkeit und erfiillen also
auch diese an die erste zuriickgeworfene Stromung gestelite
Forderung (vgl. § 8).

Die Ausdriicke (48) sollen nun in (42) eingesetzt werden.
Fiir g, und g, sind die Werte (80) geeignet. Es ergibt sich

% a® 0 * x| 4o 4ca’ 4oat
R S i PR A & )L“s—z“'a—sz‘WC’
worin
51 p
1= f_f
(44) 5= ks
2 of 1 2la? s+1
{(7_"127)”1_ K 's*—uks-l}d“dﬂ’
» tE o o lk 1
« §—s+
(45) B=Hf AR
ol i 2lks(s—1)
‘T[s“ - (s’—4lka—1)(8+1)]}dadﬂ’
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Nach (18) und dem oben Gesagten erhalten wir dann die
Widerstandsformel

(47) W= 6 uauy, .
a a?

§ 18. Berechnung der Konstanten 4, B, C.
Nach (22) und § 10 ist
K2 =a?+ B2, s= e,
Ferner setzen wir:
(48) k=%, a=Zcsd, f=Tsind,
wobei z eine neue Integrationsvariable ist, welche nicht mit
der frither benutzten Koordinate z verwechselt werden darf.

Wenn man die Koordinaten z und & in (44) einsetzt und nach ¢
integriert, so ergibt sich:

® s—1
8 8 s+1 2
A=Tf s+1—2zsa’—4zs-l dz.
0

Das Integral wird in zwei Teile zerlegt, von denen der erste
sogleich ohne Schwierigkeit integriert wird.

@ o0
if ] d.r=lf ds
40 s+ 1 81 s(s+1)

w|o oo

[log sil]‘:

log2 = 0,77979...

Der zweite Teil des Ausdruckes fiir 4 wird geschrieben:

g S—1
i s+1

3
—ﬁ_f s'—4zs—'i_18dx'
0

Der Integrand wurde fiir = 0; 0,2; 0,4 . . .; 8,0 numerisch
ausgerechnet und das Integral von 0 bis 8,0 mittels Simpsons
und Cote’s Regelnl) ermittelt. Fiir den Rest des obigen In-
tegrals wurde die Abschatzung

1) J. Bertrand: Calcul intégral. Paris 1870, 8. 331ff. — E. Heine:
Kugelfunktjonen II. Berlin (in der 2. Aufl. [1881], S. 6).
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z— 14+ 2sW1 +42s 14 162253 s-12dx

( ) )8
=—;-:¢:z "’+s‘3(x’—%z’+—z+ )
+s'3(%z‘—%zs+%zz+...)

angewandt. Ich habe fiir das ganze Integral den Wert 0,14957
erhalten und 0. Emersleben 0,14955 [vgl. die Tabelle unten,
wo der betreffende Integrand mit ¢,(x) bezeichnet ist]. Es
ergibt sich also:

4=0,77979...+ 3 - 0,149s6 = 1,0041.

B berechnet man auf dieselbe Weise. Wenn man den
Variablenaustausch (48) in (45) ausfiibrt und nach ¢ integriert
findet man

1 4z ~ 1)8* + 1 1 mx’dw
B=T6[(" Izdz—'—f

—4z8-1(s+1) s+1

__f (s — 1)2bdx _ fz’dx
_0 (8* —dxs — 1)(s + 1) 2J s+1

Das letzte Integral 1Bt sich auf die folgende Weise be-
rechnen:

-]
3
(L
5 1 1
=2( 43+63 )
1/1 1 1 1 8 2 8
=T(F"?+F s )‘T 48 16
wobei

s =% +$+ -;; +...=1,20205...
ist.!) Man findet also:

zdw
2 +1—=011269

Fiir das erste Integral im letzten Ausdrucke fiir B habe
ich den Wert 0,580¢ und Emersleben 0,530s gefunden [vgl.
die folgende Tabelle, wo der betreffende Integrand mit g,(z)

1) E. E. Kummer, Journ. f. Math, 16, S. 211, 1837,



116 H. Faxén.

Tabelle 1.

x 71() g2() os(2)
0,0 0 0 0

02 0,02441 0,0736 0,0746
04 0,04552 0,138 0,1452
0,6 0,06103 0,187 0,209
08 0,07012 0,219 0,264
1,0 0,07327 0,234 0,307
1.2 0,07169 0,235 0,338
1,4 0,06681 0,225 0,356
1,6 0,06999 | 0,208 0,363
1,8 0,05229 0,188 0,358
2,0 0,04448 0,165 0,343
2,2 0,03708 0,143 0,322
24 0,03038 0,121 0,206
26 | 002451 | 0,102 0,267
28 | 001952 0,084 0,237
30 | 001537 . 0,069 0,207

bezeichnet wird]. Es wurde fiir die Berechnung des Integrals
von 8 bis oo die Gleichung

o0

fa:3s—1(1 — s Y1 + dzs-1 4 16225-3(1 — s—Ydz

z 1 3 3 3
=s‘1(—?x3 + 722+Tz+ ?)
ofa . 1 5,8 5,8 3
+.S (1‘ +?I +§T +m +a)
+ s—3 (%15+%x“‘+ . )

angewandt.
Es ergibt sich also B = 0,417.
Wenn man den Ausdruck fiir C vereinfacht, findet man

1 . ats
= [w=tm=rd=
[\
Fiir die Berechnung dieses Integrals zwischen den Grenzen
8 und oo wendet man die Abschétzung

fa:“'s‘l(l +4zrs~1 416225 Ndx
= -1l 3,3, 8,.,38
_sl(2x‘+a:3+2z +2.1:+4)
Y 5 5,15 5, 15, 15
+s (x+T14+Tz+W”+E§'+128)
8 8

+ 53 (?x°+ ?z5+ ...)
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an. PFir das Integral habe ich den Wert 1,01s gefunden und
Emersleben 1,01,,. Es ergibt sich also C = 0,168s.

Wenn man die gefundenen Werte von 4, B, C in (47)
einsetzt, so entsteht die Widerstandsformel
(49) W = . Bxpat, -

1— 1,004« o + 0418 + 5 ~ 0,169 -

Fiir die Berechnung dreier Integrale wurden, wie oben
erwihnt, numerische Methoden angewandt. Die entsprechenden
Integranden sind

§—~1

841
P l2) = S _dzs_1°%

_ B8 (s — 1) _ z's
@, (¢) = —dzs—1)E+1! Ps (@) = s —4zs—1

In der vorstehenden Tabelle sind die vorf Emersleben
berechneten Werte von ¢, und die von mir berechneten von
@9, g abgedruckt.

§ 14. Vergleich mit Westgrens Messungen.

Westgrenl) beobachtete das Fallen kleiner Kugeln von
Mastix oder Gummigutt in Wasser, welches zwischen zwei
ebenen Wiinden eingeschlossen war. Die Winde waren wihrend
der Beobachtungen anndhernd vertikal und der gegenseitige
Abstand, welcher mit 2! bezeichnet wurde, oben gréBer als
unten. Es wurde die Zeit z gemessen, welche eine Kugel
brauchte, um eine gewisse Strecke b zu fallen. b war stets gleich
lang und die entsprechende Fallzeit wurde in verschiedenen
Teilen des GefiBles gemessen. Die zu einer und derselben
Kugel gehorigen Fallzeiten, welche in der Mitte zwischen den
Bbenen gemessen waren, wurden nebst den entsprechenden
Wandabstinden in einer Tabelle zusammengestellt. Aus Be-
obachtungen auf neun Kugeln erhielt er also neun Tabellen.
Nun wollen wir diese Tabellen mit der Widerstandsformel (49)
vergleichen.

Die Schwere der Kugel, in Wasser gewogen, mag S sein.
Da die Fallgeschwindigkeit u, gleich b/z ist, und da der Wider-
stand gleich S sein muB, so ergibt sich aus (49):

z(l ~ 1,004 2 404185 — 0,1697—:) = bnnab

S
1) A. Westgren, a. a. O.
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Tabelle 2.
Zu Westgrens Tabelle Nr.
8 9 10
afl 2z 2y afl z 2y afl z 2o

0,063 | 188 17,6 || 0,068 | 14,0 13,0
0,087 | 18,8 17,6 || 0,074 | 14,0 12,9

0,042 ( 19,0 174 | 0,086 | 144 13,1 | 0,103 9,2 8,3
0,046 | 19,0 173 | 0,097 | 144 13,0 || 0,108 9,4 8,4
0,106 | 19,2 17,2 | 0,113 | 14,8 13,1 || 0,12 9,6 8,4

0,114 | 19,6 174 | 0,13 15,0 13,1 | 0,14 9,8 8,4
0,17 20,6 17,1 { 0,17 15,8 13,1 | 0,16 10,2 8,6
0,17 20,4 16,9 | 0,18 16,0 13,2 || 0,18 10,2 84
0,21 22,0 174 | 0,23 16,8 13,0 | 0,26 11,0 8,3
0,25 22,0 16,6 | 0,27 17,4 12,8 || 0,26 11,0 8,2
0,29 24,6 17,7 10,31 19,2 134 (| 0,35 124 8,2
0,36 258 |, 169 | 038 21,0 134 | 0,38 13,0 8,4
0,43 29,8 17,9 | 0,61 27,0 144 || 044 13,8 8,2
0,52 33,2 17,7 { 0,71 36,2 14,8 | 0,68 19,0 9,3
0,65 40,0 17,6 | 0,71 36,4 149 | 0,60 18,8 8,9
0,69 434 18,2

Das rechte Glied stellt die Fallzeit z, dar, wenn keine
Winde da sind und soll daher fiir eine und dieselbe Kugel
konstant bleiben. Jede Westgrensche Tabelle entspricht,
wie oben gesagt, einer einzigen Kugel und fiir jede Beobachtung
kann z, leicht berechnet werden. Wenn alles richtig ist, soll
2z, fiir jede Westgrensche Tabelle konstant ausfallen.

In Tabelle 2 sind drei Werte von z, welche aus drei von
Westgrens Tabellen genommen sind, mit den aus denselben
Tabellen berechneten a/l und n, zusammengestellf.

Man sieht, daB, wenn afl < 0,3, alles sehr gut stimmt.
Fiir groBere Werte von a/l bekommt man meistens ein wenig
zu hohe Werte fiir 2z, Dasselbe Ergebnis erhdlt man auch
aus den sechs iibrigen Tabellen von Westgren.

Fiir die Abweichung am Ende jeder Tabelle kann man
sich verschiedene Ursachen denken. Fiir die Ermittlung des
wirklichen Sachverhalts wiiren weitere Versuche erwiinscht.

Ergebnis,

Eine kleine starre Kugel erfihrt, wenn sie sich in der Mitte
zwischen zwel parallelen ebenen Winden parallel zu diesen
bewegt, den Widerstand
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W= Gnyauo|l _.
a a a
1— 1,0047 + 0,41.81—s - 0,169—,—5—

Hierbei ist
a der Halbmesser der Kugel,
uy die Geschwindigkeit der Kugel,
u die Zéhigkeit,
21 der Abstand zwischen den Winden.

Wenn die in § 8 erklirte Bedeutung von o beibehalten
wird, kénnen die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit des obigen
Widerstandsgesetzes vermutlichl) auf die folgende Weise for-
muliert werden:

1. a0l und (a/l)® kénnen gegen 1 vernachlissigt werden.

2. Die Teilchen (Molekiile oder Molekiilkomplexe) der
Fliissigkeit sind im Verhiltnis zur Kugel sehr klein.

8. Die ebenen Winde und die Kugeloberfliche sind die
einzigen Begrenzungen der Fliissigkeit.

4. Zwischen Kugel und Fliissigkeit oder Wand und Fliissig-
keit findet kein Gleiten statt.

Uppsala, 6. Februar 1922.

1) Vgl. die analogen Verhiltniese, wenn die Fliissigkeit von nur
einer Wand begrenzt ist! Diese wurden in meiner Dissertation genau
berechnet (8. 112—116). Das Woit ,,vermutlich® bezieht sich auf die
Bedingung 1.

(Eingegangen 22. Februar 1922.)



