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Bericht. 

Nach einigen geschichtlichen Vorbemerkungen werden 
einige Ergebnisse, welche Widerstandsberechnungen in hohem 
Grade erleichtern, aus den von Oberbeck und anderen ge- 
fundenen Entwicklungen nach Kugelfunktionen abgeleitet. 
Dann kommt eine Methode, die Bedingung, daS die Flussig- 
keit an den ebenen Wiinden nicht gleiten darf, mittels Doppel- 
integralen zu befriedigen. Die Widerstandsformel wird nume- 
risch ausgerechnet und nit Messungen von West gren ver- 
glichen. 

K a p i t  e 1 I. Bemerkmgen Uber Widemtandsbereehmngeo. 
8 1. Bweok der Abhandlang. 

Auf den folgenden Seiten soll der Widerstand bereohnet 
werden, den eine kleine starre Kugel erfiihrt, wenn sie sich in 
einer reibenden Fliissigkeit zwischen zwei parallelen Wiinden 
bewegt. Nur die langsame, konstante, geradlinige Bewegung 
parallel den Wiinden soll untersucht werden. Der sich ergebende 
EinfluS der GefkiSwtinde auf den Widerstand wird dann auch 
fur nicht vollig geradlinige und nicht streng konstante Be- 
wegungen annahernd derselbe sein, vorausgesetxt, daS man 
nur die den Wiinden parallelen Komponenten beriicksichtigt. 
Wenn eine Kugel sich senkrecht zu den Wiinden bewegt, so ist der 
EinfluS der Wiinde auf den Widerstand ein anderer und 
erfordert eine besondere Untersuchung, welche ich nicht aus- 
g e W  habe. Von vornherein ist jedoch Mar, daI3 die im fol- 
genden angewandten Methoden dem Verfahren von Loren t z- 
La d en burg 1) vorzuziehen sind. 

1) R. Ladenburg, Ann. d. Php. e8, S.463. 1W. 
Annden der Phydk. IV. Folp. 88. 7 
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Meine Berechnung einer in der Kolloid-Physilr erforder- 
lichen Widerstandsformel der Offentlichkeit vorzulegen, ist der 
Zweck clieser Abhnndlung. Bei einer experimentellen Unter- 
suchung der Brownschen Bewegung z. B. beobachtete nian 
die Bewegung kleiner Kiirner zwischen zwei vertikalen Wiinden 
und wollte nun die KorngroBe aus der Fallgeschwindigkeit der 
Korner berechnen. ') Die bisher unbekannte Einwirkung der 
Wiinde machte jedoch die genaue numerische Berechnung 
der Resultatc unmoglich. Die rechnerische Vollendung d iem 
und iihnlicher Arbeiten zu ermoglichen, ist mein Ziel mit dein 
Folgenden. Ferncr hege ich die Hoffnung, daS die Wider- 
standsformeln dieser Abhandlung bei Auswertung der Er- 
gebnisse von Versuchen iiber Kataphorese sich niitzlich zeigen 
werden. 

Herrn 0. Emersleben, cler parallel mit mir die nume- 
rischen Rechnungen ausgefiihrt hat, mochte ich an dieser Stelle 
meinen besten Dank aussprechen. 

fj 2. Friihere Untereuohungen. 
Soviel ich sehe, ist eine theoretische Berechnung der Ein- 

wirkung, die zwei parallele Wande auf den Widerstand gegen 
eine Bewegung parallel zu ihnen ausuben, bis jetzt nicht 
ausgefiihrt worden. Ein ron Lorentz angegebenes und 
von Ladenburg angewandtes Verfahren (vgl. 9 1) fiihrt nicht 
zu hinreichend genauen Ergebnissen.2) 

Uber die GroSe des gesuchten Effekts hat v. WeiBen- 
hof f eine sehr genau zutreffende Vermutung ausgesprochen.8) 
Die einzige friihere Abhandlung, in der die betreffende Frage 
wirklich behandelt wird, ist eine experimentelle Untersuchung 
von Westgren, der auch eine empirische Formel auf- 
gestellt hat.4) Westgren hat dabei die mit den Versuchen 
am besten iibereinstimmende Formel, die nur eine Konstante 
enthglt, herausgegriffen. Die im folgenden berechnete theo- 
retische Formel enthiilt drei neue Konstanten und stimmt 
der Form nach nicht mit der Westgrenschen Formel uberein. 
Mit seinen Versuchen jedoch stimmt die theoretische Formel 

1 )  I. Nordlund, Zeitwhr. f. phys. Chem. 87, 5. 66. 1914. 
2) Vgl. J. v. WeiBenhoff, Ann. d. Phys. 63, S. 23. 1920. 
3) J. v. WeiBenhoff, a. a. O., 5. 27. 
4) A. Westgren, Ann. d. Phys. 68, 5.308. 1917. 



Der Widerstand gegen die Bewegung einer starren Kugel USUL 91 

sehr gut. Westgren hat die richtige (theoretische) Formel 
nicht finden konnen, weil er dann nicht nur die drei envghnten 
Konstanten, sondem auch noch zwei, die Null sind, hiitte er- 
mitteln miissen. Seine Versuche Rind aber hei weitem nicht 
so genau, daB dies moglich ist. 

Unter der Voraussetzung, (la13 der Halbmesser und die 
Geschwindigkeit der Kugel klein sincl, habe ich die allgemeinen 
Ansiitze zur Liiaung des fraglichen Problems in meiner Disser- 
tation mitgeteilt.') Um eine Vereinfachung dieser Ansatze zu 
crmiiglichen, habe ich diesmal noch die Annahme hinmgefiigt, 
da% der Abstand zwischen den Wiinden nicht allzu groB ist. 
So konnte ich in dem allgemeinen Ansatze den Grenziibergang 
a + O  (a ist ein spater zu erkliirender Parameter) vollraiehen. 
So entstanden die Gleichungen (29)-(32), f i i r  die eine einfachere 
Begriindung in Q§ 9, 10 mitgeteilt werden wird. Diese Abhand- 
lung ist niimlich so geschrieben, daB man zum Verstiindnis 
der folgenden Rechnungen meine Dissertation nicht zu lesen 
hraucht, wenn man nur Formel (23) kennt. 

Auf dem Gebiete der zweidimensionalen Fliissigkeits- 
bewegungen findet sich ein Problem, welches das Gegenstiick 
dee vorliegenden ist. Das ist die Bewegung eines Kreiszylinders 
zwischen zwei parallelen ebenen Wanden. Fiir die Behand- 
lung dieser Frage schlugen Cow 1 e y und L e v y %) ein graphisches 
Verfahren vor. Sie skizzierten femer ein sukzessives Anniihe- 
rungsverfahren fiir die Beriicksichtigung der quadratischen 
Glieder der Differentialgleichungen. Dabei nabmen sie an, 
daB die auftretenden Funktionen in Potemmihen nach u 
(siehe Q 3) entwickelt werden konnen. Das ist aber nicht der 
Fall. AuBer u tritt niimlich auch der absolute Betrag luJ auf. 

Bairstow, Cave und Lang*) behandelten d w l b e  
Problem ausfiihrlicher als Cowley und Levy. Fiir die Giiltig- 
keit ihrer Rechnungen ist, meiner Vermutung nach, erforderlich, 
da% die Produkte wHalbmesser des Zylinders und a-Abstand 
zwischen den Ebenen klein sind. Urn der Bedingung der Ruhe 
an den Gefiil3w;inden zu geniigen, wenden sie eine Doppel- 

1) H. Faxbn, Dim., Upps., S. 61-66. 1921. Im Ausdrucke fUr 

2) W. L. Cowley u. H. Levy, Phil. Mag. (6), 41, S. 584. 1921. 
3) L. Beiretow, B. Y. Cave u. E. D. Lang, Proo. of the Royal 

- - - . ._ .- 

gs = ge (S. 06) iet ein L zwiachen g1 und ec('+x) ausgebesen. 

SOC. A. 100, S. 394. 1922. 
? *  
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belegung an diesen an. Die Stiirke der Doppelbelegung wurde 
fiir jede Stelle durch numerische Methoden ermittelt und 
endlich wurden die Stromlinien festgestellt. Dieses Problem 
wurde nur vorgefuhrt, um ihre Rechenmethode zu erhellen. 
Das Beisyiel schcint mir jedoch insofern ungliicklich gewahlt 
xu sein, als ihre Methode, die Hedinguiig der Ruhe an den 
Wiiiiden zu befriedigen, nicht die beste ist. Mit den im folgen- 
den angewandten Methodeli') hahe ich dss Problem so weit 
gefiihrt, dell nicht vie1 mehr als die numerischen Rechnungen 
iibrig sind und diese scheinen recht einfach zu werden. 

3. Die Leietungcrllihigkeit der Stokeeeahen Differential- 
gleiahungen. 

Stokes berechnete bekanntlich den Widerstand, den 
eine kleine Kugel bei langsanier Bewegung in einer &hen, un- 
begrenzten Pliissigkeit erfahrt. Dabei liatte er durch yassende 
Bereinfachungeii die hydrodynamischen Grundgleichungen auf 
die folgende Form gehracht : 

a u  a v  aeu - + -- + - I 0 .  
as a y  a x  

Hier sind 
x, y, z die Koordinaten, 
u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten in bezug auf die 

Richtungen der Koordinatenachsen, 
p der Druck, 

die Ziihigkeit, 
a* L* a 9  d die Symbole al;t + + - 

Aus den Differentialgleichungen Eerechnete Stokes die 
Stromung der Fliissigkeit urn die Kugel, und aus der gefundenen 
Stromung leitete er sein bekanntes Widerstandsgesetz ab, 
welches in der ersten Annaherung richtig ist, wie viele Proben 
gezeigt haben. Es stellte sich aber als unmoglich heraus, die 
Annlherung weiter zu treiben2) oder die Methode ltuf die Be- 

1)  Vgl. iuch meine Dissertation, S. 8. Siehe fe ner C'. W. Oseen, 
Arkiv f. mat., astr. 0. fys. 17, Nr. 4. 1922. 

2) Whitehead, Quart. Journ. of Math. 1888. 
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rechnung der Stromung um einen Zylinder anzuwenden.1) 
Oseena) und Lamb zeigten, daS dies seinen Grund darin hat, daS 
die Gleichungen (1) nicht richtig sind. Dervon Stokes gefhndene 
Wert fur die Stromung ist demgem8S nur fiir die nbhste Um- 
gebung der Kugel richtig. Ersetzt man (1) durch die richtigeroii 
Oseenschen Gleichungen, so fallen die erwahnten Schwierig 
keiten weg. Diese Gleichungen fiihren leider zu schwierigeren 
Rechnungen alu (1). Ich habe daher versucht, mir Mar 
zu machen, unter welchen Umstlinden die Gleichungen (1) 
doch zu richtigen Ergebnissen fiihren. 

Oseen fand, daS seine EinwiGnde gegen (1) dann nicht 
stichhaltig waren, wenn erstens die Flussigkeit sich nicht nach 
allen drei Dimensionen bis ins Unendliche erstreckt und wenn 
man sich zweitens mit der ersten Annliherung begnugt.8) Die 
erste Bedingung ist in unserem Problem erfiillt, da die Fliissigkeit 
ja  zwischen zwei parallelen ebenen Wlinden eingeschlossen ist. 
Die Flussigkeit ist nur in bezug auf zwei Dimensionen unendlich. 

Die zweite Bedingung fordert, daS gewisse sog. Reynold-  
sche Zahlen klein sein sollen. Die wichtigste Bedingung ist, 
daS uu-al gegen 1 vernachkssigt wcrden kann. Dabei ist 

u der Halbmesser der Kugel, 
I der Abstand vom Kugelmittelpuiikt zur Wand, 

u gleich eu0/2p, 
p die Dichte der Fliissigkeit, 
,u die Zahigkeit der Fliissigkeit, 
u,, die Geschwindigkeit der Kugel. 

DeS der wichtigste Teil der Bedingung so fomuliert werden 
kam, ist eine Vermutung, die durch angedherte Ausrechnung 
meiner allgemeinen An&tse4) gepriift werden kann. Ich 
glaube diese Vermutung aussprechen zu konnen, weil ich in 
dem Falle, daS die Flussigkeit von nur einer ebenen Wands) 
begrenzt ist, iind in dem Falle, daR die Kugel sich llings der 

1 )  0. G. Stokes, CBmbr. Phil. Soc. Trans. 9. 8. [%I. 1861. 
2) U. W. Omen,  Arkiv f .  mat., astr. 0. fys. 6. No. 29. 1910. 
3) H.FaxBn, a. a. 0. S. 140. Note 1. Wie 5. 8 hervorgehokn 

4) H. FaxBn, 8. a. o., 5. 61-66. 
5) H. FaxBn, a. a. O., S. 116. Vgl. auch Ann. d. Phys. 68. 

wurde, hat Oseen den Inhalt dieeer Note mundlich angedeutet. 

5. 681-584. 1920. 
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Achse einer Robe1) beaegt, gernde diese Bedingung, dal3 ua * a; 
gegen 1 vemchlassigt werden kann, gefunden habe. Ferner 
konnte man gewisse Symmetriegriinde heramiehen (vgl. unten). 

Im St okesschen Falle, wenn die Fliissigkeit nach allen 
Seiten sich ins Unendliche erstreckt, ist der Fehler in dcr 
Wideratandsformel von der Grol3e ua gegen 1. Die Widcr- 
standsformel wird niimlich richtiger, wenn man den Faktor 
(1 + ua), worin 3/4 ua das Oseensche Korrektionsglied 
genannt wird, hin~ufiigt.~) Wenn al kleiner als 1 ist, liefern 
die Gleichungen (1) und (2) nach dem oben gesagten in unserem 
Falle eine genauere Widerstandsfomel als im S t  okesschen 
Falle. Die WZinde heben das 0 s e ensche Korrektionsglied 
V4ua auf. 

Dies erkllirt sioh folgendermaSen. Wenn die Fliissigkeit 
unbegrenzt ist, aird sie in gewissem Grade hinter der Kugel 
mitgerissen. Dadurch wird der Widerstand vergrofiert, und 
dies ist der Grund des Oseenschen Korrektionsgliedes. Wenn 
die Flussigkeit aber von Wiinden begrenzt ist und der Abstand 
zwischen Kugel und Wand nicht allzu groS ist, uben die Wande 
einen beruhigenden EinfluB auf die Stromung aus. Hinter der 
Kugel kann die Fliissigkeit nicht mehr mitgerissen werden, 
durch jeden Querschnitt stromt in beiden Richtungen gleich 
vie1 Fliissigkeit, die Stromung vor und hinter der Kugel 
nimmt einen annaihernd spiegelsymlnetrischen Charakter an. 
Dann verschwindet auch dor Grund des Oseenschen Kor- 
rektionsgliedes. 

0 4. Entwioklung naah Kugelfnnktionen. 

0berbeck3) und ' andere entwickelten die Geschwindig- 
keitskomponenten einer stationiiren Stromung, die (1) und (2) 
geniigt, nach Kugelfunktionen und verwandten dab& den 
in der Elastizitatstheorie vorkommenden ZShnliche Entwick- 
lungen. Hier sol1 Lam b s 4, Darstellung clieser Entwick- 
lungen henutzt werden. Die Bezeichnungen von Lamb werden 

1) €I. FaxBn, noch ungedrucktes Manuskript. Vgl. Diss. S. 48. 
2) C. W. Oseen, Arkiv f. mat., astr. 0. fys. 0. Nr. 10. 1913. 
3) Oberbeck, Journ. f. reine u. angew. Math. (Crelle) 81. S. 62. 

4) H. Lamb, Hydrodynamics, 4. Aufl. 15.583-586. Cambridge 
1876. 

1916. 
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beihehalten uncl die init einem J, verst4i~nen Hinweisc lw- 
siehen sich auf des in der FuSnote angegebene Lehrhuch. 
1, 685 (8) bezeichnet also die Forniel (S), 8. 585, in dem eben- 
erwahnten Ruche. 

On, x,, und I),, bezeichnen rauniliche liarmonische Kugel- 
funktionen. welche im folgenden der Kurze wegen einfach 
Kugelfunktionen genannt werden. 

Wcnn man (1) differenziert, so erhiilt man mit Hilfe von (2) 

A p = O .  

p kann also iiacli Kugelfunktioncn ent wickelt werden [vgl. 
L 584 (4)]: 

(3) 

wobei n die Reihe der ganzen Zahlen durchliiuft. Durch diese 
Gleichung konnten die k'unktionen p,, definiert werden; die 
endgiiltige Definition geschieht jedoch durch (4). 

Die Stromung, d. ti. u, 1 7 ,  26, p ,  sol1 nun in den im Ur- 
sprunge reguliiren l'eil u,, vr. wr, p,. und den im Ursprunge 
singuliiren Teil us, T ~ ,  w,, p ,  geteilt werden. 

Da die Gleichungen (1) uxid (2) linear sind, so enthalten 
u., t', w, p, u,, usw. als Faktor eine Integrationskonstante, die 
wir G nennen wollen. Da p,, und p-l fiir das Folgende keino 
Bedeutung haben, erhiilt man aus (3), wenn man c als Faktor 
vcr die Summenseichen schreibt : 

Die Geschwindigkeitskomponenten konnen auf die fol- 
gende Form gebracht werden [ (vgl. L. 585 (S)] 

1i - -  u, 1 ? I \  - ti,, 1' = r r  f l h ,  1u = zir, + N',. 
Des Glied - u, wurde wegen seiner besonderen Bedeutung 

ausgeschriehen. Da die Kugel sich mit der Geschwindigkeit u, 
bewegt und der Koordinatenureprung, wie gewohnlich, in den 
Kugelmittelpunkt gelegt ist, haben die GefiiSwZinde und die 
unendlich entfernten Teile der Flussigkeit diese Geschwindigkeit. 
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5 
11 = 1 

Da die Funktionen fDo, x,,, und x-l im folgenden keine 
Rolle spielen, werden sie von Anfang a.n veimachllissigt, und 
wir konnen die folgenden Formeln aufstellen [vgl. L 584 (9)]: 

(7) 
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Fur die Bestimmung der E'uiiktionen p,,, @,,, xn sind die 
Gleichungen [vgl. L 585 (9) u. ( l l ) ]  

nutzlich, wobei 5,  7, [ die Wirbelkomponenten sind. 
Es ist also: 

a w  a t .  a u  a m  a n  a lL  (11) := a-y - a ; ,  7 ] =  i 2  -=, & = 7  d x  d y  

Man uberzeugt sich leicht, daB die obigen Ausdrucke fur 
u, T.,, w ,  p den Differentialgleichungen (1) und (2) genugen. 

s 5. Die Stromung urn eine Kugel. 
Die Reihen (5), (6), (7) und (8) sollen nun eiiie Stroinung 

ohne Gleiten um eine Kugdl vorstellen, deren Mittelpunkt. mit 
dem Koordinatenursprunge zusammenfallt und deren Halb- 
messer a ist. Fiir r = a SOU also ZL = t i  = zu = 0 sein, und 
Aufgabe dieses Paragraphen ist, die daraus folgenden Glei- 
chungen, die p,,, a,,, xn,  P-.,,-~, @-n- l ,  verbinden, zu 
finden. Zu diesem Zwecke mogen die neuen Kugelfunktioneri 

a'Jn+*@,,* = r 2 n + l @ - n - 1 ,  uan+lzn* = r2n+1X-n-l erklart werden. 
Wir versuchen, ob etwa die Summe der "ten Glieder in 

den Ausdrucken fur u, t i ,  w ,  welclie marl aus (5)-(8) bekornmt. 
gleich Null gesetzt werden kanii, w n n  11 > 1. Wenn xv,* = - 33,' 
ist, so findet man zunachst: 

pn* usw. durch die Gleichungen n a n + l  pn* = r 2 n + l  P-tl-1, 
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Weiin 

ist, so heben sich also die entsprechenden Teile von u, und u, 
an der KugeloberfliGche r = u auf. Aus Symmetriegrunden 
heben sich auch die entsprechenden Teile von u,, v,, w,, wa a,n 
der Kugeloberflkhe auf. 

Der ubrigbleibeiide Teil von u ist: 

pa* - r*aan+' a pa* am,, + (n+1)r'-2na2n+1 a - -- + p x -  n(2n+1)(2n-l)  8 %  2(2n+1) a x  ,.an+l 

Aus der rersuchsweise eingefuhrten Annahme, da% die 
Summe der "ten Glieder der Ausdrucke (5)-(8) fiir u gleieh 
Null ist, folgt lnittels (12), daB der obige Klammerausdruck 
gleich Null ist, wenn n > 1. Nun ist die partielle Ableitung nach 
5, y oder 3 einer (rlumlichen harmonischen) Kugelfunktion nt.er 
Ordnung selbst gleich einer solchen n-1 ter Ordnung. Wenn zwei 
Kugelfunktionen positiver Ordnung sind, konnen sie sich nur 
dann aufheben, Venn sie derselben Ordnung sind. 

Es ergibt sich also, wenn wir einmal nur die Kugelfunktionen 
n-lter Ordnung herauegreifen uiid T = G setzen: 

Hier treten nur Ableitungen nach x auf. Wenn man von 
den Ausdriicken fur u oder w ausgegangen wlire, wiirde ma.n 
entsprechende Gleichungen bekommen haben, in denen statt 
der Ableitungen nach 5 nur Ablaitungen nach y b m .  z stiinden. 
Dann gilt: 

In + 1) a2 * a2 

2(Yn + 1) P" + + n(2n + l)(2n - I) p n  = cJ 
wobei G die Integrationskcmstante ist. Diese wurde nun gleicli 
einer Kugelfunktion nter Ordnung sein, was, da n > 0, un- 
moglich ist, wenn nicht C = 0. Wenn wir den Ausdruck fur 
pn* einsetzen, bekommen wir : 
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Eine Ausnahme bildet der Fall = 1, wobei das Glied 
- u,, auch beriicksichtigt werden muB : 

In derselben Weise erhiilt man aus der Bedingung, daS 
der erwiihnte Klammerausdruck gleich Null sein soll, die Glei- 
chungen : 

Auch hier bildet 11 = 1 einen Auvidiiiiefall: 

Wenn p, ,  CP,,? xn (n positiv) gegeberi sind, erhiilt man aus 
(12)-(15) die zugehorigen Werte von p-n-1, @-,+I, X-n-1, 

welche bewirken, daS u = v = w = 0 an der Kugelobedache 
T = a wird. 

$ 6. Die Widemtandeformel. 
Auf ein Fllchenelement ds der Kugel wirkt an der &Useren 

Seite eine Spannung, deren s-Komponente ist [vgl. L 586 (15), 
wo viii fehlerhaftes Vorzeichen vorkommt]: 
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Die resultierende Kraft erh8lt r n w  durch Integration iiber 
die ganze Kugeloberflache S. Da 

ist, und da das Integral uber eine Kugelfunktion Null ist, 
wenn sie nicht Oter oder -lter Orhung ist, so ka.m nur das 
folgendo Glied von Null verschieden sein: 

Fur p- ,  wird vorliiufig geschrieben: 
a x  + 821 + 7 2  

P-a = r8 - 
Wenn man diesen Wert in das obige Integral einsetzt und den 
Koeffizienten des Integrals vertinfacht, findet man : 

Der Wert, yon c ist beliebig. Wenn wvir jedoch jetzt fur 
u den Wert 2p wiihlen, so ist da.mit auch der Wert von c fest- 
gelegt, denn der Teil cas /r3  von lBSt sich aus den Grenz- 
bedingungen bestiinmen. Wir wollen nun den Wert von c 
berechnen. 

Aus (14) erhalt man: 

a3 3 3 P"0 a!x + p y  + y z  = - 4- y1 - -- p a  UJ, + 2 7 a x  * r 3 p 4  = 2 

Man erhalt durch Differentiation in Lezug auf 2: 

Da u = 2p ist, so ergibt sich: 
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Wenn (flu den Wert irgend eher Funktion f im Koordinaten- 
iirspriinge bezeichnet , so erhiilt man wegen (4), (A) und (7): 

Der Widerstnncl ist gleich der Kraftkomponentp, welche 
in der Richtung der negativen x-Achse wirkt. Fiir diese Kom- 
ponente fanden wir eben den Wert 4ncu. Wenn man die 
Werte von c und a einsetzt, bekoinnit man das 

Widers tun,dsgesetz 

c kommt in dieser Formel nur scheinbar vor. Da u, und 11,. 
c a1s Faktor enthalten, so hebt c sich heraus. 

Die obige Yerfugung uber a war willkurlich. Hiitten wir 
einen anderen Wert gewahlt, so hatten wir a.uch eine andere 
Widerstandsformel bekommen. Der Unterschied ist jedoch 
nur scheinbar. In Wirklichkeit bekommt man natiirlioh 
immer dieselbe Widerstandsformel. 

7. Xebembemerkung. 
Die Widerstandeformel (18) hatb ich ureprhglich mittels der 

Siitze Ill) und IV meiner Dies., €3. B,64 und mittels dea folgenden Satzea 
bewieeen: 

Ea ioird vorauageattd, &b Cine Str6mung urn Cine K@ (Ha16- 
maser = a) in zwei Teik, die allc beide den Diffaentica&leiehunge* ( l ) ,  (2) 
acnilgc &den, zerw w u a h  kunn und dap kein (1;Rciten an der Bocgelober- 
f h h e  atdtfindet. Der a& Teil (u,, va, w,, pa) edl aubahulb der Rugel 
regyMr sein und, in u d k h e r  Entfernung verschwindcn, caiihrend der zweile 
Teil (u,, v,, wr, p , )  eine inwhalb der Kwel reguJdre Fortsdzung beaitzen 
a d .  Die Kampnenlen der auf die Kzlgel auqe+ibten aeeamtkra/l Bind 

_____ 
1)  Den Satz 11 findet men iibrigem in Kirchhoffs Vorleaungen 

liber math. Physik. Leipzig (in der dritten Ad. [1883], S. 377). 
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Daa von &raelben Str6mung auf die Kiigel auageiiblc Nomen4 hnt die 

Wieder bezeichnet eine mit dem Index 0 veraehene Parenthese, da5 
von der eingeklammerten Funktion der Wert im Kugelmittelpunkte 
gemeint ist. 

Wenn man dieaen Satz mittela der Formeln in den Paragraphen 4 - 0 
beweiaen will, mu0 man bedckaichtigen, da0 u,, hier in (I, mit einbezogen ipt. 

Wenn man die Stromstiirke mittela ihrer Einwirkung auf kleinc! 
Kugeln hat achiitzen wollen, hat man bis jetzt einfach daa Stokesache 
Widerstendsgeaetz benutzt. Hier fanden wir als Korrektionsglied eine 
Druckgradiente. 

Fiir die Anwendung mu0 man natiirlich bemerken, da5 in der un- 
mittelbaren Umgebung der Kugel keine Volumkriifte wirken diirfen, denn 
sonst befriedigt die Striimung die Gleichungen (1) nicbt, auf die der 
ganze Beweis aufgebaut ist. Dss ist der Grund, weshalb unser Satz, 
z. B. fiir den archimedischen Auftrieb nicht den richtigen Wert gibt. 

Q 8. Die Bereohnung von (u,),, and (2) - 
In der Widerstandsformel (18) sind die in der Uberschrift 

erwiihhten Ausdriicke noch unbekannt. u,, v,, w,, p ,  wurde 
nls der im Kugelmittelpunkte reguliire Teil der Strornung 
definiert und die mit dem Index 0 versehene Parenthese be- 
deutet, daB fur die eingeklammerte FTlnktion der Wert im 
Kugelmittelpunkte gemeint ist. 

Fiir die Berechnung der fraglichen Ausdriicke ist 
ein sukzessives Anniiherungsverfahren zweckmiiI3ig. Zuniichst 
setzen wir die Ausdriicke fur diejeuige Stromung an, welche 
Stokes bei seiner Berechnung des Widerstandes gegen die 
Rewegung einer kleinen Kugel fand. 

I 
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Wenn die Fliissigkeit nach allen Seiten unendlich aus- 
gedehnt ist, findet man nach Stokes  c =  '/,a%. Hier sol1 
jedoch der durch (17) angegebene Wert von c angewendet 
wertlen. Dieser Wert geht ubrigens in den Stokesschen iiher, 
w m i  keinr Wiindr (la sind, d .  h. wenn 

ist. Mittrls (6) und (8 )  kann man auch den .4nsatz (19) in dw 
folgenden Reise 

X up x 
20) p - 2 = 2 p p  Qpz= ' p ,  x - , = Q  
schreiben. Die Bextimmung von p-? i d  ewichtlich in 1'l)cr- 
einstimmung mit $ 6. 

Der niichste Schritt der sukzessiven Anniiherung ist , cine 
innerhalb des GefilBes regulare Teilstromung, u,, v,., wr, p,, 
so zu bestimmen, dab nach Addition der Teilstriimung (19) 
die resultierende Stromung der Bedingung der Ruhe an 
den OefiiSwiinden geniigt. Die so bestimmte Teilstromung 
ur, . . ., pr soll die (von den GefiiSwiinden) zuruckgeuwfene 
Striimung genannt werden. 

Die zuriickgeworfene Stromung mnS in unendlich ent- 
fernten Teilen der Flussigkeit sich dem Wert Null niihern. 
Die in den folgenden Kapiteln vorkommenden Stromungen 
und Teile von solchen erfiillen von selbst dime Bedingung, 
die uns also keine Schwierigkeiten bereitet. 

Die Hauptschwierigkeit ahnlicher Abhandlungen wie der 
vorliegenden ist, fiir die zuriickgeworfene Strtimung einen 
Ausdruck w finden, der bei numerischen Rechnungen anwend- 
bar ist. Wie diese Schwierigkeit in unserem Falle bewiiltigt 
wird, zeigt Kap. 11. 

Vcn dem Ansatze (19), (20) ausgehend, findet man zuniichst 
die dazu gehorige zuriickgeworfene Stromung. Diem ist, wie 
oben gesagt, reguliir im Kugelmittelpunkte und l&Bt sich nach 
Kugelfunktionen mit positivcn Indizes entwickeln. Dime 
Kugelfunktionen mogen mit 

bezeichnet werden. Da man aus pi1' und die Werte von 
(u& und (%)o in unserem Falle berechnen kann und um- 
gekehrt, so wurden diese Kugelfunktionen sohon bei der Be- 

p,"' , p p  ) . . . ) q ' 1 '  , XI"' ) . . . 
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rechnung der Widerstandsformel (18) in 0 6 beriicksichtigt. 
Die iibrigen Kugelfunktionen sollten nun bei der weiter ge- 
triebenen Anniiherung durch Kugelfunktionen mit negativen 
Indizes aufgehoben werden (0 5) .  

Der Ansatz (20) sollte nun unter Reriicksichtigung der 
eben erwilhnten Kugelfunktionen getlndert werden. Dies bringt 
eine Verbesserimg der xuruckgeworfenen Stromung mit sich. 
-4uch fur die in cler Widerstandsformel (18) vorkommenden 
GrOSen (u& und (2) wurde man eine Korrektion erhalten. 
Die Einflusse dieser Glieder sind aber so klein, daS sie un- 
beriicksichtigt bleiben konnen. Wir brauchen also nur den 
von (1 9), (20) hervorgerufenen Teil der zuriickgeworfenen 
Stromung zu Lerechnen, der 

0 

u* + u**, v* + v** ,  w* + 20**, p* + p** 
genannt werden soll ($10 usw.). 

Kapitel  11. Der Bedlnmng der Buhe an den ebenen WPnden 
formal zu geenUgen. 

8 9. Zwei Foariersche Integrale. 
Es sollen die folgenden Bezeichnungen angewrtndt werden. 

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem ist r der Abstand 
zwischen dem Punkte (z, y, z) und dem Ursprunge. Es besteht 
also der Zusammenhang 

a und /? sind zwei Integrationsveriinderliche. Ferner soll 

(22) 
sein, wobei k und der reelle Teil von I. positiv sein sollen. 

(21) 1.2 = x2 + 1J” + 22. 

k2 = a2 + p”, A2 = a2 + p” - 2uia 

i ist die imaginiire Einheit, also i 2  = - 1. 
u ist ein Parameter, dessen genaue Bedeutung fur das 

I [ bezeichnet den absoluten Betrag einer reellen oder kom- 

Es besteht die Gleichungl) 

folgende belanglos ist. u wurde iibrigens S. 93 definiert. 

plexen GroSe. 

1) Vg1. H. FaxBn, a. a. O., S. 30. 
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Aus dieser Gleichung erhalt man, wenn man t~ gleich 
Null setzt 1) 

-m --m 

Diese Funktion selbst und ihre partiellen Ableitungen 
kommen bekanntlich in der Stokesschen Losung des Problems 
der Bewegung einer kleinen Kugel vor (S .102). Wenn man den 
EinfluB ebener Wande berechnen will, bringt man am besten die 
Funktion I,!? auf die obige Form. Um auch die ubrigen in der 
Stokes schen Losung vorkommenden Funktionen auf iihn- 
liche Formen bringen z u  konnen, berechnet man den Grena- 
wert : 

Wenn u durch reelle positive Werte sich dem Wert Null niihert, 
so ist der obige Ausdruck gleich 

- I - - . .  5 

T 

Aus (23) und (24) findet man ferner, daB der obige -4~s-  
druck gleich 

--m --m 

ist. Der Klammerausdruck sol1 in eine Taylorsche Reihe 
nach u entwickelt werden. Wenn f eine komplexe Funktion 
ist, so gilt bekanntlich 

Hier sind 
u eine reelle oder komplexe Zahl, 
8 und 8,  positive Zahlen, die kleiner ah 1 sind, 
/+‘“I und f ;“)  der reelle bsw. imaginare Teil der nten Ab- 

leitung f(“’ von f .  

1) Vgl. H. Faxbn, a. a. 0.. S. 28. 
bnnalen dor Phyeik. 1V. Folge. 6F. a 
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Man findet also : 

Hier bedeutet R den reellen und J den imaginaren Ted 
des nachstehenden Ausdruckes, rp (0) den Ausdruck 

worin 1,B = P - 20aia ist. 
Setzt man nun den Ausdruck (26) in das obige Doppel- 

integral ein, so kann man nachher die Integration nicht fiir 
jedes Glied einzeln ausfiihren, denn die Integrale divergieren. 
Die Ableitungen der zweiten Ordnung der Integrale sind aber 
konvergent. Es gilt daher z. B. 

Man beweist ohne Schwierigkeit, daB das letzte Integral 
fiir alle Werte von u endlich, konvergent und numerisch kleiner 
als eine von u unabhlingige Funktion von 121 ist. Dann ist der 
Ietzte Grenzwert gleich Null. 

Fiir alle Ableitungen der zweiterr Ordnung findeli man 
iihnliche Verhaltnisse. Daraus schlieBt man, daS fiir die Ab- 
leitungen der ersten Ordnung Gleichungen gelten, die vom 
folgenden Typus sind : 

wobei C eine sogleich zu bestimmende Konstante ist. Die 
Richtigkeit dieser Gleichung und aller ihr iihnlichen folgt 
daraus, daS die Ableitungen beider Seiten gleich sind. 

L&Bt man 1.1 immer groJ3ere Werte annehmen, so findet 
man aus der letzten Gleichung, daS C gleich Null ist. Es er- 
geben sich also die folgenden drei Gleiohungen 



Fiir die Stokessche Stromung - System (19) - findet 
man mit Hilfe von (24) und (27) den folgenden Ausdruck: 

--a0 - -m  I 

-ca - m  I 
. [ -- i: z + ia . aa-  "1 d a d @ ,  

31x1 

Man uberzeugt sich leicht, daS die obigen Doppelintegrale 
den Differentialgleichungen (1) und (2) geniigen. 

10. dsslitM. 
Das System (28) stellt e h  spezielles Beispiel von Losungen 

des Systems (l), (2) dar. Diese Losungen entsprechen dem 
Fall, did3 die Fliissigkeit unendlioh ausgedehnt ist. Nun spll 
aber die Flussigkeit von zwei ebenen Wanden begrenzt sein, 
es md3 eine neue Losung des Systems (l), (2), die muiick- 

8' 
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geworfene Stromung (vgl. 0 8), hinsuaddiert werden, damit 
die Geschwindigkeitskomponenten u + u,,, v, w an den Wanden 
Null werden. Es ist sweckmtiBig, schon von vornherein eine 
iunfassende formale Losung des Problems der Zuruckwerfung 
aufzusuchen, und zwar sol1 zuntichst das System (28) ver- 
allgemeinert werden. Man sieht leicht, daS die folgenden 
Ansiitse Losungen von (l), (2) sind: 

- m  - m  I 

Diese Ansiitse habe ich anfangs aus dem System (6), S. 62 
meiner Dissertation gefunden, und zwar habe ich damals 
zuniichst 

geschrieben und habe dann den Grensubergang u -+ 0 gemacht. 
Man braucht aber diesen Weg nicht su gehen, man braucht 
sich nur davon mi uberseugen, daB die obigen Anstitse den 
Differentialgleichungen geniigen. 

Die Bewegung einer Kugel in einer unbegrenzten Flussig- 
keit - d. h. der Stokessche Fall - wird durch 
(30) 
dargestellt . 

g, = c, ga = - l/,cia - aa, g3 = 0 
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Urn den Grenzbedmgmgen u = v = w = 0 an den Wlinden 
genugen w konnen, branohen wir noch folgende zwei Systeme 
von Losungen von (l), (2): 

- m  - m  I 

- m  -a I 

I + m  +a- 

- m  -a 

-cc - a  

+ m  + w  

- -  
- m  - m  
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Fir die rechte Wand hat man z = b und fiir die linke 
a = -  1. Es SOU fiir diem Werte von z 

sein. So erhllt man z. B. 
u + u* + u** = v + v* + Y** = w + w* + w** = 0 

0 = [u + u* + u**]*= - I  = 2n 1 j 7e:(a5 + By) 

-m -a 

. {$ha e - k l  96 e k l  + 90 e-k? 

+ (+ - $) (91 e-kl + 9 4 e  k l  + 9, e - k l )  

9 4  ekZ  + 97 .-'3 - +gl e - k l  - a* 1 

+ 96 + e - l k ) )  da d g  - -(g3e-1k a'l 
k 

Z 

Fig. 1. 

Da dime Gleichung fur alle Werte der Variablen x, y gilt, 
so md3 der Ausdruck in den geschweiften Klammern ver- 
achwinden. Auf diese Weise erhllt man die emte der folgenden 
Gleichungen. Die beiden ubrigen folgen &us den Bedingungen, 
dal3 an der linken Wand v + v* + v** = 0 und w + w* + w** 
= O  sein d e n .  Statt eakl wird s geschrieben. 
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Q 11. Aufliilmng den Qleiohungmyabma (88). 

Das System(36) liiSt sich nicht weiter vereinfachen. Wenn man 
(37) N = ( ~ t  - 1)' - 4ksst(2 + b)' 
set&, so erhlilt man nach einigen Rechnungen: 

1 
N a  

2 1 t i a l  
E N  

2 t b i a  
kN 

i a k t  

ys " - 9  [8t9(2Zb- l ) + r t ( Z l k -  1 ) ( 2 b k -  1 )  
+ t ( 2 6 k +  1 ) + 4 p k a 8 t -  13 

Y , [ b t ( l k  - 1) + 2b'k'+ (Ik + 1) (2bk  + l ) ]  

9s [ 2 m -  2 ~ 4 2 1 k -  1) -22s8(2bk+ 1) - 2 8 7 ,  +N 

- -- 

9, [2Ia8tk' - b k  - 1 + 8 t ( b k  - 1)(21k- I)] 
(38) -- 

Auf dieselbe Weise erhiilt man &us der Bedmgung, dab die 
Flussigkeit an der reohten Wand (z = b) haftet, die folgenden 
drei Gleichungen, w o k  t statt e Z k b  geschrieben ist. 
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(39) 
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qe -- 7 1 g , [ s 2 t ( 2 b k -  1) + 4 b s k 8 s f  + st(2Zk - 1) 

( 2 b k  - 1) + s(2ZR + 1) - 13 

*y7 [ s t ( b k -  1 ) +  2 P k 2 + ( d k : +  1)(2Lk+ l)] 

- -- 21 B i a  g , [ 2 ~ t P k Z + s t ( Z k -  1 ) ( 2 b k -  l)-ZIk- 13 kN 
B b s t i a  
kN 

N 

-- 
-- s i a k  gs [2etbz-2tb"Zzk+ 1) - ZtP(21k  - 1) - 217, 

ga [ s t  + 2 s k ( l +  I )  - 13 2 t  k 
[Yil =-- i a  N 

2 1 s t  + 7 g4[st - 2k(Z t A) - 11 
1 + 

- 4 s t b Z k z - s t ( 2 1 k +  1 ) ( 2 b k +  1 )  + t ( 2 h k -  1 ) +  13, 

y, [2s tk ( l+  h) - o t  + 17 - rgs  [t2s(2Zk + 1 )  

I 
1 + 2 tk (Z+  6)J - 2s k 

s a N  9* = 7 g2 [st - 
-- '" g [ 2 k s t ( 6 - + 1 ) - s t + l ]  

N 4  

-- 2 b s t  g , [ s t - Z k ( b + Z ) -  l ] - ~ t ~ ~ [ 9 1 t ( 2 b k + l )  

- 4stk81* - s t ( Z l k +  1)(2bk + I ) +  s (21h  - 1) + 13. 
N 

, 

Nach (Sl), (52) ist endlich: 

Kapitel 111. 
Bewegang in der lKitteIebene rwfschen ewei parallelen Wflndea. 

8 12. Berwhnung der Widerstandeformel. 

Es SOU die in der WiderstandGformel (18) vorkommende 
unbekannte Konatante 

berechnet werden. Die Funktionen u*, p* usw. werden durch 
(91) und (82) erkllrt. In diesen Systemen treten gs, go. usw. 
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auf, fur welche die Ausdriicke in diesem Spezialfelle besonders 
einfach werden. In diesem Kapitel ist namlich BUS Symmetrie- 
griinden 

und man kann in der ersten Annaherung gs = 0 setzen [vgl. 
Q 8 und G1. (SO)]. Es ergibt sich aus (35) und (36): 

b = l ,  ~ = t  9 gb = g8, g6 = - 9 0 ,  

Wir bemerken zunachst, daB die Integalausdriicke (31) 
und (32) un-d alle ihre Ableitungen endlich und begrenzt 
sind, wenn der Punkt (2, y, z) sich zwischen den Wtinden be- 
findet, oder genauer, wenn Iz I  < 21 ist. u* + u**, t ~ *  + t~** 
usw. sind regular innerhalb der Flussigkeit und erfiillen also 
auch diese an die erste zuriickgeworfene Stromung gestellte 
Forderung (vgl. $ 8). 

Die Ausdriicke (43) sollen nun in (42) eingesetzt werden. 
Fiir g1 und gz sind die Werte (SO) geeignet. Es ergibt sich 

c, as a 4 c  4 c  as 4 c  a4 u* + u** + - - (p* + p**)] = - - A + ~ B -  ~ c P  a x  0 3 1  3 la 3 P  

W O M  

- m  - m  
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Nach (18) und dem oben Gesagten erhalten wir dann die 
Widers t andsf ormel 

(47) - .  6 n p  a u, W =  
a aa a6 
I 1' I 1 - - A +  - B -  - C 

8 13. Berechnung der Konetanten A, B, C. 

Nach (22) und $10 ist 
k2 = a2 + 82, s = e 2 k l .  

Ferner setzen wir: 
X s X a = - C O B & ,  /3 = sin 6 ,  (48) k = - j - ,  1 

wobei x eine neue Integrationsvariable ist, welche nicht mit 
der friiher benutzten Koordinate x verwechselt werden darf. 
Wenn man die Koordinaten 3c und 6 in (44) einsetzt und nach 6 
integriert, so ergibt sich : 

Das Integral wird in zwei Teile zerlegt, von denen der erste 
sogleich ohne Schwierigkeit integriert wird. 

9 
8 

= - log 2 = 0,77979.. . 
Der zweite Teil des Ausdruckes fiir  A wird geschrieben: 

8 - 1  :- 1 *:llza--l + .- 2 s dz . 
0 

Der Integrand wurde fi i r  x = 0; 0,2; 0,4 . . .; 3,0 numerisch 
ausgerechnet und das Integral von 0 bis 3,0 mittels Simpsons 
und Cote's Regeld) ermittelt. Fiir den Rest des obigen In- 
tegrals wurde die Abschiitmg 

1) J. Bertrand: Celculinthgral. Paris 1870. S. 331ff. - E. Heine: 
KugeJfunktionen II. Berlin (in der 2. Aufl. [lSSl], 5. 6). 



82 
1 
2 

= - x a 8 - 1  + s-a 

a 8 8 + s-3 (s 5 4  - s 5 3  + - 9 za + . . . 
angewandt. Ich habe fiir das game Integral den Wert 0,14967 
erhalten und 0. Emersleben 0,14956 [vgl. die Tabelle unten, 
wo der betreffende I n t e p d  mit ~ ~ ( 5 )  bezeichnet ist]. Es 
ergibt sich also : 

A = 0,77979.. . + 0,14956 = 1,0()4i. 

B berechnet man auf dieselbe Weise. Wenn man den 
Variablenaustausch (48) in (45) ausfiihrt und nach 6 integriert 
findet man 

01 
(4z - l ) s 8 +  1 xad2--7 .Sd+l  1 x ’ d z  

4 (8’- 4 x 8  - 1)(8 + 1) 
0 0 

Das letzte Integral liil3t sich auf die folgende Weise be- 
rechnen : 

m 

wobei 
1 1 1  
1* 28 8’ 

s = - + - + - + . . . = 1,20205 ... 
ist.’) Man findet also: 

OD d Ti = 0,11269.. . 
0 

Fiir das erste Integral im letaten Auedrueke fiir B habe 
ioh den Wert 0,5806 und Emersleben 0,5906 gefunden [vgl. 
die folgende Tabelle, wo der betreffende Integrand mit cp8(s) 

1) E. E. Kummer, Journ. f. h t h .  16, S.211. 1827. 
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Tabelle 1. 

0 
0,02441 
0,04662 
0,06103 
0,07012 
0,07327 
0,07 169 
0,06881 
0,06999 
0,06229 
0,04448 
0,03708 
0,03038 
0,02451 
OjOl952 

3,O 1 0,01637 

T d 4  

0 
0,0736 
0,138 
0,187 
0,219 
0,234 
0,236 
0,226 
0,208 
0,188 
0,166: 
0,143 
0,121 
0,102 
0,084 
0,069 

0 
0,0746 
0,1462 
0205 
0,264 
0,307 
0,338 
0,356 
0,363 
0,368 
0,343 
0,322 
0,296 
0,267 
0,237 
0,207 

bezeichnet wird]. Es wurde fiir die Berechnung des Integrals 
von 3 bis co die Gleichung 

) 8 + s - 3  -x6 + - p 4  + ... (: 
angewandt . 

Es ergibt sich also B = 0,4179. 
Wenn man den Ausdruck fur C vereinfacht, findet man 

m 

Fiir die Berechnung dieses Integrals zwischen den Grenzen 
3 und 00 wendet man die AbschLtzung 

Tx4~-l(1 + 4xs- l  + l S . ~ ~ s - ~ ) d ~  
J 

2 4 3 ,  
- - a + - , + -  3 
2 

15 
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an. Fur das Integral habe ich den Wert 1,016 gefunden und 
Emersleben l,Ollv Es ergibt sich also C = 0,1688. 

Wenn man die gefundenen Werte von A ,  B, C in (47) 
einsetat, so entsteht die Widerstandsformel 

6 n p a u ,  
as as 

W =  a 
7 1 1 1 1 - 1,004 * - + 0,418 7 - 0,169 

(49) 

Fiir die Berechnung dreier Integrale wurden, wie oben 
erwahnt, numerische Methoden angewandt. Die entsprechenden 
Integranden sind 

5 - 1  

. 9 +  1 
23-- 

cP,w = s ' - 4 s 8 -  1 I S ,  

In der vorstehenden Tabelle sind die voli Emersleben 
berechneten Werte von yl und die von mir berechneten von 
yB, qs abgedruckt. 

Q 14. Vergleich mit Weetgrene Meeeungen. 

West gr en 1) beobachtete das Fallen kleiner Kugeln von 
Mastix oder Gummigutt in Wasser, welches zwischen zwei 
ebenen Wandm eingeschlossen war. Die Wande waren wghrend 
der Beobachtungen annghernd vertikal und der gegenseitige 
Abstand, welcher mit 21 bezeichnet wurde, oben griiSer als 
unten. Es wurde die Zeit z gemessen, welche e k e  Kugel 
brauchte, um eine gewisse Strecke b zu fallen. b war stets gleich 
lang und die entsprechende Fallzeit wurde in verschiedenen 
Teilen des GefaSes gemessen. Die au einer und derselben 
Eugel gehorigen Fallaeiten, welche in der Mitte awischen den 
Ebenen gemessen waren, wurden nebst den entsprechenden 
Wandabstanden ir.! einer Tabelle zusammengestellt. Aus Be- 
obachtungen auf neun Kugeln erhielt er also neun Tabellen. 
Nun wollen wir diese Tabellen mit der Widerstandsformel (49) 
vergleichen . 

Die Schwere der Kugel, in Wasser gewogen, mag S sein. 
Da die Fallgeschwindigkeit u, gleich b/z ist, und da der Wider- 
stand gleich S sein muB, 80 ergibt sich aus (49): 

a a8 as Bnpab z (1 - 1,004 I + 0 , 4 1 8 7  - 0,169-) = - 
1s S 

1) A. Westgren, a. a. 0. 
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17,6 
17,6 
17,4 
17,3 
172 
17,4 
17,l 
16,9 
17,4 

H. Faxdn. 

Tsbel le  2. 

0,068 
0,074 
0,086 
0,097 
0,113 
0,13 
0,17 
0,18 
0,23 

Zu Weatgrana Tabelle Nr. 

16,6 
17,7 I 
16,9 I 
'17,9 
17,7 1 
17,6 I 
1892 I 

all 

0,063 
0,067 
0,042 
0,046 
0,106 
0,114 
0,17 
0,17 
021 
025 
029 
0,36 
O M  
0,62 
0,M 
0,89 

0,27 
0,31 
0,38 
0,61 
0,71 
0,71 

8 
~ 

z 
- - 
l8,8 
18,8 
19,0 
19,0 
19,2 
19,6 
20,6 
20,4 
22,o 
22,o 
24,6 
26,8 
29,8 
332 
40,O 
43,4 

13,O 
12,9 
13,l 
13,O 
13,l 
13,l 
13,l 
132 
13,O 
12,8 
13,4 
13,4 
l4,4 
14,8 
14,9 

0,103 
0,109 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0,26 
026 
0,36 
0,38 
0,44 
0,68 
0,60 
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9 
-- 

z 
- - 
14,O 
14,O 
14,4 
14,4 
14,8 
16,O 
16,8 
16,O 
16,8 
17,4 
19,2 
21,o 
27,O 
362 
36,4 

10 

2 - 
992 
994 
9,6 
9 8  
102 
102 
ll,o 
ll,o 
l2,4 
13,O 
13,8 
19,0 
18,8 

die -sllzeit Zn de-. we111 
Wiinde da sind und soll daher fiir eine &d dieselbe Kugel 
konstant bleiben. Jede W estgrensche Tabelle entspricht, 
wie oben gesagt, einer eindgen Kugel und fiir jede Beobachtung 
kann zo leicht berechnet werden. Wenn alles richtig ist, SOU 
zo fiir jede W estgrensche Tabelle konstant ausfallen. 

In Tabelle 2 sind drei Werte von z, welche aus drei von 
West grens Tabellen genommen sind, mit den aus denselben 
Tabellen berechneten a/Z und no zusammengestellt. 

Man sieht, daI3, wenn a/Z < 0,3, alles sehr gut st.immt. 
Fiir groBere Werte von a/Z bekommt man meistens ein wenig 
zu hohe Werte fiir z,,. Dasselbe Ergebnis erhiilt man auch 
aus den sechs ubrigen Tabellen von Westgren. 

Fiir die Abweichung am Ende jeder Tabelle kann man 
sich verschiedene Ursachen denken. Fur die Ermittlung des 
wirklichen Sachverhalts wiiren weitere Versuche erwiinscht . 

Ergebnis. 

Eine kleine starre Kugel erfiihrt, wenn sie sich in der Mitte 
zwischen m e i  parallelen ebenen Wiinden parallel zu diesen 
bewegt, den Widerstand 
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6 nP a% 
a' a6 

Tp= 
a 
1 1 1 

1 - 1,004- + 0,418, - 0 , 1 6 9 7  

Hierbei ist 
a der Halbmesser der Kugel, 

uo die Geschwindigkeit der Kugel, 
p die Zahigkeit, 
21 der Abstand zwischen den Wanden. 

Wenn die in $ S erkliirte Bedeutung von u beibehalten 
wird, konnen die Voraussetmgen fiir die Giiltigkeit des obigen 
Widerstandsgesetzes vermutlichl) auf die folgende Weise for- 
muliert werden : 

1 .  ua * 0 1  und konnen gegen 1 vernachlhissigt werden. 
2. Die Teilchen (Molekiile oder Molekiilkomplexe) der 

Fliissigkeit sind im Verhaltnis zur Kugel sehr Hein. 
3. Die ebenen Wande und die Kugeloberfliiohe sind die 

einzigen Begrenmgen der Fliissigkeit. 
4. Zwischen Kugel und Fliissigkeit oder Wand und Fliissig- 

keit findet kein Gleiten statt. 

Uppsala,  6. Februar 1922. 

1)  Vgl. die analogen Verhltnieee, wenn die Fltieeiglreit von nur 
einer Wand begrenzt ist! Diem wurden in meiner Dissertation pneu 
berechnet (S. 112-116). Das Woit ,,vermutlich" bezieht moh a d  die 
Bedingung 1. 

(Eingegangen 22. Febmar 1922.) 


