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Linienelement,s. 

Vorbemerkung. 
Den AnlaB *zw Zusammenstellung (ies hier mitgeteiltea 

Entwurfes einer Farbenmetxik bildeten fiir den Verfawer die 
Gedanken uber den Begriff der Helligkeit, die in den $9 5-7 
des 11. Teils enthslten sind. Die Fragen, um die es sich da 
handelt, sind diese: la6t sich einer konkret, d. h. durch ein 
bestimmtes hichtgemisch, gegebenen Farbe eine Zshl als ihre 
Helligkeit zuordnen derart, deS sich auch von Lichtern ver- 
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398 E .  Schriic;li?iger. 

schiedener Reizart') angeben kBt, ob sie gleichhll sind oder 
nicht 1 Wie ist die Definition fur gleiche Helligkeit experi- 
mentell zu stellen 7 Was ergibt sich nach richtig gestellter 
Definition empirisch fib die Helligkeit als Funktion der drei 
Eichwerte oder der drei Grundempfindungsvalenzen oder 
irgendwolcher anderer drei GroSen. dwch welche eine Farbe 
eindeutig festgelegt wird 7 

Von diesen drei Fragen glaube ich das rationelle Kriterium 
fiir die Beantwortung der ersten (,,gibt es eine heterochrome 
Helligkeit ?") hier zurn ersten Male klar formuliert und &piit 
auch den inneren Gruiid aufgefunden zu haben fur die g r o h  
qneinigkeit der Forscher in dieseni Punkt. Ob die Definition 
der Helligkeitsgleichhrit grundsatzlich moglich ist oder nicht, 
hangt namlich davon ab, ob ein gewisser Pfaffscher Diffe- 
renzialausdruck in drei Differenzialen mit experimentell zu er- 
mittelnden Koeffizienten einen integrierenden Faktor besitzt 
oder nicht. Nur wenn das der Fall ist, lassen sich die ,,glejch- 
hellen Flachenelemente" der Farbenmannigfaltigkeit zu Int F- 

gralfliichen gleicher Helligkeit zusammensetzen. 
Unter der Annahnie, daB die experimentell .ermittelteii 

Vunktionen eilie Integration zulassen werden, ergibt sich d a m  
sogIeich eine Helligkeitsdefinition, an der, .wie iminer kiinftige 
Experimente ausfallrn uiogen, nichts mehr zu iindern sein wird. 

Anders steht RS iiiit der dritten Frage: nach der speziellen 
Funktion der Farbboordinaten, die als Helligkeit anzusprechen 
ist. Hier habe ich den Gedanken durchgefuhrt und den] 
ubrigen S$teni unserer Farberfahrung einzugliedern versucht, 
daB die Helligkeit eine lineare Funktion der Grundvalenzen ist 
und sich bei Mischungen von Lichtern streng additiv verhalt. 
Ein ausgedehntes Beobachtungsmaterid spricht dafiir, daB 
dies wenigstens lnit groBer AnniLherung zutrifft ; darum hielt 
ich es fiir wertvoll, zu zeigen, daS diese Auffassung sich durcll- 
fiihren IiLBt, ohne auf Grund unserer allgemeinen Helligkeits- 
definition r i i i t  anderen Erfahrungen in groben Konflikt . xu 
geraten \vas bisher nicht feststend. DaB die Additivitiit in 
Strenge zutrifft, glaube ich aber kaum, weil vereinzelte, aber 
sehr bestiinmte Wahrnehmungen auf Abweichungen deuten. 

1) A18 Lichter gleicher Reizart beseichne ich mit von Kriee 
eolche, wekhe durch bloBe hderung der objektiven Intensitat des 
einen Lichtes nnunterscheidbar gemacht werden konnen. 



I h r  spezielb Ansatz fur das Limertetewwd des Furbenraumas 
urid die daraus folgende spezielle Helhqh&sfun&icrn ist also 
sicher nur als Nahermq anzusehen, die der weiteren Vei  - 
hmserung clurch kiinftige Experimente harrt. 

Um nun den Wert dieser formalen Losung des Hehgkeith- 
problemri hervortreten zu lassen, erwief; es sich als notig, ihren 
Platz in dem urnfassenderen Gebaude der Farbenmetrik auf- 
auzeigen, wie es sich dem Verfessclr in] Laufe der Besch&ft8igung 
init diesen und tihnlichen Fragen allnikhlich dargestellt hat. 
Es stellte sich heraus, daB alle messendeli Vrrsuche rnit Farben 
In zwei grundstitzlich getreniitr Gruppen wrfallen, je nachdeni 
dabei ttls Kriterium fiir die Einstrllung aiit hyparat ausschlie6- 
Ilch die vollige Gleichheit (Ununterscheidbarkeit) zweiw an- 
rinander grenzender Farbenfeltler heniitzt wird oder noch andrrth 
Kriterirn (Ebenunterscheidbarkeit . groijtcb Ahnlichkeit, eventuell 
qtlirkster Kontrast). I)ie Messungsrrsultete erster Art bildrn 
rln in rich geschlossenes einheitlichrs System, dessen uberaus 
einfachc C;esetzmaBigkeiten seit (;I ;tbsmann formal. seit 
Konig auch niaterial bekannt sintl. Ich glaube das System 
dirser (4esetzmaBigkeiten grvohnlwh Gesetze cter Licht- 
Iltischung genannt - passriitl i t l h  uzedere Furbenmtrik zii 

nutrrschriden von den schr viel veiwickelteren und sehr viel 
wniger gut bekannten (frsthen dri Iioheren Furbenmirik. 
wt4che sich mit, den Messungsei.~!c.hriissrn tlri zzueiterb Art hthssrli. 

Ich halte dir strengr Sclic4tliing zwischen diesen heidrn 
(kbieten - abgesehen von Ihwi sogleich zu beruhrenden 
theoretischrn Bedeutung - drshalb fiu anijerordentlich wichtig, 
wril wnst die vielen begrifflichen Unklarheiten und exptari- 
mentellen Unsicherheiten. drnrn wir in tler hoheren Farben- 
ntetrik auf Schritt und Tritt begegncw bestandig auch in das 
(irbiet der niederen einzudringen untl h i n  Verwirrung anzu- 
r Ichten drohen, wahrend letztere tri Wahrhrit fest und Richer 
i n  sich selbst ruht und voii jenen Hchwirrigkeite,n in  keiner 
Weitle tangiert wird. 

Der tiefere Grund fiir diese X bgeschlossmheit und Un- 
herdubarkeit ist ein sehr einfachrr. Er 1st dern vollig analog, 
waruni a. B. ein Geometer, der ausschlirijlich die projektiven 
IiGipnschaftcn ebener oder raumlichei E’iguren zu studieren 
imternimmt, sich uber das Parallelenaxiorii des Euklides nicht 
den Kopf mi zerhrechen und nicht zii wissen braucht. was 
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rin rechter Winkel und was die Liinge einer Strecke ist. Es 
stellt sich niimlich heraus, daB die niedere Farbenmetrik sich 
oollkommela deckt mit dkr affhaen Geomefrie des die Mannig- 
faltigkeit der Farbeii in bekannter Weise darstellenden Bektor- 
hiischels, oder auch, in der geliiufigeren Ebenendarstellung, sich 
int wesentlichen deckt mit der projektiven Geometrie der Farben- 
cbene. Die hohere Farbenmetrik dagegen stellt sich - einem 
Grundgedanken von H e l m  ho  1 t zl) folgend - dar, als die 
eigentliche metrische Geometrie jenes als Furbenruum auf- 
gefaBten Vektorbuschels, und zwar als eine Metrik in jenem 
allgemeinsten, von R i  e m a n n  begriindeten Sinne, deren Linien- 
element nicht das eukliclische ist, sondwn variable erst experi- 
inentell zu bestimniende Koeffizienten hat. (In der ebenen 
Darstellung laBt sich die Bedeutung der hoheren Farbenmetrik 
nicht ' so  einfach beschreiben, weil hier die dritte Koordinate 
durch die unanschauliche Masseneahl ersetzt ist.) 

Dm Helligkeitsproblem hat, wie man sogleich erkennt und 
iiii folgenden eingehend dargelegt finden wird, seinen Platz in 
der hokren Farbenmetrik. Im Gebiete der reinen Farben- 
gleichungen ist das Verhaltnis des ,, Gleichhellseins" zweier 
Pelder von verschiedenem Farbton so unbekannt und uber- 
flussig, wie in der projektiven Geometrie das Verhaltnis dea 
,, Gleichlangseins" zweier Strecken oder des Aufeinandersenk- 
rechtstehens zweier Geraclen. Ich halte es darum auch fur 
grundsatzlich verfehlt, wenn man, wie A bney2) es tut, Farben- 
gleichungen und Helligkeit#sgleichungen von Haus aus theo- 
retisch und experirnentell verquickt durch die Bestimmung, 
daB die Grundfarben in Einheiten gleicher Helligkeit gemessen 
werden sollen. Die Entscheidung, ob das uberhaupt moglich 
ist, fiillt, erst auf einer weit vorgeruckten Stufe der hoheren 
Metril!. und, oh es zweckniaBig ist, hangt, davon ah, oh eine 

1) H. v .  H e l m h o l t z ,  Versuch ciner erweiterten Anwendung 
des Pechnerschen Gesetzes im Farbemystem, Zeitschr. f .  Psych. 
11. l'hys. d. Sinnesorg. 2. S. 1.  1891; Versuch, das psychophysische 
Gesetz auf die Farbenunterschiede trichroniatischer Augen anzuwenden; 
ibid. 3. S. 1 u .  517. 1891; Kiirzeste Linien im Farbemystem, Sitzungs- 
berichte d. Berliner Akad. 17. Dez. 1891, S. 1071. Siehe auch die 
bet,reffenden Abschnitte des Handbucheg der physiolog. Optik (2. Aufl.). 

2)  W. A b n e y ,  Phil. Trans. A. 206. S. 333. 1906; Proc. Roy. 
Soc .  A .  83. S. 462. 1910; 84. M. 449. 1910; 86. S. 42. 1911; $7- 
R.-326. 1912. 
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ganz bestmmte spezielle Helligkeitsfunktion sich experimentell 
bewiihrt -- namlich eine Linearfunktion der Grundvalenzen. 
Jeder experimentelle Widerspruch oder theoretische Einwand 
gegen diese ganz spesielle Annahine laBt d a m  - scheinbar -- 
rlas ganze Gebaude in seinen Grundvesten erzittern. 

Die Brucke zwischen den beiden Gebieten wird geschlagen 
durch die Theorie der Grundenipfindungen. Diese sollen schon 
in der niederen Metrik ihre Bedeutung haben als die Fehl- 
farben der Dichromaten und sind bekanntlich von K oni g1) 

durchwegs aus Farben,glezchun,ge?&! - bestimmt worden. 
hnderseits wird man erwarten durfen. daB das Linienelement 
der hoh(2ic.n Metrik eine besondeib einfache Gestalt erhalt, 
wrnn man die Ctr~indrnipfinclungen als Variable wahlt. In 
dieser Erwartung sah sich He1iiiho1tz getauscht. Ei miiBtc~ 
antlere (~nindempfindungspunlitr in (lei Farbenebene ad hoc 
annehmrn, urn init seinein. tlriri  W ~ h t ~ i  -Fechnerschen  Gtj- 
setz  nachgebildeten Linienelrmrnt AnsrhluB an die Erfahrung 
(E"trbuntc.rschiedsschwelleii ron Kon ig  uncl Bro  dhun)  zii 
fintlen und muBte demgeiii8B sehi 11c.l lioiiipliziertere Annahmen 
Iiiitchrri uber die Natur tlri tlichroiiiatischen Farbenblindheit .2) 

DICJS uncl ein Rechcnfeliln h t ' 1  H t'liii ho 1 t z. dessc-11 huf- 
dwkung den AnschluB an die Erfahriing noch verschlrchteit, 
is1 wohl der Grund. waruni srin geistvoller Gedanke rinei 
Ric~rnanngeometrie der Farbe keineri AiiBlang und. soviel rnii 
bekannt. keine Fortfuhrimg gefundtm hat. Sogar ails dei 
neuesten Auflage des He lmho l t  zscheri Handbuches dri 
physiologischen Optik (bei Leopoltl VoS, Hamburg und Leipzig 
1909) sind die betreffenden Ahschnitte gestrichen worden. 

Bei tler erstm Beschiiftigung imt jt'nrn Helmho  1 t, zscheii 
Brbeiten schien mir die Unstimrrugkt~it noch krasser, da ich 
erkanntr - was H e l m h o l t z  entgarigen zu sein scheint, --. 
da6 sein Linienelement einr Helligkeitsfunktion liefert, welche 
der Erfahrung ins Gesicht schliigt (Kubikwurzel aus den1 
Produkt (lei Grundernpfindungsvalenzen) : bis ich bemerktr, 
daij eine andere Form des Linienelementes moglich ist. die 

wenn auch sichri noch verbeFserungsfkhig dorh schou 

1) A. Konig u. C. Dieter ier i ,  Zeitschr. f .  Psych. u .  Phye. 

2) Vgl. die zweite der oben xitierten Arbeiten, S. 15. 
d .  Hinnesorgane, 4. S. 241ff. 1892. 



402 R.  8chr6diyer. 

in der c.infaoheii, hier angenornnieneii (;est,alt im wewmtlichen 
Ordnung schafft und die storenden Widerspruche beseitigt.. 

DaO wir im ersten, der niederen Farbenrnetrik gewidmeten 
Teil inhaltlich gegenuber He lmho l t z  und Konig nichts 
Neues bringen, ist selbstverstiindlich. Dennoch lieB sich m. E. 
tine vollstiindige und ejnheitliche Behandlung des , ganzen Ge - 
bietes nicht wohl entbehren, denn mir i3t keine Darstellung 
bekannt, auf die ich niich zur Fundierung der hoheren Metrik 
hiitte berufen konnen, keine Darstellung, die den rein pro- 
jektiven b m .  affinen Charakter dieser Gesetze so straff be- 
tont, wie e# fur unserl'cii Zweck notwendig ist.') 

Einleitung: Eigenart dee Gebietee. Abecheidung dee Teilgebietee 
der niederen Metrik. 

Die FarbeiinieBkunst liann als Teilgebiet ebensowohl der 
Sinnesphysiologie wic? der Experimentalphysik angeselien wer- 
den. Vorzuglich unter dieseni letzteren Gesichtfipunkt wwdeii 
wir sie in diwer Abhandlung betrachten. 

Unter den Versuchsanordnwigen der Experimentalphysik 
nehmen die, urn die es sich hier handelt, eine ganz eigenartige, 
ieh mochte sagen vom erkeniitnistheoretischen Standpunkt 
ausgezeichnete Stellunp ein. Bei alleii ubrigen physikalischen 
Messungen, mogen sie nun rnit der Wage oder rnit dem Galvano- 
nleter. mit den1 Thernionieter oder init dein Fernrohr aus- 
grfiihrt werden, best,eht dicl eigentliche Messung letzten Endes 
iiiimer in tler Feststellung voii raumZicli-zeitZichm Koimidewn : 
4nes Zeigers, Lichtflecks, einer Quecksilberkuppe niit einem 
Skalttnteil, eines Fadenlireuzbildes iiiit einem Skalenteilbild oder 
dem Bild eines Sternes - oder haufig in der zeitlichen KO- 
inzidenz meier solcher raumlichei Koinzidennen usw. Bei 
jeder Farbenniessuiig hingegen treten die Sinncsorgane deb: 
Beobachters aaSer zu Feststellungen dkser Art auch noch 
niindestens zu einer Feststellung voii ganz anderer Art in 
Tiitigkeit. h i  einfachsten Falle besteht sie darin, daB zwei 
aneinandergrenzende farbige Felder in bezug auf ihre Farbe 
fur nnunterscheidhar erklart wwden - iind dap fiir ganz he- 

1) Zur eraten Orientierung auf uneereni Gebiet inoolite ich am 
meisten die liohtvollen Ausfuhrungen des Hrn. von Kries in W. Nagels 
Handbuoh der Physiologie des Menschen 111. 1 (Braunschweig, F. Vie- 
wep 1904) empfehlen. 



stiinmte Werte cler ubrigeii aii (lei. Apparatur veranderlichen 
Parameter (Nikolst,ellungen, Hlendenijffnungen, Kolliinator- 
fitellungen usw.); also Festst,t~llung. da6 die farbliche Ko- 
inxidenz mit gewifisen Koinzidrneen der erst.en Art koinsl'd' ,1 lWt. 

Das ausgeeeichnet,e Verhalt.nis der heiden Farhfelder 
tr;cucht, aber nicht not,wentlig d ~ s  der Ununt.erscheid bai.keit 
ZII sein. Bei einei. gewissrn ( i i u p p  von Messungen (Unter- 
sc.tiiedsschwellen) w i d .  iinigekehrt, voii einer Stellung viilliger 
(+leichhrit ausgegangeri und pin physikalischer Parameter der 
A4pparatur so langr variieid. bis diil Felder ebeiz uraterschetdbar 
fiiiid. Ferii(~r kann es win, tlaB heiiii Vwiindern rilles Paia- 
iiieters zwar nicht rine St(41uiig vdligrr (ileichheit der beiden 
Frldei. aiifgefund(w weiden lianii. mohl a,bei. eine Stellung, die 
tltrtEwch susgezeichnet ist. tlaB in ihi. (d.  h. fiir diesen Para- 
iiwterwrrt) die 1)eide.n F ~ l d t ~  z c u 7 ~ i { / w  .stark 13ersckiedem sind. 
a la  f i b  allr voraufgc.henden n i i t l  nac.hfolgendrn PaIanietei wwte. 
1 ~ 1 1  nenne d,as mitt Heln ihol t  z cine F~iii~trllung ttuf giii6te 
~linlichkeit und glaubr. iint,e~. andelen1 all(, t l i i  ~ktei i ,  
hrterochromen H e l l i g l i r i t s \ - r ~ ~ l r I ~ h ~  in dime Oi,uppe fallen. 
I+idlich ware auch noch t1a.s TYliigekrhrt8e denkhar, die Ein- 
Htkllung auf st&rkst,en Kontrast. tloch j s t  mil. kein Yall he 
kannt, wo d i e m  Prinzip bcnut'zt wortlen whre. 

Ich bin der Meinung, rlaB niit den vier hirr x i i n a ~ c ~ l ~ s t .  
bnrat8iv aufgefuhrtc~n Fa.lleT1 dw Einstc4lnnp e.nf 

a j  Gleichhrit,, . 
h) Unglrichhei t ~ 

cj gr06te Ahnlichkvit. 
d) gro6ten Kont,~ ast 

allt: mog2ichelr Il'iille rrmhopft a i l id .  l c l ~  glaube z. H.,  (tab nlan 
nach dem dri.ftz?r Prinzip einBt.ellt, wenn man etwit zu einer 
bestimmten Farbe cines lichtstiirkeren Bpektiun~s aus einem 
linhtschwa,cheren Spektrum die Fa,rbe gleichen Farbtolis aus- 
sucht; uiitl nach tlemselben Prinzip, wenn nlan zwei &was 
verschiedene Farbtiine gegeneinander photometriert,, d. h. rn 
riner vorgegehenen Helligkeit des erst,en BUN einei. Reihc: ab- 
gest'ufter Helligkeiten des zweiten die gleichhelle Farbe &us- 
sucht. Ich glaube nicht, da6 ,,spezifische" Einst,ellungen mog- 
lich sind, wic! die AusdruckBweisen ,,gleicher Farbt.on", ,,gleiche 
Helligkeit" andeuten. Den] widerspricht nicht, da6 man z. B. 
iiii erst,angrfiihrten Fall aus dem ljcht,schwacheren Spektrurri 
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einnis I tliv gleacliliellc? das andere Ma1 die Far be gleichgn E'arb- 
tones aussuchen kann und dabei im allgerneinen auf verschir- 
dene Stellen des zweiten Spektrums stoBen wird. Denn es kaiiii 
naturlich in einer liiiearen Farbreihe zwei (mid niehr) Farbrri 
geben, die einer vorgegebenen ahnlicher sind, als ihre Nachbahi. 
so gut als eine Kurw auf einern endlichen St,uclr zwei (untl 
inrhr) Minima eufwrism kann. 

Logisch erweiseii IiiBt sich diese Aiiffassung natiirlich nicht. 
Solange ii-1a11 mit ihr auskommt, hat sie jeder anderen gegeii- 
uber den Vorzug der Einfachheit was nach Clem herrschen- 
den Sprachgehrauch lxinahe hinreic:hn~ sollte. nrn sie als die 
richtiqe zii i)rzric~iiirn. 

Obigc. vier Priilzipc) fiii. (lit: l<iiist8c~ll~iiig aiisgezeichnt!t.rr, 
Parainetrrlioiiibinat,ionen :m tliner Appai*at~iu~ aiif Cfrund eiiirs 
Parburteils lassen Rich aus folgenclen zwri fundainentalen, als 
schlechthin gegeben anzusehmden I"$hig,.kt4 t,en iinserer sinn- 
lichen Urt,~ilskraft, ahlritm : 

1. Wir Hind iiiifitaiitle zu beurteilrrl. oh  xwri angrenzmdr 
Fwbfelder qleich otlri, .ungZeich sind. 

2. Neniirri wir c)iu Pam, angreneentlei, iinglrichei, F'c4dri.. 
die uns vorliegrii. tint. ,,Stufe". so unterscheiden wir Stufen 
yaalitat,iv iiach ihiw GriiBr. (lrrart, daB wir uber zwei gleich- 
zritig odei. kiiapp necheinandei~ dargebotene (nicht> zu groBe) 
Rnfen mteilen, wrlche ,,griiBer", welche ,,kleiner" isb. Zmatz : 
I hesr GiiiRer-.[(lAintr-~ezirhiiri~ geiiugt tlerri Axiom : -411s 

A 11. H < C! folgt ' 4  P.  

icli f i i ~  (lit1 einzigrii, (lit. fur quantitat8i\-t~ Ilessungen in B(.t.racht. 
koinnien. IjaB sie uns tlaxu befiihigen. (lie Einstellung Iiac' l i  

eineni tlri, vie;. genaniiteii Prinzipe vorxunehmen, ist o h w  
weiteres klar, falls die vorgelegtm l"arbenfe1cler nur von einonr, 
si?zxigeri, va~iableiz para mete^ unseiw Apparatur abhiingen. Ails 
einer rindiiiiensionaleii Reilie voii Stufen kiinnen wir naturlirh 
die gleiche, die (hei einsinniger 1)urchlaufung) erste ungZeiClw. 
die (ini Vergleich zii den Nachbarstnfen) kleinste ixnd die (ill 
derselben Hinsichtj gropte lei& heransfindeh, wenn tlergleichcin 
in der vorgelegten Reihe vorkommt. Sind zwei oder mehr 
Parameter zu variieren, so ist die Aufgabe schwieriger, die 
Liisung vie1 weniger yicher. Schon bei zweien muB ein ~ n l i -  

Uirsr beiden Cfruiidfahiglieit,(~i~ i i~isw~t~s P'a.i.biii.t (bib 11a It 



zesssives hi)proxiniitt,ioiisvt,i.fahieli t4ngtdilagen werden. iiicleiti 
z. B. suniichst der erste festgehalten, c l r  mei te  auf gro8tr 
Ahnlichkeit eingest,ellt, d a m  der zwtrite in dieser Stelkmg be- 
lassen nnd der erst,e wiedei, anf griiSte Ahnlichkeit eingestellt 
wird nsf ., bis cntwedei. Glcichheit ocler die grofit,e iiherhnupt 
erreichbnrr :4hnlichkei t, heigestellt is t . 

In allen deri Fli~llen. wo auf ( ; /c ic .h lrd  eingesteilt wild, trit’t 
diest, riicht wirklich f i iy  ei‘rwi ausgrzc!ichneten Parameterweyt 
(oder Parameterlanibination) auf, sondern fur einen kleincii 
Pnranieteybereich. 1 )en1 vcwla,nli t tlas Prinzip b) seine BP- 
deut3ung, es komitit ins Spiel hei (let. Untersuchung deI GroBe 
dirxes Bereic’hes. Auf gleichzeitigtb Variat.ion mehrerei Faw- 
iileter w id  man sich dabei nicht t!inla,ssen Biinnen, rielmehi nut. 
die Ausdrhtiuiig (IPS Bereichrs in €iichtjung jrtltcs Parameters fiii. 
iiich untersuc:hrii. U brigens gewiiirit, iiian cin Z W H ~  et,was anderes. 
ahei, wohl gleichwwtiges MaA fiii. wine Aii.;d(~hnrmg, indern mait 
deri milllurc~tr F’ch,lw twi (lei, 1Cinstelliiq i l n f  Gleichheit he- 
stirnirit. 

’11 riiiii I M J ~ ~  I q i  iintlnl. tlirB untl in we1cht.i 
rinrn so fiiiitlaiiieiit~,leti Unt.erschird srt8zrii 

xwischpn allen iibrigen pli I\: ali sch t-m M twungen , bri d (31 tvt 1 

mi’ aiif t~a,iiiiilich-zeit,licht~ inxitlcmx. iind deli hie,, hrt,rach- 
t rtrn, Iwi t h e n  ituf einc, ii,us~~iat-,icliiit~t~, Farblwniehung ein- 
gr;;t.cllt wirtl. IXesei~ IJntc hictl spririgt in seiner vollen Be- 
c h t i i n g  tlurchitus nicht in (lie Llngen. 1%. liegt durchaus nicht 
in tlrm %uDei.lich~ri Hinznt,retc.ii (Iw lj’arbnrteils - so wenig, 
ditB wir sogar rinr gmBe Zahl I -OII  ITnt,cwmchungen, f i b  die 
dips Merkmal zut.rifft,, aus clrr ~~igrntlichc~ii Farbenmetxik. als 
nut. scheinbar dazugehiirig. itiisz~ischlit~i3eii haben. 

Fk sintl ?a!: a& dirjenigrri, bri d(wc~n d i p  als glt~ich t w  
urt eilttw Feldrr auch ph.ysiknlisc4 iiov~ ,i.dlkommen, der gZ(7ichwL 
Huschcr.ffer/dieit sind. ])as Suge tles Beobacliters mit seiiierii 
Farburt ril h i t t  dabei offcnbar n u r  als bequemes und empfind- 
liches: physiliaiisches Inst~ruiiiei~t . iind sway als Nullinstrument. 
aid iiiitl kiinnte (lurch viele andere Inst,runiente, s. H. eiri 
Bolometer, eine Thermosaule erset.zt werclen. Dadurch ware 
aiich dieser Teil der Messung auf die Fest.stellung r&unilich- 
nei tlicher Koinsidenxen zuriickgefiihrt . sir gehort somit gann 
211 den Mrs~iungen der gswiihnlichen Art, m: besteht, kein funda- 
n~mt~alei. Untersehied, sonclern nui. pin iiuI3erlich~i~. 



406 E . Schriidinqer . 

Hierher gehoren x. B. alle polaristroboiLletiisc~ieri Meu- 
tiungen, dann monochrome Photometrierungen, bei denen wirk- 
lich beide Lichter ganz - dieselbe s p e k t d e  Zusammensetzung 
haben; daher insbesondere alle Arbeiten mit dem Spektro- 
photometer, z. B. die Bestimmung der Renlissionsfunktion eines 
Pigmentes, der spektralen Zusanimensetzung einer Lichtquelle 
im Vergleich mit einer Normallichtquelle usf. Alle diese Mes- 
sungen konnten auch von einem farbenblinden, j a  bei ge- 
eigneter Snordnung von einem blindem Physiker durchgefiihrt 
werden, die 'Resultate wiirden ganz dieselben sein und f i i r  ihn 
eine wohldefinierte und zwar ganz dipselbe Redeutung haben, 
wie fiir jedermann. 

Fig. 1. 

Fig.. 2. 

Ganz anders, wenn ich x. B. aus xwei kon~pleinentLren 
Spektrallichtern . WeiB mische und dabei Sonnenlicht zum Ver- 
gleich beniitze : oder wenn ich weiflverdiinntes Na- Gelb aus 
7'1-Grun iind Li-Rot ivische (sogenttnnte Rayleighgleichung). 
Die spektrale Zusammensetzung der beiden Felder ist in diesen 
Fdlen eine ganz verschiedene, wie vorstehende Fig. 1 u. 2 
zeigen. Dennoch erscheinen sie, bei geeigneter Wahl der Inten- 
sitaten, den1 huge vollig ununterscheidbar. Das Auge 1aBt 
sich dabei durch kein Instrument ersetzen, so wenig, daB sogar 
das Auge pines andpren Beobschters die Dasierung der Lichter 



VtR'ah - in abnornialen Fiilleii sogar uni &les - andem vor- 
ninimt und jeder Streit, wessen Einstellung besser oder richtiger 
sei, vollig mu6ig ist. Die beiden gleicherscheinenden Lichter 
Rind, an  und fiir sicli gmonmien, etwas durchaus verschiedenes, 
sie haben nichts initeinandei zu whaffen, als nur, da6 aie 
diesem Auge gleich erscheinen, dab in seineni Farburteil in- 
appellabel und durch kein anderes MeBinstrunient kontrollier- 
hrtr oder ersetzbar 1st. 

Diest1 ausschlirBliche Hezirhuiig auf das Auge des Beob- 
aohters findct f u y  die drei weiterev, oben aufgestellten kolori- 
nietrischeii Prinzipe (Ungleichheit , gr06te Ahnlichkeit bm.  
KontrarJt) inzmer stat t .  l k r  IMrag, uni welchen ich die In- 
t ensitateri meier ubrigenti gaiiz gleichbeschaffener Lichter v e ~  - 
hehieden wahlen muB, dainit das Auge den Unterschied eben 
iioch c~krnnen kann. la6t sich natiirlich durchaus nicht mit 
cvneni anderen hlel3instrunient lmtimnien, als &en nur mit 
tlem Auge. Und ebensowenig l&Bt sich aus einer Farbreihe die 
niit, einer vorgegebenen Farbr ahiilickste objektir auf rein 
p1ipikalischt.m Wege ohne Farbui teil herausfinderi. 

Na& alledein konntr m m  nunmehr die besondere Eigenari 
(let, GebieterJ der Experiniieiitalpliysik, auf das wir unsere Auf- 
nierksainkeit richten, dahiri kennzeichnen. da6 es eigentlich 
gar nicht dei Physik angehoit. Es werden dabei nicht die ob- 
jektivrn Eigenschaften dei Iioipiwelt, Rondern die subjektiven 
(in(% Sinnmorgaiis untewucht . Diew Ausdruckeweise ist klar 
und verstindlich, sie ist die allgrniein iibliche und in gewissern 
Sinnr auch richtig. Trotzdeni habe ich gegen sie einiges ein- 
mwenden. 

Wenii iiian sagt, e$ handle sicli tm den Farbunteisuchuligen 
tiicht uni (lie Erforxchuilg von Eigenwhaften und GwetzmiiSig- 
keiteii in dw iins umngebenden Korpeiwelt, sondern 11x11 die 
Erforschuilg der Wirkungsweise eines Sinnesorgans, sm hat das . 
Iricht die Vorstellung im Gefolge, alrj komme clmi unmittel- 
bareii ObjrLt (lei Tintersuchung, den Farben, weniger objek- 
tivr Realitkt RU, als anderen Ohjekten der PhyrJik, wie Korpern, 
Atomen, Lichtern, elektromagnetiechen Feldern usw. Zum 
inindesteii eischeint als das reale Korrelat in der AuSenwelt 
einzig und alleiii das Sinnesorgan in seiner anatomisch-physio- 
logkchen Bwchaffenheit und Wirkungsweise. Aber mit ganz 
demelben Rwht kann inan sagen. daB auch die Ranee ubrige 



Yhysik gerichtet, isf auf die B'unkt.ioneri unserer Minnesorgantb 
und die daran geknupften zentripetalen nncl zentralen nervosen 
Vorggnge ; ja alle Wisspxchaften nnd Erkenntnisse erscheineri 
+r~ let,zten Endes iintergeorhet der Anthropologie, die sii. 
alle umfaBt. 

Solch schroffem Berkeleyismus mag rnan aiihangeii otlei, 
nicht, jedenfalls halte ich es fur tinrichtig? ihn bloB auf eineiii 
'J'eilgebiet unserer Erfahrung zur Geltung zu bringen und da- 
durch Realilitatsunterschiede aufzustellen, die nicht vorhanden 
sind. Yicher ist, daB die gesamte Physik aufgefaBt, werderi 
kann als eine Einordnung unserer sinnlichen Erfahrung in eiii 
System von Gedankenbildern, das ihreri Ablauf richtig vorher- 
zusehen gest'attet. Dabei mag man es vorteilhaft finden, fur 
vide Zwecke von gewissen Merkmalen der Erfahrung abzu- 
when, aber man darf nachher nicht glauben, tlaB diese Merk- 
rrrale dnrch unserr Bbstxaktion an Realitiit tiingebiifit habrri, 
daB die Korper, die uns umgrben, gewisse, tins bekannte Merk- 
male an und fur sich hesafien. Klitng imtl k'itrhr aber niir 
fiir uns. 

Die drridjrrieiisioriale Marirligfaltigkeit, clw $"arhen, drr 
Farbenraum. voii dern hier vie1 die Rede aeiri wird, besit,zt 
rrieines Nrachtens ganz tlieselbe Realitgt wie unsw dreiclimeii- 
sionaler Punktratini ; er tlarf nicht als ein mat8hernatischei, 
Hildraum aufgefaBt, werden, wie etwa der Geschwindigkeits- 
raum, in Clem wir uns die Geschwincligkeitsverteilurlg tinter den 
Gasmolekulen in der st,at,istischen Mechanilc versinnbildlichen. 
Freilich, die Art, wie wir in ihni Koordinaten legen, ihn ejn- 
teilen und vermessen, ist, eine kiinstliche, mathematische Kon- 
struktion, an die wir im allgerneinen nicht tlenken, wenn iins 
Objekte dieses Raumes vor Angen treten: aber das trifft, fiir 
d m  gew6hnlichen Punktraum in ganz cler gleichen Weise mi. 

Unt8er den vier oben aufgestellten kolorimetrischen Eiri- 
*st,ellprinr2lipien ist clas erste, das der Gleichheit, weit.aus das 
einfachste. Es ist vorteilhaft, vorerst dieses Prinzip aLlein 
zur Geltung zu hringen, (1. h. die tinter seiner ausschlieBlicheir 
Verwendung zugangliche Erfahrung zu sammeln nnd KII 

sichten. Man erreicht so schon eine s e h  weitgehende Oririi- 
tierung in der Farbeninannigfalt:igkeit,, mi deren Fwtlegung 
wir nunmehr schreiten. 



Der Farbenmetrik I. Teil: Nicdere Farbenmetrik oder Afflnitlit 
der Farbe. 

9 1. Begriff dee Lichtea und der Farbe. 
lCine Farbe tritt. unt.ei, mdereni d a m  auf. wem das Auge 

Y U I ~  Licht getroffen wird. I)a dies die normale Entstehnngsart 
der Farben ist und die einzige, welche aich sehr genau quanti- 
tatiy verfolgen la6t. riiacheri wii. h i n  von ihy aus~chlidJlichen 
Gebr anc h . 

Unt,er eineni bestimniteli Lickt verstehrn wir ein St,rahlungs- 
frld,  das in der Umgebung eines behmmten Raumpunktea 
fiir die (Winkel-)Umgebung einei bestimmten durch diesen 
Pi~nkt~ gehenden Richt,ung bestimnite Eigenschaften hat. Es 
sol1 nanilich durch ein senkrecht, zu dieser Richtung gelegtes 
14achenelement in den Richtungeri eines die vorgegebenr 
Richt,ung rnthaltenden ’ Rauiiiwinkelelementes pro Fliichen-. 
%ei t - nn (1 R a.11 m w in k plci n h ei t rl i e En ergienienge 

1 (1.) t l  i. 

iii  tlrr Fo1.1ii \ .oi i  Il’rllrii iiiit  Lijiigrii zwischrn A und 1 ,- d 1 
hindurcht.rrteii. f ( A )  ist, e i i i ~  Fnnkt8ion voii A im sichtbaren 
S.;pekt.ra81gehiet. ?ja.ch dirser I )rfinit,ion ist also 

j (,A) d i. t i  t i  (r d f 

riiie b!nt~rgit!iiitqc~ (d 0) Winkelrlenient . d 0 $liichenelement,, 
d t Zeitelement). Uild ein bestininit,es Licht ist durch Angabe 
ttiiiei Wellenliingenfunlrtioii f (A) zwischcn rtwa 2 = 400 und 
i, = HOO ,up gegebeii. 

Weiiii wir sagen. wir biet,eii thews Licht, den1 h g e  dar, 
co nieineii wir dainit, daB wir das Auge so an die Stelle unseres 
Fliichenelrnientes hringen. daB die hriausgegriffene Richtung 
in einer nahrn Umgebung dw Stellr deutlichsten Sehens (auf 
tlem gelben Fleck) abgebildet wird. Ilabei setzen wir voraus, 
daB f (A) i$ B ~ e i c h  der Pupillr nicht niwklich variiert, d. h. 
(la6 die Pupillc von einein Shrahlenbiindrl gleichformiger Be- 
schaffenheit roll ansgefullt w i d .  h Gegensa,t,z dazu wid, 
sobald wir vrrschiedene Licht:er auf angrenzenden Feldern ver- 
gleichen, f ( A )  in seine,. ,4bhangigkeit ron der Richtulzg sprung- 
haft, variieren ftir eiii ebenes Biischel von Richtungen - &- 
sprechend einrr schaifrn, geraden Trennunplinie zwischen ~ P I I  

heiden Felden!. 



Die Mannigfaltigkeit der Lichter ist voii lioherer M&hidy- 
keit als das Kontinuum, n5mlich von der des Funktionen- 
raumes ; also von nicht angebbarer Dirnensionenzahl. Es wiire 
von vornherein moglich, daB dies auch fiir die Mannigfaltigkei t 
der Ferbqualitaten zutrifft oclei tld3 letztere Inindestens von 
einer sehr hohen Dimensionenzahl ware; wie es bei der Mannig- 
faltigkeit der zusemmengesetzten Kliinge der Fall i,t, da das 
O h  bis zu einem gewissen Grade als harrnonischer Analpatot. 
wirkt. Hier ist dss nicht der Fall. Vielmehr ordnen sich dit. 
Lichter nach dem Prinzip cles Cfleichaussehenb: auf angrenzen- 
den Feldern in groBe Gruppen - jede selhst von der Machtig- 
keit des Funktionenraumes - untl die Mannigfaltigkeit, diesel 
Gruppen gleichnussehender Lichter ist fiir .farbentiichtige. Per- 
sonen von der Dimensionazahl drei - der hochsten je  beob- 
achteten. Diese Dimensionstatsache i!t die Grunrltatsache der 
niederen Farbenmetrik, ihre Ableitung aus clef Erfahrung wird 
hns noch niiher beschaftigen. 

Das bisher dem Sprachgebrauch entnomrnme, ohne niiherc: 
Definition benutzte Wort Farbe erlautern wir nun dahin, daB 
wir fiir quantitative Zwecke eine solcbe Guppe glezchausseheia- 
dey Lichter als eine Farbe bezeichnen wollen. Wir entferneri 
uns damit ein wenig von dem gewohnlichen Sprachgebrauch 
m d  awar insofern, als Lichter gleicher Farbe (nach ulzserer 
Terminologie) unter verschiedenen Umstanden sehr verschie- 
dene Eindrucke auf drts Auge hervorbringen konnen, so daB 
sie zuweilen sogar iiiit versehiedenen Fmrbnamen belegt werden. 
So kann von awei Lichtern, die auf angrenzenden Feldern un- 
unterscheidbar wgren, das eine, das fur sich allein, etwa iiii 
Rahmen eines schwarzen Grundes, gesehen wird, yoldgelb, das 
andere, das als Korperfarbe neben anderen, relativ lichtstarkeren 
Korperfarben auftritt, brausz erscheinen. Ebenso sieht bei dem 
hekannten .Versuch der ,,farbigen Schattm" das 'von einer 
weiBen Fliiche zuruckgeworfene Tageslicht irn ,, Schatten der 
Kerze" das eine Ma1 (wenn die Kerze brennt) blau, dns andme 
Ma1 (wenn die Kerae geZoscht ist) grau aus.l) 

A4ber in keinem Falle hangt, clas ' verschiedenr Ausseheii 
irgend von der etwa verschiedenrn phvsikalischen .Zusamnirii- 

~ - 
0 

1) Vgl. z. B. H. v. H e l m h o l t z ,  Handb. (1. phyrjiol. Optik. 
3. Aufl. 2. S. 230f. 1911. 



setzung sb, es findet sich, w e  im letxteiwabnten Fall, auch be1 
vollig identischen Lichtern ; unter welchen BeglsitumsWden 
auch immer ein Licht dem Auge dargeboten werden mtg, stet8 
hewahrt sich die oben gegebene Definition in dem Punkte, 
dal3 der Bustsusch gegen ein anderes zusammeqwetztm, 
gkichfiirbiges unbemerkt bleibt . 

lj 2. Addition von Liohtern und Barben. 
Linter Mischurtg oder Addition v m ~  Lichtem Verstehen wir 

die Superposition der betreffenden Strahlenbiindel. Sind f (A)  
und q (A) die Wellenfunktionen zweim Tichter, 90 lautet die 
ihrer Mischung oder Sumrne 

i (4 +- 9 0,. 
A h  weitere grundlegende Erfahrunystatsuche- verzeichnrn 

wir nun die, daB man ecwzweideutig, wie von einer Mischung 
ode1 Addition von Lichtern, so auch von einer M h c h u y  oder 
A d d i t m  won Farbew sprechen kann. Ton vornherein, ohne 
Hinztitreten einer bestimniten Erfahrung, ist dime Operation 
unentllich vieldeutig, weil nian von jeder der zu mischend(w 
Farbrii irgendeinen ihrer unendlich vielen Reprasententen aus- 
wahlrii und zur Mischung verwenden kann. Es w&re von vorn- 
hereiii moghch. daB die resultierenden Lichter durcheus nicht 
alle qleich, sondern mindestens teilweise verschieden aussehen. 
Die bloBe Angabe der gemischten Farben wiirde dann nicht, 
hinreichen, um die Mischfarbe eindeutig zu bestimmen. Die 
Erfahrung lehrt aber, wie gesagt, daB das nicht der Fell ist. 
Die resultierenden Lichter eehen alle gleich am, zur Bestimmung 
der Farbe des Misohlichts geniigt die Beatimmung der Kontrahen- 
ten hinsichtlich ihrer Farbeoder wie Grass  mannl )  es ausdriickt: 

Gk4chawsehmde Lichter gmischt ergebert gleichaussehende 
Lzchter (3. Satz von Grassmann).  Mali kann auch sagen: 
Die oben festgrstellte iinbedingtr imd volligr Aquivalenz der 
Lichter, die wir ala gbwhfarbig rlefinint habm. hleibt auch in 
Miachungen erhalten. 

Diese Tatsache und nu1 hi ( '  rrlaubt uns, bei sehr 
vlelen Uberlegungen voii der geiiaurn Beschaffenheit des 
Lichtes. durch dt ls wir eine Farhr cmeugrn, ganz sbzusehen 

1) H. Qrassmann, Pogg. Bnn. 89. S. 69. 1863 (&a. Abh., 
Leipz g, Teubner, 1902, Bd. 11, 2, S. Mlff . ) ;  Anhang zu W. Preyers 
Elementen der reinen Empfindungslehre, Jens. Hermann Dufft. 1817 
(Gee. Abh., Bd.II.2.  5. 213ff.). 
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i ind stat,t mit Lichtern, d.  11. init Wellenlangenfunktionen, 
direkt mit Farben zu operieren. Als Symbol fur eine Ferbe 
fuhren wjr immer einen grofien lateinkchen Buchst’aben A ,  B,  
L. M . . . ein. und als Svmbol fur die Mischung dams Zeichen +: 

Uni anzuzeigen, daB zwei Farberi gleichaussehen, benuteen 
wir das Zeichen =. Wenn etwa die Pa,rbe L, zu der wir auf 
irgendeinem bnderen Wege gelangt, Rind, sich als die Misch- 
faabe von A nnd R heransstellt,. so schreihen wir das symbolisch 

L = A + B .  
I )aB das (;leicliheitszeichell iru Verlauf derselben Rechnung 
in doppelter Bedeutung auftreten wircl. einmal in? gewohn- 
lichen algebraischen’ Sinn, einmal in Farbengleichungen, wird 
--- wenn wir lateinische Majuskeln konsequent, nur als Farb- 
syrnbole benutzen - ebensowenig zit Verwechslungen fiihren, 
wi(1 r l e ~  namliche 8achverha,lt. in der Vektor- iind Tensor- 
rechnuiig ; die Analogie wird sich iibrigens als eine vollkommene 
herausstellen, da jede Farbgleichung einrs Parbentiichtigen drei 
a,lgebraischen Gleichungm ent.spricht . 

DaB die bekannteri kommut,a,t,iren und assoziativen Ge- 
setze fur imsere Farbenaddit#ion gelt en, ist, selhstverstiindlich 
iind bildet, keine neue Er.fa,hrungstat,saclie, weil sie ja  iiuf den1 
Weg iiber die gewohnliche algebraische Addition der Wellen- 
Iii.ngenfunktionen clefiniert wurcle. 

Wenii nian fur eine Kategorie von Gegenstanden die 
Addition definiert hat,, liegt es nahe. riach der Moglichkeit der 
Sitbtraktioii zu fragen. Lafit, sich ininier eine Failw X finden, 
die. zu A addiert. B ergibt,? 

1)iesr Farlw wiiide zu bezeichnen sein als 

B f B ,  A + B + L + M >  . . . .  

A -+ X = B .  

*x = B - A.  
Kin solcht’s XI ist nicht imnier auffintlhw, die ,I;u,btraktiovh ist 
nichl in allen Falleit moglich, wie wir an folgendeni, etwas vora.us- 
greifendeii Beispiel erlautern. 

Als Spekfrallicht bezeichnen wir ein Licht, dessen f ( A )  nur 
in einem sehr kleinen I-Bereich \-on Null verschieden ist, und 
die, betreffende Farbe als S’pekfrnlfarbe. Die meisten Spektral- 
farben (von etwa I = 475 bis I = 630) sind nun dadurch BUS- 

gezeichnet.. deB sip sich iiberhsupt n ~ t r  a8nf dime eine Art. her- 



stellen lashcii - die Lichteigiuppe unifaBt nur clas eine Licht -. 
wenn man davon absieht, daB bei geriiigend klein gew&hRern 
A-Bereich die Verteilung cler Energie innerhalb diem Bereiches 
willkijrlich ist, weil hinreicheiid benachbai te Wellenlikngen sich 
in ihrer Wirkung auf das Auge nicht nnterscheiden. Es gibt 
wohl Mischlichter voin gleicheii F a r b t ~ ~ ,  sie erpcheinrn a h  
gegen tlas Sprktr allicht imnier rtwas weiBlich (weaiger gr- 
sat tiqt). 

Nehnirn wii nun zwei solchr f$r'ktralfarbPi! I W J .  t 4 ~  if 

S,, nnd S,, und verlaugen 
s,, 1 x = S,", 

so iht tlirsr Fordeiung natiwlich nneriullbar, well die latiks 
unter allen Umstiinden enthaltene Wellenlange A' nicht vor- 
komineii clai f in einem Licht, das die rechte Spektralfarbe dai- 
stellen SOIL 

In ;Indeirn Fallen j s t  die Subtiabtion nioglich, z. B. 1miiiei 

als Unlkehiung einer wirklich ausgefiihiten Addition. Xuf 
dirse Fiille Iieschriiiiken wir 1 orlaufig das Zeichen - (Minus). 
Wir dtirfen dann in jeder alh richtig Gekannten Farbgleichury: 
ein auf der einen Seite wirklich wrhandenep Gliecl linter 
Zeichenunikehr auf die andere Sritr weifm. Nur iniissen w11' 
tins jetzt noch fragen, ob die Umkehrung der Addition, die 
in diesem Falle sicherlich moglich, anch imnier e i m h f & j  ist. 
Schreihm wir z. R. fiir 

3 - ( ?  = 11 
auch 

;1 = B - ( '  

und leseii das: A 1st diejrnip P ' a i l ~ .  die. ich nut c' niischrlr 
muB, urn B zu erhalten, so hat rlas nur einen Sinn, weiiii A auf 
diese Weiae bei gegebeneni B a n d  C auch eindeutig festgelegt 
1st) Es handelt sich also claiuni, obvon demobigen Grass  niaiin- 
s h e n  Erfahrungssatx auch (lie Umkehrung gilt : 

Nur gleichaussehende Lichter t.rgeben gemischt init gleich- 
aussehrnden Lichtem. wieder glrichaussehende Lichter. Ode1 : 
aus der respektiven Cfleichheit von 11 - 1-Summanden und 
der Summe kann nian auf die GlPichheit des nten Summanden 
schlieBen. 

Daruber 1st xu sagen, daIj dies - erfahrungsgemaB - 111 

(kr Tat dcr Fall ist, sowrit nicht die Endlichkeit der Untn-  
Annelen der Physik 1%'. Folge. 61 28 



;ichiedsschwellen, die den Gegenstand des zweiten Teilss diww 
Abhndlung bilden wird, merklich ins Spiel kommt. 1st A 
eine gegen B sehr lichtschwache Farbe, so werden B und C 
aich nur wenig unterscheiden. Dann kann eine kleine Abande- 
rung von 8, die aber an dieser Farbe selbst doch schon sehr 
deutlich bernerkt wird, in der Summe A + C unbemerkt 
bleiben. Dime Unsicherheit in der Definition von A als Diffe- 
renz ist vollig analog der experinlentellen Unsicherheit, die 
auftritt, wenn rnan beispielsweise pinen kleineren Wi&eZ, sagen 
wir die llispersion einer Glassorte, als Differenz zweier groBer 
Winkel, diesfalls der Ablenkungswinkel, bestimmt. Nieniand 
wird aus .diesem Grunde der Subtraktion von Winkeln die 
Eindeutigkeit absprechen wollen. Und so diirfen wir wohl 
auch hier behaupten, daB die Differenzbildung von Farhen, 
wenn uberhaupt, moglich, im Resnltat einndeutig jst. 

Achten inuB rnan darauf, dsB mindestens auf der eineri 
k i t e  der Gleichung eine unmittelbar zu verwirklichende, nur 
rlurch Summationen zustandekommende Farbe steht; wofur 
auch die Null (0), als deln Fehlen alles Lichtes entsprechend, 
nigelassen werden darf. Sonst 18Bt sich die Realitat des Ge- 
bildes nicht inehr garantieren. Ubrigens sind nuch solche 
Gleichungen als Zwischenprodukte bei Umformungen aus rein 
algebraisch-formalen Griinden vbllig unschadlich - lassen sich 
aber, wenn man darauf Wert legt, stets vermeiden. 

Noch einen Punkt mubsen wjr zur Sprache bringen. WeiS 
man, daB eine Farhendifferenz A - R ausfuhrbar ist, 

A - B = C .  

so folgt daraus kebeswegs, daB iryend zwei Wellenlangenfunk- 
tionen rpA (A). P ) ~  (A), welche die Farbe A b m .  B darstellen, fur 
alle 1 ejne nichtnegative Differenz ergeben 

S A ( l )  > V B @ ) .  

Wohl aber laBt sich schlieBen, daB es Reprtisentanten von A 
nnd B gibl, fiir welche das stattfindet. Denn C exjstiert, es gibt 
also mindestens ein Licht cpc(A), dns die Farbe C darstellt,. 
Dann sind 

9 ) H  (4 + 9% (4 und 9)H (4 
swei Lichter von der gewiinschten Eigenschaft. 



Ej 3. Multiplikation mit einer Sahl. 

Der Begriff des gmLzxahZ@en V7ielfach.m &wr  Farbe ergibt 
sich unmittelbar d u r d  viederholtte Ausfiihrung der Addition 

m A = A -1 A -1- A -1- . . . + A. 

Als Unikehrung dieser Operakion ergibt sich der Begriff 
DaS die Division da gawzzahligen Bruchteils eiwer Fgc'bB. 

irniiier nicsfiihrbar ist, ist klar. U r n  
1 - A  

xu finden, d. h. eine Farbe, die rb-ma1 genommen; A 
braucht man nur eines der Lichter herzunehmen, die 
Ht,elIen. sagen tliir ~ ~ ( 1 ) .  und durch n. mi dividieren 

I 
la V-4 

Nicht von vornherein klar ist die Eandeutiqkeit der 

ergibt, 
A dar- 

.Opera- 
t8ion, d. h. daS es gleichgiiltig ist,, welches Licht ;on der Farbe A 
inan hernimmt, daS men stets zu clerselben Bruchfarbe gelangt. 

Nehmen wir diese Eindeutigkeit fiir den Augenblick ah 
erwiesen an, so folgt durch Kornbination der Multiplikation 
i d  Division durch ganze Zahlen der Begriff des Produktw 
einer Farhe mit einer rationalen Zahl : 

Und es folgt also. cia8 eine Far berigkchung richtig bleibt, 
wenn man sie mit einer rationalen Zahl multipliziert, ohne 
neuerlichen RegreB an die Erfahrung - falls nicht etwa der 
himusgmchobene Reweis fiir die Eindeutigkeit der ganzzahligen 
Division einen solchen RegreB notwendig machen sollte. 

Die Ausdehnung . auf beliebige nichtnegative Zahlen ist 
eine Srll)stvwstBndlichkeit, da wir von physikalischw Wirk- 
lichkeit handeln, nicht ein Spiel niit mat,hematischen Symbolen 
treiben. Wenn inan aber will. kann inan sich debei auf den 
meiten der von Grass niann rtufpesFellten Grundstitze Rtiitzen, 
dem ich die Foilti gebe: 

Wenn ein Licht sich stetig kndert. andert sich seine Farbe 
stetig (xweiler Rate von G r a s s  mann). 

Z i l W  



Diese Form hat in unserer Noinenlilatur den Vorzug, niclit 
nuf die Farbenipfindung zu gehen , sondern auf quantitativ 
fafibare Dinge. Deutlicher nusgefiihrt heiBt unser Stetigkeits- 
satz : 

( I )  + d v (A) zwei weriiy verschiedeat: 
Lichter sind, und y (A) ein beliebiges iuit rp (A) gleichaussehen- 
des Licht, so gibt es unter den mit rp + 6 rp gleichaussehenden 
Lichtern mindestens eiiies, y + B y ,  das von y nur wenig vw- 
schieden ist. - 

Wenn cp (A) uiitl 

Wir haben soinit den Begriff de.r Produlrtes 

p A ?  

wo p eine heliebige nichtnegative Za,hl ist,, gewoimen und den 
Satz: 

Eine Farbengleichung bleibt richtig? wenn man sie niit, 
einer nichtnegativen Zahl multipliziert. 

Die Gultigkeit der assoziativen uncl distributiven Multipli- 
kationssiitze - ein liomniutativer koinint nicht in Betracht - 
folgt wieder aus der Beziehung, in der unser Rechnen mit 
Farbelz zu dein Rechnen mit Wellelzlan.geye?zfur~ktionen steht. 
Was ersteres von letzterem unterscheidet - zugleich der wahre 
Kern aller Mischungssatze - ist ininier nar die Feststellung 
der Eideutigkeit des Resultates , welchee Licht ,iiGmei 
man zur Erzeugung der Farben, iiiit denen operiert wird, 
benutzen mag. 

Nehmen wir nun die vorlhxfig zuruckgestellte Frage nach 
der Eindeutigkeit der ganzzuhlige?~ Di.visiolz wieder anf. Es 
fragt Rich, oh ails der Gleichheit der Multipla, 

m A = m R  
anf die Gleichheit 

.A = B 

geschlossen werden kltnn. 
Fnrbelzungleichurq 

Oder ist es rt8wa moglich, daB einr 

d=l=f i  

s k h  durch Multiplikatioii rnit rinei gauze11 Zahl m in eine 
Gleichung verwa,ndle ? 



W i t  ii~aii auf Lichter zuriicli. ho lautet die Frage: konnen 
xwri Lichter ~1 (A) und y ( I ) ,  die nicht gleich aussehen, dadurch 
gleich aussehend geniacht wercl’en, claB niitn einfach die ob- 
jelitiw Intmsitiit beider anf das rrz-faclie erhoht ? 

Was znnachst die I ’ntsndteti anlangt, so liegeii sie so: in 
c k i  Nrtzhautmitte, soweit (Ias zentrale Skotoni des Damme- 
I iuigssehens reicht, lioninit tlergleichen nicht vor; da sind alle 
Parbmgleichungen von der n bsolnten Intensitat nnabhangig. 1) 

.lnf parazentralen and peripheren Tcilen der Netzhaut, die 
i i i ib  abrr liier iiicht beschiiftigen. veiwandeln sich Farben- 
yleick m y n  bei Herabsetzung dtbr Intensitat in Ungleichimgen. 
Hirr ist aber auch der G i  ass  niannsche Satz voni Gleich- 
itusseheii (lei, Mischungen glrichaussehender Konstituenten 
nicht gultig. Was uns hier ail$ prinzipiellen Grunclen inter- 

iwt, ist , oh bride Erscheiiiiingen ~oyzsch aneinander ge- 
kniipft sind oder 01) die zrntiale Bestandigkrit der Gleichungen 
rine new Rrfalirnngstatsach~ nebetz dein Grass  mannschen 
Sat z biltlrt. die 111 den Griincllagcn vermerkt werden muB. 

Dicsri letzteren Ansicl~t war E. Herin$). der deshalb 
tlen Grass  IN annxchm SBtzeii iioch diesen hinzngefugt wissen 
\vo11t,e, (1216 

,,glricliaussehmtlr Licht,er eiiiaiiclei gleichbleiben, wenii 
iiiaii die Iiitensitat eines jeden ill tleniselben Verhaltnis wr- 
mehi+ odci vermindert “. 

huch ich habe mich vergebens Isernuht, ganx ohnr neuer- 
lichen RrgreS a11 die Erfahrung ausznkommen und halte es 
fiir unmoglich. Doch ware es sichrrlich auch nicht richtig, 
dm ganzen Multiplikationssatz in Bausch und Bogen ala neue 
iinabhangige Erfahrungstatsache hinzust ellen; cla doch jeden- 
falls die garcxxaklege Multiplikation logisch aus der Addition folgt,. 

Gibt es fib einen 
M r1.t \-on n verschiedenp Binchfarlww - A .  sagen wii 

ri da t=  n A,,’= d 

Folgentle Schlusse lassen sich ziehen. 
1 
n 

A,, * A,,’. 

1) Vgl. W. N e g e l ,  Handbuch der Physiologie des Mensohen. 
Braunschweig, Vieweg, 1904, Bd. 111, 1 .  S. 181; Zeitschrift f. 
Psycho]. u.  Physiol. d.  Sinnesorgane 28. S. 162 

2) TC. Heyinp ,  Lotoa N. F. VTI. S. 242f 
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so kann wedei 

noch 
(a - 1) A,= (?I - 1) A,’ 

(It + 1) A ,  = (m -t 1) A,’. 

weil a u ~  jeder dieser Gleichungen mit dem ersten Teil d6r 
Annahme (wegen der Eindeutigkeit der Subtraktion. die hi& 
sicher ausfiihrber ist) folgen wiirde 

A,= An’. 

was dem zweiten Teil der Annahme widerspricht. 
ls6t sich schliefien 

a ber 

Ebemo 

2% A ,  = 2rt A,,‘. 

(an - 1) A,  * (212 - 1)  A,’ 
(2a + 1) A,  * (29% + 1) A,’ 

I&. fiir beliebige Multipla von m. 

Urn diese Folgerung mit der Erfahrung im Widerspruch. 
die Annahme somit als widerlegt und die Eindeutigkeit ge- 
sichert zu finden, geniigt es, a h  Erfahrungssatz zu postulieren : 

Es gibt nicht zwei Lichter, die bei gleichmii6iger Erhohung 
der Intensitiit in periodischm Wechsel gleich und -wieder un- 
gleich werden. 

8 4. Die Dimensionatatsache. 

Zurn Auf bau der affinen Geonietrie der Farbenmannig- 
feltigkeit fehlt uns jetzt nur noch ezrt Stuck, die Dimensions- 
tatsache, die wir oben nur beiliiufig erwahnt haben, ohne 
hisher ihre Wnrzel in der Erfahrung aufzuzeigen und ohne 
von der Tatsache selbst bisher Gebrauch zu machen. Wir 
setzen sie niit Absicht en die letzte Stelle, weil alle bishei 
benutzten Erfahrungstatsachen, daher auch alle bisher abge- 
leiteten Folgerungen nicht bloB fur einen normalen, farben- 
tuchtigen Beobachter, sondern ganz ebenso fiir einen partiell 
und fiir  einen total Farbenblinden Giiltigkeit haben. Der Unter- 
schied liegt nur in der Dimension der Ferbenmsnnigfaltiekeit . 

A .  n. r . . .( 
Wenn einr Anzahl Farben (n) qegeben nind 



so kann e6 bein. da6 swischen diesen eine lineaie Beziehurq 
besteht 

(1 ) 
(wobei selbstverstiindlich imnier vorausgesetzt wird, da8 nichr 
alle die GroBen a, #?, y . . . = 0 sind). Das Bestehen einei 
solchen Beziehung bedeutet , daB sich aus gewissen Multipliis 
des einen Teib der n-Farben (derjenigen, die in der Gleichung 
positive Koeffizienten haben) eine Farbe ermisohen laat, die 
auch aus gewis8en Multiplis der ubrigen (derjeaen mit, nega- 
tiven Koeffizienten) erlllischbar ist. 

Es kann aber auch sein, da6 keine solche Besiehung be- 
steht. Im eisten Pall nennen wir die la-Farben linear abhiingig, 
1111 zweiten linear unabhiingig. 

a A + @ B + C + . . . = 0, 

Die Dimensionstatsache lautet nun 
A. Fiir Farbentuchtige (Trichromaten) : 
Es gtbt linear unabhayige FarbePrtripel. Vim Farbein send 

B. Fiir partiell Farbenblinde (Dichfomaten) : 
Es gibt linear unabhdngage Farberzpacar.. DreP Farbev s a i d  

C .  Fur tote1 Ferbenblinde (Monochrometen) : 
Je zwei FarberL sind linear abhangig. 
Uiese Aussagen bedeuten nichts anderes, ds da6 die 

tc’arbenmannigfaltigkeit fiir diese Personen drei bzw. zwei baw. 
eine Dinlension hat. In der Tat, betrechten wir den kom- 
pliaiertesten Fall des Trichromaten. Fassen wir ein s01chw 
linear unahhangiges Farbentripel ins Auge 

VOU denen also nach Annahme keinc ails den beiden anderw 
rnischbar sein soll; sei F eine boliebige Farbe, so gibt t38 eine 
b’arbenpleichung 
(2) ’ c t i l + p H + ) ~ C +  [ F = U o ,  
worin sicher t + O ,  weil A ,  B, c‘ sonst nicht imabhiiugiy; 
wiiren. Man kann also noch F auflosen: 

s f r t s  liszear abhiingig. 

stets liraeav abhangig. 

A ,  B, c, 

(3) P = X ,  d !- 2 2  B -t rs ( ‘ .  
7 
t 

, b: - .r.< =-  - . a B 
3 1 =  - -  



4.20 B. ~ ~ ~ ~ ~ b a i ~ ~ ~ ~ ~ ~ .  

Zu je~deii~ P gehort ein uncl VLUT ein Wer te tqe l  (zl, zZ, 
"3. nur eines, weil sonst (lurch Subtrabtion eine Relation 
zwischen A ,  B, C allein entstiinde. Das Umgekehrte gilt zwar 
nicht allgemein, aber jedenfalls gehort -zu allen positiuen Tripeln 
(x,, z2, z3) eine uncl nur eine Farbe P. Die Farben F bilden 
also eine Mannigfaltigkeit von nicht inehr imd nicht weniger 
AIS drei Dimensionen. 

Die Form, in der wir die Dimensionstatsache eingefuhrt 
hallen, ist zwar theoretisch die einfachste, aber es geht nicht 
an, sie in cliPser Form als ein unmittelbartbs Produkt der Er- 
fahrung hinznstellen. Denn man kann nie sicher sein, ob marl 
wiiklich alle Far benquadrnpel durchprobiert hat, und ob sich 
tinter ihnen nicht doch vielleicht noch ( i n  linear unabhangiges 
vorfindet . 

Grass  iuaii11 velwendet an Btelle u n w w  Diinension::satzes 
(fiir Trichromaten) den Satz: 

Zu jedem Licht 1aBt sich ein qlckhaussehendes herstellen 
(lurch Mischung von WeiB mit einei reinen Spektralfarbe oder 
rnit einem beqtimmten Purpixrgcniisch (d. i. einer Mischung 
tler Endfarbell des Spelrtrums). 11. Satz von Grass  mann.1 

Da die Reihe der Spektialfarben uncl dcr Piirpurgemische, 
eiiischlieBlich der Intensitatsvayiation eine xzccidimmsionale, die 
verschiedeneii IritensitBten des WeiB eine eiizclirnensionale 
Mannigfalt,igl;cit bilden, WJ ergibt sich (lurch Koinbination in 
rler Tat eint. dreidiinvnszonale Mitnnigfaltigkeit. 

Aber auch diesa Grassmannsche Form beansprucht 
irieines Erachtens noch eine zu breite incluktive Bash, breiter 
als notig, uni  (lie 1)imensionstatsacho zu sicliern. Denn es sieht 
so aus, als iniil3te inan wirklich alle Lichter durchprobiert, 
haben, um iicher zu sein, dal3 es nicht doch Gemische gibt, die 
auf die genaiintc. Art nicht darstdlbar sind. 

Dagegen lBBt  sich der Beweis fiir die Dreidimensionalitat 
auf folgendr Wcibe systeniatisch el bringen. Man mustert zu- 
nachst die Reihe der Spektralfarbeii und erkennt,. daI3 im all- 
grmeinen (nihnlich abgesehen ~7on den nionochromatischen 
,,Endstreeken", wovon spater) je zwei von ihnen sich durch 
rnehr als bloB durch die Intensitat unterscheiden. Der Ver- 
such, zwei voii ihnen durch h l e r u n g  der objektiven Intensitat 
gleichzumachen, miBlingt . Panre urn Spekfralfarben siiid i. a,. 
linear unabhayig. 



Nun betrachtet. intin die tn%iirm ktbdbungen bm ,9peh$val- 
i t w h  uncl findet, dtrs man da hi allgemeineri (wenn die ge- 
iriischten Wellenllingen nicht4 auf einer der dichromatischen 
..Zwifichenstarecken" ligen, wovon sp6t.w) N e w s  erhillt, und 
mar die wei6lichen Abwandluqen der rdnen Farben nnd die 
PurpurtiAic in allen iken wei6lichen hbwandlungen. Sie 
Iicnnen nicht einer tiinxelne~i Hpektdfarbe durch bl06e ob- 
,i tiktive Int ensittitsiind erung gleichgemach t. werden . Tripe2 twn 
Speklralfarhm sind i. a. lhecar tc?babh&%&. 

nie Mannigfaltigkeit ist also sinher mircdtstm von der 
.I )irnemionsxahl drei. 

T)aB sie hsichsfms von clw I~i~nc~nrrionumhl vier. ist., erkennt 
i11tiiJ.  wenn 1mn jet,zt die fSm.&rerb l&xh?&gm?. vorb spektrd- 
f w b m  untmucht nnd findet, cIrt6 Hie 9oichfs N e w  mehr liefern, 
wndern jede von i h i h  ein biniircs .&pivalent besitzt,. Fiir 
Mhchuiqen von vier und mehr SpektrJfarben braucht man 
nicht. mehr experimentell xu pr i i fq  iiitrn ktrnn immer drei voii 
ihnen durch swei emet.xen, bis sohlieRlich ein biarec! Aqui- 
valent iibrig bleibt. Da nun aber jedts Licht mit geniigender 
.\nnliheruiq ah Miwhung von 9t ieineii Yptiktrallich tern a n p  
se>hen wrclen krcnn, so folgt: 

D i e  rekevi Spldralfarhrz 2t9t.d rlce bhdverb (;encis& w- 

Nun ist aber die Mannigfaltigkcit tler bi,inilren Gemische vori 
clw l.)imensionssahl 4, uncl das~ttlbe aiirde von der Mannigfaltig- 
keit. der E'arben gelten, wenn nicht. jode von ihnen auf 001 Arten 
rrls Misehnng a i ~  zwd 8pektsralfrcrl-m entsthnde, wie 5. B. das 
WeiS als Miachung von ool-Kornpl~m~?ntiirinbf~~p~ren. Urn 
dschen  den Eahlen 3 und 4 xu dirimieren, kann man jet& 
twhdem die mi unt8ersrichendti Merige nicht mehr ,,alle Iicht.er'(', 
wndern die binliren Geinischhcl sind, auf den Grasw mannsehhen 
k..edanken xuriickgreifen und xeigen, (la6 sie den wei6verdiinntea 
Spektralfarben und I urpurgemischen gleich eind, womit. die 
I )imensionszqhl 3 clann endgiiltig sichergwtellt ist. 

Ahnlich, nur weit &&her, ixt. ilas Verfahren fiir Uichro- 
w t e n  und Monochromaten. Fiir erstere fiihren schon die 
binken Mischungen auf nichts Neues. Die Spektralfarben, von 
denen i. a. je zwei noch linear unabhangig (farbverschieden) sind, 
mch6pfen die Mmnigfaltigbeit. aller Farben, die Dimensions- 
mhl i d  81~0 zwei. M m  Monochromaten lawn sich  chon j e  

.sl++ffit die iwmnigfaztigkeit dar ~ ~ ~ b e f f  tmil8tGwaig. 
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4 5lp&idhbeu, &her wch beliebigti Mischungen, durcli 
blo6e Intensitiiitslinderung gleichmachen. EJ gi b t  nicht einma I 
linear nnabhiingige Farbenpaare. die Dimensionszahl ist, 1. 

g 5. Die Abbildnng auf ein Vektorbiiechel. 

Damit sind die allgsmeinen Gesetze der Lichtmischung 
oder, wie wir es genannt haben, der niederen Parbenmetrik, 
erledigt, soweit nur jede der drei Arten von Fsrbsystemen, die 
wir unterschieden heben, f i i r  sich allein in Betracht gemgeri 
wid .  Eine wichtige Ergiinzung von ebenfalls sehr allgemeinei 
Art, wird allerdiqp die Beziehung zwischen den dichro 
matischen und den trichromatischen Farbensyst emen bilderr . 
von der weiter unten die Rede sein wird. 

Alles bisher Gesegte 1aBt sich kurz dahin zusammenfasse~i: 
da6 es sich bei den Farben urn eine Mannigfaltigkeit von Dingrn 
handelt, fur welche die Gleichheit, die Addition, dann untet 
Einschrsnkiingen die Subtraktion, ferner die Multiplikation mit 
einer nichtnegativen Zahl in eindeutiger Weise definiert Bind : 
da13 fiir diem Operntionen die asmxiativen, liommutativen u s w  . 
Gesetze in der gewohnlichen Weise gelten; daS die Mannig- 
faltigkeit (im nornialen Fall, den wir zunachst immer irn Aiige 
haben) von der Dimensionszahl drei ist; welches alles einzig 
durch das unmittelbar abgegebene Gleichheitsurteil uber an- 
grenzende Farbfcldcr niit der El fahrung zusanimenhangt iind 

darin verankert ist. 
Vergleicht man nun dice von den Farben erfnhrzmys- 

gemtip geltenden Gesetze mit den Axbnelt, die men aufstellen 
~ r i i i B  fiir die von eineni Punkt aus gezogenen Vektorm, um djti 
affine Geometrie eines solchen Veklorbiischels zu begriindenl) : 
so findet man vollige Ubereiastimmung. Die Mannigfaltigkeil 
der Farben oder der Farbeltraum, wie wir sagen wollen, ist also 
ein dreidimensioneles Gebilde mit - vom Standpunkte dei 
Gleichheitsbeziehung - lediglich affiner Struktur. Alle 
speziellen Bcziehungen in dem minder anschaulichen Farben - 
gebiet kann man sich dadurch in ausgezoichneter Weise an- 
schaulich machen, da6 man es auf ein rhumliches Vektorbiischel 
in t4n-einrleiitigcr Weise abgebildet denkb. rlerart, daR jedm 

1) VgI. etwa. H .  Weyl.  Ranm-Zeit-Msterie. Berlin. Springer, 
1918. s. 16. 



C'arbe ein Vektor und jpdeni Vektor sicherlich nicht mehr ab 
h e  Farbe entspricht. Nur darf man dabei nicht vergessen - 
was schon Grassmann hervorhebt -. daB die abgebildeteri 
Oebiete sich nur durch ihre unmittelbore Anschaulichkeit, 
nicht durch primitive Realitat unterscheiden; da6 dem Farben- 
mum sein Dasein wie seine affine Struktur auf Grund d e  
Qleichheitsurteils sozusagen an und fiir sich zukommt, ganz 
ohne Beziehung auf den Vektoren- bzw. Punktraum, der au 
miner VeranschauliczhG dient. Es birgt sogar dime Ver- 
anschaulichung, so bequem, ja unentbehrlich sie ist, auf dei 
anderen Seite' auch eine gewisse Gefahr; wir miksen uns sehi 
in acht nehnlen, daB wir von dein Punktraum, den wjr ah  einen 
nicht bloB rtffineii, sondern als einen metrischen, und zwai 
euklidischen zu denken so sehr gewohnt sind, ausschlief3lich 
(lie affinen Beziehungen auf den Farbenraum ubertragen, nicht 
auch die nietrisehen, welch letztere hier vollig bedeutungdoa 
sind, da der k'arbenraum seine eigene, im zweiten Teil diesel 
Arbeit zu entwiclielnde Metrik bwitzt. 

Es ist vielleicht nicht iiberfliissig zu erunern: unter clcm 
affinen Eigenschaften riiumlicher Gebilde versteht man alle 
jene, die ungeindert bleiben bei einer affinen Transformation. 
Gebilde, die durch eine solche Transformation ineinsnder iibei - 
gefuhrt weden konnen, spielen in der affinen Geometrie die- 
selbe Rolle, wie kongruente Gebilde in der euklidischen Geo- 
metrie. Die allgemeine affine Gruppe tritt an die Stelle d e ~  
Griippe Oer Eewegungen. In gewohnlichen rechtwinkligeu. 
ubrigem mch in beliebigen schiefwinkeligen Koordinat ell. 

druckt sich die allgemeinste affine Transformation aus ah 
ganze lineare (nichthomogene) Koordinatentransformation; rb- 
durch werden also jedem Punkt neue Koordinaten in clem U I -  

xpriinglichen, feetgshaltenen Koordinatensgstem rmgewiescn. 
wodurch er verschoben wird. Statt devsen kann man auch so 
vorgehen, da6 man die Koordinaten jedes Punktes aahlen- 
ma6ig festhalt. aher als Koordinaten in einem neuen, und mai 
iu einem beliebigen, beliebig gelegenen, sohiefwinkeligen Systerri 
auffa6t ; wodurch ebcnfalh die allgemeimte affine Transforma- 
tion zustande kommt. Von Vektoren, stett von Punkten, Re- 
sprochen kann 'man sagen: man fa6t die alten Vektorkompo- 
nenten ah  Komponenten bemgen iuf ein beliebig abgalbndertet. 
8yptem von Cfrundvektoren auf. 



In diesel allgenieinsten Foi 111 tlithalt die affine Trans- 
lormation ankh ihreni eigentlichen Kei n - einer Deformation 
-- noch eine gewohnliche Bewegung (Translation + Drehung), 
von welcher jedenfalls die Translation (Verlegung des Ko- 
ordinatenursprunges) fur unsere Zwecke vollig betleutungslos ist, 
(la wir es nur mit dem Biischel cler Vektoren xu tun haben, 
(lie von einem Punkt entsprinpen, und dieser Punkt von vorn- 
herein ini Ra im unbestimnit ist. Die Kooi dinatentransforma- 
tion kann tleiiinach in allen Falleu homogen genommen werclen. 
Was ubrig bleiht ist, dann, auBer einer Urehung, eine sogenannte 
lineare Deformation, d. i. drei gleichforniige Verzerrungen (MaB- 
htabanderungen) in drei zneinander senkrechten Richtungen 
(naturlich, auch bei Benutzung rcchtwinkliger Koordinaten, in1 
dlgemeinen nichf  den Koordinatenrichtungen). Nur soZch 
Eigenschaften d e r  Figureiz, die bet e imr dernrtigen Ver.wrrung 
unberiihrt hleibm,  sind affin. und haben Bedeutung fur den 
Farbenraum. Am wichtigsten fiir uns ist, claB dabei Gerade 
iii Geradc, Ebenen in Ebcnen iibergefuhrt werclen - wie 
tlenn iiberhaupt . wegen cler Linearitiit, clie Ordnungszahl 
piney Fliiche oder Ilurve ungeiinclwt bleibt. Kollinearitat, 
iind Komp1an;tritLt von h n k t e n ,  ferner Komplanaritat 
von Geraden ldeibt also unberiihrt . Daher kann auch eine 
Kurve tlurcli dirb Transformation keinen Wendepunkt be- 
liomrnen nnd -- was unh besonders interebsierm wird - eiri 
Kegel keine Wendegeneratrix. -- Zmii spiiteren Gebrauch (fur 
die Theorie iler Dichrornasie im $ 10) merken wir noch an, 
tlaB auch der Pa~allelismus von Geraclen untl Ebenen eine 
affin-invariante Eigenschaft ist. - Ubrigens ist der ganze 
Sachverhalt cleni Physiker aus den Elenienteii tler Elastizitats- 
theorie mid Hydrodynarnik wohlbekannt und vertraut, wenri 
es sich auch dort, um unendlich kleine, hier dagegen uni ganz 
ldiebigc endliche Deformationen lrandelt. 

In eineiii Punk 1, den wir bisher unbeachtet gelassen haben, 
neichen nun allerdings die Gesetze tler Farbenmischung ab von 
den Axionen cler affinen Qeometrie: es ist dies die beschrankte 
Ausfiihrbarkeit der Subtraktion und die damit zusammen- 
hiingende Redeutungslosigkeit der negativen Farbe (- A) ,  
sowie uberhaupt der Multiplikatiou init negativen Zahlen. Die 
Abbildung des Farbenrauiries nuf tlas Vektorbkchel 1aBt sich 
clem ungeachtet vollstiindig durchfuhren. Nur 1aBt sich 



hchlieBrn, tlaW voii der ganzen T’ektorgesamtheit dabei hochsten.; 
die Halfte der Vektoren Verwendung findet, d. h. wirklich einer 
Farbe entHpricht (in Wahrheit noch weniger als die Halftr. 
wie wir sehen werden). L)enli von jedeiii Vrktor, der einer Farbt. 
entspricht, hleibt der entgegeiigesetztr jedenfalls unbeniitzt. 
weil es keine zwei Lichter, daher auch kPine zwei Farben gibt. 
(lie super pim1ei.t Dunkelheit ergehcn. 41s; nicht das ganzt. 
Buschel voni Offnungswinkd 476 entspricht den Farben. sonderii 
chin irgendwie begrenzter Krgel \-on riiiri Gesanitoffnunq 
kleiner alh 2 ?c (cler genaue Wert tles Offnungswinkels hat 
u brig ens k ein B a f f ing eo me trisch P Be tl eu t ung ) . E ben cl araus er - 
k k t  sich nuii sbcr auch die nicht, allgenieiiie husfuhrbarkf,it 
der Suhtraktion. Sobald nilmlich die Vektordifferenz der dai ~ 

stellentlen V(>litoren, die sich geoiiietrisch natiirlich iinnwi 
hildw h B t ,  anf einen Vektor fiihrt, der rlicht den1 re~lleii 
Farbmkegrl i i nq~ho~ t .  existiert keincb Varhr, die tier Fordernng 
geniigt . 

h l ~ t  tlrl Fcststellung d i em allgeiiieinrii Sachverhaltw 
cter Fa? benrauni hat voni Standpunkte des Gleichheitsurteil. 
die Struktur einw lediglich affin bettachteten Vektorenkegek 
voni offnungswinkel kleiner als 277 - uiit dei Fcststellun~, 
dieses Sachrerhaltrs ist . der grundlegende uncl meines Ei - 
whtenb wichtichte “lei1 der niedereii Farbeninet,rik vollendet . 
Wie inan sieht, brauchte in diesem ‘hi1 von 90 scliwierige~i 
Begriffen wir Uefinition des WeiB, Skttigung, WeiBgehalt. 
farbende Kraft,, Koniplemeiittirfarben 11. ii. gar nicht die Retlt~ 
zu sein. Was iroch hinzuzufugen ist, hesteht eipntlich 1 ~ i r  in  
der ilufsuchung (lei Farbvektoren, dic gewissen durch ihr e 
t4nfache Zusainmensetzung ausgezeichneten Lichtern ent - 
sprechen (cl. i. insbesondere den Rpektrallichtern), und in dei 
Frststellung ihrer affingeometrischen Bezichungen zueinandei . 
Dabri ergibt sich niit einem Rchlag die Art der Begrenzung 
des Spektralkegels, wie sie affingeometrisch beschaffen ist und 
von welchen Farhen sip gebildet wird. Hierzu werden wir nm 
riner Koordinatendarstellung dei Farben bedienen, die vollig 
der Koordinatentlarstellung von Vektoren entspricht ; so ein- 
fach und durchsichtig sich wegen clieser volligen Analogie all. 
Rechnungm gestalten, so wird dir Aaseinandersetzune tlrr 
farbentheoretischen Bedeutung aller Operationen, insbesondew 
der Koortlinateiitransfori~iation, diwh einigen Ramri bean- 



*pruchen. Sodanu wird urn dic (lurch einen einxigen inhnlts- 
reiohen Erfahrungsmtz - Anerkonnung aller trichromatischen 
Farbengleichungon , durch den Dichromaten - gosetzte Be- 
ziehung mischon dichromatischen und trichromatischen Sy- 
8 temen beschlftigen, die zur Auszeichnung gewisser (irreeller) 
Farbvektoren a b  den Grundempfindungen entsprechend 'fiihrt . 
Endlich werden w'lr noch, wegen ihrer weiten Verbreitung, 
die praktisch einfachere, theoretisch aber otwas kompliziertere 
Darstellung der Farben in der Farbenebm aus umerer raum- 
lichen Darstellung ableiten, urii (lam im meiten Teil zur 
hiiheren Farbenmetrik uberzugehen. 

(Eingegangen im Mgrz 1920.) 




