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Vorbemerkung.

Den AnlaB *zwr Zusammenstellung des hier mitgeteilten
Entwurfes einer Farbenmetrik bildeten fiir den Verfasser die
Gedanken iiber den Begriff der Helligkeit, die in den §§ 8—7
des II. Teils enthalten sind. Die Fragen, um die es sich da
handelt, sind diese: 1aBt sich einer konkret, d.h. durch ein
bestimmtes Iichtgemisch, gegebenen Farbe eine Zahl als ihre
Helligkeit zuordnen derart, daB sich auch von Lichtern ver-
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898 E. Schrodinger.

schiedener Reizart!) angeben la8t, ob sie gleichhell sind oder
nicht? Wie ist die Definition fir gleiche Helligkeit experi-
mentell zu stellen? Wags ergibt sich nach richtig gestellter
Definition empirisch fiir die Helligkeit als Funktion der drei
Eichwerte oder der drei Grundempfindungsvalenzen oder
irgendwelcher anderer drei Grofien, durch welche eine Farbe
eindeutig festgelegt wird? '

Von diesen drei Fragen glaube ich.das rationelle Kriterium
fir die Beantwortung der ersten (,,gibt es eine heterochrome
Helligkeit ) hier zum ersten Male klar formuliert und damit
auch den inneren Grund aufgefunden zu haben fiir die grofie
[neinigkeit der Forscher in diesem Punkt. Ob die Definition
der Helligkeitsgleichheit grundsatzlich moglich ist oder nieht,
hiingt namlich davon ab, ob ein gewisser Pfaffscher Diffe-
renzialausdruck in drei Differenzialen mit experimentell zu er-
‘mittelnden Koeffizienten einen integrierenden Faktor besitat
oder njcht. Nur wenn das der Fall ist, lassen sich die ,,gleich-
hellen Flachenelemente* der Farbenmannigfaltigkeit zu Inte-
gralflichen gleicher Helligkeit zusammensetzen.

Unter der Annahme, daB die experimentell ermittelten
Funktijonen eine Integration zulassen werden, ergibt sich dann
sogleich eine Helligkeitsdefinition, an der, .wie immer kiinftige
Experimente ausfallen mégen, nichts mehr zu #ndern sein wird.

~ Anders steht es mit der dritten Frage: nach der speziellen
Funktion der Farbkoordinaten, die als Helligkeit anzusprechen
ist. Hier habe ich den Gedanken durchgefiihrt und dem
iibrigen System unserer Farberfahrung einzugliedern versucht,
daf die Helligkeit eine lineare Funktion der Grundvalenzen ist
und sich bei Mischungen von Lichtern streng additiv verhilt.
Ein ausgedehntes Beobachtungsmaterial spricht dafiir, daB
dies wenigstens it groBer Anniherung zutrifft; darum hielt
ich es fiir wertvoll, zu zeigen, daf diese Auffassung sich durch-
fithren liBt, ohne auf Grund unserer allgemeinen Helligkeits-
definition mit anderen Erfahrungen in groben Konflikt. zu
geraten was bisher nicht feststand. Dafi die Additivitat in
Strenge zutrifft, glaube ich aber kaum, weil vereinzelte, aber
sehr bestimmte . Wahrnehmungen auf Abweichungen deuten.

1) Als Lichter gleicher Retzart bezeichne ich mit von Kries
solche, welche durch bloBe Anderung der objektiven Intensitit des
einen Lichtes ununterscheidbar gemacht werden kénnen,
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Der spezielle Ansatz fiir das Limienelement des Farbenraumes
und die daraus folgende spezielle Hellgheutsfunktion ist also
sicher nur als Néherung anzusehen, die der weiteren Ver-
besserung durch kiinftige Iixperimente harrt.

Um nun den Wert dieser formalen Liosung des Helligkeits-
problems hervortreten zu lassen, erwies es sich als notig, ihren
Platz in dem umfassenderen Gebdude der Farbenmetrik auf-
guzeigen, wie es sich dem Verfagser im Laufe der Beschiftigung
mit diesen und #dbnlichen Yragen allméhlich dargestellt hat.
Es gtellte sich heraus, daf alle messenden Versuche mit Farben
in zwei grundsitzlich getrennte Gruppen zerfallen, je nachdem
dabei als Kriterium fir die Einstellang am Apparat ausschliefi-
lich die wvollige Gleichheit (Ununterscheidbarkeit) zweier an-
einander grenzender Farbenfelder beniitzt wird oder noch andere
Kriterien (Ebenunterscheidbarkeit, grofite Ahnlichkeit, eventuell
stirkster Kontragt). Die Messungsresultate erster Art bilden
ein in sich geschlossenes einheitliches System, dessen iberaus
einfache (esetzmaBigkeiten seit Grassmann formal, seit
Konig anch material bekannt sind. Ich glaube das System

dieser GesetzmiaBigkeiten -  gewdhnlich Gesetze der Licht-
mischung genannt — passend als niedere Farbenmetrik zu

nuterscheiden von den sehr viel verwickelteren und sehr viel
weniger gut bekannten Gesetzen der hoheren Farbenmetrik,
welehe sich mit den Messungsergebnissen der zwetten Art befassen.

Ich halte die strenge Scheidung zwischen diesen beiden
(+tbieten - — abgesehen von ihrer gsogleich zu berithrenden
theoretischen Bedeutung — deshalb firr auerordentlich wichtig,
weil sonst die vielen begrifflichen Unklarheiten und experi-
mentellen Unsicherheiten, denen wir in der hoheren Farben-
metrik auf Schritt und Tritt begegnen, bestindig auch in dag
(+ebiet der niederen einzudringen und hier Verwirrung anzu-
richten drohen, wihrend letztere in Wahrheit fest und sicher
in sich selbst ruht und von jenen Schwierigkeiten in keiner
Weige tangiert wird.

Der tiefere Grund filr diese Abgeschlossenheit und Un-
bertihrbarkeit ist ein sehr einfacher. Er ist dem vollig analog,
warum z. B. ein Geometer, der ausschlieBlich die projektiven
Eigenschaften ebener oder réumlicher Figuren zu studieren
unternimmt, sich iiber das Parallelenaxiom des Fuklides nicht
den Kopf zu zerbrechen und nicht zn wissen braucht, was
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ein rechter Winkel und was die Li#inge einer Strecke ist. Es
stellt sich namlich heraus, daB die niedere Farbenmetrik sich
vollkommen deckt mit der affinen Geometrie des die Mannig-
faltigkeit der Farben in bekannter Weise darstellenden Vekfor-
biischels, oder auch, in der geldufigeren Ebenendarstellung, sich
wm wesentlichen deckt mit der projektiven Geometrie der Farben-
ebene. Die hohere Farbenmetrik dagegen stellt sich — einem
Grundgedanken von Helmholtz!) folgend — dar, als die
cigentliche metrische Geometrie jenes als Farbenraum auf-
gefaBten Vektorbiischels, und zwar als eine Metrik in jenem
allgemeinsten, von Riemann begriindeten Sinne, deren Linien-
element nicht das euklidische ist, sondern variable erst experi-
mentell zu bestimmende Koeffizienten hat. (In der ebenen
Darstellung liBt sich die Bedeutung der héheren Farbenmetrik
nicht so einfach beschreiben, weil hier die dritte Koordinate
durch die unanschauliche Magssenzahl ersetzt ist.)
Das Helligkeitsproblem hat, wie man sogleich erkennt und
im folgenden eingehend dargelegt finden wird, seinen Platz in
der hoheren Farbenmetrik. Im Gebiete der reinen Farben-
gleichungen ist das Verhiltnis des ,,Gleichhellseins* zweier
Felder von verschiedenem Farbton so unbekannt und iiber-
fliissig, wié in der projektiven Geometrie das Verhéltnis des
,,Gleichlangseins‘‘ zweier Strecken oder des Aufeinandersenk-
rechtstehens zweier Geraden. Ich halte es darum auch far
grundsgtzlich verfehlt, wenn man, wie Abney?) es tut, Farben-
-gleichungen und Helligkeitsgleichungen von Haus aus theo-
retisch und experimentell verquickt durch die Bestimmung,
da8 die Grundfarben in Einheiten gleicher Helligkeit gemessen
werden sollen. Die Entscheidung, ob das tberhaupt mdéglich
ist, fallt erst auf einer weit vorgerickten Stufe der hoheren
Metrik, und, ob es zweckmiBig ist, hingt davon ab, ob eine
1y H, v. Helmholtz, Versuch einer erweiterten Anwendung
des Fechnerschen Gesetzes im Farbensystem, Zeitschr. f. Psych.
u. Phys. d. Sinnesorg. 2. S.1. 1891; Versuch, das psychophysische
Gesetz auf die Farbenunterschiede trichromatischer Augen anzuwenden;
ibid. 8. 8.1 u. 517. 1891; Kiirzeste Linien im Farbensystem, Sitzungs-
berichte d. Berliner Akad. 17. Dez. 1891, S.1071. Siehe auch die
betreffenden Abschnitte des Handbuches der physiolog. Optik (2. Aufl.).
2) W. Abney, Phil. Trans. A. 205. 8. 333. 1906; Proc. Roy.
Soe. A, 88. S.462. 1910; 84. S.449. 1910; 86. S.42. 1911; 7.
S..326. 1912, :
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ganz bestimmte spezielle Helligkeitsfunktion sich experimentell
bewdhrt — namlich eine Linearfunktion der Grundvalenzen.
Jeder experimentelle Widerspruch oder theoretische Einwand
gegen diese ganz spezielle Annahme liit dann — scheinbar —
das ganze Gebdude in seinen Grundvesten erzittern.

Die Briicke zwischen den beiden (ebieten wird geschlagen
durch die Theorie der Grundempfindungen. Diege sollen schon
in der niederen Metrik ihre Bedeutung haben als die Fehl-
tarben der Dichromaten und sind bekanntlich von Konig?)

durchwegs aus Farbengleichungen! — bestimmt worden.
Andergeits wird man erwarten dirfen, daf das Linienelement
der héheren Metrik eine besonders einfache Gestalt erhilt,
wenn man die Grundempfindungen als Variable wahlt. In
dieser Erwartung sah sich Helmholtz getduscht. Er mufite
andere Grundempfindungspunkte in der Farbenebene ad hoc
annehmen, um mit seinem, demy Weber-Fechnerschen Ge-
setz nachgebildeten Linienelement AnschluB an die Erfahrung
(Farbunterschiedsschwellen von Kénig und Brodhun) zu
finden und mufite demgemif sehr viel kompliziertere Annahmen
machen iiber die Natur der dichromatischen Farbenblindheit.?)

Dies und ein Rechenfehler bei Helmholtz, dessen Auf-
deckung den Anschluff an die Erfahrung noch verschlechtert,
ist wohl der Grund, warum sein geistvoller Gedanke einer
Riemanngeometrie der Farbe keinen Anklang und, soviel mir
bekannt, keine Fortfilhung gefunden hat. Sogar aus der
neuesten Auflage des Helmholtzschen Handbuches der
physiologischen Optik (bei Leopold Vo, Hamburg und Leipzig
1909) sind die betreffenden Abschnitte gestrichen worden.

Bei der ersten Beschiftigung mit jenen Helmholtzschen
Arbeiten schien mir die Unstimmigkeit noch krasser, da ich
erkannte — was Helmholtz entgangen zu sein scheint —
daB sein Linienelement eine Helligkeitsfunktion liefert, welche
der Erfahrung ins Gesicht schligt (Kubikwurzel ans dem
Produkt der Grundempfindungsvalenzen); bis ich bemerkte,
daB eine andere Form des Linienelementes méglich ist, die

wenn auch sieher noch verbesserungsfihig - doeh sehon

1) A. Konig u. C. Dieterieci, Zeitschr, f. Paych. u. Phys.
d. Sinnesorgane, 4. S. 241ff. 1892.
2) Vgl. die zweite der oben zitierten Arbeiten, S. 15.



402 E. Schrodinger.

in der einfachen, hier angenommenen Gestalt im wesentlichen
Ordnung schafft und die storenden Widerspriiche beseitigt.

DaB wir im ersten, der niederen Farbenmetrik gewidmeten
Teil inhaltlich gegeniiber Helmholtz und Koénig nichts
Neues bringen, ist selbstverstindlich. Dennoch lieB sich m. E.
eine vollstindige und ejnheitliche Behandlung des ganzen Ge-
bietes nicht wohl entbehren, denn mir ist keine Darstellung
bekannt, auf die ich mich zur Fundierung der hoheren Metrik
hitte berufen konnen, keine Darstellung, die den rein pro-
jektiven bzw. affinen Charakter dieser Gesetze so straff be-
tont, wie es fiir unsererr Zweck notwendig ist.?)

Einleitung: Rigenart des Gebietes. Abscheidung des Teilgebietes
der niederen Metrik. .

Die FarbenmefBkunst kann als Teilgebiet ebensowohl der
Sinnesphysiologie wie der Experimentalphysik angesehen wer-
den., Vorziiglich unter diesem letzteren Gesichtspunkt werden
wir gie in dieser Abhandlung betrachten.

Unter den Versuchsanordnungen der Experimentalphysik
nehmen die, um die es sich hier bandelt, eine ganz eigenartige,
ich mochte sagen vom erkenntnistheoretischen Standpunkt
ausgezeichnete Stellung ein. Bei allen tbrigen physikalischen
Messungen, mogen sie nun mit der Wage oder mit dem Galvano-
meter, mit dem Thermometer oder mit dem TFernrohr aus-
gefiihrt werden, besteht die eigentliche Messung letzten Endes
immer in der Feststellung von rdumlich-zeitlichen Koinzidenzen :
eines Zeigers, Iichtflecks, einer Quecksilberkuppe mit einem
Skalenteil, eines Fadenkreuzbildes mit einem Skalenteilbild oder
dem Bild eines Sternes. — oder haufig in der zeitlichen Ko-
inzidenz zweier solcher rdumlicher Koinzidenzen usw. Bei
jeder Farbenmessung hingegen treten die Sinnesorgane des
Beobachters aufler zu Feststellungen dieser Art auch noch
mindestens zu einer Feststellung von ganz anderer Art in
Tatigkeit. Im einfachsten Falle besteht sie darin, daf zwei
aneinandergrenzende farbige IFelder in bezug auf ihre Farbe
fiir ununterscheidbar erklirt werden — nnd das fiir ganz be-

1) Zur ersten Orientierung auf unserem Gebiet mdochte ich am
meisten die lichtvollen Ausfiihrungen des Hrn. von Kries in W. Nagels
Handbuch der Physiologie des Menschen III. 1 (Braunschweig, F. Vie-
weg 1004) empfehlen,
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stimmte Werte der @brigen an der Apparatur verinderlichen
Parameter (Nikolstellungen, Blendensffnungen, Kollimator-
stellungen usw.); also Feststellung, daB die farbliche Ko-
inzidenz mit gewissen Koinzidenzen der ersten Art koinzidiert.

Das ausgezeichnete Verhiltnis der beiden Farbfelder
braucht aber nicht notwendig das der Ununterscheidbarkeit
ru sein. Bei einer gewissen Gruppe von Messungen (Unter-
schiedsschwellen) wird, nmgekehrt, von einer Stellung volliger
:leichheit ausgegangen und ein physikalischer Parameter der
Apparatur so lange variiert. bis die Felder eben unterscheidbar
sind. Ferner kann es sein, daB bheimm Verindern eines Para-
meters zwar nicht eine Stellung volliger Gleichheit der beiden
Felder aufgefunden werden kann. wohl aber eine Stellung, die
dadurch ausgezeichnet ist, daB in ihr (d. h. fir diesen Para-
meterwert) die beiden Felder weniger stark verschieden sind.
als fir alle voraufgehenden und nachfolgenden Parameterwerte.
Ich nenne das mit Helmholtz eine Einstellung auf giofite
Ahnlichkeit und glaube. daf unter anderem alle direkten,
heterochromen Helligkeitsvergleiche in  diese Gruppe fallen.
lindlich wére aueh noch das Umgekehrte denkbar, die Ein-
stellung auf stérksten Kontrast. doch ist mir kein Fall be
kannt, wo dieses Prinzip benutzt worden wire.

Ich bin der Meinung, daB mit den vier hier zunéchst
taxativ aufgefiihrten Fillen der Rinstellung anf

a) Gleichheit,

h) Ungleichheit,

¢) gréBte Ahnlichkeit,

d) groBten Kontrast
alle moglichen Féalle erschopft sind. leh glaube z. B., daB man
nach dem dritten Prinzip einstellt, wenn man etwa zu einer
bestimmten Farbe eines lichtstirkeren Spektrums aus einem
lichtsehwiicheren Spektrum die Farbe gleichen Farbtons aus-
sucht; und nach demselben Prinzip, wenn man zwei etwas
verschiedene Farbtone gegeneinander photometriert, d. h. zu
einer vorgegebenen Helligkeit des ersten aus einer Reihe ab-
gestufter Helligkeiten des zweiten die gleichhelle Farbe aus-
sucht. Ich glaube nicht, da |, spezifische Einstellungen mog-
lich sind, wie die Ausdrucksweisen ,gleicher Farbton®, ,gleiche
Helligkeit* andeuten. Dem widerspricht nicht, da8 man z. B.
im erstangefihrten Fall aus dem lichtschwiicheren Spektrum
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einmal die gleichhelle, das andere Mal die Farbe gleichen Farb-
tones aussuchen kann und dabei im allgemeinen auf verschie-
dene Stellen des zweiten Spektrums stofilen wird. Denn es kann
natirlich in einer linearen Farbreihe zwei (und mehr) Farben
geben, die einer vorgegebenen dhnlicher sind, als ihre Nachbarn.
so gut als eine Kurve auf einem endlichen Stiick zwei (und
mehr) Minima aufweisen kann.

Logisch erweisen lafit sich diese Auffassung natirlich nicht.
Solange man mit ihr auskommt, hat sie jeder anderen gegen-
iiber den Vorzug der Einfachheit — was nach dem herrschen-
den Sprachgebrauch heinahe hinreichen sollte, um sie als die
richtige zu hezeichnen.

Obige vier Prinzipe finr die Minstellung ausgezeichneter
Parameterkombinationen an einer Apparatur auf Grund eines
Farburteils lassen sich aus folgenden zwei fundamentalen, als
schlechthin gegeben anzusehenden Idhigkeiten unserer sinn-
lichen Urteilskraft ableiten: .

1. Wir sind imstande zu beurteilen. ob zwel angrenzende
Farbfelder gleich oder ungleich sind.

2. Nennen wir cin Paar angrenzender ungleicher Ielder,
die uns vorliegen. eine , Ntufe'', so unterscheiden wir Stufen
qualitativ nach ihrer Grofie, derart, daff wir tiber zwei gleich-
zeitig oder knapp nacheinander dargebotene (nicht zu grofie)
Stufen urteilen, welche ,,groBer®, welche , kleiner* ist. Zusatz:
Diese GroBer-Kleiner-Bezichung geniigt dem Axiom: Aus
A=B B=(C folgt 4=,

Diese beiden Grundfihigkeiten unseres Farburteils halte
ich fitr die einzigen, die fiir quantitative Messungen in Betracht
kommen. DaB sie uns dazu befihigen. die Einstellang nach
einem der vier genannten Prinzipe vorzunehmen, ist ohne
weiteres klar, falls die vorgelegten Farbenfelder nur von einem
ewnzigen variablen Parameter unserer Apparatur abhingen. Aus
einer eindimensionalen Reihe von Stufen kénnen wir natiirlich
die gleiche, die (bei einsinniger Durchlaufung) erste ungleiche.
die (im Vergleich zu den Nachbarstufen) kleinste und die (in
derselben Hinsicht) grifte leicht herausfinden, wenn dergleichen
in der vorgelegten Reihe vorkommt. Sind zwei oder mehr
Parameter zu variieren, so ist die Aufgabe schwieriger, die
Losung viel weniger sicher. Schon bei zweien muff ein suk-
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zessives Approximationsverfahren emgeschlagen werden, indem
7. B. zunichst der erste festgehalten, der zweite auf groBte
Ahnlichkeit eingestellt, dann der zweite in dieser Stellung be-
lassen und der erste wieder auf gréfte Ahnlichkeit eingestellt
wird usf., bis cntweder Gleichheit oder die gréfite iiberhaupt
erreichbare Ahnlichkeit hergestellt ist.

In allen den Fillen, wo aut Gleichheit eingestellt wird, triti
diese nicht wirklich fir einen ausgezeichneten Parameterwert
(oder Parameterkombination) auf, sondern fiir einen kleinen
Parameterbereich. Dem verdankt das Prinzip b) seine Be-
deutung, es kommt ins Spiel bei der Untersuchung der GroBe
dieses Bereiches. Auf gleichzeitige Variation mehrerer Fara-
meter wird man sich dabei nicht einlassen kionnen, vielmehr nur
die Ausdehnung des Bereiches in Richtung jedes Parameters fiur
sich untersuchen. Ubrigens gewinnt man ein zwar etwas anderes,
aber wohl gleichwertiges MaB fiir seine Ausdehnung, indem man
den mittleren Fehler bei der Einstellung anf (Gleichheit he-
stimmt.

Wir miussen nun noch begrinden, daf und in welcher
Hingicht wir emen so fundamentalen Unterschied setzen
zwischen allen iibrigen physikalischen Messungen, bei denen
nur auf rdumlich-zeitliche Koinzidenz, und den hier betrach-
teten, bel denen auf eine ausgezeichnete Farbbeziehung ein-
gestellt wird.  Dieser Unterschied springt in seiner vollen Be-
dentung durchaus nicht in die Augen. Fr Hegt durchaus nicht
in dem #uBerlichen Hinzutreten des Farburteils — so wenig,
dafi wir sogar eine grofie Zahl von Untersuchungen, fiir die
dies Merkmal zutrifft, ans der cigentlichen Farbenmetrik. als
nur gcheinbar dazugehorig, auszuschliefien haben.

Es sind das alle diejenigen, bei denen die als gleich be-
urteilten Felder auch physikalisch von vollkommen der gleichen
Beschaffenheit sind.  Das Auge des Beobachters mit seinem
Farburteil tritt dabei offenbar nur als bequemes und empfind-
liches physikalisches Instrument, nnd zwar als Nullinstrument,
auf und konnte durch viele andere Instrumente, z. B. ein
Bolometer, eine Thermosaule ersetzt werden. Dadurch wire
auch dieser Teil der Messung auf die Feststellung rdumlich-
zeitlicher Koinzidenzen zuriickgefiihrt, sie gehort somit ganz
zu den Megsungen der gewohnlichen Art, es besteht kein funda-
mentaler Unterschied, sondern nur ein duBerlicher.
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Hierher gehoren z. B. alle polaristrobometrischien Mes-
sungen, dann monochrome Photometrierungen, bei denen wirk-
lich beide Lichter ganz-dieselbe spektrale Zusammensetzung
haben; daher insbesondere alle Arbeiten mit dem Spektro-
photometer, z. B. die Bestimmung der Remissionsfunktion eines
Pigmentes, der spektralen Zusammensetzung einer Lichtquelle
im Vergleich mit einer Normallichtquelle usf. Alle diese Mes-
sungen konnten auch von einem farbenblinden, ja bei ge-
eigneter Anordnung von einem blinden Physiker durchgefiihrt
werden, die Resultate wiirden ganz dieselben sein und fiir ibn
eine wohldefinierte und zwar ganz dieselbe Bedeutung haben,
wie fir jedermann.
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Ganz anders, wenn ich z B. aus zwei komplenmentéren
Spektrallichtern Weif§ mische und dabei Sonmenlicht zum Ver-
gleich beniitze;: oder wenn ich weiBiverdiinntes Na-Gelb aus
Tl-Griin und Li-Rot mische (sogenannte Rayleighgleichung).
Die spektrale Zusammensetzung der beiden Felder ist in diesen
Fallen eine ganz verschiedene, wie vorstehende Fig. 1 u. 2
zeigen. Dennoch erscheinen sie, bei geeigneter Wahl der Inten-
sitdten, dem Auge vollig ununterscheidbar. Das Auge liBt
sich dabei durch kein Instrument ersetzen, so wenig, daB sogar
das Auge eines anderen Beobachters die Dosierung der Lichter
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“etwas — in abnormalen Fillen sogar wum vieles --- anders vor-
nimmt und jeder Streit, wessen Eingtellung besser oder richtiger
sei, vollig miiBig ist. Die beiden gleicherscheinenden Lichter
gind, an und fiir sich genommen, etwas durchaus verschiedenes,
sie haben nichts miteinander zu schaffen, als nur, daB sie
diesem Auge gleich erscheinen, das in seinem Farburteil in-
appellabel und durch kein anderes MeBinstrument kontrollier-
har oder ersetzbar ist.

Diege ausschlieBliche Beziehung auf das Auge des Beob-
achters findet fiir die drei westeren, oben aufgestellten kolori-
metrischen Prinztpe (Ungleichheit, groBte Ahnlichkeit bazw.
Kontradt) tmmer statt. Der Betrag, um welchen ich die In-
tensitiiteni zweier ubrigens ganz gleichbeschaffener Lichter ver-
schieden wihlen muf, damit das Auge den Unterschied eben
noch erkennen kann, liBt sich natiirlich durchaus nicht mit
einem anderen Mefinstrument bestimmen, als eben nur mit
dem Auge. Und ebensowenig liBt sich aus einer Farbreihe die
mit einer vorgegebenen Farbe idhnlichste objektiv auf rein
physikalischem Wege ohne Farburteil herausfinden.

Nach alledem konnte man nunmehr die besondere Eigenart
des Gebietes der Experimentalphysik, auf das wir unsere Auf-
merksamkeit richten, dahin kennzeichnen, daB es eigentlich
gar nicht der Physik angehort. Fs werden dabei nicht die ob-
jektiven Eigenschaften der Korperwelt, sondern die subjektiven
eines Sinnesorgans untersucht. Diese Ausdrucksweise ist klar
und verstdndlich, sie ist die allgemein iibliche und in gewissem
Sinne auch richtig. Trotzdem habe ich gegen sie einiges ein-
ruwenden.

Wenn man sagt, es handle gich bei den Farbuntersuchungen
nicht um die Erforschung von Eigenschaften und GesetzmiBig-
keiten in der uns umgebenden Koérperwelt, sondern um die
Erforschung der Wirkungsweise eines Sinnesorgans, so hat das_
leicht die Vorstellung im Gefolge, als komme dem unmittel-
baren Objekt der Untersuchung, den Farben, weniger objek-
tive Realitit zu, als anderen Objekten der Physik, wie Korpern,
Atomen, Lichtern, elektromagnetischen Feldern usw. Zum
mindesten erscheint als das reale Korrelat in der AuBenwelt
einzig und allein das Sinnesorgan in geiner anatomisch-physio-
logischen Beschaffenheit und Wirkungsweise. Aber mit ganz
demselben Recht kann man sagen, daf auch die ganze iibrige
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Physik gerichtet ist auf die Funktionen unserer Sinnesorgane
und die daran gekniipften zentripetalen und zentralen nervogen
Vorgiinge; ja alle Wissenschaften und Erkenntnisse erscheinen
dann letzten Endes untergeorinet der Anthropologie, die sic
alle umfafit.

Soleh schroffen Berkeleyismus mag man anhangen oder
nicht, jedenfalls halte ich es fiir unrichtig, ihn bloB auf einem
Teilgebiet unserer Erfahrung zur Geltung zu bringen und da-
durch Realilitdtsunterschiede aufzustellen, die nicht vorhanden
sind.  Sicher ist, daB die gesamte Physik aufgefaBt werden
kann als eine Einordnung ungerer sinnlichen Erfahrung in ein
System von Gedankenbildern, das ihren Ablauf richtig vorher-
zusehen gestattet. Dabei mag man es vorteilhaft finden, fiir
viele Zwecke von gewissen Merkmalen der Erfahrung abzu-
sehen, aber man darf nachher nicht glauben, da diese Merk-
male durch ungere Abstraktion an Realitdt eingebiiit haben,
daB die Korper, die uns umgeben, gewisse, uns bekannte Meyk-
male an und fiir sich besidfien. Klang und Iarbe aber nur
fiir uns.

Die dreidimensionale Mannigfaltigkeit der Warben, der
Tarbenraum, von dem hier viel die Rede sein wird, besitzt
meines Frachtens ganz dieselbe Realitit wie unser dreidimen-
sionaler Punktraum; er dart nicht als ein mathematischer
Bildraum aufgefaBt werden, wie etwa der Geschwindigkeits-
raum, in dem wir uns die Geschwindigkeitsverteilung unter den
Gasmolekiilen in der statistischen Mechanik versinnbildlichen.
Freilich, die Art, wie wir in ihm Koordinaten legen, ihn ein-
teilen und vermessen, ist eine kinstliche, mathematische Kon-
struktion, an die wir im allgemeinen nicht denken, wenn uns
Objekte dieses Raumes vor Augen treten; aber das trifft fir
den gewohnlichen Punktranm in ganz der gleichen Weise zu.

Unter den vier oben aufgestellten kolorimetrischen Ein-
‘stellprinzipien ist das erste, das der Gleichheit, weitaus das
einfachste. Es ist vorteilhaft, vorerst dieses Prinzip allein
zur Geltung zu bringen, d. h. die unter seiner ausschlieflichen
Verwendung zugiingliche Erfahrung zu sammeln und zu
gichten. Man erreicht so schon eine sehr weitgehende Orien-
tierung in der Farbenmannigfaltigkeit, zu deren Festlegung
wir nunmehr schreiten.
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Der Farbenmetrik 1. Teil: Niedere Farbenmetrik oder Affinitit
der Farbe.

§ 1. Begriff des Lichtes und der Farbe.

Kine Farbe tritt unter anderem dann auf, wenn das Auge
von Licht getroffen wird. Da dies die normale Entstehungsart
der Farben ist und die einzige, welche sich sehr genau quanti-
tativ verfolgen 14Bt, machen wir hier von ihr ausschlieflichen
(vebrauch.

Unter einem bestimmten Licht verstehen wir ein Strahlungs-
feld, das in der Umgebung eines bestimmten Raumpunktes
fiir die (Winkel-)Umgebung einer bestimmten durch diesen
Punkt gehenden Richtung bestimmte Eigenschaften hat. Es
soll ndmlich durch ein senkrecht zu dieser Richtung gelegtes
Flachenelement in den Richtungen eines die vorgegebene
Richtung enthaltenden Raumwinkelelementes pro Flichen-,
Zeit- und Raumwinkeleinheit die Energiemenge :

flA)da
in der Form von Wellen nit Léngen zwischen 4 und 4 - 4 4

hindurchtreten. f(4) ist eine Funktion von A im sichtbaren
Spektralgebiet. Nach dieser Definition ist also

fAydidomdaedl

eine Knergiemenge (d o Winkelelement, d ¢ Flichenelement,
dt Zeitelement). Und ein bestimmtes Licht ist durch Angabe
einer Wellenlangenfunktion f (1) zwischen etwa 1 = 400 und
A = 800 pu gegeben.

Wenn wir sagen, wir bieten dieses Licht dem Auge dar,
xo meinen wir damit, daf wir das Auge so an die Stelle unseres
Flachenelementes bringen, dafi die herauvsgegriffene Richtung
in einer nahen Ymgebung der Stelle deutlichsten Sehens (auf
dem gelben Fleck) abgebildet wird. Dabei setzen wir voraus,
daB f (1) im Bereich der Pupille nicht merklich variiert, d. h.
daB die Pupille von emem Strahlenbiindel gleichformiger Be-
schaffenheit voll ausgefiillt wird. Im Gegensatz dazu wird,
sobald wir verschiedene Liichter auf angrenzenden Feldern ver-
gleichen, f (1) in seiner Abhingigkeit von der Richfung sprung-
haft variieren fiir em ebenes Biischel von Richtungen — ent-
sprechend einer scharfen, geraden Trennungslinie zwischen den
beiden Feldern.
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Die Mannigfaltigkeit der Lichter ist von hoherer Mdchiig-
keit als das Kontinuum, nimlich von der des Funktionen-
raumes; also von nicht angebbarer Dimensionenzahl. Es wire
von vornherein moglich, daB dies auch fir die Mannigfaltigkeit
der Farbqualititen zutrifft oder daB letztere mindestens von
einer sehr hohen Dimensionenzahl wire; wie es bei der Mannig-
faltigkeit der zusammengesetzten Klinge der Fall i.t, da das
Ohr bis zu einem gewissen Grade als harmonischer Analysator
wirkt. Hier ist das nicht der Fall. Vielmehr ordnen sich die
Lichter nach dem Prinzip des Gleichaussehens auf angrenzen-
den Feldern in groBe Gruppen — jede selbst von der Machtig-
keit des Funktionenraumes — und die Mannigfaltigkeit dieser
Gruppen gleichaussehender Lichter ist fiir “farbentiichtige.Per-
gsonen von der Dimensionszahl drei — der hochsten je beob-
achteten. Diese Dimensionstatsache ist die Grundtatsache der
niederen Farbenmetrik, ihre Ableitung aus der Hrfahrung wird
‘ung noch niher beschittigen.

Das bisher dem Sprachgebrauch entnommene, ohne nihere
Definition beniitzte Wort Farbe erliutern wir nun dahin, daf
wir fiir quantitative Zweeke eine solche Gruppe glerchaussehen-
der Lichter als eine Farbe bezeichnen wollen. Wir entfernen
ung damit ein wenig von dem gewdhnlichen Sprachgebrauch
und zwar insofern, als Lichter gleicher Farbe (nach wunserer
Terminologie) unter verschiedenen Umstanden sehr verschie-
dene Eindriicke auf das Auge hervorbringen konnen, so dafl
sie zuweilen sogar mit verschiedenen Farbnamen belegt werden.
So kann von zwei Lichtern, die auf angrenzenden Feldern un-
unterscheidbar wiren, das eine, das fur sich allein, etwa i
Rahmen eines schwarzen Grundes, gesehen wird, goldgelb, das
andere, das als Korperfarbe neben anderen, relativ lichtstiarkeren
Korperfarben auftritt, braun erscheinen. Ebengo sieht bei dem
hekannten Versuch der ,farbigen Schatten das von einer
weien Fliche zuriickgeworfene Tageslicht im ,,Schatten der
Kerze'* das eine Mal (wenn die Kerze brennt) blau, das andere
Mal (wenn die Kerze geloscht ist) grau aus.!)

Aber in keinem Falle hingt das- verschiedene Aussehen
irgend von der etwa verschiedenen physikalischen Zusammen-

L
1y Vel. z. B. H. v. Helmholtz, Handb, d. physiol. Optik.
3. Aufl. 2. 8. 230f. 1911.



Grundlinien einer Theorie der Farbenmetrik im Tagessehen. 411

setzung ab, es findet sich, wie im letzterwihnten Fall, auch ber
vollig identischen Lichtern; unter welchen Begleitumstinden
auch immer ein Licht dem Auge dargeboten werden mag, stets
hewahrt sich die oben gegebene Definition in dem Punkte,
daB der Austausch gegen ein anderes zusammengesetztes,
gleichfirbiges unbemerkt bleibt.

§ 2. Addition von Liohtern und Farben.

Unter Mischung oder Addition von Lichtern Yerstehen wir
die Superposition der betreffenden Strahlenbiindel. Sind f (1)
und g (A) die Wellenfunktionen zweier Lichter, so lautet die
ihrer Migschung oder Summe

f&) 9@

Als weitere grundlegende Erfahrungstatsuche verzeichnen
wir nun die, da man unzweideutig, wie von einer Mischung
oder Addition von Lichtern, so auch von einer Mischung oder
Addition von Farben sprechen kann. Von vornherein, ohne
Hinzutreten einer bestimmten Erfahrung, ist diese Operation
unendlich vieldeutig, weil man von jeder der zu mischenden
Farben irgendeinen ihrer unendlich vielen Reprisentanten aus-
withlen und zur Mischung verwenden kann. Es wire von vorn-
herein moglich, daB die resultierenden Lichter durchaus nicht
alle gleith, sondern mindestens teilweise verschieden aussehen.
Die blofie Angabe der gemischten Farben wirde dann nicht
hinreichen, um die Mischfarbe eindeutig zu bestimmen. Die
Erfabrung lehrt aber, wie gesagt, daf das micht der Fall ist.
Die resultierenden Lichter sehen alle gleich aus, zur Bestimmung
der Farbe des Migchlichts gentigt die Bestimmung der Kontrahen-
ten hingichtlich ihrer Farbe oder wie Grass mann?) es ausdriickt:

Gleichaussehende Lichter gemascht ergeben gletchaussehende
Lichter (8. Satz von Grassmann). Man kann auch sagen:
Die oben festgestellte unbedingte und vollige Aquivalenz der
Lichter, die wir als gleschfdrbig definiert haben. bleibt auch in
Mischungen erhalten. _

Diese Tatsache — und nur sic - erlaubt uns, bei sehr
vielen Uberlegungen von der genauen Beschaffenheit des
Lichtes, durch das wir eine Farbe erzeugen, ganz abzusehen

1) H. Grassmann, Pogg. Ann, 88, S.69, 1853 (Ges. Abh,,
Leipz g, Teubner, 1902, Bd, II, 2, 8. 161{f.); Anhang zu W. Preyers
Elementen der reinen Empfindungslebre, Jena. Hermaun Dufft, 1877
(Gee. Abh., Bd.II, 2. 8. 213ff.).
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und statt mit lichtern, d. h. mit Wellenlingenfunktionen,
direkt mit Farben zu operieren. Als Symbol fiir eine Farbe
tithren wir immer einen grofien lateinischen Buchstaben 4, B,
L.M ... ein, und als Svmbol fir die Mischung dag Zeichen +:
A+ B, A4+ B+ L+ M,
Um anzuzeigen, daB zwei Farben gleichaussehen, beniitzen
wir das Zeichen =. Wenn etwa die Farbe L, zu der wir auf
irgendeinem &nderen Wege gelangt sind, sich als die Misch-
farbe von A und B herausstellt, so schreihen wir das symbolisch
L=4+Bb.
‘DaB das Gleichheitszeichen im Verlauf derselben Rechnung -
in doppelter Bedeutung auftreten wird, einmal im gewGhn-
lichen algebralschen Sinn, einmal in Farbengleichungen, wird
— wenn wir lateinische Majuskeln konsequent nur als Farb-
symbole beniitzen — ebensowenig zu Verwechslingen fiihren,
wic der niamliche Sachverhalt in der Vektor- und Tensor-
rechnung ; die Analogie wird sich iibrigens als eine vollkommene
herausstellen, da jede Farbgleichung eines Farbentiichtigen drej
“algebraischen Gleichungen entspricht.

DaB die bekannten kommutativen und assoziativen Ge-
setze fiir unsere Farbenaddition gelten, ist selbstversténdlich
und bildet keine neue HKrfahrungstatsache, weil sie ja auf dem
Weg iiber die gewohnliche algebraische Addition der Wellen-
lingenfunktionen definiert wurde.

Wenn man fiir eine Kategorie von Gegenstinden die.
Addition definiert hat, liegt es nahe, nach der Méglichkeit der
Subtraktion zu fragen. Lifit sich immer eie Farhe X finden,
die, zu A addiert, B ergibt?

A+ X =B.
Diese Farbe winde zu bezeichnen sein als
X=B— 4.

¥in solches X ist nicht immer auffindbar, die Subtraktion st
nichi in allen Fillen maglich, wie wir an folgendem, etwas voraus-
greifenden Beispiel erliutern.

Als Spektrallicht bezeichnen wir ein Licht, dessen f () nur
in einem sehr kleinen A-Bereich von Null verschieden ist, und
die, betreffende Farbe als Spektralfarbe. Die meisten Spektral-
farben (von etwa A = 475 bis 2 = 630) sind nun dadurch aus-
gezeichnet, daB sie sich tiberhaupt nur auf diese eine Art her-
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stellen lassen — die Lichtergruppe umfafit nur das eine Licht —.
wenn man davon absieht, daB bei geniligend klein gewihMem
A-Bereich die Verteilung der Energie innerhalb dieses Bereiches
willkiirlich ist, weil hinreichend benachbaite Wellenlingen sich
in threr Wirkung auf das Auge nicht unterscheiden. Eg gibt
wohl Mischlichter vom gleichen Farbton, sie erscheinen aber
gegen das Spektrallicht immer etwas weiBlich (weniger ge-
sittigt).

Nehmen wir nun zwei solche Spektralfmbm) her, etwa
S, und S, und vellangen

X = Sy,

so ist diese Forderung nativlich unerfillbar, weil die links
unter allen Umsténden enthaltene Wellenlinge A’ nicht vor-
kommen darf in einem Licht, das dle rechte Spektralfarbe dar-
stellen soll.

In anderen Fallen ist die Subtraktion méglich, z. B. immer
als Umkehrung einer wirklich ausgefiibrten Addition. Auf
diese Fille beschrinken wir vorlaufig das Zeichen — (Minus).
Wir divfen dann in jeder als richtig bekannten Farbgleichung
ein auf der einen Seite wirklich vorhandenes Glied unter
Zeichenumkehr auf die andere Seite werfen. Nur miissen wir
uns jetzt noch fragen, ob die Umkehrung der Addition, die
in diesem Falle sicherlich mdglich, auch immer eindeutig ist.
Schretben wir 7z, B. fiir

4 +-0=8HB
auch
4=8B~-C

und lesen das: A ist diejenige Farbe, die ich mit ¢ mischen
mufl, um B zu erhalten, so hat das nur einen Sinn, wenn 4 auf
diese Weise bei gegebenem B.und C auch eindeutig festgelegt
ist. Hs handelt sich also darum, obvon dem obigen Grass mann-
schen Erfahrungssatz auch die Umkehrung gilt:

Nur gleichaussehende Lichter ergeben gemischt mit gleich-
aussehenden Lichtern, wieder gleichaussehende Lichter. Oder:
aus der respektiven Gleichheit von % — 1-Summanden und
der Summe kann man auf die Gleichheit des n*" Summanden
gchlieBen.

Dariiber ist zu sagen, daff diex — erfahrungsgemifl — in
der Tat der Fall ist, soweit nicht die Endlichkeit der Unter-

Anpalen der Physik. 1V. Folge. 63. 28
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schiedsschwellen, die den Gegenstand des zweiten Teiles dieser
Abkandlung bilden wird, merklich ing Spiel kommt. Ist 4
eine gegen B sehr lichtschwache Farbe, so werden B und C
sich nur wenig unterscheiden. Dann kann eine kleine Abiéinde-
rung von A, die aber an dieser Farbe selbst doch schon sehr
deutlich bemerkt wird, in der Summe 4 4 C unbemerkt
bleiben. Diege Unsicherheit in der Definition von A4 als Diffe-
renz ist vollig analog der expenmentellen Unsicherheit, die
auftritt, wenn man belsplelqwexse einen kleineren Winkel, sagen
wir die Dispersion einer Glassorte, als Differenz zweier groBer
Winkel, diesfalls der Ablenkungswinkel, bestimmt. Niemand
wird aus diesem Grunde der Subtraktion von Winkeln die
Eindeutigkeit absprechen wollen. Und so diirfen wir wohl
auch hier behaupten, daf die Differenzbildung von Farben,
wenn iiberhaupt moglich, im Resultat eindeutig ist.

© Achten muB man darauf, daB mindestens auf der einen
Seite der Gleichung eine unmittelbar zu verwirklichende, nur
durch Summationen zugstandekommende Farbe steht] wotiir
auch die Null (0), als dem Fehlen alles Lichtes entsprechend,
zugelagsen werden darf. Sonst liBt sich die Realitit des Ge-
bildes nicht mehr garantieren. Ubrigens sind auch solche
Gleichungen als Zwischenprodukte bei Umformungen auns rein
‘algebraigch-formalen Grinden vollig unschédlich — lassen sich
aber, wenn man darauf Wert legt, stets vermeiden.

. Noch einen Punkt miissen wir zur Sprache bringen.- Weil3
man, daB eine Farbendifferenz 4 — B ausfiihrbar ist,
4—B=C,

so folgt daraus keineswegs, daBl irgend zwei Wellenlingenfunk-
tionen @, (1), @z (4), welche die Farbe A bzw. B darstellen, fiir
alle 2 eine nichtnegative Differenz ergeben

pa{t) > @r(4).

Wohl aber lifit sich schlieBen, daf es Reprisentanten von 4
und B g¢ibt, fiir welche das stattfindet. Denn C existiert, es gibt
also mindestens ein Licht ¢ (1), das die Farbe C darstellt.
Dann sind

o5 (A) + @c(A) und @y (2)

zwei Lichter von der gewiinschten Eigenschaft.
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§ 3. Multiplikation mit einer Zahl.

Der Begriff des gamzzahligen Vielfachen einer Farbe ergibt
sich unmittelbar durch wiederholte Ausfithrung der Addition

mA=A4A-+4-+4-+... 4 4.

Als Umkehrung dieser Operation ergibt sich der Begriff
des ganzzahligen Bruchleils einer Farbe. DaB die Division
immer aqusfiihrbar ist, ist klar. TUm

L4
n
zu finden, d. h. eine Farbe, die n-mal genommen,- 4 ergibt,

braucht man nur eines der Lichter herzunehmen, die 4 dar-
stellen. sagen wir @4 (4). und durch » zu dividieren

palh).

Nicht von vornherein klar ist die Eindeutigkest dexr Opera-
tion, d. h. daB es gleichgiiltig ist, welches Licht von der Farbe 4
man hernimmt, da8 man stets zu derselben Bruchfarbe gelangt.

Nehmen wir diese Eindeutigkeit fiir den Augenblick als
erwiesen an, so folgt durch Kombination der Multiplikation
und Division durch ganze Zahlen der Begriff des Produktes
einer Farbe mit einer rationalen Zahl:

m
— 4.
n

Und es folgt also, dafi eine Farbengleichung richtig bleibt,
wenn man sie mit einer rationalen Zahl multipliziert, ohne
neuerlichen Regreff an die Erfahrung — falls nicht etwa der
hinausgeschobene Beweis fiir die Eindeutigkeit der ganzzahligen
Division einen solchen RegreB notwendig machen sollte.

Die Auvsdehnung .auf beliebige nichtnegative Zahlen ist
eine Selbstverstindlichkeit, da wir von physikalischer Wirk-
lichkeit handeln, nicht ein Spiel mit mathematischen Symbolen
treiben. Wenn man aber will, kann man sich dabei auf den
zweiten der von Grass mann aufgesfellten Grundsiitze stiitzen,
dem ich die Form gebe:

Wenn ein Iiicht sich stetig 4ndert, indert gich geine Farbe
stetig (zweiter Satz von Grassmann).

28"
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Diese Form hat in unserer Nomenklatur den Vorzug, nicht
auf die Farbempfindung zu gehen, sondern auf quantitativ
fafbare Dinge. Deutlicher ausgefithrt heiBt unser Stetigkeits-
satz:

Wenn ¢ (1) und ¢ (A) + 0 ¢ (1) zwel wenig verschiedene
Lichter sind, und y () ein beliebiges mit ¢ (1) gleichaussehen-
des Licht, so gibt es unter den mit ¢ + 6 ¢ gleichaussehenden
Lichtern mindestens eines, y -+ 4 p, das von y nur wenig ver-
schieden ist. —

Wir haben somit den Begriff des Produktes
pd,

wo u eine beliebige nichtnegative Zahl ist, gewonnen und den
Satz:

Eine Farbengleichung bleibt richtig, wenn man sie mit
einer nichtnegativen Zahl multipliziert.

Die Giiltigkeit der assoziativen und distributiven Multipli-
kationsgiitze ~— ein kommutativer kommt nicht in Betracht —-
folgt wieder aus der Beziehung, in der unser Rechnen mit
Farben zu dem Rechnen mit Wellenlingenfunktionen steht.
Was ersteres von letzterem unterscheidet — zugleich der wahre
Kern aller Mischungssitze — ist immer nur die Feststellung
der Eindeutigkeit des Resultates, welches Licht immer
man zur Erzeugung der Farben, mit denen operiert wird,
beniitzen mag.

Nehmen wir nun die vorliufig zuriickgestellte Frage nach
der Eindeutigkeit der gamzzahligen Division wieder auf. Es
fragt sich, ob aus der Gleichheit der Multipla

mA=mB
auf die Gleichheit
A=B1B
geschlossen werden kann. Oder ist es etwa moglich, daB eine
Farbenungleichung
A4+ B

sich durch Multiplikation mit einer ganzen Zahl m in eine
Gleichung verwandle ?
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Geht man auf Lichter zuriick, so lautet die Frage: kénnen
zwei Lichter @ (4) und g (2), die nicht gleich aussehen, dadurch
gleich aussehend gemacht werden, daff man einfach die ob-
jektive Intensitit beider auf dag m-fache erhoht?

Was zundchst die Tatsachen anlangt, go liegen sie s0: in
der Netzhautmitte, soweit das zentrale Skotom des Didmme-
rungssehens reicht, kommt dergleichen nicht vor; da sind alle
Farbengleichungen von der absoluten Intensitit unabhingig.?)
Auf parazentralen und peripheren Teilen der Netzhaut, die
nns aber hier nicht beschiftigen, verwandeln gich Farben-
gleichungen bei Herabsetzung der Intensitdt in Ungleichungen.
Hier ist aber auch der Grassmanngche Satz vom Gleich-
aussehen der Mischungen gleichaussehender Konstituenten
nicht giiltig. Was ung hier aus prinzipiellen Griinden inter-
egsiert, ist, ob beide KErscheinungen logisch aneinander ge-
kniipft sind oder ob die zentrale Bestandigkeit der (leichungen
eine neue FKrfahrungstatsache neben dem Grass mannschen
satz bildet, die in den Grundlagen vermerkt werden muf.

Dieser letzteren Ansieht war E. Hering?), der deshalb
den Grass mannschen Sitzen noch diesen hinzugefiigt wissen
wollte, daB : :

,,gleichaussehende Lichter einander gleichbleiben, wenn
man die Intengitit eines jeden in demselben Verhidltniz ver-
mehrt oder vermindert’.

Auch ich habe mich vergebens bemiiht, ganz ohne neuer-
lichen Regreff an die Erfahrung auszukommen und halte es
fir unméglich. Doch wire es sicherlich auch nicht richtig,
den ganzen Multiplikationssatz in Bausch und Bogen als neue
unabhingige Erfahrungstatsache hinzustellen; da doch jeden-
falls die ganzzahlige Multiplikation logisch aus der Addition folgt.

Folgende Sechliisse lassen sich ziehen. Gibt es fiir einen

v . 1 . )
Wert von n verschiedene Bruchfarben = 4, sagen wir
n

nd,=nd = A.
4, F 4,

1) Vgi. W, Nagei, Handbuch der Physiologie des Menschen.
Braunschweig, Vieweg, 1904, Bd. III, 1. 8. 181; Zeitschrift f.
Psychol. u. Physiol, d. Sinnesorgane 28. S. 162.

2) E. Hering, Lotos N. F, VII. 8 242f.
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so kann weder
n— 1) d,= (n — 1) 4,
noé¢h *
(n-+14,=®-+1)4,,

weil aus jeder. dieser Gleichungen mit dem ersten Teil der
Annahme (wegen der Eindeutigkeit der Subtraktion, die hier
gicher ausfithrbar ist) folgen wiirde

Ay=d,'.

was dem zweiten Teil der Annahme widerspricht. Ebenso
1aB¢% sich schlieflen
n A4, =2n A,

aber
@n —1D 4, £@n— 1) 4,
@n +1)A4,F+02n +1)4,

usf. fiir beliebige Multipla von n.

Umnm diese Folgerung mit der Erfahrung im Widerspruch.,
die Annahme somit als widerlegt und die Eindeutigkeit ge-
sichert zu finden, geniigt es, als Erfahrungssatz zu postulieren:

Es gibt nicht zwei Lichter, die bei gleichm#B8iger Erhohung
der Intensitat in periodischem Wechsel gleich und wieder un-
gleich werden.

§ 4. Die Dimensionstatsache.

Zum Aufbau der affinen Geometrie der Farbenmannig-
faltigkeit fehlt uns jetzt nur noch emn Stiick, die Dimensions-
tatsache, die wir oben nur beiliufig erwihnt haben, ohne
bisher ihre Wurzel in der Erfahrung aufzuzeigen und ohne
von der Tatsache selbst bisher Gebrauch zu machen. Wir
setzen gie mit Abgicht an die letzte Stelle, weil alle bisher
beniitzten Erfahrungstatsachen, daher auch alle bisher abge-
leiteten Folgerungen nicht blof fiir einen normalen, farben-
tiichtigen Beobachter, sondern ganz ebenso fiir einen partiell
und fiir einen total Farbenblinden Giltigkeit haben. Der Unter-
schied liegt nur in der Dimension der Farbenmannigfaltigkeit.

Wenn eine Anzahl Farben (n) gegeben sind

A.B.C ...
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so kann es sein, daB zwischen diesen eine lineare Beziehung
besteht

(1) ¢Ad+BB+yC+...=0,

(wobei selbstversténdlich immer vorausgesetzt wird, daB nicht
alle die Groflen a, B, y...=0 sind). Das Bestehen einer
solchen Beziehung bedeutet, daB sich aus gewissen Multiphis
des einen Teils der n-Farben (derjenigen, die in der Gleichung
positive Koeffizienten haben) eine Farbe ermischen li8t, die
auch aus gewissen Multiplis der iibrigen (derjeniyen mit nega-
tiven Koeffizienten) ermischbar ist.

Es kann aber auch sein, daB keine solche Beziehung be-
steht. Im ersten Fall nennen wir die n-Farben linear abhiingig,
im zweiten linear unabhingig.

Die Dimensionstatsache lautet nun

A. Fir Farbentiichtige (Trichromaten):

Es qibt linear unabhdngige Farbentripel. Vier Farben sund
stets linear abhdngiqg.

B. Fir partiell Farbenblinde (Dichromaten):

Es gibt linear unabhingige Farbenpaar>, Drei Farben sind
stets linear abhdngig.

C. Fiir total Farbenblinde (Monochromaten):

Je zwei Farben sind linear abhingig.

Diese Aussagen bedeuten nichts andeves, als daf die
Farbenmannigfaltigkeit fiw diese Personen drei bzw. zwei bzw.
eine Dimension hat. In der Tat, betrachten wir den kom-
pliziertesten Fall des Trichromaten. Fassen wir ein solcher
linear unabhingiges Farbentripel ins Auge

4, B, C,

voun denen also nach Annahme keine aus den beiden anderen
misehbar sein goll; sei F' eine beliebige Farbe, so gibt es eine
Farbengleichung

) © ad+BB4yC+LF =0,

worin sicher (=40, weil 4, B, C sonst nicht nnabhingig
wiren. Man kann also noch F aufldsen:

3 F=uxd-+-z, B+ (.
g

.r — a » 4
a —--—T, .'Ls-——-‘-". x

==L
1 : 3 z
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Zu jedem [ gehort ein and nur ein Wertetripel (x, y,
z4), mur eines, weil sonst durch Subtraktion eine Relation
zwischen 4, B, C allein entstiinde. Das Umgekehrte gilt zwar
nicht allgemein, aber jedenfalls gehort zu allen positiven Tripeln
(z,, %5 x,) eine und nur eine Farbe F. Die Farben F bilden
also eine Mannigfaltigkeit von nicht mehr und nicht weniger
als drei Dimensionen, ,

Die Form, in der wir die Dimensionstatsache eingefiihrt
haben, ist zwar theoretisch die einfachste, aber es gehﬁ nicht
an, sie in difser Form als ein unmittelbares Produkt der Er-
fahrung hinzustellen. Denn man kann nie sicher gein, ob man
wirklich alle Farbenquadrupel durchprobiert hat, und ob sich
unter ihnen nicht doch vielleicht noch ein linear unabhingiges
vorfindet.

Grass mann verwendet an Stelle unseres Dimensionssatzes
(fir Trichromaten) den Satz:

Zu jedem Licht laBit sich ein gleichaussehendes herstellen
durch Mischung von Weifl mit einer reinen Spektralfarbe oder
mit einem bestimmten Purpurgemisch (d. i. einer Migchung
der Endfarben des Spektrums). [1. Satz von Grassmann.|

Da die Reihe der Spektralfarben und der Purpurgemische,
eingchlieBlich der Intensitétsvariation eine zweidimensionale, die
verschiedenen Intensititen des Weill eine eindimensionale
Mannigtaltigkeit bilden, so ergibt sich durch- Kombination in
der Tat eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit.

Aber auch diese Grassmannsche Form beansprucht
weines Frachtens noch eine zu breite induktive Basis, breiter
als notig, um die Dimensionstatsache zu sichern. Denn eg sieht
so aus, als mifite man wirklich alle Lichter durchprobiert
haben, um sicher zu sein, daff es nicht doch Gemische gibt, die
auf die genannte Art nicht darstellbar sind.

Dagegen 1afit sich der Beweis fiir die Dreidimensionalitat
auf folgende Weise systematisch erbringen. Man mustert zu-
nichst die Reihe der Spekiralfarben und erkennt, daB im all-
gemeinen (nimlich abgesehen von den monochromatischen
, Endstrecken’, wovon gpiiter) je zwei von ihnen sgich durch
mehr als bloB durch die Intensitit unterscheiden. Der Ver-
such, zwel von ihnen durch Anderung der objektiven Intensitit
gleichzumachen, miBlingt. Paare von Spektralfarben sind i. a.
linear umabhdngig.
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Nun betrachtet man die bwndren Mischungen von Spektral-
jurben und findet, daff man da im allgemenen (wenn die ge-
mischten Wellenlingen nicht auf einer der dichromatischen

Ziwischengtrecken liegen, wovon bl)dt(‘l) Neues erhilt, und
zwar die weillichen Abwandlungen der reinen Farben und die
Purpurténe in allen ihren weillichen Abwandlungen.  Sie
konnen nicht einer einzelnen Spektralfarbe durch blofle ob-
jektive Intensititsinderung gleichgemacht werden. Tripel von
Spektralfarben sind 1. a. linear wnabhdngiy.

Die Mannigfaltigkeit ist also sicher mindestens von der
Dimensionszahl drei.

Daf sie hichstens von der Dimensionszahl vier ist, erkennt,
man, wenn man jetzt die ferndren Mischungen von Spektral-
farber untersucht und findet, dafl wie nichts Neues mehr liefern,
sondern jede von ihnen ein binircs Aquivalent besitzt. Fiir
Mischungen von vier und mehr Spektralfarben braucht man
nicht mehr experimentell zu priifen, man kann immer drei von
ihnen durch zwei ersetzen, bis schlieBlich ein bindres Aqui-
valent dbrig bleibt. Da nun aber jedeg Licht it gentgender
Anniherung als Mischung von » veinen Spektrallichtern ange-
<ehen werden kann, o folgt:

Die reinen Spektralfarben und die bindren Gemaische er-
schipfen die Mumnigfaltigkeit der I'arben vollstindig.

Nun ist aber dic Mannigfaltigkeit der bindren Gemische von
der Dimensionszahl 4, und dasselbe wirde von der Mannigfaltig-
keit der Farben gelten, wenn nicht jede von ihnen auf oo! Arten
als Mischung ans zwei Spektrvalfarben entstinde, wie z. B. das
Weifl als Mischung von oo!-Kowplementiriarbenpaaren, Um
swischen den Zahlen 8 und 4 zu dirimieren, kann man jetst.
nachdem die zu nntersuchende Menge nicht mehr ,,alle Lichter®,
sondern die hindren Gemische sind, anf den Grassmannschen
ttedanken zuriickgreifen und zeigen, dafl sie den weiBiverdiinnten
Spektralfarben und Iurpurgemischen gleich sind, womit die
Iimengionszahl 8 dann endgiiltig sichergestellt ist.

Ahnlich, nur weit einfacher, ist das Verfahren fiir l)lchro
waten und Monochromaten. Fiir erstere fithren schon die
bingren Mischungen auf nichts Neues. Die Spektralfarben, von
denen i. a. je zwei noch linear unabhingig (farbverschieden) sind,
erschopfen die Mannigfaltigkeit aller Farben, die Dimensions-
zahl it also zwei., Beim Monochromaten lagsen sich schon je
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zwei Spektralfarbe, daher auch beliebige Mischungen, durch
bloBe Intensitdtsinderung gleichmachen. Es gibt nicht einmal
linear unabhingige Farbenpaare, die Dimensionszahl ist 1.

§ 5. Die Abbildung auf ein Vektorbiischel.

Damit sind die allgsmeinen Gesetze der Lichtmischuny
oder, wie wir es genannt haben, der niederen Farbenmetrik,
erledigt, soweit nur jede der drei Arten von Farbsystemen, die
wir unterschieden haben, fiir sich allein in Betracht gezogen
wird. Eine wichtige Erginzung von ebenfalls sehr allgeméiner
Art, wird allerdings die Beziehung zwischen den dichro
matischen und den trichromatischen Farbensystemen bilden.
von der weiter unten die Rede sein wird.

Alles bisher Gesagte liBt sich kurz dahin zusammenfassen:
daB es sich bei den Farben um eine Mannigfaltigkeit von Dingen
handelt, fiir welche die Gleichheit, die Addition, dann unter
Einschrinkungen die Subtraktion, ferner die Multiplikation mit
einer nichtnegativen Zahl in eindeutiger Weise definiert gind:
daB fiir diese Operationen die assoziativen, kommutativen usw.
Gesetze in der gewohnlichen Weise gelten; daf die Mannig-
faltigkeit (im normalen Fall, den wir zunichst immer im Auge
haben) von der Dimensiongzahl drei ist; welches alles einzig
durch das unmittelbar abgegebene Gleichheitsurteil tiber an-
grenzende Farbfelder mit der Erfahrung zusammenhiangt und
darin verankert ist.

Vergleicht man nun diese von den Farben erfahrungs-
gemdf geltenden Gesetze mit den Aztomen, die man aufstellen
muB fiir die von einem Punkt aus gezogenen Vektorew, um die
offine Geometrie eines solchen Vekiorbiischels zu begriindent):
so findet man vollige Ubereinstimmung. Die Mannigfaltigkeit.
der Farben oder der Farbenraum, wie wir sagen wollen, ist also
ein dreidimensionales Gebilde mit — vom Standpunkte der
Gleichheitsbeziehung — lediglich affiner Struktur. Alle
speziellen Beziehungen in dem minder anschaulichen Farben-
gebiet kann man sich dadurch in ausgezoichneter Weige an-
schaulich machen, dafl man es auf ein riumliches Vektorbiischel
in ein-eindeutiger Weise abgebildet denkt, derart, dafl jeder

1) Vgl. etwa H Weyl. Raum.Zeit-Materie. Berlin. Springer,
1918, 8. 15,
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Karbe ein Vektor und jedemi Vektor sicherlich nicht mehr als
eine Farbe entspricht. Nur darf man dabei nicht vergessen —
was schon Grassmann hervorhebt —, daB die abgebildeten
GGebiete sich nur durch ihre unmittelbare Anschaulichkeit,
nicht durch primitive Realitdt unterscheiden; daB dem Farben-
raum sein Dagein wie seine affine Struktur auf Grund des
Gleichheitsurteils sozusagen an und fir sich zukommt, gany
ohne Beziehung auf den Vektoren- bzw. Punktraum, der zn
seiner Veranschaulichung dient. FEs birgt sogar diese Ver-
angchaulichung, so bequem, ja unentbehrlich sie ist, auf der
anderen Seité auch eine gewisse Gefahr; wir miissen uns sehr
in acht nehmen, daB wir von dem Punktraum, den wir als einen
nicht bloB affinen, sondern als einen metrischen, und zwar
euklidischen zu denken so sehr gewohnt sind, ausschlieBlich
die affinen Beziehungen auf den Farbenraum tibertragen, nicht
auch die metiischen, weleh letztere hier vollig bedeutungslos
sind, da der Farbenraum seine eigene, im zweiten Teil dieser
Arbeit zu entwickelnde Metrik besitzt.

s ist vielleicht nicht iiberfliissig zu erinnern: unter den
affinen Eigenschaften riumlicher Gebilde versteht man alle
jene, die ungeindert bleiben bei einer affinen ‘Transformation.
Gebilde, die durch eine solche Transformation ineinander iibe:-
gefilhrt werden konnen, spielen in der affinen Geometrie die-
selbe Rolle, wie kongruente Gebilde in der euklidischen Geo
metrie. Die allgemeine affine Gruppe tritt an die Stelle der
Gruppe der Bewegungen. In gewohnlichen rechtwinkligen.
iibrigens auch in beliebigen schiefwinkeligen Koordinaten,
driickt sich die allgemeinste affine Transformation aus als
ganze lineare (nichthomogene) Koordinatentransformation; da-
durch werden also jedem Punkt neue Koordinaten in dem wr-
gpriinglichen,; festgohaltenen Koordinatensystem zugewiesen.
wodurch er verschoben wird. Statt dessen kann man auch so
vorgehen, daf man die Koordinaten jedes Punktes zahlen-
miBig festhalt, aber als Koordinaten in einem neuen, und zwar
in einem beliebigen, beliebig gelegenen, schiefwinkeligen System
auffafit; wodurch ebenfalls die allgemeinste affine Transforma-
tion zustande kommt. Von Vektoren, statt von Punkten, ge-
sprochen kann 'man sagen: man faBt die alten Vektorkompo-
nenten als Komponenten bezogen auf ein beliebig abgegndertes
System von Grundvektoren auf.
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In dieser allgemeinsten Form enthilt die affine Trans-
formation auBer ihrem eigentlichen Kern — einer Deformation
— noch eine gewohnliche Bewegung (Translation 4 Drehung),
von welcher jedenfalls die Translation {(Verlegung des Ko-
ordinatenursprunges) fiir unsere Zwecke vollig bedeutungslos ist,
da wir es nur mit dem Biischel der Vektoren zu tun haben,
tlie von einem Punkt entgpringen, und dieser Punkt von vorn-
herein im Raum unbestimmt ist. Die Koordinatentransforma-
tion kann denmach in allen Fillen homogen genommen werden.
Wasg iibrig bleibt ist dann, aufler einer Drehung, eine sogenannte
lineare Deformation, d. i. drei gleichférmige Verzerrungen (MaB-
stab#anderungen) in drei zueinander senkrechten Richtungen
(natiirlich, auch hei Beniitzung rechtwinkliger Koordinaten, im
allgemeinen nicht den Koordinatenrichtungen).  Nur solche
Eigenschaften der Figuren, die bev einer derartigen Verzerrung
unberiihrt bleiben, sind affin und kaben Bedeutung fiir den
Farbenraum. Am wichtigsten fiiv ung ist, daf dabei Gerade
in Gerade, Bbenen in Ebenen tbergefihrt werden — wie
denn iberhaupt. wegen der Linearitdt, die Ordnungszahl
einer TFliche oder Kurve ungeéindert bleibt. Kollinearitat
und Komplangritit von Punkten, ferner Komplanaritit
von Geraden bleibt also unberithrt. Daher kann auch eine
Kurve durch die Transformation keinen Wendepunkt be-
kommen nnd — was uns besonders interessieren wird — ein
Kegel keine Wendegeneratrix. — Zum spéteren Gebrauch (fir
die Theorie der Dichromasie im § 10) merken wir noch an,
daB auch der Parallelismus von Geraden und Ebenen eine
affin-invariante Rigenschaft ist. — Ubrigens ist der ganze
Sachverhalt dem Physiker aus den Elementen der Elastizitits-
theorie und Hydrodynamik wobhlbekannt und vertraut, wenn
es sich auch dort um unendlich kleine, hier dagegen um ganz
heliebige endliche Deformationen handelt.

In einem Punkt, den wir bisher unbeachtet gelassen haben,
weichen nun allerdings die Gesetze der Farbenmischung ab von
den Axionen der affinen Geometrie: eg ist dieg die beschrinkte
Ausfithrbarkeit der Subtraktion und die damit zusammen-
hingende Bedeutungslosigkeit der negativen Farbe (— 4),
sowie iiberhaupt der Multiplikation mit negativen Zahlen. Die
Abbildung des Farbenraunies auf das Vektorbiischel 18t sich
dem ungeachtet vollstindig durchfithren.  Nur lifit sich
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schliefien, daB von der ganzen Vektorgesamtheit dabei hochstens
die Halfte der Vektoren Verwendung findet, d. h. wirklich einer
Farbe entspricht (in Wahrheit noch weniger als die Halfte,
wie wir sehen werden). Denn von jedem Vektor, der einer Farbe:
entspricht, bleibt der entgegengesetzte jedenfalls unbeniitzt.
weil es keine zwei Lichter, daher auch keine zwei Farben gibt,
die superponiert Dunkelheit ergeben. Also nicht das ganze
Biischel vom Offnungswinkel 47 entspricht den Farben, sondern
em irgendwie begrenzter Kegel von einer Gesamtoffnung
kleiner als 2z (der genaue Wert des Offnungswinkels hat
tibrigens keine affingeometrische Bedeutung). Eben daraus er-
klart sich nun aber auch die nicht allgemeine Ausfithrbarkeit
der Subtraktion. Sobald ndmlich die Vektordifterenz der dar-
stellenden Vektoren, die sich geometrisch natirlich imme
bilden liBt, auf einen Vektor fithrt, der nicht dem reellen
Farbenkegel angehort, existiert keine Iarbe, dm der Fordernng
geniigt.

Mit der Feststellung dieses allgemeinen Sachverhaltes -
der IFFarbenraum hat vom Standpunkte des Gleichheitsurteils
die Struktur eines lediglich affin betrachteten Vektorenkegels
vom Offnungswinkel kleiner als 27t — wmit der Feststelluny
dieses - Sachverhaltes ist - der grundlegende und meines Fi-
achtens wichtioste Teil der niederen Farbenmetrik vollendet.
Wie man sieht, brauchte m diesem Teil von so schwierigen
Begriffen wie Definition des Weifl, Sattigung, Weiigehalt.
fairbende Kraft, Komplementérfarben u. d. gar nicht die Rede
zu sein. Was noch hinzuzufiigen ist, besteht eigentlich nur in
der Aufsuchung der Farbvektoren, die gewissen durch ihre
einfache Zusammensetzung ausgezelchneten Lichtern  ent-
sprechen (d. i. insbesondere den Spektrallichtern), und in der
Feststellung ihver affingeometrischen Beziehungen zueinander.
Dabei ergibt sich mit einem Behlag die Art der Begrenwzung
des Spektralkegels, wie sie affingeometrisch beschaffen ist und
von welchen Farben sie gebildet wird. Hierzu werden wir uns
einer Koordinatendarstellung der Farben bedienen, die vollig
der Koordinatendarstellung von Vektoren entspricht; so ein-
fach und durchsichtig sich wegen dieser volligen Analogie alle
Rechnungen gestalten, ‘so wird die Auseinandersetzung der
farbentheoretischen Bedeutung aller Operationen, insbesondere
der Koordinatentransformation, doch emigen Raum bean-
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spruchen, Sodann wird uny die durch einen einzigen inhalts-
reichen Erfahrunggsatz — Anerkennung aller trichromatischen
Farbengleichungen, durch den Dichromaten — gesetzte Be-
ziehung zwischen dichromatischen und trichromatischen Sy-
stemen beschiftigen, die zur Auszeichnung gewisser (irreeller)
Farbvektoren als den Grundempfindungen entsprechend fiihrt.
Endlich werden wir noch, wegen ihrer weiten Verbreitung,
die praktisch einfachere, theoretisch aber etwas kompliziertere
Darstellung der Farben in der Farbenebene aus ungerer ridum-
lichen Darstellung ableiten, um dann im zweiten Teil zur
hoheréen Farbenmetrik iiberzugehen.

(Eingegangen im Mirz 1920.)





