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1. Eine neue Brweiterung der Rclatiaitatstheorie; 
uon H. W e y l .  

Kap. I. Qeometrische Grundlage. 

Urn den physikalischen Zustand der Welt an 
einer Weltstelle durch Zahlen charakterisiereii zu konnen, mu13 
1. die Umgebung dieser Stelle aaf Ihordinate?z, bezogen sein 
und miissen 2. gewisse Mafieinheiten fest,gelegt werden. Die 
bisherige E i n s  teinsche Relativitatstheorie bezieht sich nur 
auf den ersten Punlit, die T;li'illkiirlichkeit des Koordina ten- 
systems; doch gilt es, eine ebenso prinzipielle Stellungnahme 
zu dern zwei ten Punkt, der Willkurlichlieit~ der MaBeinheiten, 
zii gewinnen. 

Die Welt ist ein vierdimensiona,les Konbinuum und lii13t 
sich dcshalb auf vier Koordinaten xo x1 x2 x3 beziehen. Der 
Gbergang zu einem tinderen Koordimtrnsystem Ti wird (lurch 
stet.ige Traiisforniatioiisforineln 

vermittelt. An sich ist unter d m  verscliiedenen rniiglichen 
Koordinateiisystemen keines a,usgezeichne t. Die Relativ- 
koordinaten d x i  eines zu dem Punkte P = (xi) unendlich 
bcnachbarten P'= (x i  + asi) sind die Komponenten der in- 
f initesimalen Verschiebung P P' (einrs ,,Linienelementes" in 
P). Sie transformieren sich beim Ubergang (1) en eiiiem anderen 
Koordinatensystem Zi 1inea.r : 

Einleitung. 

Davon sol1 im folgenden die Rede sein. 

(1) I r , . = f , ( i + o f l Z , . 2 : 3 )  (i = o ,  1; 2,  3) 

+ - 

(2) d x i  = Xak; df,; 
k 

ak; sind die Werte der Ableitangen a f i / a Z k  im Punktc P. 
I n  der gleichen Weise transformieren sich die Komponenten 
irgencleines Vektors in P. Mit @inem die Umgebung von P 
bedeckenden Eioordinatensystem ist ein ,,Achsenlxeuz" in P 
verkniipft, bestehend aus den ,,Einheit.svektoren" ei niit den 
Iiomponenten &", ai l ,  Biz ,  d i 3 :  

a i k  = 1 O ( i 7  k) 
l ( i  = k) ' 

Annsleo der Physik. IV. Folge. 59. 8 
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Eben auf dioses Achseakreuz muS man sich stutzen, um nicht- 
skalare GroBen durch Zahlen charakterisieren zu konnen. 
Zwischen den Einheitsvektoren e,, ii zweier Koordinaten- 
systeme in P bestehen die zu (2) ,,kont,ragredienten" linearen 
Transformationsformeln 

ei I X u t e , .  
In  der speziellen Relativitatstheorie sind die a: Konstante 
(unabhangig vom Orb) ,  weil die Ubergangsfunktionen f i  in (1) 
dort stet,s linear sind; nicht so in der allgemeinen Relat.ivit,ats- 
theorie. 

Urn die Abhangigkeit der MaDzahl von der MaBeinheit 
klarzulegen, helten wir uns an das geometrische Beispiel der 
Strecke. Riemannl) nahni an, da13 sich unendlich kleino Strecken 
sowohl an derselben wie auch an irgend m e i  verschiedenen 
Stellen messend miteinander verglcichen lassen, und die auf 
dieser Annahme beruhende Riemaiinsche Geometrie liegt, in 
ihrer Anwendung auf das vierdimensionale Kont.inuum der 
Welt, der Einsteinschen Gravit,at,ionstheorie zugrunde. LegG 
man eine bestimmte Strecke (und natiirlich alleroi-ten die 
gleiche) a h  Mafieinheit fest, so kommt jeder Strecke eine sie 
vijllig charakterisierendo MaBzahl 1 zu. Bei abgeandei-ter 
Wahl der Marjeinheit aber erhiilt man eine andere MaBzahl I ,  
die am 1 dwch dio lineare Transformat.ion 

l = a l  
bervorgeht; in ihr ist a, das Verhaltnis dor Mafieinheiten, eine 
universelle Konstante (unsbhangig von Ort und Strecke). Wie 
man sieht, entspricht dieser Standpunkt, gegeniiber dor Frage 
der Mahinheit genan -.demjenigen, welchen die spezielle Re- 
lativitiitstheoh hinsichtlich des Achsenkreuzes einnimmt. Die 
dlgemeine Relativit&t,stheorie wird statt dessen nur postu- 
lieren, daB a von der Strecke unabhlingig ist, nicht aber vom 
Orto; sie mu8 die ohnehin in einer reinen ,,Nshegeometrio" un- 
zuliissige Annahme der Moglichkeit des ,,Fernvergleichs" fallen 
lassen: nur Strecken, die sich an der gleichen Stelle befinden, 
lassen sich aneinander messen. An jeder einzelnen Weltstelle 
niUS" die Streckeneichung vorgenommen werden, diese Auf- 

- 

k 

- 

1 )  eber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen, 
Mathematische Werke (2. Aufl., Leipzig 1892), Nr. XIJI, p. 272. 



Eine neuc Erweiterung der Relativitatstheorie. i 03 

gabe kann nicht einem eentralen Eichamt iibertragen werden. 
An SteIle des Riemannschen Fernvergleichs aber hat ein 
Prinzip zu t,reten, das die kongruente Verpflaneung der Strecken 
von einem Punkte P nach den zu P unendlich benachbarten 
Punkten gest,attet. Darnit erst hat sich, wie ich glaube, der 
historische ProzeB der Loslosung von der Euklidischen Starre, 
die Uberwindung der Ferngeometrie vollendet. Eine reine 
Infinitesimalgeometrie konimt austande, welche in dem gleichen 
Sinne die Grundlage einer reinen Nahewirkungsphysik isL, wie 
die Riemannsche Geometrie Grundlage ist fur die in den 
Rahmen von E ins  t eins allgemeiner Relativit~titst,beorie sich 
einfiigende Physik. Ich stelle hier kurz die Haupthgriffe 
und - tatsachen der Infinitesimalgeometrie zusammen; eine 
ausfiihrlichere Darstellung wird die in Vorbereitung befjndliche 
3. Auflage meines Buches ,,Raum, Zeit, Materie" (Springer) 
c~~tha.lt en. l) 

Geometrie. Eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit ist 
uffin zusammenhangend, uienn von jedem Vektor in einem 
Punkte P fest,steht, in welchen Vektor in P' er durch Parallel- 
,.verschiebung iibergeht ; P' bedeutet dabei einen beliebigen zu 
P unendlich benachbarten Punkt. Es ist eu fordern, dal3 
zum Punkte P ein Koordinatensystem existiert (ich nenne es 
geodat.isch in P) derart, dal3 in ihm die Komponenten eines jeden 
Vektors in P bei infinitesimaler Parallelverschiebung UL- 
geiindert bleiben. Benutzt man ein beliebiges Koordinaten- 
system xi und ist darin P = (x,O), P' = (x io  + dx,), hat 
ferfier ein willburlieher Vektor in P die Komponenten p ,  der 
aus ihni durch Parallelverschiebung nach P' hervorgehende 
Vektor die Komponenten ti+ d l?, so gilt eine Gleichung2) 

Die vom Vektor 5 nicht abhiingigen infinitesimalen GroBen 
d yi, sind lineare Differentialformen 

deren Zahlkoeffizienten r, die ,,Komponenten des affinen Zu- 
sammenhangs", der Symmetriebedingung ris = PrJ geniigen. 

(3) a p = - a d i  I .  5' 

a ?i7 = rir, ax,, 

1) Man vgl. auch die Arbeiten des Verf. in den Sitzungsber. d. 
PreuS. Akad. d. Wissensch. 1918, p. 465ff., und der Mathem. Zeitschr. 
2. p. 384ff. 1918. 

2) Nach doppelt auftretenden Indizes ist stets zu summieren. 
8+ 
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(3) bringt zum Amdruck, daB die Parallelvorschiebung von P 
nach P‘ die Gosamtheit der Vektoren in P affin (oder linear) 
auf die Gesamtheit der Vektoren in P‘ abbildot. 1st das 
I<aordir,atensystem geodiitisch in P, so verschwinden dort alle r. 
Es gibt zwischen den verschiedenen Punkten der Mannig- 
faltigkeit keine Unterschiede hiilsichtlich der Natur ihreq 
affinen Zusamnienhangs mit der Umgebung. 

Eine metrische Mannigfaltigkeit tragt in jcdeni Punkte P 
eine Mapbestimmung; d. h. jeder Vektor E in P bestimmt 
eine Strecke, und es gibt eine von dem willkinlichen Vcktor 
abhsngige quadratische Form ~2 (vom Traghoitsindex 3) derart , 
daB zwoi Vektoren E uiid g in P dann und nur dann dieselbe 
Strecke bcstimnien, wenn x z  = 99. ist. Dadurch ist die Form 
nur bis auf einen willkiirlichen positiven Proportionalitats- 
faktor festgelegt. Wahlen wir diesen in bcstinimter W e b ,  so 
ist die Mannigfaltigkeit in P geeicht, ~ 2 .  = 1 nonnen wir d a m  
die MaDzahl der durch E bestimmten Strecke. Andeit man 
die Eichung ab, so bckommt dieselbe Strecke eine anderc 
MaSzahl I ,  die aus I durch cine lineare Transformation i s  a I 
hervorgcht (a eine positive Konstante). Relativ zu einem 
Koordinatensystem driicke aich ~2 fur den willlciirlichen Vek- 
tor E mit den Komponenten 5’ durch die For111el aus: 

x 2  = 2 9iX gk @ki  = gi3’ 
rk 

Eine metrischo Mannigfaltigkeit tragt aber niclit iiur in jedem 
Puilkte eine MaBbestimmung, sondern sie ist auB rdem metrisch 
zusammenhingend. Dieser Begriff ist vollig dcm des affincn 
Zusammonhangs analog; wie dieser die Vektoron betrifft, SO 

joner die Strecken. Jede Rtrcclre in P goht also dizrrh kon- 
gruente Verpflanzung nach dem beliebigen unendlich benach- 
barten Punkto P’ in oine bostimmte Strecke in 1’’ iiber. Wieder 
ist zu fordern, da13 die Eichung sich so einrichten 1aBt (sie 
hoiBt dann: geodiitisch in P), da13 bei kougruenter Ver- 
pflenzung einor jeden Strecke in P ihre MeBzahl ungoiindcrt 
bleibt. 1st die Mannigfaltigkeit irgcndwie geeicht wid 1 die 
MaBzahl einer Strecke in P, 1 + d 1 die hlal3zahl der aus ihr 
durch kongruente Verpflanzung nach P‘ entstehenden Streclce, 
so wird infolgedessen 

(4) a i = - i a 9  
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sein, wo d 9, von der Ytreclre n i c k  abhangt; diese Gleichung 
bringt zum Ausdruck, dai3 jene Verpflanzung eine ahnliche Ab- 
bildung der Strecken in P auf die Strecken in P' bewirkt. 
Zweitens lehrt die an die Spitze gestellte Forderung, daB d q  

linear von cler Verrucliung PP' (mit den Komponenten ds,) 
a8bliiingt : 

+ 

dg, = 2 y i d x < .  
i 

E=s gibt xivisehen den versehiedenen Punliten der Mannigfaltig- 
keit keine Untexchiede hinsichtlich der Natur der in jeciem 
von ihnen herisehenden Maflbestimmung und seines metrischen 
Zusammenhangs mit der Umgebung. Die lineare und die 
qu.ndrati,sche Fundanrentalform 

btschreiben die 1Metrik der Mannigfaltigkeit relativ zu einem 
Bezugssystem (= Koordinatensystem + Eichung) ; sie bleiben 
bei Koordinutentr~nsformution invariant, bei Abanderung der 
Eichung nimmt die zweite eimn Faktor a an, der eine positive 
atetige Ortsfunktion ist (das ,,Eichverhaltnis"), die erste vev- 
:ni,ndert sick um du.s totule Differential d lg a. 

Eine metrisehe ~ ~ ~ ~ ~ n i g i u ~ t i ~ ~ e i t  ist ohne ,weiteyes auch u.#fi% 
zusamn~enhangend - auf Grund der Forderung, daB bei 
Pa,rallelverschiebung ttines Vektors die durch den Vektor be- 
h m m t o  Streeke sich kongruent bleibe: drts ist die Grundtat- 
sache der lnfiniteaimalgeomete. Erklaren wir den ProzeB des 
Herabziehens eines Index i an einem System von Zahlen a' 
(einerfei, ob auBer i noch weitere Indiaes auftreten oder nichi,) 
(:in fur allemal durch die Gleichungen 

(und den unigekehrten ProzeB durch die dazu inversen), so 
kann der affine Zusammenhang einer metrischen Mannjg- 
faltigkeit aus den Formeln entnornmen werden : 

ag, = qi C Z X ~  una a S! = gi, axi axk  

a. - g.. a3 a - 13 

Noch an  eintn geometrischen Begriff sei erinnert: Zwei 
Vektoren F: und kj in P heiBen eueinander orthogonal, wenn 
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fiir sie die zur quadratischen Form g2 gehorige symmetrisohe 
Bilinearform (g - 9) verschwindet ; dieses Wechselverhiiltnis kt 
von dem Eichfektor unabhiingig. 

Tensorkalkiil. Ein (meifach kovarianter, oinfach kontra- 
varianter) Tensor (3. Stufe) im Punkte P ist eine vom Koordi- 
natensystem, auf das man die Umgebung von P bezieht, ab- 
hiingige Linearform dreier Reihen von Variablen t ,  7, 6: 

vorausgesetzt, ds5 jene Abhangigkeit von folgender Art ist : 
die Ausdriicke der Linearform in m e i  Koordinatensystemen 
gehen ineinander uber, m+enn man die ersten beiden Variablen- 
reihen kogredient, die letzte kontragredient zu den Differen- 
tieblen [Formel (2)] transformiert'. Der Begriff des Tensors ist 
frei von jeder Besiehung auf die Metrik oder den affinen Zu- 
sammenhang der Mannigfaltigkeit. Die Skalaro oidnen sich 
dem System der Tensoren als Tensoren 0. Stufe ein. Ton- 
soren 1. Stufe heil3en Vektoren; unter Vektor ohne naheren 
Zusatz wird wie b&her ein kontravarisnter Vektor verstanden. 
Die schiefsymmetrkclien kovarianten Tensoren spielen eine be- 
sondere Rolle und sollen zw Abkiirzung lineare Tensoren ge- 
nannt werden. Die Grnndoperationen der Tensoralgebra, durch 
nelche nur Tensoren in einem und demselhen Punkte P mit- 
einander verknupft nerden, sind : Addition, Multiplikation und 
Verjiingung; sie setzen die Mannigfaltigkeit weder als metrkch 
noch als affin zusammenhangend voram. Das gleiche gilt 
noch fur die Analysis der linearen Tensoren, welche lehrt, wie 
durch Differentiation allgemoin aus cinem linearen Tensor 
vter Stufe ein solcher der ( v  + 1)ten Stufe crzeugt wird: 

a 2ti auk - ui - = U i L  j ... a u  
a zl 
-- 

In  den Differentiationsprozd der allgemeinen Tensoranalysis 
(die sich nicht auf die linearen Tensoren beschrlnkt) gehen 
aber die Komponenten des affinen Zusammenhanga ein; voll- 
standig entfaltet sich die Tensoranalysis 
sammenhangenden Reum (dagegen wird 
gesetzt). Wir erwghnen a h  Beiapiel 

also erst im affin zu- 
keine Metrik vmat19- 
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aus dem Vektorfeld ui eiitsteht so ein gemischtes Tcnsoifeld 
2. Stufe. 

d x eine Iiitegralinvariante - ich schreibe kurz d x 
fiir das Integrationseleinent a x o  ax1 a x 2  a x 3  -, so ist 28 eine 
\-om Koordinatensystem abhangige Funkt,ion, welche sich bei 
Ubergang von einem zum andern Koordinatensystem mit den1 
a bsoluten Betrag der Funktionaldeterminante i ut 1 multipli- 
ziert. Eine solche GroBe bezeichne ich als skalare Dicht.e. 
Analog ist der Begriff der Tensordichte (im Punkte P):  das 
is t eine vom Koordina t,ensystem abhangige Linearform mehrerer 
Yariablenreiheii, Wenn diese Linearform, wie sie ini Koordi- 
ixkensystem xi lautet,, sich in ihren Ausdruck iin Koordinaten- 
svsteni .Zi verwandelt dwch l!fultipliliation mit dern absoluten 
Betrag der Funktionaldetei minante und Transformation der 
Yariablen nach dem gleichen Schema vie oben. Der Begriff 
ist  frei von jedei Bexiehung auf Metrik oder affinen Zusammew 
hang. Die schiefsymmetrisclien kontravarianten Tensordichteii 
spielen eine bescadere Rolle und sollen lineare Tensordichten 
hiBen. Tensoren = Intensit&tqri$en, Tensordichten = Quantzfi- 
liitsgroflen ; wahrend der Gegensatz dieser beiden GroBenart.en 
in der Riemannschen Geometrie verwischt ist, sind wir hier 
inistande, durch oine scharfes mathematisches Merkinal inten- 
s ive und quantitative GroBen voiieinander zu untemchciden. 
Die Grundoperationen der Algebra der Tensordichten siiid: 
Addition, MlrMipIikation eines Tensors rnit einer Tensordichte, 
Verjiingung ; sie setzen weder Metrik noch affinen Zusanimen- 
hang voraus. Das gleiclie gilt noch fiir die Analysis der 
Z,inearen Tenaordicht.en, welche durch Prozesse von divergenz- 
nrtigein Charakter aus einer linearen Tensordic1it.e Y ter Stufe 
pine solche der (v - 1)teii Stufe erzeugen lehrt: 

1st 

In den Divergeuz- und DifferentiationsprozeB der allgemeinen 
Analysis der Tensordichten geben aber die Komponenten des 
affinen Zusammenhangs ein. Beispiel: 

so entsteht aus einer gemischten Tensordichte 2. Stuft. bizk eine 
Tektordiehte. 
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Es liegt im Begriff des Tensors und der Trnsordichte. 
dab die darstellendo Linearform nur vom Koordinatensys tem, 
nioht auch von der Eichung abhiingt. Im erweitorten uad 
iibertragenen Sinne wollen mu aber diesen Namen such dann 
ailwenden, menn die Linearform vom Koordinatensystern in 
der oben geschilderten Weise, auBerdem aber auch noch von 
der Eichung abhangt, und zwar so, daS sie beim Umsichen 
sich mit einer Pot,enz a' des Eichverhaltnisses multipliziert 
(Tensor bzw. Tensordichte vom Gewichte e). Doch sehen wir 
diese Erweiterung nur als ohen  Hilfsbegriff an, den wir urn 
seiner rechnerischen Bequemlichkei t willen einfiihren. I n  den1 
t?rwsiterten R,eicb (von welchom natiirlich nur in einer metrischen 
Nannigfaltigkeit die Rede sein kann) existieren narnlich noch 
folgende beiden Operationen: 1. Durch Herabziehc n eines Index 
verwandaln sich die Koniponenten eines Tensors vom Ge- 
wichte e in die einw Tensors voni Gemicht,e e + l ;  der Chn- 
mkter jenes Index geht debei von kontraveriant zu kovariant 
iiber. Das Umgekehi4.e gilt beim Heraufzichen cines Index. 
2. Ilurch 1lultiplikat.ion eines Tensors vom Gewichte e mit 1/2 
( -  g ist die Determinante der gi2, fs die positive Qactdrat- 
wurzel ens dieser positivon Zahl 9) entsteht eine Tensordichte 
vom Gewichte e + 2. Die letzte Operation sol1 ein fur allemal 
drtdurch angedeutot werden , dab man den zur Bezeichnung 
eines Tensors benuhzten lateinischen Buchstaben in den ent - 
sprechenden deutschen verwandelt. 

Kriimm,ung. Pflanzt eino Sirecke sich langs einer ge- 
schlossenen Kurve kongruent] fort, so wird sic bei ihrer Ruck- 
kehr zum Ausgangspunkt im allgemeinen nicht mit der Aus- 
gangsstrecke iibereinstimmen. Urn ein Ma13 fur diem ,,Nicht.- 
integrabilitiit" der Streckenubertragung zu finden, nimmt man 
(genau wie es durch den Stokesschen Sstz fur das Linien- 
integral geschieht) eine differentielle Zerlegmg vor : man 
apannt in die geschlossene Kurve eine Flache ein, die man 
sich durch eine Parameterdarstellung gegeben denkt, und zer- 
legt sie durch die Koordinatenlinien in unendlich kleine Parallelo- 
gramme. Man hat dann die h d e r u n g  vl zu best,immen, welohe 
die MaSzahl einer Strecko erfiihrt, wenn die Strecke, sich 
selbst kongruent bleibend, ein solches Flachenelement umfahrt, 
das von den beiden Elementen d z i  und 6 xi di.r Koordinaten- 
linien aufgespannt wird und somit selber die Komponenten 



A x t k  = a x ,  a x k  - dx, dX, 

P l = - - 1 V y ,  
btsitzt. Man fintlet 

und dabei hiingt der Yaktor c; y linear von dem Flachen- 
element ab : es ist nainiich 

1lc.n durch die Metrik eindeutig bestimmten lineareii Tensor 
2. Stufe fik werden wir dementsprechend als ,,Slreckenkrunzmiang" 
der me trischen Mannigfaltigkeit bezeichnen diirfen. Sein Ver- 
scliwinden ist die no t,wendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
daB die Langenubertragung int,egrabel ist und in der Mannig- 
faltigkeit daher die Riemannsche Geometl-ie gilt. 

I n  genan der gleichen Beziehung s teht, die Vektorkriimnzu?tg 
zur Parallelvcrschiebung der Vekt,oren wie die eben kons truierte 
Streckenkt-ummung zur kongruenten Streckenverpflanzung. Die 
Ikf init.ion der Vekt,orkriimmung, die wir auch sehlecht,hin als 
Jisiimmung bezeichnen, setzt nur affinen Zusainmenhang dor 
Xannigfaltigkeit voraus. Ein beliebiger Vektor. g wird beim Uni- 
hhren  unseres unendlich lileinen Flachenelementes ejne Ande- 
rung v F erleiden, die aus F durch eine lineare Bbbildung 
ocler ,,Matrix" F hervorgeht: 

L4i~ch hier hangt v F linear vom Flacheneleinent ab: 

Die Xriimmung wircl deshalb am besten als ein ,,lii-.earer 
Matrixtensor 2. Stufc" bezcichnet. Gehen wir aber auf die 
Koeffizienten F;!* dieser Matrizen Fip ein, so erschoint die 
Kriimmung als em Tensor 4. Stufe; es ist 

j7 E = v F ( E ) ,  in Komponenten: g a  = v Fi  - lfl. 

p F = Fik dri S.Z, = -; Fik dziZ;, ( F  k '  , = - F i k ) .  

Die Vektorkriimmung mu13 die Streckenkriimmung als 
einen Bestandteil enthalten, da ja die Parallelversehiebung 
eines Vektors die kongrtxnte Verpflanzung der durch ihn be- 
stimmten Strecke automatisch mitbesorgt. In  der Tat, Les- 
legen wir v F in eine zu 1: orthogonale Komponente *v F und 
eine en F parallele, so bomnit 

v F = *v F - t FV 9 - 
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Hand in Hand damit geht eine entsprechonde Zerspaltung der 
Kriirnmung 

deren erster Bestandteil konsequenterweise ,,Richtungskriim- 
mung" heiBen muB. Die Zahlen *Fagik sind nicht nur in beeug 
auf die Indizes i und k, sondern auch in bezug auf a und 0 
schiefsymmetrisch. \ 

Fiir sp&tere Rechilungen gebrauchen wir noch den dwch 
Verjiingung entstehenden Tensor Fi",, = Fi, und den daraus 
durch abermalige Verjiingung entstehenden Skalar vom Ge- 
wichte - l :  F,i= F. Die am ihnen durch Nullvetzen der 
rpi hervorgehenden Rie mannschen mmmungsgroBen niogen 
niit - Rir, bzw. - R bezeichnet werden. 

(6) E 1 i i k  = *F;ik - f i k ,  

Es ist d a m  

(7) 

Aus dem linearen Tensor f i k  entspringt (in der &mken-  
sionabn Welt) die lineare Tensordichte f a k  (vom h w k h t e  0) 
und BUS beiden die skalare Dichte 

st d x  ist die einfachste Integralinvariante, wplche Rich a w  der 
Metiik bildcn lafit, und nur in einer vierdimensionalen Mannig- 
faltigkeit exiatiert eine Integralinvariante von so einfachern 
Bnu. Das in der Riemannschen Geomelrie als Volumen auf- 
tretende Integral [ G d z  isl hier natiirlich ohne jede Bedeutung. 

Der statisch FUZZ. Das metrische Feld in der vierdimen- 
sionalen Welt ist ein s tatischeq, wenn sich Koordinalensysterri 
und Eichung so wahlen lassen, deB die lineare Fundamental- 
form = Q, dx, wird, die quadratische = c2 d x O 2  - d u2. Dab4 
sind rp und c (> 0) Funktionen vo I z1 z2 x3 allein und da2 
ist eine positiv- definite quadratische Form in den Variablen 
x,x, x3. sind die Rmmkoordinaten. 
Diese besondere Gestalt der Fundsmentalfornien wird durch 
Koordinatentransforiation imd Umeichen nur dann nicht zer- 
stort, wenn die Zeitkoordinate 2, fiir sich eine linearc Trans- 
formation erleide t , die Raumkoordinaten gloichfalls nur unter 
sich trsnsformiert merden und das Eichvmhiiltnis eine Kon- 
stante ist. Im statischen Fall bekomrnrn wir also oinen drei- 
dimensionalen Riemnnschen Raum mit der metrischen Punda- 

f = + f i k f i k .  

x,, ist die Zeit, x1 xp 



mentalforni do2 und dazu zwei Skalarfelder c und 9, in diesem 
Rnuru. Als w-illkiirliche Mafieinheiten siiid zu wiihlen die 
Liingen- und die Zciteinheit (cm, see). do2 ist von der Dimen- 
sion cni2, die Lichtgeschwindigkeeit c von der Diniension 
cin - Es ist nament- 
lich zu beaehten, daB der dreidimerisioiiale Raum sich nicht 
als ein beliebiger inetrischer herausstellt (in welchem die 
Streckenubertragung nicht ititegrabel ausfiele), sondern als eiii 
R ie ma nnscher Raum. 

und Q; hat die Dimension sec-1. 

Ksp. 11. Feldgesetze und Erhaltungseatse. 

Die spezielle Relativitatstheorie 
l t h t e ,  daB der in der vierdimensior-alen Welt herrschenden 
Weltgeoinetrie nicht eine ,, Galileische", sandern eine ,,Eukli- 
dische" Metrik zugrunde liegt. Es entsprang aber daraus eine 
Pisharmonie, da13 die Nuhewirkungsgesetze der modernen Physik 
die Euklidische Ferngeometrie zum Fundament hatten. Hierin 
kann man einen spekulativen Grund dafur erblicken, die 
Euklidische Weltgeometrie durch die R iema  nnsche nnd 
schlieBlich durch die eben besprochene reine Nahegeometrie 
zu erscltzen. E i n s t e i n  blieb bei der Rieinannschen Geoinetrie 
stehen; fur seine ,,allgemeint! Relativitiitstheorje" sind aber 
neben dem Ubergang von der Euklidischen Fern- zur Rie-  
niannschen Xahegeometrie zwei weitere Gedanken charakte- 
ristisch: 1. die Metrik ist nicht a priori gegeben, sondern +*on 
der Verteilung der Materie abhangig ; in diesem Zusammenhange 
ist die Relatiwitat der Bewegung dasjenige Argument, aus 
welehem die Theorie ihre oberaeugungskraft schopft. 2. Die 
aus der Erfahrung bekaniiten und bis dahin unverstandenen 
Eigenschaften der Gravitation (Gleichheit von schwerer und 
trager Masse) werden begreiflich, wenn man die Gravitations- 
erscheinungen auf die Abu-eichnng der Netrili von der En-  
lilidischen zuruclifuhrt, nicht aber auf geWisse, ,,in'' dpr 
metrischen Welt wirksame Krafte. - Die so zustande Irommende 
Gravitationstheorie steht, obwohl ihre Struktur auf den erstcn 
I3liclr ganz und gar voii der Nen,tonschen abweiclit, wie sich 
bei Verfolgung ihrw Konsequenzen unter bestimmten ver- 
einfachenden Annahmen herausstellte, im Eiiiklang mit allen 
astrononiischen Erfahrungen. 

Pie neue hier vorgenomniene Erw,eiterung betrifft zunachst 

Ubergang xzir Physik. 
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gleichfalls nur die weltgeometrische Grundlage der, Physik uud 
stellt als solche den konsequenten Ausbau des Relativitats- 
gedankens dar. Aber mit eben derselben Macht wie die 
Relativitat der Bewegung zur Einsteinschen Theorie, mingt  
uns die Uberzeugung von der Relatiwitat der Grope zu diesem 
dariiber hinaus gehenden Schritt. Und bekamen wir damals 
die Gravitation, so bckomnien wir jetzt den Elektrontagnetismus 
gcschenkt,. Denn wie sich die Potentiale des Gravitations- 
feldes nach E i n s t e i n  zu einer quadrat.ischen Differentialform 
susanimenfugen, so, wisscn wir,  bilden die Potentiale dcs 
elektromagnetkchen Feldes die Koeffizienten einer invarianten 
linearen Differentialform. Es liegt deshalb nahe, die in der 
reinen h'ahegeoinetrie neben der quadratischen auftretende 
lineare Fundamontalform mit jener Potentialform dcs elekt,ro- 
magnetischen Feldes zu idehfizieren. I h n n  wurden nicht 
nur die Gravit,ationskraf te, sonclern auch die rlektromagne- 
tischen a m  der Weltmetrik entspringen; und da uns andere 
wahrhaft urspriingliche Kraftwirkungen auI3er diesen beiden 
ub rhaupt nicht bekannt sind, wiirde dwch die so hervorgchende 
Theorie der Traum des D e s c a r  t e s von einer rein geome trischcn 
Physik in merkwiirdiger, von ihni selbst freilich gar nicht 
vorauszw ehender Weise in Erfullung gchen, indeni sich zeigte : 
die Physik ragt mit ihrem Begriffsgehalt iiberhatlpt nicht uber 
die Cteometrie hinaus, in  der Materie und den Naturkriiften 
iiupert sich lediglich dm melrische Feu. Gravitation und Elek- 
t,rizitat waren demit aus einer einheitlichen Quello erklarb. 
Fur diesen Gedanken spricht doc gesamte Erfahrungsschatz, 
tler in dcbr Maxwellschen Theorie niedergelegt ist,. Denn hier 
(in der Infinit,esimalgeometrie) wie dort (in der Maxwell-  
schen Theorie) ist die lineare Form cpi dzi n u  best,immt big 
auf ein additiv hinzutretendes tot,ales Differential, erst das 
ibus ihr sich ableit,ende ,,Feld" (= Streckenkriimniung) 

w elches don Gleichungen geniigt : 

ist frei von jeder Willkiir; und die elektromagnetische Wirkungs- 
groSe, welche die Maxwollsche Theorie beberrscht, 



exgibt sich auch hier als eine Invariantme, und zwar als die ein- 
fachste Integralinvariante, die iiberhaupt existiert . Xicht nnr 
fiir die Maxwellsciie Theorie eroffnet sich so ein tieferea 
Yerstandnis, sogar der bis jetzt inimer als ,,xufallig" hin- 
genomniene Umstand, da13 die Welt vierdimensional ist , wird 
begreiflich. Die angefuhrten Griinde sclieinen n:ir dcnen, die 
E i n s t e i n  auf seine allgemnine Relativitatstheorie hiiifuhrten, 
an  Starke ctwa gleichwertig zu sein, mag auch bei uiis +r 
spekulative Charaliter noch krasser hervortreten. 

Stutzig inachen koiinte zunachst dies') : daf3 liach der i( Amen . 
Xahcgeomstrie die Streclrenubert,ragung nicht' integrabrl sein 
8011, wenn ein elektromagnetisches Feld vorhaaden ist. Stelit 
das iiicht zu dem Verhalten der starren Iiiirper und Uhren 
in elilatanteiii Il'idersprcch ? Das Funlit.ionieren dieser Me& 
iiistrumente ist aber ein physilialischer Torgang, desseii Vei- 
lituf durch die Naturgesetze bestimmt ist,, nnd hat als so1cht:r 
nichts zu tun mit deni ideellen Piozef3 der ,,kongruenten Vex- 
pflanzung von Weltstreclcen", dessen wir uns zum mat~he- 
inatischen Aufbau der Weltgeometrie bediencn. Schon in der 
speziellen Relativitats theorie ist- der Zusamnienhang z\x-i;ischtIn 
dem metrisehen Fclde und dem Trerhalten der RfaBst8be und 
lJhren ganz undurchsichtig, sobald man sich nicht auf quasi- 
5; htionare Beweguiig beschrknkt . Spielen sonii t diest. In- 
strumente auch eine praktisch uncntbehrliche Rolle a Is In- 
dikatoren des metrischen Feldes (theoretisch w'iiren zu diesem 
%week einfachere Vorgange, z. B. die Lichtiusbreitung, vor- 
znziehen), so ist es doch offenbar verkehrt,, durch die ihnen 
direkt entnommenen Angaben das me trische Feld zu definieren. 
Wir werden auf die Frage naeh Aufstellung der Naturgesetzc 
zuruc liko ninie n mussen. 

Die Durchfiihrnng der Theorie mu13 zeigen, ob sie sich 
hewiihrt. - Die Maxwell-Lorentzsehe Theorie war gekenn- 
xeichnet durch den Dualismus von Materie und elektromagne- 
t.isehem Feld; dieser wurde (auf dem Boden der spezicllen 
Relativitatstheorie) aufgthoben durch die Miesche The0rie.q 

1) Als Einwand gegen die hier vertretene Theorie fomuliert von 
Einstein;  vgl. den Anliang zu der oben zitierten Akademienote des Verf. 

2) Ann. d. Phys. 37, 39, 40. 1912/13. 
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An seine Stelle aber t,rat bei Beriicksichtigung der Gravitation 
der Gegensatz von elektromagnetischem Feld (,,Materie im 
weiteren Sinne", wie E i n s t e i n  sagt) und Gravitationsfeld; er 
zeigt sich am deutlichsten in der Zweiteilung der H a m i l t o n -  
schen Punktion, welche der E ins  t einschen Theorie zugrunde 
liegt.1) Apch dieser Zwiespalt wird durch m e r e  Theorie 
uberwunden. Der Integrand der Wirkungsgroh J'B ds mnS 
eine aus der Metrik entspringende skalare Dichte 'B Rein, und 
die Naturgesetze sind zusammengefaSt in dem Hami l ton -  
schen Prinzip: Fiir jede infinitesimale b d e r u n g  6 der Welt- 
metrik, die auhrhalb eines endlichen Bereichs verschwindet, 
ist die Andorung 

8J%!S d z  =ICY 233 d z  

der gesamten WirkungsgroBe = 0 (die lntegrale erstrecken 
sich uber die ganze Welt oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
uber einen endlichen Breich, auSerhalb dessen die Variation 8 
verschwindet). Die WirkungsgroBe ist in unserer Theorie not- 
wendig eine reine Zahl; andere kann es ja auch nicht sein, wenn 
ein Wirkungsquantum existieren soll. Von 2% werden wir an- 
nehmen, dal3 ee ein Ausdruck 2. Ordnung ist, d. h. aufgebaut 
ist einerseits aus den glk und deren Ableitungen 1. und 2. Ord- 
nung, andererseite a m  den qi und deren Ablei tungen 1. Ordnung. 
Das einfachste Beispiel ist die Maxwellsche Wirkungsdichte 1. 
Wir wollen aber in diesem Kapitel keinen speziellen Ansatz 
fur 233 zugrunde legen, sondern untersuchen, was sich allein 
aus dem Umstande ersohlieden laBt, daB JBddz ein koordi- 
naten- und eichinvariantes Integral ist. Wir bedienen unB 
dabei einer von F. Kle in  angegebencn Methode.2) 

Folgerungen am der Invariunz der WirkungsgrGj?e. a) Eich- 
invarhnz. Erteilen wir den die Metrik relativ zu einem Be- 
zugssystem beschreibenden GroBen qi , g i k  beliebige unendlich 
kleine Zuwachse 8 qi, 6 gik und bedeutet I e h  endliches Welt- 
gebiet, so ist es der Effekt der partiellen Integration, daB das 
In tegar  der zugehorigen h d e r u n g  6 233 von 'B uber das Ge- 
biet 3E in m e i  Teile zerlegt wird: ein Divergeneintegral und ein 

1) Vgl. Einstein, Hsmiltonsches Prinzip und allgemeine Re. 
letivitiitatheorie, Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wissensch. 1916. p. 1111. 

2) Nachr. d. Qes. d. Wissenscb. zu Gijttingen, Sitzung vom 
19. Juli 1918. 
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Integral, dessen Integrand nur noch eine lineaie Kombination 
von 8 v2 und 8 gtK ist : 

{S) S S B d z  = l F ) d z  c xk +J(toLSrpi + + ' f B z k S g i J d x .  

Dabei sind mt, db' die Komponenten je einer kontravarianten 
Vektordichte, aber die einer gemischten Tensordichte 
2. Stufe (im eigentlichen S h e ) .  Die Komponenten 8 bi sind 
lineare Kombinationen von 

a!?,, 

T 3i r { ' f B k i  = S k ]  

'YiJ ayia und ' Y Z , , ~  ( g i k , ,  = 3<] . 
Wir drucken jetzt zunachst aus, daB J % d x  sich nicht 

Bndert, wmn die Eichung der Welt infinitesimal abgeandert 
wird. 1st a = 1 + z das Eichverh&ltnis zwischen ursprung- 
licher und abgeanderter Eichung, so ist z ein den Vorgang 
charakterisierendes infinitesimales Skalarfeld, das willkiurlich 
vorgegeben werden kann. Bei diesem Prozel3 erfahren die 
FundamentalgroBen die Zuvaehse 

x 

a n  
a xi ag,, = 7c - gik, syJi = - ~ - 

Siibst,ituieren wir diese Werte in 8 bk, so mijgen die Ausdriicke 
a n  
a ma 3 k  (a) = I - 3, + - - fjka (10) 

hervorgehen. Die Variation (8) des Wirkungsintegrals mug 
fiir (9) verschwinden: so formulieren wir die Tataache der 
Eichinvarianz. 

Formt man den ersten Term dea xweiten Integrals noch dureh 
p:utielle Integration um, so kann man statt dessen schreiben: 

Daraus ergibt sich zunachst die Identitat 
a mi -- + ~!zl3m," = 0 (12) a xi 

in der aus der Variationsrechnung bekannten Weise : ware 
diese Ortsfmktion an  einer Stelle ( x i )  von 0 verschieden, etwa 
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pusitiv, so kijnnte man eine so klcine Unigebung Z dieser 
Stelle abgrenzen, daB die Funktion in gana 2 positiv bliebe; 
wahlt man in (11) fur 2 dieses Gebiet, fur n aber eine auBer- 
halb 2 verschmfindende Funktion, welche innerhalb B durch- 
weg 0 ist, so verschwindet das erste Integral, das zweite 
aber fgllt positiv aus - im Widerspruch niit der Gleichung (11). 
Nachdem dies erkannt ist, liefert (11) weiter die Gleichung 

x 
Sie gilt bei gegebenem Skalarfeld n fiir jedes endliche Gebiet 2, 
und infolgedessen mu8 

sein. Setzen wir (10) ein und beachten, daB an einer Stelle die 
Werte von 

a n  3% n 
Z ¶  -- -- 

beliebig vorgegeben werden konnen, so zerspaltet sich diese 
eine Formel in die folgenden Identitaten: 

a xi 7 a x < a x k  

Da a n/a xi die 'Komponenten eines aus dem Skalarfeld n 
entspringenden kovarianten Vekt<orfeldes sind, ergibt sich aus 
dem Umstande, deB Si(n) eine Vektordichte ist: 3i ist eine 
Vektordichte, Ifk eine Tensordichte, und za'ar nach 3. eine 
lineare Tensordichte 2. Stufe. 1. ist in Anbetracht, der Schief- 
symmetrie von lj eine Folge von 2., da 

b) Koordinateninvarianz. Wir nehmen mit dem Welt- 
kontinuum eine infinitesimale Deformat'ion vor, bei welcher 
der einzelne Punkt (x i )  eine Verriickung mit den Kompo- 
nenten P (x) erfahrt; die Metrik werde von der Deformation 
ungeandert mitgenommen. 6 bezeichne die durch die De- 
formation bewirkte Anderung irgendeiner GroBe, wenn man 
an derselben Raum-Zeit-Stelle bleibt, 6' ihre Anderung, Wenn 
man die Verschiebung der Raum-Zeit-Stelle mitmacht. Es ist 



Dabei bedtutet 3t ein infinitesiniales Skalarfeld, iiber das unsere 
Fes tse tzungon nichts bestimmen. Die Invarianz der Wirkungs- 
gr613e gegenuber Xoordinatentransformation und Abandernng 
tler Eichung kommt in der auf diese (fiinf willkiirliche Funk- 
tJonen t i  und 3t enthaltenden) Variation sich beziehenden 
Formel zum Ausdruck: 

Will man nur (lie KooYdinat,eninvarianz zum Ausdruck bringen, 
so hat man 3t = O  zu wahlen; aber die so hervorgehenden 
Variationsformeln (14) haben keinen invarianten Chsrakter. 
In der Tat bedeutet diese Festsetzung: es sollen durch die 
lbeformation die beiden Fundamentalformen so variiert werden, 
(la13 die JhBzahl Z eines von der Deformation mitgenommenen 
Linienelements ungeandert bleibt : 6' 1 = 0. Nun driickt aber 
nich t diese Gleichung den ProzeB der kongruenten Verpflanzung 
einer Strecke aus, sondern 

6' 1 = - z (97; 6'2;) = - 2 (qli ti). 
IVir mussen demnach in (14) nicht 7~ = 0, sondern 7c = - (qi g )  
wdilen, damit invariante Formeln zust,ande kommen, namlicb : 

Uie durch sie .dargestellte Anderung der beiden Fundamentnl- 
formen ist eine solehe, daIj die Metrib vm der Deformation 
ungeandert mitgenommen und jedes Linienebment kongruent uer- 
pfZanzt erscheint. Auch analytisch erkennt man leicht den 
invarianten Charakter der Gleichungen (16) : an der zweiten 
tritt er zutage, wenn man den gemischten Tensor 

einfiihrt ; sie laute t d a m  

- 8 gik = t i k  + t r i  a 
Annalen dex Physik. IV. Folge. 69. 9 
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Nachdem die Eichinvarianz bereits untor a) au;genutzt i h t  , 
genugt es, in (14) fur 7c irgendeinth bosondtbre MTahl zu treffen; 
7-0111 Standpunlit der Invarianz ist die zu (16) fuhrendp 
n = -  (cp? P )  die einzig mogliche. 

Fiir die Variation (16) sei 
% E L  + s tlL == @@).  

Gk (t) ist a im liiieaj.-diffP~~iiti~ll von dem willkurlichen Yektor- 
feld ti abhiingige Vektordichte ; ich sohreibe explizite 

(dec letzte Iheffizient ist natiirlich syinmetriscli iu dvn Indizee 
ct p). Fuhren w+ir in (15) die Auadrucke (8), (16) ein, TO eni - 
steht ein Integral, dessen Integmnd 1aute.t : 

Wegen 

+ Y a p T i  = ra,$s + lp$.ei 
___ 8 9.8 
8 5% 

und dor Syminetrie von ist 
1 8 % 8  ( + g r p  Cp,) Ba@ = Ta& = r;, )as:. 

Uben wir auf dus zweite Glied uilseres Integranden noch e k e  
partielle Integration aus, so erhadten wir daher 

Daraus entspringen nnrh der oben angewmdeten Schlu8weiso 
die Identit sten 

nnd 

(18) 

Die let,zte zerspaltet sich in die folgenden vier: 
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Ersetzt man in 111. naeh IV. 
@iyaS durch - @:fly - @ t a u ,  

so geht darans hervor, daB 

schiefsymmetrisch ist in den Indizes a B. Fuhren wir Qiaf l  

statt SgaB ein, so enthalten 111. und IV. also lediglich Sym- 
metrieaussagen, 11. aber geht iiber in 

Daraus folgt I., weil wegen der Symmetriebedingungen 

Der Invarianzcharaliter der Koeffizienten G und .$j von Gk (t), 
insbesondere derjenige der GroBen GF, laBt sich an1 einfachstnn 
wid vollstandigsten durch die Angabe beschreiben, dal3 Gk (6) 
eine Vektordichte ist (Ei aber ein Vekt,or). Daraus geht hervor, 
dd3 nicht die Koniponenten einer gemischten Tensordichto 
sind ; wir sprechen in dieseln Fall von einer Pseudot,ensor- 
dichte. 

BeispieE. Fur = 1 ist,, wie man sofort sieht, 
6 b'' z f;k d (pi, 

infolgedessen: 

$i  = 0 ,  $ i k  = f i k ;  @:= 8,lil - f j a f k a t  die GroBen @ = 9. 

Unsere Identitaten liefern also 

Die in der letzten Zeile stehenden beiden Formeln werden iii 
dax Maxwellschen Theorie dmch Rechnung bestatigt ; die 
Komponenten 6; bilden dort die Tenzordichte der Eiiergie 
des elektromagnetisclien Feldes, und die letzte Gleichung sagt 
a m ,  daB aus dieser Tensordichte durch Divergenzbildung die 
ponderomotorischen Krafte entspringen. 

9 *  
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Feldgesetze uitd Erhaltungssatze. Nimmt man in (8) fur 6 
cine beliebige Variation, die auSerhalb eines endlichen Gebiets 
verschwindet, End fur 8 die ganze Welt oder cin solcbes Ge- 
biet,, auSerhalb dessen 6 = 0 ist, so kommt 

Daraus geht hervor, dal3 in dem Hamil tonschen Priiizip 
f 6 d x  = 0 die folgenden invarianten Gesetze enthalten sind: 

Die ersten sind die eleklromagnetischen, die zweiten die Grari- 
tationsgesetze. Zwischen den linken Seiten dieser Gleichungen 
bestehen 5 Identitiiten, die oben unter (12) und (17) aufgefuht 
sind. Es sind also im System der Feldgleichungen 5 uber- 
schussige enthalten, entsprechend dem von 5 willkurlichen 
Funktionen abhangigen Ubergang von einem Bezugssystem zu 
einem beliebigen andern. 3' ist die Vektordichte des elektrischen 
Viererstroms, G: die Pseudotemordichte der Energie, g i k  die 
elektromugnelische Felddichte. Im Falle der Maxwell  schen 
Theorie, die ja nur im hther gilt, ist, wie es sein muS, 8'=0, 
f ) & k  = f". und Hind (5: die klessischen Ausdriicke. Es gelten 
nach 1. und I. allgemein die Erhaltungsstitze 

it+ = o ,  Yi.3: =o. 

Und m a r  folgen die Erhaltungssatze auf doppelie W'eise azts 
den Feldgesetzen; os ist niimlich nicht nur 

a d  - a d  - - __ azi - , sondern auch = - +!B;; 

Die enge Bexiehung, welche zwisehen den Erhsltungs- 
s%mn von Energieimpuls und der Koordinateninvarianz be- 
steht, ist in der E i n s  teinschen Theorie :chon von verschiedenen 
Autoren verfolgt worden.1) Zu diesen vier Erhaltungssiitzen 
tritt aber als fiinfter der Erhaltungssatz der Elektrizitat, und 
ihm muI3 konsequenterweise eine Invarianzeigenschsft ent- 
sprechen, die eine funfte willkiirliche Funktion mit sich bringt ; 

1) So von R.A. Lorentz, Hilbert, Einste in ,  Klein und dem 
Verfasser. 
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als solche erkennt unsere Theorie die Eichinvarianz. ub i  igens 
fuhrten die alteren Untersuchungen uber den Energieiinpulssa t z 
nie zu einem vollig durchsichtigen Resultat. Denn macht man 
in der Einsteinschen Theorje keiiie srezielle Annahme ub?r 
die WirkungsgroBe, so liefert freilich die Koordinateninvariaiiz 
vier Erhaltungssiitze, die sich aber keineswegs als die Er- 
hdtungssatze von Eneigie und Impuls ansprechen lassen, d n  
sie sich in den klassischen Fallen iiieht auf diese reduzicwn. 
Das hatte mich schon seit langem bennruhigt. Hier alwr er- 
hzllteii wir die volle Aufklarung: man mu13 die Koordinsten- 
niit cler Eichinvarianz in solcher Weise verknupfen, u-ie es 
iinsere Theorie von selbst mit sich bringt - Forniel (16) -, 
mn auf die richtigen Eihaltungssatze gefuhrt zu werden. 1)ieser 
g a z e  Zusammenhang is t offenbar ein sehr starlies Argument 
fur die Richtigkeit uliserer These, daB die Eatkrgesetze nicht 
nur koordina ten-, sondern auch eichinvariant sind. 

Es kommt nocli dies hinzu. Die elektrornagiietischeim 
Gleichungen lauten nach der 2. der Gleichungm in welche (13) 
zeifiel, folgendermafirn: 

Okne noch die Wirkungsyrofie xu spezialisieren, k i imen wir aics 
der Eichinvarianz allein die ganxe Strukfur der Maxwell schen 
Theorie ablesen. Von der besonderen Gestalt der Ha mi 1 t o n  - 
schen Funktion 'B beeinflul3t werden nur die Gesetze, durch 
welche sich Stroin 5' und Felddichte aus den Fundamental- 
grol3en qi, g,, bestinimen. 

Die Feldgesetze und die zu ihwii gehiirigen Erbaltungs- 
siitze lassen sich nach (13) nnd (18) am ubersichtlichsten zci- 
sammenfassen in die beiden einfachen Gleichungen 

(Hilber t -Kleinsche Forin der Feldgeset,ze). 

Kap. 111. Durchfuhrung eines spesiellen Wirkungsprineips. 

Der Amatz  f i ir 23. Der weiteren Diskussion lege ich das- 
jeiiige Wirkungsprinzip zugrunde, das sich analytisch am 
leichtesten in seinen Konseqnenzen uberblicken laBt : 
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Die Bedeutung von 1 und F ist aus Friherem zu entnehmen, 
die Konstante fi  ist eine reine Zahl. Es gilt 

6B =-'+Pa (P1/?) + i P ' 1 6 y g f  par .  
Es vereinfacht die Durchrechnung sehr, wenn wir die Eichung 
der Welt durch die Forderung, daB - F gleich einer (vorzu- 
gebenden positiven) Konstanten a ist, eindeutig festlegen; dies 
ist moglich, weil F eine Invariant,e vom Gewichte - 1 ist. 
Dadurch erreichen wiry daS die Feldgesetze Differential- 
gleichungen meiter Ordnung werden. Fiir 6 % kommt, unter 
Fortlassung der Divergenz 

die ja bei der Integration uber die Welt verschwindet: 

Dividieren wir noch durch a, setaen B/a = rZ und fuhren das 
Weltintegral von 6 (4 R Va durch eine pertielle Integration 
uber in das Integral von 6 @, wobei @ nur von den g i k  und 
deren ersten Ableitungen abhangtl), so kommt das Wirkungs- 
prinzip : 

(19) B j - ( I I - @ +  a - 3 (cpc 9') 1/91 d t  = 0. 

Der Aufbau des Integranden ist klar: 2 1  und - (3 sind die 
klassischen Terme der Maxwellschen Elektrjzitats- und der 
Eins  teinschen Gravitationstheorie. Hinzu tritt das ,,kosmo- 
logische Glied" (u/4) tz das sich hier ganz zwcngsweise er- 
gibtz), und der einfachste Term, der uberhaupt nach der Mie - 
schen Theorie zur Ma xw e llschen Wirkungsdichte hinzukommen 
kann und die Existenz der hrIaterie ermoglichen 5011: ( Q ) ~  Q)? fi. 
Dabei ist zu beachten, daB nach unserer Theorie dieser knsatz 
die eine unter einer ganx geringen Aneahl von Moglichkeiten 
ist (vgl. daruber den SchluB der Arbeit) und jedenfalls die 
eindge, welche su Differentialgleichungen von nicht hoherer 

1) Qis tdie inEinste ins  auf 13. 114 zitierter Arbeit mit i@* be- 

2) Von Einste in  eingefuhrt in: Sitztmgsber. d. PreuO. Akad. d .  
zeichnete GroOe. 

Wisseneoh. 1917. p. 142, 
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als der zweiten Ordnnng fiihrt. Insbssondere steht es hies 
durchaus nicht in unserm Belieben, iiber das Vorzeichen des 
Terms (qi rp? etwa anders zu verfiigen, als es in (19) geschieht. 
Each dem Gesagten ist. bereits klar, daB des Prjnzip (19) mit 
den der Nachpriif ung durch die Erfahrung zuganglichen Ge- 
setxen des elekt,romegnetischen und des Gravitat.ionsfeldefi 
a.uBc-rhalb der Materie im Einklang ist. 

Variation der tp, liefcrt die Maxwellschen Gleichungen 

3Xe elektrornagnetische Felddichte ist hier also == f i k ,  und der 
Ausdruck rechter Hand die Stromclichte 5’. Paraus folgt die 
3’)ivergenzgkichung 

Variation der g,L lidert die Gravitationsgleichungen 

’$0 5’: die Maxw,cllschen Energie-Impulskomponenten sind 
und 

(2% - R , k  -k @y,J. = 4 ‘yi vk A c k  9 

p =  )R+ - - + 3 3 ( p . , q ’ )  - .  
4 

Vwjungen wir, so folgt 

R - a + ;(cpiyp’) = 0 und darauf 0 = 4 - 4 

Ijie erste Beziehung liefert wsgsn - F = Q von neuem (21), 
den Erhaltungssatz der Elelitrizitiit, der, wie sich so besttit@, 
doppelte Folge der Feldgesetze ist. Die rochto Seite von (22) 
isf, gsnz im Einklang init der Mieschen Theorje, 

in1 Ather ixbeiwiegt das erste Glied, das zweite kommt allein 
im lnnern des matwjellen Tdehens (Atomkei 11 oder Elektron) 
zur Gellung. 

Unserer Theorie liegt eine beatimmte Elektrizitats~inheit 
zugrunde. Nenne ich 

60 

( x  die E i n s  teinsche Gravitationskonstante, c,, die Licht- 
gtschwindigkeit im At her) den Gravitationaradiua der Ladung e, 

A ( S F k  - ‘gi sk) ; 

6l/r - 
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so kann man diese Einheit, wie aus (22) folgt, 60 charakteri- 
sieren: es ist diejenige Ladung, deren Gravitationsradins 
= fil ist. Diese Liinge ist sicher enorm grol3, da sonst die 
Gleichung (20) der Erfahrung widerspricht ; wenn die Zahl 
/3 = 1 ist, hat sie die GroBenordnung des Wcltradius. Unsere 
Elektrizitiitseinheit und ebenso die Wirkungseinheit ist dem- 
nach jedenfalls von kosmischer GroiBe. Das ,,kosmologischC' 
Moment, das Einstein erst nachtriiglick seiner Theorie einfiigte, 
haftet der unseren von ihren ersten Grund2agen her an. 

Noch zwei Bemerkungen iiber den statischen Fall! Die 
statische Welt ist von Hause aus geeicht (vgl. Kap. I); es 
fragt sich, ob bei dieser ihrer natiirlichen Eichung F = const. 
gilt. Die Antwort lautet bejahend. Denn eichm wir die Welt 
um auf die Forderung F = const., so niumt die nietrische 
Fundamentalforni den Faktor F an, und d q  = q ax,, ist zu 
ei-sctzen durch d F  v d t ,  - 7 * 
Die Gleichung (21) liefert d a m  

und daraus folgt F = const. - Die zwoite Bcmerkung ist 
diese: Im statischen Fall lautet die (0O)te der Gravitations- 
gleichungen (22) : 

c p c +  T e  = + p a +  LS,",. " 1  
Darin ist d der sum Rauni mit der nietrischen Fundamental- 
form d 0% gnhorige Poissonsche Differentialoperator. Die 
rechte Seite ist hier positiv; umer Wirkungsprinzip fiihrt also 
in der Tat zu einer positiven Masse und anziehenden, nicht ab- 
stoBendon Kriiften mischen diesen. 

Die auf der Substanzvorstellung beruhenden 
Ansiitze, durch die man bisher don Ubergang vom Energie- 
Impulsprinzip zu den mechankchen Gleichungen zu bewerk- 
stelligen pflegte, welche die Bewegung eines Materieteilchew 
regeln, erweisen sich in unserer Theorie als unmoglich, da sie 
den z u  fordernden Invarianzeigenscbaften widersprechen. Ub- 
rigens fiihren sie, wie ich hier beilaufig bemerke, schori in dnr 
Einsteinschen Theorie aus eben demselben Grunde, um 
dessentwillen wir sie hier ganz verwerfen miissen, zu einem 

Mechanik. 
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f3lbchen Kert  der MtLsse. Der einzig haltbare Weg, der unter 
f'oraussetzung der Existenz niaterreller Teilchen zu einer wirk- 
lichen Herleitung der niechanischen Gleichungen fuhren kann, 
wurde von Mie in den1 3. Teil seiner bahnbrechenden ,,Grund- 
lagen einer Materie" eingeschlsgen') und neuerdings von E i n -  
s t e i n  zuin Bewis  der integralen Erhsltungssatze fur ein ko- 
1:ertes System beschiitten.2) Man denke sich urn das matcrielle 
Teilchm ein VoIumen 9 abgegrenzt, dessen Dimensionen groR 
sind gegenuber dem eigentlichen Konzentrationskern des Teil- 
chens, lrlein gegenuber denjenigeii Abniessungen, in denrn dt~s 
iiufiere Feld sich inerklicli andeit. Bei der Bewegung be- 
schreibt 9 in der Welt einen Kanal. in dessen Innern der Stroin- 
fAdeiz des Materieteilchens hinfliel3t. Das Koordinatensystem, 
lestehend aus der ,,Zeitkoordinate" z,, = t und deli ,,1Zauni- 
Loordinaten" z1 r2 r3, sei so beschaffen, da13 die ,,Rdutne" 
T~ == eonst. den Kanal durehschiieiden (der Dwchschnitr ist 
61s eben erwahtite Volumen Q). Die Pseudotensordichte dcr 
Gesanitenorgie merde mit bezeichnet. Die iin Raunie 
T,, = const. uber das Gebiet SZ zu erstreelrenden Integrale J ,  
T on Q , O  sind die Energie (i = 0) und der InapuZs (i = 1, 2, 3) 
clrs Teilchens. Integriert man in der glejchen Weise j d e  der 
v;ei E: hsltuigsgleich~ulgen 

(lie oben allgen~eiu bewicseii wolden, so lkfext das ~ r s t e  Glied 
( k  = 0) die zeitliche Ableitung d J , / d t ;  das Integral uber die 
tkei sndern Gliecler exgibt aber naeh den1 GauBschen Satz 
tsinen ,,I<raftfluB" dureh die Oberflaehe wvon 52, ausgedtiickt 
(lurch eiri uber diese Oberflache zu rrstreckendes Integral: 
(tie Komponenteii der voii au13en auf das Teilchen einwirkenden 
.,Feld?xaft". Dies? &us dnr Trennung von Zeit und Raum 
liervorgehende Scheidung liefert die fur die Rfechanilr chnrakte- 
ristische Gegenuberstellung von ,, Tragheitsk~aft" d J J d f  und 
Feldhaft . 

Der Integrand des Kirkungsprinzips (19), dessen Iion- 
sequenzen wir jetzt verfolgen, heiBe %. Da f % d-x keine 
Invaiiaite ist, kann die in Kap. II zuni Beweis der Erhaltungs- 
Gtze angewendete Ijberlegung nicht ohne weiteres beibehaltsn 

1) Ann. d. Phys. 40. p. 1 .  1913. 
2)  Sitzungsber. d. PreuD. Akad. d. Wissensoh. 1918. 
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werden. Aber es ist auch jet,zL S'JS d x  = 0 fiir eine Varja- 
tion 6, die nech (14) dwch eine unendlich kleine Verschiebung 
irn eigentlichen Sinne hervorgerufen wird : z = 0, 5' konstsnt . 
Damit dies zut.rifft, muB man iiberhaupt keinerlei Voraus- 
setaungen uber 8 machen. 1st 

gcsetzt, so folgt daraus auf Grund der Gultigkeit des H a m i l -  
tonschen Prinzips die Formel 

a@ = 8 ' k s g i k  + @ a W g a g , ;  

Dies sind aber nicht die Erhaltungsstitze fiir Energie und 
Impuls. Vielmehr miissen wir, um diem zu hkommen, die 
Ma x w e 1 lschen Gleichungen zunLcbs t in der Form arschreiben : 

a (d + f k a )  

= 0 ,  8 %  - 
a x &  

hierin n = - (pi ti) zu setzen und die so hervorgehende Glei- 
chung mit 1 multipliziert w (24) addieren. Dam kolnmen 
die Gleichungen (23) zustande, nnd zwctr wird 

e: = 8 a t  + - a 9 9  a a p 1 k  - f k a  - A spi ~ k .  a a2 
Diese Energiedichte setzt sich aus ,drei Teilen myammen: 

lichen Glied 
1. dem nur im Innern des materiellen Teilchens meuk- 

A I +(@YJr) Sik - !Pi gk) P 

1 f 1 at  - f i a  f k a )  9 

2. dem zum Mexwellschen Feld gehorigen 

3. der Grctvit'cttionsenergie 

Wir denken uns den auSerhalb des Kenals herrschenden 
Wertverlauf der g i k  glatt uber den Kana1 ausgedehnt, indem 
wir die feine tiefe Furche, welche die Bahn des Materieteilchem 
in das metrische Antlitz der Welt re&, ,,ausgliitten", , , i ibr- 
brucken", und behandeln jenen Stromfaden als eine Linie in 
diesem ausgeglat,teten metrischen Felde. Ee sei ds das zu- 
gehorige Eigenmitdifferential. Wir konnen zu einer Stelle deR 
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Stromfadens ein solches Koordinatensystem einfuhren, daB dolt 

wird, die Richtung des Stromfadens durch 
C Z S ~  = ar,2 - ( d ~ , 2  + dx22 + as,') 

ax, : dxl : ax, : ax3 = 1 : o : o : o 
a 9.8 gegeben ist und die Ableitungen verschwinden. Fiir den 

an dieser St.elle gefuhrten Querschnitt zQ = const. des Strom- 
fsdens wird d a m  auch (approxiniativ) 

J ,  = J ,  = 3, = 0 
win wi.1 in1 st,atischen Fail, vorausgesetzt', da6 die iiinera 
Struktur des Teilchens die gleiche ist, wie wenn es in diesem 
Koordinatensystem dauernd ruhte; eine bei qua&ationarer 
Beschleunigung zulassige Annahme. Ebenso wird dann von 
den uber den Querschnitt des Stromfadens erstieckt.en Int,e- 
gmleii SF;' dx, cfx, d.r, 

dort nur das Ote nicht den Wert 0 haben, soudem gleich der 
Ladung e des Teilchens sein (die naeh dem Erhaltungssatz 
< h e  von der Zeit unabhangige Invasiante ist). Unter solchen 
Urnstiinden fallt in dem betrachteten Moment von den uber 
die Oberflache der Kapsei Q zu erstreekenden Integralen, den 
,,Kraftflussen", der von 3. herruhrende Anteil fort ; wesent- 
lich dafiir ist,, daB die Ausdrucke 3. nicht nur linear, sondern 
quadratisdl voii den Differentialquot,ienten abhangen. 
Der von 1. herruhrende Anteil ist zu vernachlassigen, 
da aut3erhalb des Teilchens 8' = 0 iet. Es bleibt nur 2., nnd 
dieser TeiI liefert die ponderomotorische &aft des elektro- 
niagne tischen Feldes nach der Ma x w  e 11 schen Theorie : e f o  
( f i k  ist hier das auBme Fefd; die Behauptulzg ist wenigst.ens 
d a m  richtig, wenn dieses Feld relativ zuin Teilchen zeit,lich 
cicbt zu stark variiert). Wir bekommen die Gleichungen 

Kehren wir zu einem beliebigen Koordinatensystem zwuck, SO 
tieten an SteIIe der erhaitenen Formeln die foigenden: 

Ji = m tii, WQ ui = - 
d s  

ist und ein Pvoportionalit%tsfaktor, die ,,Masse" m, auftritt ; 

dxi 
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Die gi, wie die f i k  beziehen sich hier auf die ausgegliittete 
Metrik. Die Ladung e ist konstant. Multipliziert man die letzte 
Gleichung niit, ui und sunimiert uber i, so findet nian 

d na 
d s  

= 0 ,  ._ 

also ist die Masse gleichfalls konstant. Ton dchr Wahl der 
Konstanten a hangt sie in solcher Weise ab, dalj 9n = Gi d a  
ist (G unabhangig von a). 

Der AnschluB an  die gewohnlichen Foinieln ist erreic1.t ; 
wesentlich fiu ihre Gultigkeit ist, dal3 die Eichung durch 
F = const. normiert wird. Eine Uhr mil3t bei quasistationiirer 
Beschleunigung das Integral f ds  der dieser Korrnierung ent- 
sprechenden Eigenzeit. niese Ergebnisse sind aher gebunden 
an das hier zugrunde gelegte Wirkungsprinzip. 

Das Problem der Mateib. DaB sich aus den Erhaltungs- 
satzen konstante Ladung und Rlssse fur ein Meterieteilchen er- 
geben, erlilart noch nicht, da13 alle Elektronen die gleiche 
Ladung und Masse besitzen und bcstandig beibehalten; denn 
die Teilchen sind doch niemals so vollstandig gegeneinander 
isoliert, als daB nicht im Laufe langer Zeitraume betriichtliche 
Abweichungen sollten entstehen kijnnen. Dies mu13 vielmelu 
daran liegen, daB die Weltgesetze nur eine dislirete Anzahl 
statischer Losungen gestatten, die oin stabiles Koryuskel dar- 
stellen. Damit kommen wir zu dem eigentlichen Problem der 
hlaterie ; 1aBt es sich auf G r ~ u d  des hier vorausgesetzten 
Wirkungsprinzips losen? Es scheint, als .sei diese Frage zu 
verneinon, da Mie gezeigt hat, daB die Hiiizufuguiig eines 
Gliedes zu der Maxw+ellschen WirkungsGichte, das kdiglich 
eine Funktion von q = f a i s t ,  gewiS denn dio Materie 
mcht ernioglicht, vr*enn diese Funktion nicht f~ q = 0 min- 
destem in 5. Ordnung verschwindct.1) Diese Erkenntnis ent- 
springt aber bci ihni daraus, deB Regularitat der statischen 
kugelsymmetrischen Losung ini Unendlichen zu fordern ist. 
Hier werden diese Losungen jedoch zweifelIos nicht zu einem 
unendlichen, sondern einem geschlossenen Raum fuhren, so 
daS ganz andere Regnlaritatsforderuiigen zii stellen sind. - 

-_ 
1) Ann. d. Phyfl. 89. p. 14. 1912. 
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Koch einen zweit.en Punkt mu13 ich beriihren, ehe ich zu mpli- 
ziten Rechnungeri iibergehe. Es ist eine Tatsache, ds13 ;tin 
Elelitron reine Zahlen auftreten, deren GroBenordnung giinz- 
lich von 1 vexschieden ist; so das Verhaltnis cles Elelrtroiien- 
radius Zuni Gravitationsradius seiner itlas:e, welehes von der 
GriiBenordnung 1040 ist ; das Verhaltnis des Elektronen- xum 
We1 traclins mag von iihnlicher GroBenordnung win. I)as 
scheint dazu zu zwingen, in das H a m i l  tonsche Prineip von 
vorn herein eine reine Zahl von enorm grol3em Werte auf- 
zunehmen, wie das durch unseren Ansatz geschehen ist: die 
Iionst,ante 8. dndererseits hat doch dies Zugestandnis, daA 
dein Weltbau gewisse mine Zahlen von zuf iilligem numerischen 
Wcrt zugruiide liegen sollen, etwas Abstruses. Ein Ausweg 
ilus dem Dilemma ist wohl nur dadurch moglich, daS man 
annimmt, das Weltgeset,z schreibe keinen bestimmten Wert 
dieser Zahl vor, sondern vcrlange nur, cls13 sie eine Konstant'e 
ist; init andern Worten, es miifite lauten: Jede auflerlialb 
rrines endlichen Weltgebiet,s verschwindende virtuclle Variation 
der Metrik, fiir welche 8Jl dx verschxvindet,, machtl aiich die 
Variation voii 1 + F2 l/s d.a- 
zu Null. I)adurcb wiirde das Problem der Materie zu einem 
I,Eigenwe~t"-Problem : nur zu gemissen diskreten Werten von 
j3 gehoren regulare Losungen. Ihnen entsprechen mogliche 
Korpuskein, die aber doch aIle neben- odcr ineinander, sich 
gegenseitig feine Modifikationen der inneren Struktw- acf- 
zwingend, in derselben Welt existieren. Merkwurdige Kon- 
sequenzen f i i r  die Organisat,ion dts Weltalls scheinen da anf- 
zudtimmern nnd die &foglichkeit einer Erklarung seiner Ruha 
in) grokien, Unruhe im kleinen. 

Irn statischen kugelsymnietrischen Fall haben wir die 
zwei nur von der Entfernung r = fx12 + x22 + xS2 abhiingigen 
Skalarfelder c und y und das Linienelement des Raumes du2, 
dem wir unter Benutzung einer geeigneten Entfernuiigsskala 

- 

die 

WO 
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(dei Akzont bedi.utet Ableitung itich T ) .  Ihncri die v o r g ~ ~ -  
iiomnienen Normierungen ist das 1 a uinliche Iioorciinntmqystcrn 
bis auf eine I h h n n g  festgelegt, die Funktioilen c urid 97 bw 
auf einen geineinssiiien konstslnteii Fnktoi., u, o, zr I olktmdig. 
Das (ohlie vl’eiteres hinzusehrei bende) Wii Itunppi iiizip liefelt 
die Differeiitialglt.iehLin~t~Ii 

Das Problem ist 4. Ordnung und von colclwt Art, daI3 dw 
Rhthematiker hof fnuiigslos vor ihni die Segel 5 treiclit. Iiiiuiexhin 
h n n  ich die Ordnung am 1 rednzieren, intlem icli tiio vorliin 
niit u ,  w, ui bezeichneten Funktionen einfuhre. A!; Vmiabil. 
benntze ich stutt P clas Qnadrut y2 = p untt findo 

d u  3 2 p - - -  f - g2L”W”- 21 = I ) .  
d e  4 

1) Picard,  Trait4 d’-ha,Igse 3. p. 21. 
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fiiben. 1)6r Aquator dieses Raumes werde bei e = eo erreicht,. 
Fur die Umgebung des Aquators hat man die durch 

@ == eo( l  - 9) 
eingefiihrte Grode z 31s liniformisierende zu bonutzen. l h n n  
niuB w fiir z = 0 in 2. Ordnung unendlich werden, c und 9 
werden reguliir bleiben und G fur z = 0 gewil3 nicht verschwinden. 
d wird unendlich der 1. Ordnung, u und u hebornmen also bri 
2 = 0 Nullstellen 1. Ordnung. Setze ich 

SO werden ti? G, d reguliiire uiid iibrigens gerade Funktionen von 
z sein. Ich bemerke, dal3 nach (27) lg A eino moiioton wachsende 
E’unktion von e ist; das Vorseichen in dieser Gleichung ist 
gliieklicherweise so geiichtet, daB es ein Wachstum von A 
uber alle Grenzen nls nioglich erscheinen 1813t. Benutzo ich 
z2 -7 t als nnabhtlngige Variable, so entstehcn die Differential- 
g le iehungen 

und 

liurch Veigleichung der kordanten Glieder der Po tenz- 
entwicklung ergeben sich daraus fiir t = 0 folgmde Anfangs- 
werte 

ZU ihnen gehort, wie aus dein oben angefiihten Existcnzsatz 
hervorgeht, eine einzige reguliire Losung dw Systems (D) samt 
eineni A ,  das unendlich wird wie l/v? (denn die Potenz- 
entwicklung der rechten Seite von (28) beginnt rnit deiri 
Gliede - l /2t) .  Jedeni Werte von eo entspricht demnach 
eine am Aquator regulare Losung des Problems, und indem 
man Po variiert, erhiilt man eine Schsr von 001 solchien Feidern. 
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Von ihnen kijnnen nur ifiejenigen in Betracht koninictn, die 
zu Wert,cn 

gehoron, da 20 positiv sein muB; also zu Radien kosmischer 
GroI3e ! In  der dreidimensionalen Nannigfaliigkei t aller Lii- 
sungen des Gleichungssystems (D) haben wir dernnach die 
eindimensionale der am Pol und die eindimensionale der an1 
Aquator reguliiren Felder. Diese beiden Mannigfaltigkeiten 
werden sich im allgemeinen so wenig ,,schneiden" wie z w i  
Gerade im Raum; wohl aber ist zu erwrtrten, daS es einzelne 
besondere Wtirte von 1 geben wird, die Eigenwerk, f i i r  welche 
ein solcher Schnitt einiritt, d. h. eine LDsung, eine ,,Eigen- 
funktion" existiert, die sowohl am Pol wie am Aquator reguliir 
bleibt. Zu einem wirklichen Existenznachweis der Eigenwerte 
sind die gegenwartigen Mittel der Analysis kaum ausreichend. 

Das mutmafiliche Weltgesetz. I n  der durch die E i n -  
steinisch aufgefaSte Gravitation erwcitrrten Mieschen Theorie, 
wie sie H i l b e r t  dargestellt hatl), wird an  die Hamil tonsche 
Funktion W (= B/l/;) nur die Forderung gestellt, daB sie 
eine Invariante gegenuber Koordinatentransformation ist. Diese 
Forderung liiBt fur fiie noch einen weiten Spielraum iibrig. 
Uurch unser Postulet,, daB W auSerdem eine Invariante voin 
Gewichte - 2 sein mul3 gegeniiber AbBnderung der Eichung, 
wird der Syielraum stark eingeengt, doch immnr noch nicht 
in solchem MaSe, daS dadurch W eindeutig bestimmt wiirc. 
Nehmen v i r  an, daS V' rational aus den Kriimmungskompo- 
nenten gebildet ist, so bieten sich, soviel ich sehe, n u  die 
folgenden 5 Moglichkeiten dar: 

1. die Maxwellsche 1 = f f , k f ' k ;  
2. nach dem gleichen Muster kann man aus der Vektor- 

kriimmung bilden: + F,, F i k .  Dabei ist die Multiplikation 81s 
Zusammensetzung der Mrttrizen zu deuten. Dcr Ausdruck ist 
selber eine Matrix, sber seine S ~ u r  L ist ein Skalar vom Ge- 
wichte - 2: 

L = + F& pBoik. 
1st *L die analog aus der Richtungskriimmung gebildete In- 
variante, so gilt L = *L + 1. 

1) D. Hi lbert ,  Nachr.d.Gee. d.Wissensch. zuGottingen 1915. p.396. 
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3. Man vei-tausche in dem Ausdruck von L im meit.en 

4. Aus dem verjungtcn Tensor Fi",, = F,, entspriugt der 

5.  Die oben benutxtc: Invariante P2. 
Die aufgestellte Rehnuptung nieint., da8 sic11 jed(. In- 

variante der angegebenm Art aus diesen 5 GroBen linwr init. 
1iunierischen Koeffizienten zuqamruensetzen liil3t. 

Das in den vorigen Absatzen dwchgefiihrt.r Wirkungs- 
prinzip besitzt diese Konstitution: seine Hamil tonsche  Funk- 
tion war eino lineare Kombination von 1. und 6 .  Ich ghube, 
es darf behauptet werden, did3 dieses Wirkungsprinzip alles 
leistet, was die Einsteinsche Theorie bisher geleistet hat., in 
den tiefer greifenden E'ragen der Kosmologie und der Kon- 
stitutian der Materie aber eine entschiedene oberlegenheit 
zt!igt. Dennoch glaube ich nicht, da13 in ihm die in der Wirk- 
lichkeit exakt zutreffenden Naturgesetzo beschlossen sind. Im 
H.inblick auf dio eigentliche GriiBennatur der Kriimmung er- 
sahoincn mir nimlich dio Invarianten 3.--5. als kiinstlichs E l -  
dungen noben den beiden neturlicbon, den ,,Haupt invarianten" 
1. und 2. Tauscht mich dieses Bsthet,ische Vertrauen nicht 
(dem die Vierdimensionalitat der We1 t recht gibt), so wiirde 
also das Weltgeset,z so laut.en: Jede auflerh.alb eines endlichen 
Gebiek verschwindende cirtuelle Anderung der Met&, fiir welch 
SJl  d x  = 0,  erfiillt auch die Gbichung SJr! d x  = 0. Die Kon- 
sequenzen dieses Wirkungsprinzips gedenke ich in einer Fort,- 
setzung dieser Arbeit zu verfolgen. 

Die Fruchtbarkeit des neuen Gesichtspunktes der Eich- 
invarianz hatto sich vor tillerti am Problem der Materie zu 
zeigen. Die entschoidenden Folgorurigen in dieser Hinsicht, 
vwschsnzen sich aber noch hint.er einem Wall ma thematkcher 
Schwirrigkeiten, den' ich bielang nicht zu dui chbrochen vorn1a.g. 

E'aktor F t i k  die Indizes /? und i miteinandcr. 

Skalar Fik F ik .  

(Eingegangen 7. Jannar 1919.) 

Annnlsn der Physlk. IV, Folpe. 59. 




