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1. Uber die Verbreiterung von Spektrallinien;
von J. Holtsmark.

1. Einleitung.

§ 1. Es ist schon lingst bekannt, daB unter geeigneten
Bedingungen die scharfen Spektrallinien mehr oder weniger
verbreitert erscheinen. Ks werden z. B. viele Linien im kon-
densierten Funken stark verbreitert, die Wasserstofflinien
wachsen sogar zu breiten ,,Banden* aus, und ebenso kann
eine Linie dadurch verbreitert werden, daB man den Druck
des emittierenden Giases genfigend erhoht. KEs ist dabei nicht
notig, daB z. B. im Falle der Emission der Natriumlinien der
Natriumdampf eine hohe Dichte hat, es wirkt ebenso, wenn
der emittierende Natriumdampf mit z. B. Stickstoff vermischt
ist, und der Stickstoff einen hohen Druck hat. )

Zur Erklirung dieser Tatsachen setzte man in Uberein-
stimmung mit der alten Auffassung, daB die Emission durch
schwingende Elektronen bedingt sei, an, daB die Bewegung
der Elektronen gedampft sei, man fagte also in der elastischen
Schwingungsgleichung ein Reibungsglied hinzu. Dies ist z. B.
von Voigt!) mehrfach gemacht worden. Da dieser Ansatz
zunichst rein formal war, so hat man sich auch bestrebt, eine
physikalische Erklirung des Reibungsgliedes zu finden. Es
kam da von vornherein die Dampfung durch Strahlung in
Betracht, diese ist aber nach Planck so gering, daB sie
neben der beobachteten gar nicht in Betracht kommt. AuBer-
dem hat sie gar keinen unmittelbaren Zusammenhang mit dem
Druck des umgebenden Gases. H. A. Lorentz?) suchte be-
kanntlich einen anderen Ausweg und nahm an, daB die Damp-
fung gewissermaBen eine scheinbare ist. Die Elektronen fithren

1) W.Voigt, Magneto- und Elektrooptik. B. G. Teubner, Leipzig
und Berlin 1908,
2) H. A. Lorents, Amsaterd. Proc. 25. Jan. 1906.
Aunalen dor Physik. IV. Folge. 58. 38
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ungedimpfte oder nahezu ungedampfte Schwingungen aus, die
Wellenziige sind aber nicht von unendlicher Liinge, sondern
sie werden jedesmal dann abgeschnitten, wenn das emittie-
rende Atom einen ZusammenstoB mit einem der ibrigen Gas-
molekiile erleidet. Ein endlicher, aber ungedimpfter, mono-
chromatischer Wellenzug laBt sich nun mit Hilfe des Fourier-
integrals zerlegen in eine stete Folge von Frequenzen, die
sich um die Frequenz der ungedimpften Schwingung nach
Art der Verbreiterung ordnen. Der Effekt ist also #hnlich
wie bei der gewthplichen Diampfung von unendlich langen
Wellenziigen.

Wohl der genauesten Priifung ist diese Theorie unter-
zogen worden durch die Versuche von Fiichtbauer und
Hoffmann?), sowie durch die Versuche von Fichtbauer
und Schell.}) Bei den genannten Versuchen wurde die Breite
von Cs-Linien in Stickstoff von 2 Atmosphiren Druck bestimmt.
Die Lorentzsche StoBdampfung ist in diesem Falle genau
berechenbar, es zeigte sich aber beim Vergleich mit der Er-
fahrung, daB sie viel zu klein gegeniiber dem theoretischen
Wert ausfiel. Um die Versuche nach der Lorentzschen
Theorie erkliren zu konnen, miifte man annehmen, daf die
Anzahl der ZusammenstoBe pro Zeiteinheit ca. 32 mal so groB
wire, wie die gaskinetisch berechnete Anzahl, Dies ist wohl
als eine entscheidende Schwierigkeit der Lorentzschen Theorie
anzusehen, sie ist auch meines Wissens nachher in keinerlei
‘Weise behoben worden.

Nach der neueren Auffassung der Lichtemission als eine
quantenhafte sinkt die Wahrscheinlichkeit der Lorentzschen
Erklirungsweise auch deswegen, weil es nunmehr ganz un-
wahrscheinlich wird, daB die Emission von schwingenden Elek-
tronen herriihrt.

Gleich nach seiner Entdeckung des Starkeffekts wies
Stark? darauf hin, daB die Verbreiterung von Spektral-
linjen durch die Einwirkung der elektrischen Felder der be-
nachbarten Atome verursacht sein kdnnte und er fithrte eine

1) Chr. Fiichtbauer und W. Hoffmann, Ann. 4. Phys. 43.
p. 96. 1914.

2) J. Stark, Elektrische Spektralanalyse chemischer Atome.
Leipzig 1914,
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Reihe von Tatsachen an, welche diese Auffassung unterstiitzten.
So wiichst die Verbreiterung innerhalb der Serien gleichzeitig
mit der Zerlegung durch den Starkeffekt, -d. h. im allgemeinen
mit steigender Gliednummer. Ebenfalls konnte er auch nach-
weisen, daB in Fallen, wo der Starkeffekt unsymmetrisch oder
einseitig war, die Verbreiterung eine ebenfalls unsymmetrische
oder einseitige war. KEs schien deshalb recht wahrscheinlich, daB
die Verbreiterung wirklich sich in dieser Weise erkliren lieBe,
einen Beweis dafiir konnte man aber nur dann erbringen,
wenn man die Sache quantitativ verfolgen konnte und es sich
dann zeigen wiirde, daB auch zahlenmiBig eine Uberein-
stimmung vorbanden wire.

Ich mochte im folgenden zeigen, wie man eine Theorie
der Verbreiterung auf dieser Grundlage aufstellen kann, und
daB dieselbe in quantitativer Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung steht. Dabei stellt sich auch heraus, daB es moglich
ist, aus Messungen der Verbreiterung Schliisse auf gewisse
Konstanten des Atoms zu ziehen, die bis jetzt der Messung .
nicht zuginglich waren. ‘Wir werden dabei sowchl die Ver-
breiterung durch Ionisation (kondensierter Funken), sowie die
Verbreiterung durch Druck behandeln konnen, und es wird
unsere Aufgabe sein, die Abhiingigkeit der Verbreiterung von
der Dichte und Art der umgebenden Ionen bezw. Molekiilen
zu berechnen. AuBerdem werden wir auch die Verbreiterung
direkt mit den Konstanten des Starkeffekts in Beziehung
bringen und verhiltniswiBig rohe, aber fiir unsere Zwecke
vollig ausreichende Angaben iiber die Intensititsverteilung
in der verbreiterten Linie machen konnen.

2. Aufstellung des Problems.

§ 2. Wir nehmen an, daB das emittierende oder absor-
bierende Atom von einer groBen Zahi anderer ,stdrender« Atome
oder Molekiile umgeben sei. Diese umgebenden Atome kdnnen
. auch Jonen sein. Das emittierende Atom wollen wir als das
Atom O bezeichnen, die stérenden Atome wollen wir mit
Nuommern 1—XN versehen, allgemein mit » bezeichnet. Die
Atome 1—A brauchen nicht gleich dem Atom 0 zu sein, sie
sollen aber alle unter sich gleich sein. Im Falle der Fiicht-
bauerschen Versuche wiire z. B. das Atom 0 das lichtab-

38¢
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sorbierende Cisiumatom, wihrend die Stickstoffatome die
Atome 1—X wiren.

Die umgebenden Atome sind nach der nunmehr aligemein
genug begriindeten Auffassung Systeme elektrischer Massen,
sie erzeugen an der Stelle des nullten Atoms ein elektrisches
Feld gleich der Summe der elektrischen Felder aller Atome.
Das vom Atom O emitlierte Licht wird infolgedessen einen
Starkeffekt zeigen, und die GroBe dieses Starkeffektes wechselt
mit dem eben erwihnten elektrischen Feld. Weil die Atome
stindig in Bewegung sind, wechselt das Feld fortwihrend,
sowohl nach Richtung wie nach GroBe, so daB wir keine ein-
heitliche Aufspaltung der emittierten bzw. absorbierten Linien
erhalten, sondern nur eine Verbreiterung. Wir siud offenbar
imstande, diese Verbreiterung anzugeben, sobald wir die Wahr-
scheinlichkeit dafiir kennen, daB eine bestimmte Feldstirke
herrscht, als Funktion von dieser Feldstirke. Auf die Rich-
tung derselben braucht keine Riicksicht genommen zu werden.
Zunachst kommt es aber darauf an, die Wahrscheinlichkeit einer
resultierenden Feldstirke F, als Funktion von F, zu finden.

Die Feldstirke #, am Ort des Atoms 0 setzt sich zu-
sammen aus den von simtlichen N Atomen erzeugten Feld-
stirken. Die Komponenten der letzteren seien fiir das erste
Atom in einem festen Koordinatensystem X, ¥, Z, dann
sind die Komponenten von F, gegeben durch

N
( XO = 2" ‘Xn’
1

0 { v, =

und wir suchen die Wahrscheinlichkeit, daB
X, zwischen X, und X, + d X,
@) {Yo o Yoon L+dE,
z, » Z, , Zy+4dZ,
liegen. Die X, ¥,, Z,, welche die vom n-ten Atom hervor-
gebrachte Feldstirke angeben, hingen nun in bestimmter Weise
von einer Anzahl unabhingiger Koordinaten z,, z,, ... z,, ab,
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nimlich den Koordinaten, welche die Lage des n-ten Atoms
in bezug anf den Mittelpunkt des nullten Atoms charakteri-
sieren. Jede Komponente unserer resultierenden Feldstirke
X, Y, Z, hiingt also von NvKoordinaten ab, nimlich von den
N Koordinaten simtlicher N Atome. Die Werte dieser Koor-
dinaten wollen wir durch Punkte in dem v N — dimensionalen Raum
By e Ty, Xy eee Ty ... Tiy .. - T,y darstellen. Diese Punkte
werden nach irgendeinem Wahrscheinlichkeitsgesetz in dem
Raum verteilt sein, wir werden die ,Einzelwahrscheinlichkeit*
fir den Punkt z,,, z,,... z,, eines bestimmten Atoms n mit
o, bezeichnen. Zu jeder Kombination z, z,, ...z, ist die
Feldstirke X, ¥, Z, durch die Gleichungen (1) gegeben. Hier
sind die X, ¥, Z, als Funktionen von z,,z,,...z,, zu denken,
also:

* Xa (‘rlnzﬂn et xvn)'

(1a) 1 Lo=2r Y (5075, - - 2,

>
It
% M= Mz

Z, = Zﬂ Z, (®1nTag -+ - 2,0

Die Wahrscheinlichkeit, daB die Koordinaten z,,...z,,
einem Bereiche dz,, ... dz,, angehoren, wird man schreiben
kénnen in der Form

(1b) o, dz  dz, ...dz

rn’

Die GréBe o, ist dabei im allgemeinen eine Funktion von
xm s .'&" o
Die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Kombination
von siimtlichen Ny Koordinaten wird durch das Produkt simt-

licher Ausdriicke von der Form (1b) gegeben sein, also gleich
(le) 0'1...0'Ndzndxz,...dx,1v.

Eine solche Kombination ergibt nun einen bestimmten
Wert von X, und ebenfalls bestimmte Werte von ¥, und Z,
nach (1a). In gewissen Teilen des » N-dimensionalen Raumes
werden also die Gleichungen (2) erfilllt sein, in den iibrigen
Teilen nicht.
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Die Wahrscheinlichkeit, daB die Gleichungen (2) erfiillt sind,
ist abergleich der Summe aller Volumenelemente, die fiir(2)giinstig
sind, jedes multipliziert mit der spezifischen Wahrscheinlich-
keit dieses Elementes, die gleich ¢, 6,...0y ist, das Ganze
dividiert durch die Summe aller Volumenelemente iiberhaupt,
jedes ebenfalls mit derselben spezifischen Wahrscheinlichkeit

multipliziert. Oder die Wahrscheinlichkeit #' (X, ¥, Z,)) wird
gleich:

1
@) WX,Y,2)= VN-.f...fcrl02...0Nd.zndx21...dxm,

wo das Integral zu erstrecken ist iiber diejemigen Teile des
vN-dimensionalen Raumes, wo die Gleichungen (2) gelten, und
wo Vy die Bedeutung hat:

(4) VN=ffo‘loz...a‘vd.zudxn...dx,,y,

iber den ganzen Raum integriert.

Die Gleichungen (3) und (4) sind umser Ansatz, es gilt
nun, in unserem besonderen Fall die Integrale auszurechnen.

§ 3. Eine &hnliche Frage ist von Markoff!) behandelt wor-
den, und von v. Lane 2) angewendet. Beide finden unter verein-
fachenden Annahmen, daB die Wahrscheinlichkeitsfunktion
W (X, Y, Z)) die Gausssche Fehlerfunktion wird, wo als Kon-
stanten im Exponenten die Mittelwerte auftreten:

J_Y:z- ?ﬂi Z_nz_ Xﬂ '}’" XnZn Yﬁzﬂ

und wo der Index » fortgelassen werden kann, wenn alle Atome
1 bis N gleichartig sind. Wenn man diese Resultate auf das
obige Problem anzuwenden versucht, zeigt es sich, daB das
nicht moglich ist, weil die genannten Mittelwerte hier keinen
Sinn haben. Dies folgt daraus, daB die Feldstirke in unmittel-
barer Niahe der Atome oder Molekille unendlich wird. Da
es aber trotzdem klarist, daB die Wahrscheinlichkeitsfunktion (3)
wirklich existiert, so miiBte man versuchen, das Integral in
anderer Weise zu berechnen.

Es zeigt sich dann bei genauerer Untersuchung, da man
das Verfahren von Markoff zum Teil verwenden kann, nur

1) A. A, Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung, deutsch von
Liebmann. Leipzig u. Berlin 1912. §§ 16 und 38.
2) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 47. p. 858. 1915.
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darf man nicht die vereinfachenden Annahmen machen, die er
benutzt, weil eben dadurch die genannten Schwierigkeiten ent-
stehen.

§ 4. Es gilt in erster Linie, das Integral (3) zu berechnen.
Das Verfahren von Markoff beruht nun darauf, daB man
durch Multiplikation mit einem passenden Dirichletschen
Faktor das Integral iiber denjenigen Teil des Raumes, wo (2)
gelten, in ein Integral itber den ganzen Raum verwandelt.
Dieser Dirichletsche Faktor muB so beschaffen sein, daB er
iiberall dort, wo die Gleichungen (2) gelten, gleich 1 ist, und
im ganzen fibrigen Raum gleich Null. Wir brauchen fiir jede
der drei Ungleichungen (2) e¢inen Faktor. Solche Faktoren
sind die Dirichletschen Integrale:

+ oo + oo
H(X) = %f&;‘f dd8dE,  H(Y)= %f_‘““ﬂf‘” een .

®) ro
1) = . [ extar,

—

\

wenn wir die Werte verwenden:

0

N
«=}dX,, 0= El:nXﬂ(xln...x,,,)— X

N .
(6) ﬂ=%dY0’ 5=2:n1’“(x1".--1‘,-n)“yo’

¥
y=1%d%,, x= $nzn("’xu"'xvﬂ) —%-.

Die Integrale (5) sind gleich 1 oder O, je nachdem:

—aLdle, —<E<P, —y<uly

gelten oder nicht, und nach den Festsetzungen (8) sind diese
Ungleichungen identisch mit (2). Wir fithren (6) in (5) ein,
dabei werden, weil ¢, 8 und y unendlich klein sind ?):

1) Anmerkung. Man solite eigentlich den Grenziibergang wegen «
sehr klein erst dann vornehmen, nachdem die Integration in (7) iiber
dz,, . ..dzy n ausgefithrt ist, weil die Integrale (5a) an sich keinen 8inn
haben. Es liBt sich aber leicht zeigen, daB es auf dusselbe heraus-
kommt.
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sinax & sin singy §
Snes __ﬁ=‘,9’ y A

3 © Ty =
so daB die Integrale lauten:

+o N
&2 n — Xy,
11(X)=§‘;dxofe“1" “ag,

4o N
(59) H(Y)-.—_-.;_ndyofe'ﬂ(fn—yo)dﬂ’

1 +w'¢(§'z Zo)
HZ) =—dZ [ 1" 7d
L 2) Sm g‘!!:.e ¢

Diese Integrale multiplizieren wir mit dem Integrand in
(8), dann kdpnen wir die Integration iiber den ganzen Raum
erstrecken:

W (X, Y, 2)dX, d¥, dZ,

1

M 8nl

+ w
dX,d¥, dZofffd§ dpdle-EXtnYetiz).

1
{E S+ nZTn+L2 20
VNf"'f 0, 6,.. .0y CZN+ 1T atlZd) dg, d, ...dz,y.
Y

Das innere Integral ist {iber das ganze Volumen 7 zu
erstrecken, dabei sind X, ¥, und Z, als Funktionen der
v Koordinaten z,, z,,_...2,, zu denken. X, ¥, Z, sind die Kom-
ponenten der resultierenden Feldstirke, sie sind bei allen
Integrationen als Konstanten zu betrachten. KEs ist nun von
Wichtigkeit, daB alle N Molekiile einander gleich sind. Dann sind
nimlich X, 7, Z, simtlich dieselben Funktionen von z,,z,,...2,,
und die o, 6,...04 sind alle gleich. Infolgedessen liBt sich
das innero Integral aufspalten in das Produkt von N Integralen,
die unter sich alle gleich sind. Das innere Integral in (7)
wird dadurch einfach die N-* Potenz eines Integrales, das nur
iber die » Koordinaten eines einzelnen Atoms zu erstrecken
ist, also:

(Ta) JN-._-%[f...fe"fxﬂﬂﬂtzadxldxz...dz,]N,
v



Uber die Verbreiterung von Spektrallinien. 585

wo wir den Index » wegen der Gleichheit fortgelassen haben.
Ebenfalls haben wir:

Fa= V¥

geschrieben, indem 7 sich nur auf ein einzelnes Atom bezieht.
Mit Verwendung der Gleichung (7 a) erhalten wir sodann aus (7):

+
WX,Y,2) = —511'—3.[...fd§dy}dge—i(EXo+r)Yo+CZo).
®) s

%[f...fe‘(xf*‘l"i*‘”’adxl dxz...dx,]N.
v

Soweit sind unsere Ausfithrungen analog zm denen von
Markoff und von v. Laue gewesen. Um weiter zu kommen,
miissen wir aber einen anderen Weg einschlagen, wie schon
oben bemerkt wurde.

Herr Professor Debye wies mich nun darauf hin, daB in
unserem besonderen Falle die Integrale wirklich auswertbar
sind, ohne daB man irgendwelche Annahmen zu machen braucht.
Fassen wir namlich zun#ichst das innere Integral ins Auge, so
bemerken wir, daf die Komponenten der Feldstirke XY Z in
der Form eines skalaren Produkts von den zwei Vektoren §
und 3 auftreten, wo §§ die Komponenten XY Z und 8 die Kom-
ponenten §, 7, { haben. §, 7, { ist bei der inneren Integration
konstant. Es gelingt nun, bei Anwendung von Polarkoordinaten
dieses skalare Produkt in eine solche Form zu bringen, daB die
Integration ermoglicht wird. Wie dies im einzelnen geschieht,
wollen wir im folgenden zeigen. Es handelt sich aber zunichst
darum, die Feldstirke § eines Atoms im umgebenden Raum
zu finden, um daraus das Produkt (§, 8) zu bestimmen.

8. Berechnung des Atompotentials und der Feldstiirke.

§ 5. Ein Atom (oder Molektil) bestehe ganz allgemein
aus einer Anzahl s Ladungen, die wir mit e, bezeichnen wollen.
Wir suchen das von diesen Ladungen in einem Aunfpunkt z,y,z
hervorgebrachte Potential. Das Koordinatensystem =z, y, z
wollen wir uns fest mit dem Atom verbunden denken, dessen
Mittelpunkt wir im Anfangspunkt verlegen. Die Lagen der
Ladungen e, wollen wir uns ebenfalls in diesem System ange-
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geben denken, sie seien durch die Koordinaten z,y,z, gegeben.
Wenn nun E, der Abstand der s-ten Ladung vom Aufpunkt
bedeutet, so ist das Potental in diesem Punkt:

e

Da uns das Feld in groBem Abstand vom Atom interessiert,
konnen wir den Ausdruck (9) nach r entwickeln, » bedeutet
den Abstand des Punktes z,y,z vom Mittelpunkt, also:

Es ist nun:

Ri=(e—af 4l -yt +e—zp =1+ (%) -2,
wo
7.,2 = z.‘ﬁ + yaz + Z.’,
kr)==zz, +yy,+ 22,
wie man leicht findet. Die Entwicklung von [R?]-" ergibt
dann nach Einsetzung in (9):

10) @=2Ze_ GZan L {zer=_32( ("'))}+...

plus weitere Glieder, die wir vernachlissigen wollen. Wir
konnen diesen Ausdruck noch etwas umformen, so daB er fiir
die Verwendung bequemer wird:

(D=————,(— e t)—%{fcnx‘z(l—%ﬁﬁ)

-
(108)  + ze,y,z(l =2 4 3,22 (1- )

_ 8Zeayay 6 e,y n,yy  6ZexzAT) _
r2 r2 r!

Was nun diese Gleichung betrifft, so ist zu bemerken,
daB wir drei Fille zu unterscheiden haben, je nachdem:

1. Keines der Glieder verschwindet.

2. Das erste Glied gleich Null ist.

8. Das erste und zweite Glied verschwinden.

Im ersten Fall hat das Atom eine tiberschiissige Ladung,
es ist also ein Jom; im zweiten Fall ist es neutral, hat aber
ein elektrisches Moment, wir haben also ein Dipol; im dritten
Falle hat das Atom keine Ladung und keine Dipole, es wirkt
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aber wie ein Quadrupol. Es wire endlich noch denkbar, da8
auch das dritte Glied gleich Null wire. Wir wollen uns aber
auf die drei aufgeziihlten Fille beschriinken und die Rech-
nungen in allen genau durchfiihren. Wir wollen diese drei
Fille bezeichnen als:

1. Ein geladenes Ion,
2. ein Dipol,
3. ein Quadrupol.
In allen drei Fillen haben wir das skalare Produkt (3 )

als Funktion von unabhiingigen Koordinaten zu bestimmen,
wo $ ein fester Bezugsvektor und  die Feldstirke ist.

§ 6. a) Feld des geladenen Ions.

Wir haben hier
e, _ 8
===
und
F=grad 0= — 3.1,
also
(11) By = ([, 8) = — ri, o cos i,

wo & den Winkel zwischen 3 und r bedeutet und ¢ der Ab-
solutwert von § ist.

§ 1. b) Feld des Dipols.
Beim Dipol ist
('12) @ = (nZer) tm

"3 - ra 3

m bedentet das Moment des Dipols.

3=gmw=gm@J 1 grad @m) — 2 r(x, m)
(18) _m 3r(r,m)
T 5
Wir bilden wieder das skalare Produkt mit dem Vektor 3
1
(14) BF) =+ Bm) — = (rm) (31,

und es gilt, dieses Produkt als Funktion von nur unabhéngigen
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GroBen darzustellen. Das ist sofort zu erreichen, wenn wir
fiir die drei skalaren Produkte schreiben:

(Bm)=gom cos «,
(15) km)=rmcos g, .
(31) =or cosy.
e bedeutet dann den Winkel zwischen 8 und m usw. Wir
tragen die drei Vektoren 8, m und r in ein Koordinatensystem

ein und betrachten ihre DurchstoBpunkte mit der Einheits-
kugel um den Anfangspunkt (vgl. Fig. 1. Da die Richtung

Fig. 1.

von 3 beliebig ist, so kdnnen wir sie als Polachse des Koordinaten-
systems wihlen und Polarkoordinaten r, ¢ und ¢ einfiihren.
Aus der Figur ist dann sofort zu ersehen, daB « und y

die Breitenwinkel &, und &, der Punkte r und m sind.
Nennen wir ihre Lingenwinkel ¢, und ¢,, so ist nach einem
bekannten Satze

co8 3 = co8 ¥ coS @ + sin y sin @ ¢o8 (@, — @,)

cos @ = co8 &,
oder  cos 8 = cos ¢, cos &, + sin &, sin I, cos (¢, — @,),

cos ¥y = cos ¢,.
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Dies in unseren Ausdruck fir (8 {y) eingefiihrt, ergibt:

(16) { @y = % - om (cos &, — 8 cos &, - (cos %, cos P,
+ sin &, sin &, cos (p, — @,)) .
Damit haben wir erreicht, das skalare Produkt (3) als
Funktion der unabhingigen Verainderhchen r, 3 Oy, ¢, und @,
darzustellen.
§8. ¢ Feld des Quadrupols.

In dem Fall des Quadrupols haben wir allgemein fiir das
Potential:

[om ez
an +2e,z,’(1—- 3—?) — 63,7y, s —6>e,7,2, ,,
— 6>, 2,2, 3 } .

Es ist nun zweckmiBig, das Koordinatensystem z,y,z, das
vorhin beliebig orientiert war, fest mit dem Atom zu ver-
binden. Wir konnen es dann so drehen, daB die Summen

Eecxaya = Eeayt . = Zeszcza =0
werden und nur die rein quadratischen Glieder in @ iibrig
bleiben. Zur Abkiirzung fithren wir ein:

(18) Sert=0,, Dey?=0, Dez’2=0,.

0,, 0, und ; sind dann Konstanten, welche den Quadru-
pol charakterisieren. Wenn das Atom symmetrisch um eine
Achse ist, so sind zwei von den Konstanten gleich, ein Fall,
der z. B.. bei N,, O, usw. mit groBer Wahrscheinlichkeit zu-
trifft. Wir machen diese vereinfachende Annahme und setzen
also:

(19} 6, =0,

Man konnte auch ohne besondere Schwierigkeiten diese
Annahme entbehren, das Resultat wiirde aber dadurch unnétig
kompliziert werden, die meisten Molekiile und viele Atome
werden auch der Bedingung geniigen. Es bleibt dann fiir das
Potential

0 0=~ oo (1-3)+ 0, i=22] 6128
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Eine leichte Umformuhg ergibt:

A
b= 217(63_92)(—'3’2—3/24‘222): 27(—12—.724' 222,
wo 4d=0,—0,.

(1)

Wir schreiben zur Abkiirzung

— 2 222 = B2

und bilden
3P Ax £\
[ 6z 278 (2_5_F)~F”
P Ay A
(22) - Ty = e (2—5}7)“Fy’
0D Ax

!.

+ (2~5§) = F.

Q
R

Il

I, F, F, sind hier ausgedriickt in einem Koordinaten-
system, das mit dem Atom fest verbunden ist. Die Koordi-
naten von 8 seien in demselben System

?m’ gy’ ()z‘
Wir haben dann das skalare Produkt
(’ze + gyFy + Q,ﬁ,, = (67%)

zu bilden und auf eine Anzahl unabhingiger Koordinaten zu-
riickzufilhren, Tragen wir wieder die Vektoren 8, r und ¢ in
ein Koordinatensystem ein, wo ¢ die Atomachse angibt. Dann
ist (3%) abhiéngig von den relativen Lagen von 8, r und ¢ zu-
einander. Um diese Lagen anzugeben, halten wir einen von
den Vektoren fest und withlen ihn als Polachse eines Polar-
koordinatensystems. Dieser Vektor sei ¢. Dann sind die
Lagen von 3 und r gegeben durch die Winkel &, ¢, bzw.
&, @, (vgl. Fig. 2), und es wird

0, =0 sind, cosep,, r =r 8ind, cosq,,
(28) | o, = ¢ sin ¥, sing,, y =r sin+, sing,,
0, = ¢ cosd, z=r cosd,.

Wenn diese Werte in das skalare Produkt (3 ) eingefiihrt
werden, erhilt man
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4 . .
(24) {(5 ¥ = 57‘1 {2 cos ¢, cos &, — sin 3, sin I, cos (p, — q»,)}
(1 —15 cos? &,).

Fig. 2.

Der elektrische Zustand des Atoms wird durch die Kon-
stante 4 bestimmt.

Fassen wir unsere Resultate zusammen, so sehen wir, daB
in allen drei Fillen das skalare Produkt (3, §) sich darstellen
18t in der Form

(25) ®3) = - w,,

wo w, Funktionen von nur WinkelgroBen bedeuten, und p die
Werte 2, 3 und 4 annimmt. Wir konnen also unser Problem
allgemein behandeln, indem wir fiir (3, ) eine Funktion vom
Typus (25) einsetzen.
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4. Berechnung der Wahrscheinlichkeitsfunktion W (X, ¥, Z,).
§ 9. Wir greifen zuriick auf die Gleichung (8)

1 —iEXo+ 9 Yo + L 2Z0)
[ W (X, ¥, %) —.S——ff dgdndle "

(8) £X Y N
| o )

und wir wollen zunichst an d1e Auswertung des Integrals in
der Klammer schreiten. Indem wir den obigen Wert von
(8, %) einfithren, erhalten wir:

(26) J-—-——f f rP odr dz,dzx,.

Die Koordinaten z,...z, sind in diesem Falle r, &, &, ¢,
und ¢,, weil wir die Funktion (25) in diesen Koordinaten
ausgedriickt haben. [Vgl, Gleichungen (24), (16) und (11)]. Ist
nun jede Lage des Molekiilmittelpunktes im Raume, sowie
jede Richtung eines fest mit dem Molekiil verbundenen Pfeiles
gleichberechtigt, so ist:

(26a) odz, dz,...dz, =r2drsin ¢ d& sin &, d&, do, de,,
wobei

2
@ 7 =27 ps-

zu wihlen ist. Die Grenzen fiir &, 3, ¢, ¢, sind némlich ohne
weiteres angebbar, sie sind:

&, und &, von O bis =,

o, und @, von O bis 27.

Den Abstand r wollen wir gehen lassen von 0 bis zu
einem groBen Werte R. Wir tun also so, als ob das stérende
(Gas in einer kugelférmigen Hiille vom Radius R eingeschlossen
ware. Offenbar ist diese Annahme ohne Einfluf auf das
Endresultat, da die Form des GefiBes, in dem der Versuch
ausgefiithrt wird, bei den groBen Dimensionen desselben keine
Rolle spielen kann. Mit Benutzung dieser Integrationsgrenzen
erhilt der Nenner 7 den angegebenen Wert, dies folgt un-
mittelbar aus unserer Definitionsgleichung fiir 7:

28) 7=[..[odsds,...dz
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das Integral iiber die Kugel vom Radius 2 und die obigen
Grenzen erstreckt.
Wir schreiben zur Abkiirzung in (26a):
dQ =sin$, d3, de,,
dQ =sind, d&, dg,,
und fithren dies in (26) ein. Ks ergibt sich so

etp

(26b) J_—f fdpdpf 2e' 2 dr.

In diesem Ausdruck fihren wir die Substitution aus

3
—9-::1 =u, ridr= (_0;%) /pdu,

wodurch das Integral die Form annimmt

Ry LES
(29) J-—16 ,f fd!)dp'(ew’) fe"‘u ? 7du.

Die untere Grenze des inneren Integrals ist dabei
Wp

(30) o=S2E

‘Wir miissen fiir das Weitere eine getrennte Behandlung
der drei Fille p = 2, 8 und 4, vornehmen, und wollen daher
zunichst den Fall p = 2 berechnen. KEs handelt sich also
darum, den- Wert von

JN

in der Grenze fiir groBe N und groBe R, d. h. kleine « zu be~
stimmen. Es ist vorteilhaft, das Integral iiber u zunichst zu
berechnen, obwohl man im Falle des einfachen Ions auch
umgekehrt verfahren kénnte. Um die Analogie mit den zwei
anderen Fillen besser hervortreten zu lassen, wihlen wir aber
deu ersten Weg.

§ 10. Berechnung von J¥ bei p = 2.
In diesem Falle lautet unser Integral tiber u

-4 o

L - 4

ey 2du=% 2e"’+?za 2e“‘ i 412fe”‘u 2du,
a

a
wie die partielle Integration sofort ergibt. Das letztere Inte-
gral schreiben wir

Annalen der Physik. IV. Folge, 58. 39
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1 ® . a _1 .
fe”‘u 2a’u:fe'“u 2du fe""u *du=e 41"(%)
« 0 0 )
G [(l-i-iu-}— 12u2+...)u~?11n
6
T : 2 = 2 1 7
4__ . 2« 1 9 2
n-e 2a¢ 3¢ 53¢

Wenn wir dies einfithren, und den Wert von « beriick-
sichtigen, erhalten wir fiir J
3

2 -—

_8 -R3[—a 7 pia
3

1677 RS

3
Z

J = dQd.

w[n

o) w

1
i‘ ia '2( 4 —_ 2 ___2_ - .
+3za 2¢gia 4 4 'Vnc 2¢ 3 S
Da o = 2% eine kleine Grofe ist, konnen wir ei® ent-

Ri
wickeln; eine leichte Rechnung ergibt dann

;2 32
(32) J=l—61?fd.!2dﬂ’[l+ia+2iz]/9—re ‘o’ +...],

wo die weiteren Glieder mit ? usw. nicht aunfgefiihrt sind, da
sie, wie sofort gezeigt wird, nichts beitragen. Das ¢ enthiilt
noch die Winkelfunktion w,. Von dieser Winkelfunktion ist
zu bemerken, daB ihr Mittelwert, das Integral

fd.QdQ'wp

iiber alle 2 gleich Null sein muB. Dies erhellt sofort aus
der physikalischen Bedeutung von w,, und 1aBt sich auch leicht
verifizieren, indem man die frither gefundenen Werte von
w, einsetzt und die Integration ausfihrt. Wir konnen also
J schreiben

7 8
iz -
83) J=1+28Yme ‘g [dQdQe’ + ..

Dies ist nun zur Potenz N zu erheben, wo N die Gesamt-
zahl der Molekiile bedeutet. Ist n die Zahl pro Volumen-
einheit, so ist

(34) N=1TR.n
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und weiter
N 10)"s " 8n4n . o d
(85) a'h = (c?R-3 = (ng)/,.m = (g w,)" 3Nn )
Das Glied «2 wiirde

s 4
u2=e;;’ = o?w,?. ’:)N;E[
lauten, und also im Nenner R haben, bei der Erhebung zur
Nten Potenz ist es fiir R = oo daher als unendlich klein
hdherer Ordnung wegzulassen. Wir schreiben noch zur Ab-

kiirzung

(36) io [ 49242 v =,

16t
und ftthren (35) und (36) in (33) ein.
L3 3 '
T T 4
(338.) J=1—2V7‘ze‘.w2.02..§_.l%.

Dies soll zur Nt Potenz erhoben werden und da N eine
sehr groBe Zahl ist, konnen wir wegen des & im Nenner in
(83a) die Exponentialfunktion schreiben

3

(87 L I NPT Y
Nach der Bedeutung von w, [Gl. (11)] ist
wy = — §CO8 T,
also
o[ @A Q42 = ,f e costh @
7y

@8) | sind,d9 dp d @ = 5 [cosh & sind, d .
. 0
4 & —;—fcos'/r & sind ddF = dh- %(1 —1).
7f2

Dies in J¥ eingefiihrt, ergibt unter gleichzeitiger Beriick-
sichtigung von

E

iz .
e ¢ =ttl
Ve
BV2—n LT Y’
(39) J¥ = e— TR 4 !s/'= e—4,21ne ey |

89*
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Wir haben damit fir den Fall des Ions den Wert von
J¥ ermittelt. Ehe wir an die weitere Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit schreiten, wird es zweckm#fig sein, auch J¥
beim Dipol und beim Quadrupol zu berechnen. Wegen der
Ahnlichkeit der Ausdriicke, die wir dabei erhalten werden,
wird die spiitere Behandlung der drei Fille unter einem ge-
meinsamen Gesichtspunkt erleichtert.

§ 11. Berechnung von J¥ bei p = 3.
In dem Falle des Dipols lautet der Ausdruck fiir /

(40) J@~if fm“%fw"-%wdpdﬁ
2

wobei

(41) @ =2

Wir fithren hier wieder eine partielle Integration aus und
erhalten

fe"“u‘zdu =— [e"”u—l] + ifc"‘u“ldu
(404} “ a e

= ¢ eit | ife"“u‘ldu.

Um den Wert des letzteren Integrales zu bestimmen,
wollen wir einen kleinen Kunstgriff verwenden, indem wir es
zerlegen in ein Integral von O .bis o und ein Integral von
0 bis «. Beide Integrale werden unendlich groB, ihre Diffe-
renz muB aber wegen ihrer Bedeutung einen endlichen Wert
haben, Wir schreiben also

@

(42) fe“‘u—ld j ‘1du—6fe"“u"1a'u.

a 0O

Weiter schreiben wir anstatt des Exponenten — 1, — 1 4 A,
wo A eine kleine Zahl bedeutet, die wir in der Grenze gleich
Null setzen werden. Es ist dann

a

(43) eluy—l+tidy —— [elvy—1t2dy = f(a,d)
J /
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eine endliche GroBe, die in der Grenze fir A =0 zu be-
- stimmen ist.

Wir fihren wieder die Gammafunktion ein und entwickeln
im zweiten Integral e's, Dann erhalten wir

[f 1) = T(l) fu'“"[l+lu+%ia“’+"']d“
(44) 0
I‘(J.) a,’ .a1+l 2 a2+l
l ———[T‘*"H.z R ]

Um den Grenzwert fiir A = 0 zu finden, benutzen wir die
Relationen

rara-—is= ;—m
und
I'l —A=I)—aI"(1),
weiter ist
it i""%‘ = (1 — ii;-).),
so daB

rey_ = (-5 1p, _z
d T maro-irot [F(l) -"-l]

Es ist ferner

et 14+2logea+... 1
TS 1 T+log o+ ...

Hieraus ergibt sich endlich fir f(¢,4), indem wir den
Grenzitbergang ausfiihren

46) flah=I'()—i%—lga—ic— 55—

und wir erhalten

_ 1 wem | 1 ia g (I ‘1
" {J o[ faeaanr [a +(1‘() "

— log a-—m—%%’—---)],

ganz ahnlich wie im Falle des einfachen Ions. Analog wie
friither, setzen wir die Werte fiir ¥ und

(47) mow, = o K3
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ein und entwickeln eie nach Potenzen von «. Bei der Aus-
fihrung der Integration iiber d 2d Q" fillt aus Symmetrie-

griinden wieder
[ - f «dQds
weg und es bleibt

Hier wu'd der Wert von « wieder eingefithrt und beriick-
sichtigt, daB das Glied mit «2 und die folgenden unendlich
klein von hoherer Ordnung sind. Es wird dann

48) J=1-— wnf. ™ (logw, — log B%)d 2d £,

wo der zweite Teil wegen der Symmetrie von w, verschwindet.
Fihren wir die Zahl der Atome pro Volumeinheit n ein, so ist
wieder

_ 47 3,

(49) N-—— -?'R n,
und wenn wir zur Abkiirzung

1 -
(50) ﬁf...fws loguw,d 2 d 2 = v,
nennen, so wird

4- 0Ty 4
J_.l_m(“ 13R3 ws_]_mgz%;;, n

L4 . =
—~ ——mginw;

(1) J¥=¢ 3

Wir sind somit zu einem &#hnlichen Ausdruck gelangt,
wie im Falle des einfachen Ions. @, ist dabei eine reine
Zahl, die aus dem frither abgeleiteten Wert von w, zu be-
stimmen ist. Nach (16) lautete dieser:

(52) { wy = {cos ¥, — I-%cos &,‘ [cos &, cos 3,
. + sin &, 8in J, cos (@, — @,)}.

Wir brauchen
(53) By = 15 f w, logw, d 2 d 2.

Bei der Auswertung dieses Integrals ist zu beachten, daB
w, innerhalb des Integrationsgebietes ebenso oft und mit
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gleichem Gewicht positiv wie negativ ist. Es wird daher zu
jedem wglogw, ein — w,log(— w,) existieren, und das ge-
samte Integral ist die Summe dieser beiden Teile iiber positive
und iiber negative w,. Bezeichnen wir die Integration iiber
positive wy durch ein r, und die Integration iiber negative
wy durch ein ¢ so ist

(54) w3=1—61;[fwslogw3d9 d 8+ [—w,log(—wy)d Q d.!?’].

Da

log(— w,) = logwy + im,
so sind

) 1 :
(55) By = — 1o im [ lw,|d 2d 2,

wo das Integral nur iiber die Gebiete zu nehmen ist, wo w,
negativ ist, oder was auf dasselbe herauskommt, iiber die Ge-
biete wo w, positiv ist. Ich habe es vorgezogen, das Integral
auf graphischem Wege auszuwerten, es wurde so gefunden:

Wy = — mi-0,845.
Dadurch erhalten wir

4x?
-~ -— - .0.0,316 mn
a5 @b -
(59) J¥=¢ 8 — g~ ¥Btemn

Wir werden dann zum Quadrupol iibergehen.?)

1) Die graphische Integration wurde in der folgenden Weise ge-
macht. Zunfichst wurden die Koordinaten etwas transformiert, indem
sin 4, = y,, cos &, =z, sin$, d 9 = — dz,
sin &y = ¥, cos 3, = m,, sin &, d &y = — dw,,

gesetzt wurde. (52) lautet dann:

0y =&, — 32 {% %4 + ) ¥y €08 (; — Pu)}

Bei einem bestimmten Wert von cos (p, — ¢,) ist dieser Ausdruck
eine Funktion von den Koordinaten z, und ;. Wir konnen sie zur
Darstellung bringen, wenn wir die ,,Aquiskalarkurven® von w, in einer
z, z;-Ebene zeichnen, d. h. die Kurven, liings denen w; einen konstanten
Wert hat. Die Konstruktion der Aquiskalarkurven geschah, indem zu-
n#chst shnliche ,Karten* fiir die einzelnen Glieder von w, gezeichnet
wurden, die dann graphisch addiert wurden. Man braucht dabei fast
gar nicht zu rechnen, weil alle Operationen graphisch ausgefiihrt werden
konnen, Denkt man sich die Aquiskalarkurven als Hohenkurven, wie
in einer topographischen Karte, so ist das Integral von , fiber die
Fliche gleich dem Inhalt des von der durch die Hhenkurven gelegenen
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§ 12, Berechnung von J¥ bei p = 4.
In diesem Falle hatten wir fir J gefunden:

(57) J——-f f‘A,iw;"‘feeu ~hdudQ dSY.

Das Integral iiber u berechnen wir in genau analoger
Weise wie im Falle des einfachen Ions, p = 2. Da die Rech-
nung gegeniiber diesem mnichts Neues bietet, werden wir sie
hier nur kurz angeben. ¥s wird

o © a
fe"‘ ~hdu=4$e'ce—"h 4 -g-ife"“u"'/odu — $i|etu—"du

a 0 0

s | giag=" 4 i6'8 I 4igh 82
= 4| et~ Jie S I(}) — dic — =
Den Wert von «
Aow
(58) =

beriicksichtigt, und mit Unterdriickung der unendlich kleinen
GrﬁBen htherer Ordnung erhalten wir

27 Agw oy
f fd.Od.O 1465 ry.(2ee)”. L)

Setzen wir zur Abkurzung

o ’
(59) 0, = - f fdp dw
und erheben wir zur Nte= Potenz, so wu'd
bx
i 1\ dn  (Ae\¥, —
SR AR R

Fliche abgeschlossenen Volumens. Dieser Volumeninhalt wurde so ge-
funden, da8 man den Flicheninhalt simtlicher Héhenkurven plani-
metrierte. Die Flicheninhalte wurden mit den zugebdrigen Hohen
wieder in ein Koordinatensystem eingetragen und der Inhalt der sich
daraus erzebenden Kurve plavimetriert. Der letztere Inhalt gibt dann
das Integral von w, iiber z, und z, bei dem bestimmten (¢, —g¢,), Wo
die Zeichnung ausgeftthrt war. Fiir mehrere Werte von (@, —¢;) wurde
dasselbe wiederholt und die erhaltenen Werte dazu benutzt um, eine
neue Kurve zu zeichnen mit (p, —¢,) als Abszisse und die zngehbrigen
Integrale als Ordinaten. Der Flicheninhalt dieser letzteren Kurve gibt
dann das gesuchte Integral.

Da wir oben das Integral w,<0 haben wollen, so kaun das leicht
geschehen, indem man nur diese Teile der z,2,-Ebene beriicksichtigt.
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Zur Berechnung von %"« verwenden wir den frither be-
rechneten Ausdruck fir w, [vgl. Gl. (24)]:
(61 { w, = {2 cos P, cos &, — sin F, sin J; cos (p, — @)}
) (T — 15 cos?3,).
Das Integral wurde graphisch ausgewertet, es ergab sich so:
w,'h = 1,66(1 + "),
Dadurch wird der Exponent in J7¥:

'5“ s—" 3/
e'T-F(i-)-is’f-l,GG.(l +e s )n(:“zﬁ)

Hier ist:

e 8 -(1+e 4)—« 8 4¢ 8 =2cos—8£=—0,7665.
I'(}) = 8,626
und also der Exponent:
—11,49n(4 o)'s
(62 TN o g,
Mit der Aufstellung von J¥ ist der erste Teil der Be-
rechnung von der Wahrscheinlichkeitsfunktion erledigt. Wir

konnen dann zum zweiten Teil iibergehen und die Funktion
selbst finden.

5. Fortsetzung der Berechnung von W (X, X,Z,).

§ 13. Die Gleichung fir # lautete nach (8):
W(X, ¥, 4)dX,d¥, dZ,

+ @
® - dXodYodZ.,%fffdgdnd;e"(“”"n“z")ﬂ'.

Dabei ist fiir das einfache Ton:
JN — ¢~ 4,21ne‘/l &
e ’
fir den Dipol:
IN = ¢~ 4,64omn

und fir den symmetrischen Quadrupol:
JN = e~ 11,497.4'/49’/4‘
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Man bemerkt, daB nur beim Dipol ¢ mit dem Exponenten
1 auftritt, in den beiden anderen Fillen ist der Exponent von
¢ gebrochen. Aus diesem Grunde wollen wir zundchst den
Fall des Dipols untersuchen, die beiden anderen Fille werden
sich dann als Modifikationen davon ergeben. Beim Dipol
lassen sich die Gleichungen vollkommen ausintegrieren.

§ 14. Dipol, p = 3.

Es ist:

+
W(X,7,27)= sl?’ff dEdpdle—tEXtnTa+22), o= e,

wo
= 454mn.

Wir bemerken, daB in diesem Ausdruck X, Y,,Z, einen
Vektor darstellt, der vollkommen unabhingig ist von dem
Veitor §,7,{ Wir haben daher bei der Integration iiber
& n, & den Vektor X, ¥, Z, als feststehend zu betrachten und
konnen ihn zur Z-Achse des £, 7, {-Koordinatensystems machen.
Dann wird:

EX, + Y, + L7,

das skalare Produkt der beiden Vektoren oder:
(Fos 8) = F, 0 cos 3,

Fy =VXO2+ Yoz'*'Zo_é’

o=V + P+
and cos ¢ den Winkel zwischen 3 und {, bedeutet oder mit
unserer Festsetzung den Polarwinkel. Wir fithren dann statt

der rechtwinkligen Koordinaten &, 5, { Polarkoordinaten ein,
¢, & und ¢, wobei:

didndf = ¢*sinddddedp
zu setzen ist. Dadurch wird das Integral:
63) W(X,%,2) =5 afffsmad&dq; 02 dpre—iPecndy—ap,

Die Integration nach & und ¢ kann sofort ausgefiihrt
werden, sie ist von O bis x bzw. 2% zu erstrecken und ergibt:

G4, WX LZ) = f o?dp e‘°"‘.msin(ﬁ'o 0.
V]

W0
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Wir schreiben hier statt sin (), ¢) die Exponentialfunktion
und nehmen nachher den imaginiiren Teil:

(65) WX, Y, %) 2,3f ce(~atRiedp.

Durch die Substitution:

(—eg+ Fyijo=—t
wird dieses Integral eine Gammafunktion, da das Integral im
Unendlichen iiberall gleich ist, und wir erhalten:
\ I(2) 1 1 c,

Damit sind wir fertxg. Die Glelchung (66) glbt uns in
geschlossener Form die Wahrscheinlichkeit als Funktion der
Feldstirke #,. Es wird zweckmiBig sein, (66) etwas umzu-
formen, mdem wir eine ,,Normalfeldstirke“ F. einfihren, welche
gleich ¢y zu setzen ist:

(67) . F =c,=454mn,
wo m das Moment und » die Anzahl pro ccm der Dipole be-
deuten. Weiter wollen wir das Verhiltnis der wirklichen
Feldstarke zur Normalfeldstirke mit einer besonderen Be-
zeichnung versehen und schreiben:
F,

(63) P

~ Um nun weiter anstatt #(X, ¥, Z)dX,d ¥, dZ,, die Wahr-
scheinlichkeit einer bestimmten Feldstirke #, zu finden, haben
wir fiir das Volumenelement dX, dY,dZ, das KElement zu
nehmen:

4n F2d F,.

Es wird dann mit den obigen Bezeichnungen nach einer
leichten Rechnung:

4 d
(69) W(F)dF, =+ 58 ;ﬁ.

f ist als die Feldstirke aufzufassen, in einer Kinheit ge-
messen die charakteristisch fiir die betreffenden Atome und
fiir die Gasdichte ist. Es ist diese Einheit:

(70) F =454:n.m,
also proportional zur Dichte des Gases, weil » die Atomzahl
pro ccm bedeutet, und zum elektrischen Moment der Dipole m.
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Diese Beziehung wird noch spiiter von Bedeutung sein, wenn
wir die Abhiingigkeit der Verbreiterung von der Gasdichte
und von der Art der storenden Atome untersuchen werden.

Die Gleichung (69) gibt eine Kurve wie in Fig. 3, wo als
Abszisse § und als Ordinate W (F) verwendet sind. Das
Charakteristische bei der Form der Kurve ist der steile Anstieg
zom Maximum bei 8 = 1, (¥, = F,) und der relativ langsame
Abfall nach groBeren Werten von 3. Wir werden dasselbe
auch beim Ion und beim Quadrupol finden. Die Wahrschein-
lichkeit fiir die Feldstirke O ist gleich Null. Dies heiBt, da8
eigentlich niemals eine ganz unverbreiterte Linie ausgesandt
wird, immer herrscht ein stiirkeres oder schwicheres Feld am
Ort des emittierenden Atoms, welches eine Verbreiterung be-
wirkt.

Wir wollen dann noch das einfache Ion und den sym-
metrischen Quadrapol behandeln und zur Aufstellung von #hn-
lichen Kurven wie (69) gelangen.

§ 15. p = 2. Einfaches Ion.

Wir verwenden dieselbe Methode wie beim Dipol und setzen
also in (8)

(&0 8) = Fyocos &,
didnd{=9%sin $dd depdp.
Waiter ist: , N
JN = e-4,21n¢'/’ 9"’ —_ e—c,gllg.

Die Integration nach & und ¢ liefert dann an Stelle von

(64) die Gleichung:

- 1 5 e 3/ 2 .
(1) W(X010Z0)=m6fg“’dge ¢ e tn ()

Da das Integral nicht in geschlossener Form auszurechnen
ist, miissen wir auf eine Reihenentwicklung zurtickgreifen. Um
zunichst eine Reihenentwicklung fir kleine Werte von F, zu
erhalten, schreiben wir in (71):

E)Q = v,
2 1 1
(72) d9=—3“—0'dvv /3,
I

f=2
= 2o,
c',:x
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Eine kleine Zwischenrechnung ergibt dann:

2 1 __'3:_.0 1 : 2
(73){ W (X, X, Z) __—n—'?'F_o’ e x'h .vhginv'hdy,
0
Fiir sin v's schreiben wir die Reihe:
L 1 1/

Slnl’“’—vl'-——s—v'-i-mv/ 5040v/'+...,

also
w

WX, Y,Z f '/.

(14) )

1 1 13 1 3/ ]
[”"?"""’120”' soap U+ +-cj 4

Jedes einzelne Glied ist hier eine Gammafunktion, und

128t sich sofort angeben. Zur Abkiirzung schreiben wir:
9 1 F’. ‘llﬂ

(75) TR ( )
d. h. wir verwenden als Einheit fiir die Feldstiirke eine ,Nor-
malfeldstarke*
(76) F,= ¢

Es bedeutet hier:

ey, = 4,21n ¢,
wo n die Anzahl der Molekille pro ccm und & die Ladung
des Ions bedeuten. Es wird somit
(16a) F,=2861n"e.

DaB sie wirklich die Dimension einer Feldstirke hat, ist
daraus zu ersehen, daB n die Dimension [I7%] hat, also

‘Fn = [6-2 6] ’
wie es sein mub.
Wir messen wie frither die Feldstirke durch das Ver-
hiltnis der wirklichen und der normalen Feldstirke

F,
@) f=1.
Mit diesen Bezeichnungen ergibt die Integration von (74):
WX, Yo 2 = g [r(z ﬂs——r( ),36

(T8) 1 14
1w (5)8"~ o TOF +--.|
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Es ist nun bekanntlich:

r(@)-141r()
r()-tgdir(),
re =1,
I'(6) = 5!

weiter ist
1 2
r (?) — 2678, I (3) —~1,355.
Die Ausrechnung der Zahlen liefert:
1
WX, Y,2Z,) =

3 F,

[,98 — 0,4628 85 -+ 0,1227 B7 — 0,02825 §° + ] .

Wir multiplizieren beiderseits mit #,>2dF, - 47, um die Wahr-
scheinlichkeit fir. #, zu finden:

W(F)dF, = o~ - fdf

(79) .
[1 — 0,4628 8% + 0,1227 B — 0,02325 4° + ... ] .

Wir haben somit eine Reihenentwickelung gewonnen, die fiir
kleine Feldstirken, g klein, gut konvergiert. Die Ahnlichkeit
mit (69) ist sofort zu sehen, wir kommen darauf noch zuriick.

Wir wollen noch eine Entwickelung fiir groBe B geben.
Zu diesem Zweck schreiben wir in (71) statt der Exponential-
funktion ihre Reihenentwickelung, statt des Sinus schreiben
wir die Exponentialfunktion und nebmen nachher den ima-
gindren Teil. Dies gibt:

1 v iF,
W&, 1o 2) = 7oy 3 do '™
V]

3 8 4
[1 —c 0" + %’—93— %g'/-+;ig"— el
Mit Hilfe der Substitution

. dt
tFp=—1t, dg=—1.—F0

188t sich jedes einzelne Glied auf eine Gammafunktion redu-
zieren und wenn wir noch nach (75) die GroBe g einfiihren,
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erhalten wir die Reihe
I ¢ 1 1 e
WXy Yo 20)= ¢ ’F 3 [(iFo)’ - (iFo)’/-F(?) T (iﬁ”o)5r(5)

1 13 1 et
- (m.y-/.l,’( )+ﬁmf(8)+---]
und

W(F)dF, = —3{%3 [r(zj - ﬁr(l) + 1 w5 T0)

~s gl ()t e IO+ .

Nach einer kleinen Rechnung erhalten wir endlich hieraus die
Reihe:

d 5. /7 1 1
R N N
99.85 " 1 1
-5V Fit 0wt ]
oder etwas umgeformt und die Zahlenwerte hereingesetzt:
W(F)dF, = dﬂ‘?, 2,350
1 1
[1 45,1061 ﬂ_/ 7’4.375F+0'79‘/T+'”]‘

Auch diese Reihe ist im wesentlichen analog zu der Kurve
beim Dipol. Der hauptsichliche Unterschied ist, daB #(¥;)d F,
bei Dipol wie 1/8* verschwindet, wihrend beim einfachen Ion

—+— Ion
———— Dipeol
Quadrupol

Seo

.~ ~
~ -
., o

38

Fig. 8.

der Abfall etwa stiirker ist, niimlich wie 1/3". Nach den beiden
Darstellungen (79) und (80) wurde die Kurve berechnet, es
ergab sich so die strichpunktierte Kurve in Fig. 3. Da die
Reihe (80) semikonvergent ist, diirfen wir sie nur fiir geniigend
kleine Werte von 1/8 verwenden, im besonderen ist sie wichtig,
um den Abfall im Unendlichen zu zeigen.
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§ 16. p = 4, Quadrupol.
Beim Quadrupol lautet die Gleichung (8)
WX, ¥, %)= 5= fff 0?dp sin & d dep e—iFoecond . g—cic’hs
wo die Konstante ¢, den Wert hat
¢, = 11,49 . n. 4%,
Integration nach ¢ und ¢ ergibt wieder

1 5, sin (F,
VX, Y,Z) = é;;fgzdge‘“%e' L“F(}#Q)_,
O
Wir ftihren als nene Variabele ein
Foo=v
und definieren die Normalfeldstirke

‘8 = c“/n
Es wird dann-

N
f e @B ygin v dy.

1
(81) IV(XO YO Zo) = o4 Fp?
0

Fiir das Integral 188t sich eine gut konvergierende Reihe
angeben, wenn 8 groB ist. Wir fithren zu diesem Zweck statt
der Exponentialfunktion die Entwickelung nach Potenzen von
(v/B)« ein und schreiben anstatt sinv

sin v = . e'?,
wo J den imaginiren Teil bedeutet. Damit wird unser Integral

WX, ¥, 4) = ,Fasf ve {1 ()" + 57 (5)"

(5] )

Jedes einzelne Glied ist hier eine Gammafunktion; wie eine
leichte Rechnung ergibt, wird die Wahrscheinlichkeitsfunktion

01,20 = sl () oe ()
—5 D7)t ()~ 575 g ()"

1
2
4 e 3~ () )
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Die Einsetzung der Zahlenwerte ergibt mit

r(-}) = 8,626, r(%) - 1,772, r(%) =1,225
die Reihe
W(F,)dF, = _f‘% . (_;-)’ .1,610 [1 — 0,730 (%)/
— 0,328 (%) + 0,621 (%)’ — 0,163 (%) + ]
Wir konnen hier statt Fy/F, B einfuhren:
dF, _ a8
B o f

und wollen noch zur besseren Vergleichung mit der friheren
Formel beim Dipol den Faktor

4
-
vorstellen.
WFydF, =2 %%- 0,805 [1 — 0780,
o2 0328 1 + 0,621 — 0,163 L
—0, 'ﬂ‘_/;+ s ?.!—‘"‘ y F-i—]

Diese Reihe wurde zur Berechnung von W(F)dF, fir g8
zwischen 1 und oo benutzt. Zur Berechnung von W (F,)dF,
im iibrigen Gebiet 0 < 3 < habe ich das Integral graphisch
ausgewertet. Die Reihe, die man in #dhnlicher Weise erhalten
kann wie im Falle p = 2, ist nimlich so wenig konvergent,
daB sie schlecht zu benutzen ist. Zum Vergleich fithre ich sie -
hier an, ohne die Ausrechnung, die genau analog dem friiheren
geschieht:

(83) W(F)dF,= 3 —f2df [1 24482 111,25 84— 1288+ .. ] .

Das Resultat der Berechpungen ist in der Fig. 3 angegeben.
Die Kurve hat im wesentlichen denselben Verlauf wie friiher,
nur liegt das Maximum niher am Anfang. Wie wir sehen
werden, bedingt dies, daB die Linien durch die Verbreiterung
nicht so flach werden wie in den anderen Fillen, die Ver-
breiterung tritt sozusagen weniger leicht ein.

Anpalen der Physik. IV. Folge. 68. 40
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6. Die Verbreiterung der S8pektrallinien durch den Starkeffekt.

§ 17. Wir wollen im folgenden dazu iibergehen, die Ver-
breiterung zu berechnen, welche eine emittierte Spektrallinie
wegen des wechselnden Feldes der umliegenden Atome erfahrt.
Wir haben uns dabei das Zustandekommen der Verbreiterung
folgendermaBen vorzustellen. In jedem Augenblick existiert
am Ort des Atoms ein bestimmtes Feld, welches im Laufe
der Zeit fortwihrend wechselt. Die Wahrscheinlichkeit, daf
das Feld im gegebenen Moment gerade den Wert F hat!),
haben wir mit # (F)bezeichnet, und wir haben die GroBe # (F)d F
angegeben. In dem Moment, wo das Feld F herrscht, wird
nun eine Linie emittiert, die in der bekannten Weise auf-

gespalten ist. Die Intensititsverteilung in dieser aufgespaltenen
Linie wollen wir durch

(84) dvd = J(F,v)-dv

bezeichuen. J ist dann die Intensitit in irgendeinem relativen
MaBe bei der Schwingungszahl v und der Feldstirke . Wir
miissen nun diese Intensititsverteilung mit der Wahrschein-
lichkeit fir eben die Feldstirke F multiplizieren und iiber
alle 7 integrieren. Das Resultat gibt uns dann die Intensi-
tatsverteilung in der verbreiterten Linie. Es ist also

(85) Jdv = dwa(F,v) - W(FAF
0

das Intensititsverteilungsgesetz.

Im allgemeinen Falle ist nun J(#,) eine sehr kompli-
zierte . Funktion von » und # Auf Grund eines genauen
Beobsachtungsmaterials konnte man die obige Integration gra-
phisch ausfithren, es wire allerdings eine mithsame Arbeit, die
kaum lohnen wiirde. Wir konnen aber zu einer vollkominen
geniigenden Darstellung gelangen, wenn wir die genaue Inten-
sitdtsverteilung im Starkeffekt ersetzen durch eine ganz ein-
fache, die etwa als ein Mittelwert der richtigen anzusehen ist.
Dadurch erreichen wir, daB das Integral leicht auszufithren ist,
ev. graphisch. Die einfachste Annahme, die auch recht gut

1) Wir wollen den Index 0 an der Feldstirke weglassen, da er
nunmehr fiberfliissig ist.
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mit den Beobachtungen stimmt, ist die, daB die Linie durch
den Starkeffekt in ein breites Band ausgezogen wird. Die
Intensitiit sei iiberall im Band dieselbe und falle an den Rin-
dern scharf zu Null ab. Eine solche Intensitiitsverteilung ist
also durch ein Rechteck darzustellen, mit einer Hohe gleich
der Intensitit und einer DBreite gleich dem Abstand der
#ubersten Komponenten im Starkeffekt. KEs ist ohne weiteres
klar, daB es gleichgiiltig ist, ob diese parallel oder senkrecht
zum Feld polarisiert sind. Den gesamten Flicheninhalt des
Rechtecks wollen wir bei allen Feldstiirken konstant annehmen,
es entspricht dies, daBl die gesamte Lichtenergie der Linie bei
allen Feldstirken konstant ist. Diese letztere Annahme wird
vielleicht nicht ganz zutreffend sein, vielmehr ist es wahr-
scheinlich, daB die Gesamtenergie der Linie mit der Feld-
stirke variiert.)) Da jedoch iiber diese Anderung nichts Ge-
naues bekannt ist, so miissen wir auf ein Eingehen auf diese
Frage verzichten. DaB es berechtigt ist, den Starkeffekt durch
ein solches Rechteck darzustellen, sieht man sofort aus den
Figuren von Stark, welche die Feinzerlegung der Wasser-
stofflinien zeigen, in der Tat ist hier der ganze Raum zwischen
den auBeren Komponenten ziemlich gleichmiBig mit Linien
erfiillt. Thre Schwirzungen schwanken in unregelmiBiger Weise,
8o daB wir sehr wohl eine mittlere Schwirzung verwenden kénnen.
Es sei nun der gesamte Flicheninhalt der unzerlegten
Linie gleich /. Wenn nun beim Starkeffekt im Felde F eine
Zerlegung von der GroBe v, eintritt, wobei 2v_ die Frequenz-
differenz der #uBersten Komponenten darstellt, so muB die
Hohe ~ des Rechtecks dadurch gegeben sein, daB
(86) 2y _-h=f.
Die unzerlegte Linie mag die Schwingungszahl v, haben.
h stellt dabei die Intensitdt bei der Frequenz v dar, es ist
also das, was wir mit J(#,%) bezeichnet haben. Nur miissen
wir erinnern, daB J(F,s) gleich Null zu setzen ist fir alle v,
die auBerhalb des Gebietes 2v, liegen. Es ist also

=1t
87) { J(F ) = T mnerha.}b 2v,,
J(F,7) = 0 auBerhalb 2y, .
1) Vgl. J. 8tark, 1 e.

40*
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Zu einer Intensitit bei der Frequenz » werden nun alle die-
jenigen Rechtecke einen Beitrag liefern, fir die v, = |v — v |
ist, alle kiirzeren Rechtecke liefern keinen Beitrag. Der Bei-
trag, den ein Rechteck liefert, ist durch obige Gleichung (87)
gegeben. Wir erhalten demnach die gesamte Intensitit, indem
wir iiber alle Rechtecke integrieren, die linger sind als 2v,, oder
(88) Jdv = dz;f 2’;" . W(FdF.
Es ist hier », noch als Funktion von ¥ zu denken, #” ist die-
jenige Feldstirke, welche die Aufspaltung 2(v — »,) hervorbringt.

Uber die Abhingigkeit zwischen v, und F sind genaue
Versuche von Stark?) und von Wilsar? bekannt. Beide
finden fiir Wasserstoff, daB v, genau proportional zu F ist.
Der Proportionalititsfaktor ist bei den verschiedenen Serien-
linien verschieden, mit steigender Gliednummer der Linie
wichst die Aufspaltung fiir eine bestimmte Feldstirke sehr
stark. Bei Wasserstoff ist die Aufspaltung bedeutend grdBer
als bei den anderen untersuchten Elementen, so ist sie z. B.
bei Na D-Linien nur ein Bruchteil von der Aufspaltung der
H_-Linie.

Wir konnen demnach ansetzen:
(89) 2y, =cF,
wodurch aus (88) wird:

(90) Jdu:dwfc__f_ﬁ- W(F)dF.
F

Wenn wir dieses Integral ausgewertet haben, ist unsere Auf-
gabe gelost. Da im Fall des Dipols das Integral sich direkt
angeben laBt, wollen wir damit anfangen.

-8 18. Berechnung der Verbreiterung beim Dipol.
In diesem Falle lautet das Integral (90)

WFdrp=1._ Fd8

wo w A +pF’
F
(91) g = 7,

1) J. Stark, L c.
2) H. Wilsar, Gott. Nachr. 1914.
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Dies eingesetzt, ergibt aus (90)

Jdvmdy A [ L BB, 1 & 1
(92' J—d” -—d'vnkf (1+ﬂ2)2 - d 20Fﬂ T (1+ﬂ’2)

f
cF,

Der Wert von der unteren Grenze 8 ist hier wegen (91) und
der zu (89) entsprechenden

2w —vy) =cF'
(93) p= 205
Die Gleichung (92) ist in der Fig. 4 graphisch dargestellt
(ausgezogene Linie), man erkennt sofort die gewdhnliche Ge-
stalt der verbreiterten Spektrallinien. Was besonders inter-
éssiert, ist nun die Halbwertshreite oder die Breite der Linie
an der Stelle, wo J die Hiilfte der maximalen Intensitiit hat.
Bezeichnen wir diese Halbwertsbreite mit 24/, so ist bei dieser

Frequenz [vgl. (92)]
1

Ca+pYy T 2
4 2( -
s =_VC_E_"°3=1,
d. h.
(94) 20 =cF,.

Wir konnen hier fir F, den frither schon berechneten

Wert einsetzen [nach (70)]

(70 F,=454-n-m,

wo n die Anzahl der stSrenden Atome pro ccm und m das
elektrische Moment eines Dipols bedeuten. Wir erhalten
somit :

(95) 2V =¢-454.-n.-m

fir die Halbwertsbreite.

Zunschst bemerken wir aus dieser Gleichung, daB die
Halbwertsbreite proportional zur Zahl n der Atome pro ccm
ist, also auch proportional zur Dichte des Gases. Dies gilt
nur, wenn das stérende Gas aus Dipolen besteht; wie wir
sehen werden, ist die Dichteabhingigkeit in den zwei anderen
Fallen anders. Ehe wir zur Diskussion der Gleichung iiber-
gehen, wollen wir noch die Fille p =2 und p =4 unter-
suchen. In beiden Fillen gilt die Gleichung (88). Aus (89)
und (91) entnehmen wir
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(96) 2v, =c.F .8,
und dies in (88) eingesetzt, ergibt
. °c‘W d
(97) Jdv:dv-—c—%f—(g)—ﬂ—,
ﬂl

wo wir an Stelle von W(F)d F geschrieben haben # ()3,
f' hat dieselbe Bedeutung wie in (93).

--—-Ton
——— Di- und Quadrupol

Fig. 4.

§ 19. Berechnung der Verbreiterung bel p = 2 und p = 4.

Die Integrale wurden fiir p = 2 und p = 4 graphisch aus-
gewertet. In der Fig. 4 sind sie als Funktion von 8 auf-
getragen.’) Uber die Bedeutung von g siche Gleichung (93).
Man sieht, daB nur die Kurve fiir das Ion sich von der Kurve
bei p = 3 ein wenig unterscheidet, withrend bei p = 4 der
Verlanf merkbar gleich ist. Was uns aber besonders inter-
essiert, ist die Halbwertsbreite. Aus den Kurven kann man
sofort den Wert von £ entnehmen, der zu der Halbwertsbreite
gehort. Dieser Wert ist bei

(98) p=2 [9 = 1,25,
p=4, g = 0,67.
1) Der AbszissenmaBstab ist fiir jede Kurve so gewihlt, daB die
Halbwertsbreite dieselbe wird.
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Daraus erhalten wir fiir die Halbwertsbreiten in » ausgedriickt:

{ 2v, =125 ¢ F, beim Jon,
2, = 0,67 c F, beim Quadrupol.
MaBgebend fiir die Breite wird also auch hier in erster
Linie die ,,Normalfeldstirke“ des Gases, ¥,. Da aber F, in
den drei Fillen von der Dichte verschieden abhiingig ist, so
tritt dadurch auch eine verschiedene Dxchteabhanglgkelt der
Breiten auf.

Wir fihren die frither abgeleiteten Ausdriicke fiir #, nach
(70) ein und erhalten beim

(99)

1.Ton: 29,=1,25.c. (4,21 .n"s ¢ = 325 c - ¢,
\100){ 2.Dipol: 2v,=4,b4cnm
8.Quadrupol: 2, = 0,67(11,49)"s.c-n"h.4 = 11,2 cns 4.

Wir haben somit:

Wenn die stirenden Atome Ionen sind, so ist die Halbwerts-
breite proportional zur 2[,-Potenz ihrer Dichte, sind die storenden
Atome Dipole, so ist die Breite proportional zur Dichte, und
wenn sie Quadrupole sind, so ist die Breite proportional zur
8/,-Potenz der Dichte.

Im ersten Falle wird die Breite langsamer wachsen als
die Dichte, im letzten Falle rascher.

Auperdem sind die Breiten proportional zu ¢, der Kon-
stante des Starkeffekts, was auch unmittelbar einleuchtet.

Die Gleichungen (100) geben uns die Moglichkeit, die
Theorie an der Erfabrung zu priifen. Einerseits wollen wir
sie dazu benutzen, um die Verbreiterung in dazu geeigneten
Fillen auszurechnen, andererseits, um aus der gemessenen
Verbreiterung Schliisse auf das Atom ziehen zu konnen.

7. Anwendungen der Theorie.

§ 20. Als erstes Beispiel unserer Theorie wollen wir
die Verbreiterung durch das Feld geladener Ionen behandeln
und eine Aufnahme von Stark!) verwerten. Man findet hier
reproduziert eine Anfnahme der Lithiumlinien im Lichtbogen
bei Atmosphirendruck und daneben eine Aufnahme- von Li-

1) J. Stark, Elektr Spektralanalyse chem. Atome. Leipzig 1914.
Tafel IV, Fig. 2.
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thium in Kanalstrahlen bei einem Felde von 27000 Volt/cm.
Bei der Linie A 4602 ist die verbreiterte Lichthogenlinie ca.
dreimal so breit wie der Abstand der #uBersten Komponenten
der zerlegten Linie. Nach unserer Theorie ist dann die
Normalfeldstirke, die durch die Ionisation hervorgebracht wird
‘ 3. 17000

.Zﬂn = —‘1—,25— Voltlcm = 212 ESE.

Unter der Annahme, daB dieses Feld lediglich durch die Ionen
hervorgebracht wird, findet man dann fiir die Konzentration
der letzteren

(4,217 . n't - 4,67 . 10710 = 212,
n=11.1016,
Fir ¢ habe ich dabei den Wert 4,77 . 10~1* ESE verwendet.
Diese Anzahl von Ionen pro cm® miiite nun im Lichthogen
vorhanden sein. Nehmen wir nun an, der Bogen werde durch
10 Amp. erzeugt, seinen Querschnitt wollen wir zu rund 1 cm?

schitzen. Die Geschwindigkeit der stromleitenden Ionen sei
v cm/sec, dann ist die Raumladung

8.10

ESE/cm3

1.9

oder mit dem obigen Wert von &
_ 83-10" 1 4, 102
= sTaeosw = 7 - 64 10%.

Damit die beiden Werte von n itbereinstimmen, muB
v = 900 cm/sec

sein. Wenn der Lichtbogen 5 mm lang ist und 50 Volt
Spannungsahfall besitzt, entspricht dies einer Beweglichkeit
von 9 cm/sec, wobei wir die Besonderheiten des Kathodenfalls
u. dgl. nicht beriicksichtigt haben. Dieser Wert der Beweg-
lichkeit liegt in Anbetracht der rohen Schitzungen, die wir
gemacht haben, durchaus im Bereich der Moglichkeit, so daB
man wohl dieses Beispiel als eine gute Stiitze der Theorie
ansehen darf.

Die sehr vielen Versuche iiber Verbreiterung und Ver-
schiebung von Spektrallivien im Lichthogen unter verschiedenen
Drucken sind fiir unsere Zwecke kaum. verwertbar, da die
Verbreiterung durch Ionisation ebenso stark gewesen ist wie
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die Verbreiterung durch Druck, und diese beiden Ursachen
nicht getrennt waren. Um verwertbare Versuche zu erhalten,
miifte man Lichterregung ohne starke Ionisation, oder um-
gekehrt starke meBbare Ionisation ohne groBen Gasdruck haben.
Von vielen ist Proportionalitit zwischen Druck und Verbreite-
rung konstatiert. . Die Messungen wurden aber nie photo-
metrisch und genau gemacht, so daB die Proportionalitit in
keinerlei Weise bewiesen ist. Ubrigens diirfte man eine solche
ungefihr erwarten, wenn sowohl Gasdruck wie Ionisation gleich-
zeitig wirken, denn der erste wirkt proportional zur */,-Potenz
der Dichte und die letztere proportional zur 2/;-Potenz der
Tonendichte, die im Lichtbogen proportional zur Gasdichte ist
(wegen der Abnahme der Beweglichkeit mit der Dichte). Die
beiden Ursachen zusammen miissen also eine Wirkung, die
etwa proportional zur Dichte ist, ergeben. Wie oben hervor-
gehoben, darf man aber nichts Sicheres schliefen aus Ver-
suchen, wo gleichzeitig Ionisation und groBer Gasdruck in -
picht kontrollierbarer Weise vorhanden sind. Genaue Versuche
an Linien, bei denen der Starkeffekt bekannt ist, wéren hier
von groBem Interesse. Auch miilBte man bei solchen Ver-
suchen darauf achten, daB die Absorption im Gas keine Rolle
spielt. Dies diirfte im Lichtbogen niemals der Fall sein.

§ 21. Die Verbreiterung durch Stickstoff und Schlusse auf
das Stickstoffmolekiil. Die Verbreiterung der Ciisium- und Natrium-
linien wurde sehr genau untersucht von Fiichtbauer und
Hoffmann.) Diese Versuche sind méglichst frei von den
Fehlern, die den Lichtbogenversuchen anhaften. Erstens ist
die Ionisation sicher ohne jede Bedeutung, wenn iiberhaupt
vorhanden, und zweitens kommen derartige Absorptionserschei-
nungen, wie im Lichtbogen, nicht vor. Das ist so zu verstehen.
Wegen der geringen Dampfdichte des Césiums war die Ab-
sorption des Casiumdampfes ohne Stickstoff auf eine ganz
scharfe Linie beschriinkt, die als unendlich schmal relativ zu
der verbreiterten Linie anzusehen war. Die Absorptionskurve
gibt daher ein richtiges Bild der verbreiterten Absorptionslinie,
-~ wie sie nur von der Einwirkung des Stickstoffs herrithrt. Die

p. 96. 1914,
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Messungen wurden sebr genau ausgefilhrt zu dem Zwecke, die
bestehenden Theorien der Démpfung von Spektrallinien zu
priifen. Namentlich kam da in Betracht die Lorentzsche
StoBd#mpfungstheorie, die bekanutlich die Verbreiterung der
Linien dadurch zustande kommen liBt, daB die Wellenziige
der schwingenden Elektronen wegen der ZusammenstiBe der
(asmolekiile abgeschnitten werden. Dies wirkt so, als ob die
unendlich scharfe Frequenz des schwingenden Elektrons ver-
breitert wird. Es zeigte sich nun bei dem Versuch, diese
Theorie auf die gewonnenen Zahlen anzuwenden, daB die Zahl
der ZusammenstiBe, die notig waren, um die beobachtete Ver-
breiterung zu erkliren, etwa 32mal so groB war wie die gas-
kinetisch berechnete Zahl, und meines Wissens hat man diese
Schwierigkeit nachher nicht umgehen kénnen.

Im folgenden soll die Starkeffekttheorie auf die Versuche
von Fiichtbauer und Hoffmann angewandt werden. Dabei
. ist nun leider der Mangel, daB der Starkeffekt bei den an-
gewandten Césiumlinien nicht gemessen worden ist. Indessen
ist von Stark und seinen Mitarbeitern!) der Starkeffekt bei
verschiedenen anderen Linien der Alkalimetalle gemessen
worden, so daB es einstweilen und fiir eine schitzungsweise
Behandlung geniigen wird, aus diesen Messungen auf die
Casiumlinie zu extrapolieren. Die Messungen von Fiicht-
bauer und Schall bzw. von Fiichtbauer und Hoffmann
beziehen sich auf die Na-Linie A = 5890 A.-E. und die Cs-Linie
A =4555A.-E. AuBerdem wurde einmal die CS-Linie 4 3877 A.-E.
untersucht. Alle diese Linien gehdren zu der Hauptserie des
betreffenden Elements, und zwar ist die NaD-Linie die erste
Hauptserienlinie, wihrend die Cs-Linien bzw. die zweite und
die dritte Hauptserienlinie sind. Von Stark ist nun der Stark-
effekt an keiner der Hauptserienlinien gemessen, bei der NaD-
Linie geben Stark und Kirschbaum?) an, da8 auf der lang-
welligen Seite eine Komponente aufzutreten scheint, die bei
30000 Volt/cm gerade deutlich zu sehen war. Spiter macht
Stark darauf aufmerksam, dab dieses Resultat vielleicht nicht
ganz sicher ist, die Unsymmetrie konnte anch durch Tempe-
ratureinfliisse im Spektrographen oder dgl. bewirkt sein. Bei

1) J. Stark, L e.



Uber die Verbreiterung von Spektrallinien. 619

der entsprechenden Linie der Li-Hauptserie i 6103,8 findet
Stark eine vollstindig sichere Aufspaltung in einem Abstand,
der als ,klein“ bezeichnet wird, und zwar nach der lang-
welligen Seite hin. Bei der zweiten Linie der Li-Nebenserie
A 4602 ist die Aufspaltung schon 4,5 A.-E. bei 38000 Volt/cm.
Um eine Zahl zu wihlen, nehmen wir daher an, die Auf-
spaltung in den fraglichen Linien wire rund 0,8 A.-E. bei
40000 Volt/cm. Falls sich bei genaueren Messungen zeigen
sollte, daB diese Zahl korrigiert werden muB, so ist unsere
Rechnung leicht dahin abzuandern. Da es uns aber zunichst
nur darauf ankommt, zu sehen, ob der berechnete Verbreite-
rungseffekt die richtige GroBenordnung hat, konnen wir wohl
die obige Zahl benutzen.

Aus der Abhandlung von Fiichtbauer und Hoffmann
entnehmen wir die Zahlen. Bei einem Stickstoffidruck von
p = 1600 mm und einer Temperatur von 129,76° wurde fiir
die blaue Cisiumlinie A 4555 die Halbwertsbreite +' = 4 - 10%!
gefunden, wihrend die Frequenz?) dieser Linie 4,1.10'% be-
trigt. In A-E. ausgedriickt, ist dann die Halbwertsbreite
0,45 A-E. Nach unserer Annahme tiber die Aufspaltung ent-
spricht dies einem Felde

F =045 2% Volt/om = 200 ESE.

Das storende Gas war Stickstoff. Da der Stickstoff keine
Dipole hat®, liegt hier der Fall 3 vor, und die Halbwerts-
breite ist '

2(4%), =067c¢c.I,.
Da

wird
1
1'-:' = W . 200 ESE.
Andererseits ist
F, = (11,49 s - n'h s 4,
wo A die Konstante des Quadrupols bedeutet, 4= 0, — 6,.
Die Gleichsetzung der beiden Ausdriicke fiir F ergibt

1) Frequenz = Schwingungszabhl in 27 see.
2) Weil n® = g, vgl. z. B. Landolt-Bérnsteins Tabellen.
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200 )
0,67 n''t (11,49)"
n ist die Molekiilzahl bei p = 1600 mm Druck und 130° C.
Wenn wir fiir die Loschmidtseche Zabl ¥, = 2,77 . 10® ver-
wenden, kommt =% = 133 . 102
4 =8,6.10"2 ESE.

Um einen Anhaltspunkt dariiber zu gewinnen, was diese
Zahl bedeutet, kdnven wir das von Sommerfeld!) berechnete
Modell des Stickstoffmolekiils annehmen. Wenn auch dieses
Modell u. a. wegen der auftretenden Quadratwurzeln aus den
Quantenzahlen weniger wahrscheinlich ist, so miissen wir doch
voraussetzen, daf das wirkliche Stickstoffmolekiil nicht allzu
weit davon entfernt ist. Darauf deutet schon die Tatsache,
daB das Molekiil aus zwei Atomen besteht und auBerdem noch
die chemische Wertigkeit.

Das Sommerfeldsche Modell besteht aus zwei Stickstoff-
kernen mit je 7 Ladungen, die von je 4 Elektronen in sehr
kleinem Abstand irgendwie umkreist werden. Nach auBen
wirken diese beiden Kerne, als ob sie dreifach geladen wiren.
Die beiden Kerne werden in einem gewissen Abstand von-
einander gehalten durch einen zwischen ihnen kreisenden Ring
von 6 Klekironen. Den Abstand der beiden Kerne wollen wir
mit 2d bezeichnen, den Radius des Kreises mit 22. Dann
kénnen wir 4 = @, — O, fir dieses Modell berechnen. Da
die d-Achse Symmetrieachse ist, so haben wir fiir sie O, zu
berechnen. Nach der Definition ist ©, = J'¢, 2, also:

0, = 6ed2. ‘

Da 0, = 0, ist, so ist

0,=130,+0)=1Z¢ (224 y5)=1Ze,a?,
0, = — 3¢a?
wegen der negativen Ladung der Elektronen. Es wird somit
4=0, -6, =¢6d 4 3a?.

Setzen wir hier ¢ = 4,77 . 10~1° und fiir 4 den gefundenen

Wert, 80 erhalten wir
6d? + 3a? = 1,81. 1016,

4=

1) A. Sommerfeld, Apn. d. Phys. 1917.
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Wenn das Modell im Gleichgewicht sein soll, so ergibt
eine einfache Rechnung, daBl d = !/y3 = @ sein muB, Wir
erhalten dann fiir den halben Abstand der Kerne

a=0,60.10~° cm.

Sommerfeld berechnet fiir sein Modell, wenn alle Elektronen
in der innersten Bahn mit einem Quantum?) laufen,

a = 0,587.1078% em,

Die Uberemstlmmung zwischen beiden Zahlen ist recht
gut; jedoch darf man nicht allzuviel Gewicht auf die mehr zu-
fillige genaue Koinzidenz der Zahlen legen, weil ja unsere
Schitzung fiber den Starkeffekt noch leicht 100°/, Fehler
haben kann. Es ist aber als befriedigend fir die Theorie zu
betrachten, daB man durchaus die richtige GréBenordnung fiir
den Molekiildurchmesser findet.

In Anbetracht dieser guten Ubereinstimmung wire es fiir
die genaue Priifung der Theorie von groBem Interesse, den
Starkeffekt der betreffenden Cisiumlinien genau zu messen.

Fir die nichste Gliednummer der Cs-Hauptserie haben
Fichtbauer und Hoffmann eine gréBere Halbwertsbreite
beobachtet. Dies wiirde ausgezeichnet dadurch zu erkldren
sein, daB der Starkeffekt in den Serien gewthnlich mit wachsen-
der Gliednummer zunimmt.

Bei der Natriumlinie Na 15890 haben Fiichtbauer und
Schell die Halbwertsbreite 2 = 3,6 . 101! gefunden beim
Druck p = 1733 mm und bei der Temperatur ¢= 174,3% In
Anbetracht der ungenauen Kenntnis des Starkeffekts fiir diese
Linie hat es keinen Zweck, auch in diesem Falle den Wert
von 4 zu berechnen. Da die Zahlen alle ungefihr dieselben
wie bei der Cs-Linie sind, so ist es sofort klar, daB nahezu
dasselbe herauskommen muB, und daB der Unterschied, den
man finden wird, viel kleiner ist als die durch die einiger-
maBen willkiirliche Festsetzung des Starkeffektes bedingte Un-
sicherheit.

1) A. Sommerfeld bat fiir die innerste Bahn ]/ 8 Quanten. Diese
Annahme wiirde auch gut mit den Beobachtungnn stimmen. Ich habe
ein Quantum gewihlt, um zu zeigen, daf auch dann die Fiichtbauer
und Hoffmannschen Versuche sich gut erkliren lussen.
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Eine weitere wichtige Stiitze der Theorie ist wohl auch,
daB Fiichtbauer und Hoffmann eine unsymmetrische Ver-
teilungskurve fanden, und zwar so, daB auf der kurzwelligen
Seite der Absorptionsindex stirker abfillt. Dies kann nur
daher riithren, da der Starkeffekt fiir diese Linie unsymmetrisch
ist, Nach den Angaben von Stark scheint das nun wirklich
der Fall zu sein, die Aufspaltung ist auf der langwelligen
Seite am deutlichsten festzustellen. Die Unsymmetrie blieb
nach der StoBdémpfungstheorie vollig unerklirt. Wir diirfen
somit das Resultat der Anwendung der Theorie auf die Ver-
breiterung durch Stickstoff fiir recht befriedigend ansehen.
Ich werde im folgenden noch den Wasserstoff behandeln, man
hat hier den Vorteil, daB sowohl der Starkeffekt wie das Modell
des Wasserstoffs geniigend bekannt sind.

§ 22. Awmwendung der Theorie auf Wasserstoff.

Wir verwenden das Debyesche Wasserstoffmodell?), das
auch keine Dipole hat und wollen erst die Gr6Be 4 berechnen.
Das Modell besteht bekanntlich aus zwei positiven Kernen im
Abstand 2d und zwei um ihre Verbindungslinie kreisenden
Elektronen. Der Radius des Kreises ist a und die Stabilitit
des Systems erfordert, wenn jedes Elektron ein Quantum be-
sitzt:

a=V)3-d.
Genau wie beim Stickstoff berechnen wir dann

0, — 0, = (2d* + a%¢ = 1 a?e = 2,0 - 1072

mit ¢ = 0,5 .10~ cm.

Aus den Angaben von Stark?) entnehmen wir die folgen-
den Konstanten des Starkeffekts. Um eine Aufspaltung von
1 A-E. zu erhalten, braucht man die Feldstirken

bei Hy:15 ESE
gﬂ: 11 ’
y: 8 ”
Ha: 5,5 T

Wir wollen mit Hilfe von diesen Zahlen und dem oben
berechneten Wert fiir @, — 6, beim Wasserstoff die Breite

1) P. Debye, Miinch. Ber. Math. phys. K1. 1915. p. 1.
2) J. Stark, L. c.
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der Linien bei Atmosphérendruck und Zimmertemperatur be-
rechnen. Die Normalfeldstirke ist mit » = 27,7 . 1018 . 273/293.

F. = (11,49 (27,T)% - (278/293)% . 1024.2,0 . 10~ 2 ESK
oder
F, = 40 ESE.

Die Breiten der Linien ergeben sich dann als der Stark-
effekt der zu 0,67 mal diese Feldstirke gehért. D. h.
bei H, 1,8 A.E.
Hy 24 ,
H, 33 ,
Ha 4,7 I
Diese Zahlen stimmen durchaus mit den wirklichen Ver-
hiltnissen iiberein. Leider war bei den meisten Versuchen
nicht dafiir gesorgt, daf die Ionenwirkung klein war, so daB
man sogar noch groBere Breiten gefunden hat. So hat z. B.
Rossi!) im Wasserstofflichtbogen die folgenden Breiten ge-
funden:
H, (8) geschiitzt
H, 30
50
Zweifelsohne sind diese héheren Zahlen durch die Ionen
verursacht, die Breiten wurden auch nicht photometrisch genau
gemessen, sondern nur geschiitzt.

Bei kleineren Drucken liegen #ltere Messungen vor von
Michelson.?) Er miBt mit dem Interferometer nach der
Methode der . Bestimmung der Sichtbarkeit von Interferenz-
fransen. Es ist klar, daB diese Methode keine zuverlissigen
Werte fiir die Breiten liefern kann, wenn die Intensititsver-
teilung in der Linie von der theoretisch angesetzten abweicht.
Dies scheint, wie Michelson bemerkt, bei den hoheren Drucken
der Fall zu sein, die Linie besteht dann anscheinend aus
einem scharfen Kern mit dariibergelagerter Verbreiterung.
Michelson findet die Halbw.-Breiten der Linie H, wie in der
folgenden Tabelle:

1) A. Rossi, Astrophys. Journ. 84. p. 299. 1911.
2) A. Michelson, Phil. Mag. (5) 34. p. 289. 1892.
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Druck (cm) | Halbw.-Breite in A.-E. | Berechnete Halbw -Breite

20 0,2 0,30

9 0,128 0,11

T.1 0,116 0,08

4.7 0,095 0,04

2.8 0,071 0,016

1.3 0,056 0,007

0.9 0,053 0,004

0.5 0,050

0.3 0,048

Aus den Zahlen ist zu ersehen, daB bei den kleinsten
Drucken bis zu etwa 1 cm Druck die Breite von H_ sich kaum
indert, von dort an fingt sie an zu wachsen. Man muB wohl
annehmen, daB die Breite bei kleinem Druck vom Doppler-
effekt herrithrt, erst die Zunahme von diesem Werte aus riihrt
vom Starkeffekt her. In der dritten Kolonne habe ich die
Halbwertsbreiten aufgefithrt, die sich aus unserer Theorie er-
geben. Es ist deutlich, daB das Wachsen der Michelsonschen
Zahlen gerade bei den Drucken anfingt, wo die elektrische
Verbreiterung mit dem Dopplereffekt vergleichbar wird. Die
berechnete Zahl ist bei dem hdochsten Drucke griBer als die
von Michelson beobachtete, was wahrscheinlich davon her-
riithrt, daB die Intensitiitsverteilung in der Linie nicht mit der
exponentiellen, von Michelson vorausgesetzten iibereinstimmt.
Daf dieses letztere der Fall ist, kapn man mit groBer Wahr- .
scheinlichkeit in der folgenden Weise schliefen.

Die Starkeffektaufspaltung der H -Linie ist nach Stark
s0, daB zu beiden Seiten je eine starke Komponente auftreten,
wahrend in der Mitte die Linie unverschoben oder sehr wenig
verschoben zuriickbleibt. Diese letztere bleibt nun in jedem
Felde vorhanden und also auch bei jeder Verbreiterung der
Linie. D.h. man erhdlt genau die Intensititsverteilung, die
Michelson vermutet, in der Mitte die scharfe Linie und darauf
eine flache Verbreiterung. Infolgedessen bleibt die Sichtbar- .
keit der Fransen zu groB, man findet eine zu kleine Breite
der Linie.

Alle diese Uberlegungen kinnen nur gelten, wenn die
Ionisation im Gase geniigend klein ist. Weil die Jonen sebr
viel stirker wirken als Gasmolekiile oder Atome, braucht ihre
Konzentration nur eine geringe zu sein, damit sie sich bemerk-



Uber die Verbreiterung von Spektrallinien. 625

bar machen. Um dies direkt zu zeigen, wollen wir die Ionen-
konzentration berechnen, die ausreicht, um eine Verbreiterung
gleich der Dopplereffektverbreiterung zu erzeugen. Z. B. bei
H, braucht man dazu eine Feldstirke

8.0,044 = 0,32 ESE,
indem der Dopplereffekt ca. 0,04 & ist. Diese Feldstirke muB
gleich 1,25 mal die Normalfeldstirke sein, oder
0,32 = 1,25 - (4,21)%5 - '+ 6.,
Daraus berechnet sich die Ionendichte zu
n = 3,8 - 102 Jonen/cm?®.

Verglichen mit der Loschmidtschen Zahl n, = 27,7.10%
erweist sich dies als eine sehr geringe Dichte, indem aur
T Millionen Molekiile ein Ton kommt. '

Bei der Verwertung von Versuchen muB man die Ab-
sorption im leuchtenden (Gas berticksichtigen. Diese kann in
verschiedener Weise wirken, im allgemeinen wird sie wohl die
Intensitit in der Mitte der Linie am stirksten herunterdriicken,
go daB diese flacher wird. Die bekannte Krscheinung der
Selbstumkehr rithrt bekanntlich von Absorption her, jedenfalls
in den weitaus meisten Fallen, Es ist aber auch méglich, daB
die elektrische Verbreiterung Selbstumkehr erzeugen kann.
Dies wiirde z. B, dann der Fall sein, wenn der Starkeffekt der
betreffenden Linie nur aus zwei seitlichen Komponenten be-
stinde, wihrend die Linie selbst im Feld verschwinde. Die
Intensititsverteilung in der verbreiterten Linie wiirde dann
gleich der Wahracheinlichkeitsfunktion #(#,) sein, also um-
gekehrt. Ob derartig einfache Starkeffekte existieren, ist wohl
sebr fraglich, méglich ware es doch, daB eine Linie einen
Starkeffekt zeigt, die in der Mitte keine Intensitiit hat, es
miissen sich dann elekirisch verbreiterte Linien ergeben, die
in der Mitte mehr oder wenig herabgedriickt sind.

§ 28. Die Verbreiterung in Helium und das Heliumatom.

Uber die durch Helinmdruck verursachte Verbreiternng
liegen interessante Beobachtungen von A. Dempster?) vor.
Auch diese sind interferometrisch gemacht und die Breiten
aus Sichtbarkeitskurven nach der Methode von Michelson

1) A.Dempster, Ann, d. Phys. 47. p. 791. 1915.
Anzaalen der Physik, IV. Folge, 38, 41
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erschlossen. Es wurden die Wasserstofilinien bei 21,4 und
42,8 cm Heliumdruck mit den Wasserstofflinien bei Wasser-
stoffdruck verglichen. Fir H_ ergab sich, daf die Breite bei
21,4 cm Heliumdruck kleiner war als die Breite bei 6 cm
Wasserstoffdruck. Dies wiirde darauf deuten, daB das Helium-
atom eine kleinere Konstante @, — @, besitzt als das Wasser-
stoffmolekiil. Jedoch weist Dempster daranf hin, daB der
Spannungsabfall in der Rohre in beiden Fillen eine ver-
schiedene war, so daB die schon dadurch bewirkte Verbreiterung
mitgewirkt haben kann. In Anbetracht der sehr geringen
Breiten, die Dempster mit Helium gefunden hat, wiirde man
doch geneigt sein, wirklich auf ein sehr kleines €, — 0, beim
Helium zu schlieBen. Besonders listig ist es aber beim Wasser-
stoff, daB die Intensitiitsverteilung nicht der theoretischen ent-
spricht, Dempster macht hier dieselbe Beobachtung wie
Michelson, daB eine scharfe Linie scheinbar auf der ver-
breiterten aufliegt. Infolgedessen sehen die Linien zu schmal aus.
Das Modell des Heliumatoms ist zwar nicht so sicher
bekannt, wie dasjenige des Wasserstoffmolekiils, wir wollen
aber zusehen, wie weit das von Bohr vorgeschlagene Modell
mit der Dempsterschen Messung in Ubereinstimmung steht.
Das Modell von Bohr besteht aus einem positiven Kern mit
zweifacher Ladung und zwei darum in gleichem Abstand
kreisenden Elektronen. Jedes Elektron besitzt ein Wirkungs-
quantum. Ob dieses Modell genau richtig ist, wissen wir zwar
nicht, es ist aber klar, daB genaue Messungen iiber die Breite
von Spektrallinien im Helium dazu helfen kann, einen Auf-
schlufl iiber die Wahrscheinlichkeit des Modells zu geben. Eine
Berechnung des Radius der Kreisbahn im Verhiltnis zum
Radius der Elektronenbahn im Wasserstoffatom ergibt

apeiog = 1:%,
2ay ist 1,1 . 1078 cm,

Wir wollen bei der Berechnung des Quadrupolmomentes
pun so rechnen, als ob die Ladung der beiden Elektronen
gleichm#Big auf ihrer ganzen Bahn verteilt wire, was wegen
der schuellen Rotation der Elektronen wohl das Plausibelste
ist. Diese Berechnungsart stimmt auch mit unserer Berech-
nung des Quadrupolmomentes beim Wasserstoffmolekiil tiberein.
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Legen wir die Rotationsebene in die zy-Ebene, dann wird
O, =Zex? =0, = Zey* =} Z(ea? + ey) =~ } 2eat,
wo a, den Radius der Bahn bedeutet.

Weiter ist

0, =Ze=0,
also da e = 2¢
Ay, = — ca?,

Aus dem Modell von Bohr fiir das Heliumatom berechnet
sich das Verhiltnis der Radien des Wasserstoffatoms und des
Heliumatoms zu 7:4. AuBerdem hatten wir fir die Grofie 4
beim Wasserstoffmolekitl gefunden:

Ap, = §ag,’c.
Es ist
ay =11 -10~%cm,
ay, = 1,00 - 10~% cm nach Debye
und also
aye = 0,68 - 10~8 cm .
Dadurch wird

AHe _ 0,832 _
e o =028,

Das Quadrupolmoment des Heliumatoms ist also ungefihr
der vierte Teil von dem Quadrupolmoment des Wasserstoff-
molekitls,. Demnach miiBte Wasserstoff ungefdhr viermal so
stark verbreiternd wirken, wie Helium. Das stimmt auch recht
gut mit den Angaben von Dempster, daB die H, -Linie bei
6 cm Wasserstoffdiruck noch etwas breiter war wie dieselbe
Linie bei 21,4 cm Heliumdruck. Einen Beweis darf man aber,
wie oben schon hervorgehoben, nicht in diesen Angaben er-
blicken, da der Spannungsabfall in der Entladung in beiden
Fallen ein verschiedener war.

Dempster hat auch Messungen von der Breite der Queck-
silberlinie A 5461 bei 21 und bei 41 cm Druck von Helium
gemacht, Er findet

bei 21 cm Druck 0,034 A-E,
» 42 , , 0053 A-E.
41+
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Nach Wendt?!) hat diese Linie einen Starkeffekt kleiner

als
1 A.-E. bei 200 ESE.

Bei 42 cm Druck ist z. B.:
n= 2 227,710 = 142 . 1013,

es wird

F, = (11,40)% . (14,2)"». 10%. 4 ESE

F, =756 .10%. 4 ESE.
Nach der angegebenen Breite muf

0,67 F, = 200 - 0,053,
F, = 158 ESE sein.

Hieraus findet sich
A4=21.1073%,

Dies ist viel mehr, als wir aus dem Modell berechnet
haben, demnach wiire

AHO ber. = 0.48 . 10_’8,

also ungefihr viermal so klein. Ob diese Uniibereinstimmung
durch Uberlagerung der Trabanten verursacht worden ist oder
ob noch andere Ursachen dazu mitgewirkt haben kénnen, 148t
sich einstweilen nicht entscheiden. Etwas Bestimmtes hieriiber
liBt sich erst sagen, wenn Messungen der Breite im Helium
vorliegen, die von den Nachteilen der interferometrischen
Methode frei sind, und wo die wirkliche Intensititsverteilung
in der Linie gefunden werden kann.

§ 24. Uber die Verbreiterung durch Dipole habe ich
keine brauchbaren Angaben finden konnen. Sie miBte starker
sein als die Verbreiterung durch Quadrupole. Vereinzelt finden
sich Angaben, daB die Linien im Lichtbogen in Kohlensiure
breiter sind als in Luft, was gut damit {ibereinstimmen kénnte.
Es wire in dieser Weise moglich, das Moment der Dipole zu
bestimmen, weshalb derartige Versuche sehr interessant sein
wiirden. Man miBte dann Momente finden, die mit den aus
der Dielektrizititskonstante berechneten iibereinstimmen.

oder

d. h.

1) G. Wendt, Ann. d. Phys. 45. p. 1257. 1914.
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§ 25. Man muB annehinen, daf Linien, die keinen Stark-
etfekt zeigen, auch keine Druckverbreiterung zeigen oder nur
eine geringe. Das scheint auch der Fall zu sein, denn Fiicht-
bauner und Hoffmann haben die Breiten von Jodabsorptions-
linien im Stickstoffdruck gemesser und sie sehr viel kleiner
gefunden wie die Cs-Linien beim selben Stickstoffdruck. Der
Starkeffekt dieser Linien ist nicht bekannt, es ist wohl nach
dem ibrigen Verhalten der Jodabgorptionslinien mit Sicherheit
anzunehmen, daB sie keinen Starkeffekt besitzen. Einen Zeeman-
effekt konnte man nicht nachweisen.

Eine Untersuchung solcher Linien, die keinen Starkeffekt
zeigen, wire natlirlich sehr erwiinscht; falls sich dann auch
wirklich bedeutende Verbreiterungen zeigen sollten, wiirde man
noch auf andere Ursachen als den Starkeffekt schlieBen miissen.
Moglich ist es vielleicht,- daB ein schnell wechselndes Feld
verbreiternd wirken kann, selbst wenn ein konstantes Feld
keinen Starkeffokt hervorbringt. Wir haben in unserer Theorie
darauf keine Riicksicht genommen, da es nur eine Miglichkeit
ist, iiber die sonst nichts bekannt ist.

Zusammenfassung.

1. Die Lorentzsche Theorie der Verbreiterung durch
StoBdampfung kann nach den Versuchen von Fiichtbauer
und Hoffmann und nach der neuesten Quantentheorie der
Lichtemission nicht aufrecht erhalten werden. Dagegen wies
Stark darauf hin, daB die Verbreiterung eine Folge der elek-
trischen Felder der umliegenden Atome sein kionnte, die darch
Starkeffekt verursacht wiire.

2. Es wird gezeigt, wie sich eine quantitative Theorie
dieser ,,elektrischen® Verbreiterung aufstellen 14Bt, und die
Theorie wird fiir die drei Falle durchgefiihrt; die umliegenden
Atome oder Molekitle sind 1. Ionen, 2. Dipole, 3. Quadrupole.
Diese drei Fille kommen praktisch vor.

3. Die Halbwertsbreite der Linien wird bei Verbreiterung
durch Ionen proportional zur 2/,-Potenz der Ionendichte, bei
der Verbreiterung durch Dipole oder Quadrupole proportional
zur 1. bzw. zur 4/,-Potenz ihrer Dichte.

4. Die Halbwertshreite ist ebenfalls abhingig von den
elektrischen Konstanten der verbreiternden Atome, es lassen
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sich diese Konstanten aus den beobachteten Breiten erschlieBen,
sobald man den Starkeffekt der betreffenden Linie kennt. Man
erhilt so eine Methode zur Bestimmung des Moments von
Dipolen und eine Methode zur Bestimmung der Konstante
eines Quadrupols, was bislang nicht moglich war.

5. Die Theorie wird auf eine Reihe von Versuchen au-
gewendet, wobei sich gute Ubereinstimmung zeigt. Die be-
rechnete Konstante des Stickstoffmolekiils stimmt mit derselben
Konstante des von Sommerfeld angegebenen Stickstoffmolekiil-
modells iiberein. Ebenfalls sind die berechneten Breiten der
Wasserstofflinien etwa gleich den beobachteten.

6. Aus Messungen von Dempster iiber die Breite der
Wasserstofflinien in Helium wird das Quadrupolmoment des
Heliumatoms berechnet und in naher Ubereinstimmung mit
dem aus dem Heliummodell von Bohr berechneten Wert ge-
funden. Messungen der Breite von Quecksilberlinien in Helium
ergeben einen viermal zu groBen Wert des Quadrupolmoments,
was vielleicht auf eine Stérung durch Uberlagerung der Tla-
banten zuriickgefiihrt werden kann.

(Aus dem Physikalischen Institut der Universitit Gottingen.
Christiania, Oktober 1918.

(Eingegangen 30. Oktober 1918.)



