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von B. Baule.
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Binleitung.

Von den in verdiinnten Gasen auftretenden Erscheinungen,
die im folgenden mathematisch behandelt werden sollen, sollen
uns zundichst der Temperatursprung und die @leitung be-
schiftigen.

Hilt man zwei einander gegeniiberstehende ebene Platten
auf verschiedener Temperatur, so stellt sich im Innern des
Gases zwischen jenen KEbenen ein stetiger, linearer Tempe-
raturverlauf her, und in unmittelbarer Niahe der festen Wiinde
hat das Gas dieselbe Temperatar wie diese selbst. Das gilt
jedoch nur, wenn das Gas unverdiinnt ist. Ist das Gas zwischen
den Platten verdiinnt, so tritt an den Winden eine Unstetig-
keit im Temperaturverlauf, ein sogenannter ,,Temperatursprung*
auf, der um so groBer ist, je stirker das Gas verdiinnt ist.

Eine ganz dhnliche Erscheinung in verdiinnten Gasen ist die
des ,,Gleitens, Hat man wiederum zwei parallele ebene
Platten, die auf verschiedener Geschwindigkeit gehalten werden,
so ist, sofern das Gas zwischen den Platten unverdiinnt ist,
der Verlauf der sichtbaren Geschwindigkeit zwischen den
Platten stetig und linear. Ist das Gas jedoch verdiinnt, so
tritt an den Winden ein Geschwindigkeitssprung, die soge-
nannte ,,Gleitung® auf, deren GroBe wie die des Temperatur-
sprunges umgekehrt proportional dem Gasdruck ist.

Eine molekulartheoretische Behandlung des Temperatur-
sprunges versuchte zuerst v. Smoluchowski, und zwar auf

Annalen der Physik. IV. Folge. 44. 10
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zwei verschiedenen Wegen. In seiner ersten Arbeit!) legt er
seinen Berechnungen die unvollkommenen Boltzmannschen
Annahmen zugrunde, in denen die Temperatur als eine
,,Eigenschaft* der Molekiile angesehen wird, die mit ihrer Ge-
schwindigkeit nichts zu tun hat. Die Menge, die jedes Molekiil
von dieser Eigenschaft besitzt, richtet sich nach dem Ort seines
letzten ZusammenstoBes. Fiir die Molekiile, die ihren letzten
ZusammenstoB an der Wand erfahren haben, macht v. Smolu-
chowski eine besondere Annahme. Es soll ihre Temperatur

(1) & =g —T)+ 1,

sein, wenn & die mittlere Temperatur der auf die feste Wand
zufliegenden Molekiile, 7, die Temperatur der Wand und £ eine
von der physikalischen Beschaffenheit des Gases und der Wand
abhiingige Konstante bedeutet. Unter Benutzung dieser An-
nahmen und des Begriffes der mittleren freien Weglinge stellt
v. Smoluchowski fir den Temperaturverlauf im Innern des
Gases eine Integralgleichung auf, deren Lésung er annihert.
In einer zweiten Behandlung?) desselben Problems benutzt
v. Smoluchowski andere Annahmen. Fiir die von der festen
Wand zuriickgeworfenen Molekiile nimmt er an, daB die Wand
teils vollkommen absorbierend (Bruchteil f) und teils voll-
kommen reflektierend (Bruchteil 1 —f) fiir die Gasmolekiile sei.
Die Temperatur ist die mittlere kinetische Energie der Mole-
kille. Diese Annahmen liefern fiir die Temperatur der von der
Wand fortfliegenden Molekiile in der obigen Schreibweise:

¥=Q1-HE-1)+ 1,

also einen ganz entsprechenden Ausdruck. Unter Anwendung
des Maxwellschen Kraftgesetzes von der 5. Potenz fiir die
Wirkung der Gasmolekiile aufeinander berechnet v. Smolu-
chowski den Temperaturverlauf im Innern des Gases und
damit den Temperatursprung.

Die Resultate aus beiden Berechnungen v. Smoluchowskis
stimmen insofern mit der Erfahrung fiberein, als sich ein dem
Temperaturgradienten direkt, dem Druck aber umgekehrt pro-

1) M. v. Smoluchowski, Wien, Akad. Ber. 107.
2) M. v. Smoluchowski, Wien. Akad. Ber. 108.
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portionaler Temperatursprung ergibt. An eine genaue quanti-
tative Nachpriifang der Resultate durch die Experimente ist
nicht zu denken, da die Konstante @ bzw. f rein phinomeno-
logischen Charakter hat. Sie kann nur durch den Versuch
selbst bestimmt werden.

Die Gleitung haben zuerst Kundt und Warburg theo-
retisch behandelt.)) Auch sie bedienen sich wie Smolu-
chowski in seiner ersten Arbeit der rohen Boltzmannschen
Apnahmen. Die sichtbare Geschwindigkeit wird als eine Kigen-
schaft der Molekille angesehen, die ihnen bei jedem Zusammen-
stoB in einer gewissen, vom Ort des ZusammenstoBes ab-
héngigen Menge zuerteilt wird. Fir die sichthare Geschwin-
digkeit der Molekiile, die ihren letzten ZusammenstoB an der
festen Wand erlitten haben, wird die Annahme gemacht:

2 v = (v —v) + v,

worin v’ die sichtbare Geschwindigkeit der von der Wand fort-
fliegenden Molekiile, » die der auf die Wand anfliegenden,
v, die Geschwindigkeit der Wand und S eine fiir den festen
Korper und das Gas charakteristische Konstante ist. Die Be-
rechnung der Gleitung geschieht dann auf demselben oben an-
gedeuteten Wege, den v. Smoluchowski zur Berechnung des
Temperatursprunges geht.

Auch das zweite von Smoluchowski zur Berechnung
des Temperatursprunges benutzte strengere Verfahren laBt sich
zur theoretischen Behandlung der Gleitung benutzen. Beide
Theorien ergeben, daB die Gleitung wie der Temperatursprung
umgekehrt proportional dem Druck und direkt propertional
dem Gradienten ist, was auch die Erfahrung gelehrt hat. Eine
quantitative Priiffung der Theorie durch die Versuche ist in-
dessen auch hier aus den oben angefithrten Griinden nicht
moglich. Den Konstanten § bzw. f fehlt jede molekular-
theoretische Bedeutung.

v. Smoluchowski ist der Ansicht, daB die Konstante
in seinem fir die Behandlung des Temperatursprunges ge-
machten Ansatz zahlenmiBig gleich sein miisse der in dem
entsprechenden Gleitungsansatz auftretenden. Man konne,

1) A. Kundt u. E. Warburg, Pogg. Ann. 155.
10*
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meint v. Smoluchowski, doch nicht gut einen fiir thermische
und mechanische Vorginge verschiedenen Zahlenwert jener
Konstanten annehmen. XKinetisch begriindet ist diese Ansicht
nicht, die Experimente lassen sie aber auf den ersten Blick
wahrscheinlich erscheinen.

Fithrt man diese Vermutung v. Smoluchowskis als An-
nahme ein, so liefert die Theorie eine sehr einfache Beziehung
zwischen der Gleitung und dem Temperatursprung. Es folgt
nimlich

5 8
ARty
wenn 0 die Gleitung und y der Temperatursprung beim Gra-
dienten ,,eins* ist,

Diese Beziehung nachzupriifen machte sich Timiriazeff
zur Aufgabe, indem er fiir dieselben Gase, fiir die Lasareff
den Temperatursprung gemessen hatte, am selben Metall die
Gleitung bestimmte. Timiriazeff fand sie innerbalb der
Beobachtungsfehler bestiitigt bei Luft und Kohlensiure, seine
Wasserstoffmessung lieferte jedoch einen giéinzlich abweichenden
Wert. Timiriazeff ist indessen von der Richtigkeit des aus
Smoluchowskis Theorie folgenden Satzes so sehr iiberzeugt,
daB er sein Wasserstoffexperiment verwirft mit der Begriin-
dung, daB der in kiuflichen Stahlzylindern aufbewahrte
Wasserstoff wohl verunreinigt gewesen sei. Wir werden spiter
erkennen, daB jenes Wasserstoffexperiment vollkommen ein-
wandfrei, die Beziehung &/y = 8/15 aber unrichtig ist.

Annahmen, wie sie von Smoluchowski und Kundt und
Warburg zur theoretischen Behandlung gemacht worden sind,
sind vom molekulartheoretischen Standpunkt sehr unbefriedigend;
gehen sie doch in keiner Weise auf den molekularen Bau des
festen Korpers ein. Es soll 'im folgenden versucht werden,
unter ganz bestimmten, der Molekulartheorie entsprechenden
Annahmen iiber die Struktur und die innere Bewegung des
festen Korpers etwas Bestimmtes iitber die Vorginge an der
Wand und die GroBe des Temperatursprunges und der Gleitung
zu erfahren.
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I. Der Temperatursprung.

Der feste Korper soll vorgestellt werden als ein schwingen-
des kubisches Ranmgitter. Seine Molekille bzw. Atome
schwingen um die Raumgitterpunkte als Ruhelage mit einer
mittleren kinetischen Energie, die wir die , Temperatur® des
festen Korpers nennen. Durch Energiezufuhr von auBen wird
dafiir gesorgt, daB diese mittlere kinetische Energie stets die-
selbe bleibt.

Auf dieses schwingende Gittersystem fliegt nun ein Mole-
killschwarm mit einer gewissen mittleren Geschwindigkeit an.
Welches ist dann die mittlere kinetische Energie der von dem
festen Korper in den Gasraum zuriickgeschickten Molekiile?
Manche Molekiille werden einmal, manche zweimal, manche
ofter mit einem Molekiil des festen Korpers zusammenrennen,
ehe sie in den Gasraum zuriickkehren, ja, manche Molekiile
werden in das Innere des festen Korpers eindringen und erst,
nachdem sie lange Zeit zwischen seinen Molekiilen hin und
her geworfen sind, das Freie wiederfinden. Ks ist also zu-
ndchst zu untersuchen, welche mittlere kinetische Energie die
einmal, zweimal und allgemein die n-mal mit einem Molekiil
des festen Korpers zusammengestoBenen Gasmolekiile besitzen.
Diese Frage 1iBt sich unter der Voraussetzung, daB die Mole-
kiile vollkommen elastische Kugeln sind, mit Hilfe der StoB-
gesetze ohne Schwierigkeit beantworten.

Bezeichnen wir die Masse eines Wandmolekiiles mit m*,
seine Geschwindigkeitskomponenten im Augenblicke des Zu-
sammenstoBes mit einem Gasmolekill mit &%, #* £* und ent-
sprechend die Masse und Geschwindigkeit des Gasmolekiiles
mit m, § 7, & so sind die Geschwindigkeitskomponenten des
Gasmolekiiles unmittelbar nach dem Zusammenstof

§_§_7rh?mr
2 L3

l-w,

g=t-— 2m7n W,

B m + m*

wenn I, m, n die Richtungskosinusse der StoBlinie im Augen-
blicke des ZusammenstoBes sind, und



150 B. Baule.

W=1§—~&)+mu—9)+n(n— 1"
ist,
Wihlen wir die Richtung der Relativgeschwindigkeit der
beiden Molekille gegeneinander als £-Achse, so gilt:

f=qt=0, {—-{"=0
und W=1(&—§,

weiter ist, wenn wir die absoluten Geschwindigkeiten der beiden
Molekiile mit ¢ und ¢* bezeichnen,

E—E"2=¢e24 c*2—2c-ccosy
und E-E—8Y=c'—c-c*cosy,

wenn y den Winkel bedeutet, den ¢ und ¢* einschlieBen.

Fithrt man noch statt der /, m, » Eulersche Koordinaten
ein, indem man setzt:

l=cosg,
m = sin @ cos v,
n = 8in ¢ sin ¥

und bildet man dann fir ¢? = §2 + 42 + {'? das Mittel, in-
dem man die Richtung der StoBlinie einerseits iiber die Halb-
kugel sich #ndern 1iBt, dem Winkel y anderseits alle Werte
zwischen 0 und 2x gibt, so folgt fir das mittlere Ge-
schwindigkeitsquadrat der einmal mit einem Wandmolekiil
zusammengerannten Gasmolekiile

(4) 6’2 _ me + m*2

2 m*t x93
- (’m” + m*)2

(m + m*)?

¢+

Haben die mit dem Wandmolekiill zusammenrennenden
Gasmolekiile nicht alle dieselbe Geschwindigkeit, wie voraus-
gesetzt war, sondern besitzen sie eine bestimmte Geschwindig-
keitsverteilungsfunktion #,,, so gilt die obige Gleichung un-
geiindert, da alle GroBen auBer ¢? von ¢ unabhingig sind und
bei einer Mittelwertbildung iiber alle ¢ unberiithrt bleiben.
Es bedeutet dann nur c¢? das ,,mittlere* Geschwindigkeits-
quadrat der auffliegenden Gasmolekiile. Das gleiche gilt von
dem ¢*2, wenn man die Einschrinkung fallen 1aBt, daB das
Wandmolekiil bei allen Zusammenst6Ben mit den Gasmole-
kiillen dieselbe Geschwindigkeit ¢* hat.
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Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (4) mit
m[2, so ergibt sich fir die mittlere kinetische Energie & aller
nach einmaligem ZusammenstoB mit einem ‘Wandmolekiil
zuriickgeworfenen Gasmolekiile

J , m? 4 m*2 c 2 m m* &
(m + m*)? (m + m¥E 7?7

§=ewe+(l —a)&

4)

wenn ¢ die kinetische Energie der auffliegenden Molekiile
und & die mittlere kinetische Energie der Wandmolekﬁle be-
deutet, und wenn

m® 4 m*?

o+ my gesetzt wird.

o =

Sto6t ein mit der kinetischen KEnergie & ankommendes

Gasmolekiil zweimal hintereinander mit einem Wandmolekiil

von der kinetischen KEnergie ¢* zusammen, so ist seine
kinetische Energie nach jenem bei den Sté8en

=&+ (1l —e)e*
=t e+ (1 —a?e*.
Allgemein ist die kinetische Energie eines n-mal mit einem
Wandmolekiil zusammengerannten Gasmolekiiles

4" =gt (1 —an)e*

Es ist nunmehr unsere Aufgabe zu erdrtern, wieviel von
den auf das schwingende Raumgitter auffliegenden Gasmole-
kiilen nach einmaligem, wieviel nach zweimaligem und allge-
mein wieviel nach n-maligem Anprall in den Gasraum zuriick-
geworfen werden.

Werden von n auf das Gitter auffallenden Molekiilen =’
nach einmaligem, »” nach zweimaligem und allgemein »® nach
n-maligem ZusammenstoB mit einem Wandmolekil zuriick-
geworfen, so ist die mittlere kinetische Energie aller von dem
festen Korper fortfliegenden Molekiile

B = n'e 4+ ne” +. 2 n®) gn)

"+ n +. = T Sam

und das ist nach (4")

2an . pln)
(5) = —az‘n(n) (& — &) 4 &*.
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Vergleichen wir dieses Resultat mit der Smoluchowskischen
Annahme (1), so erkennen wir, daB sich jene Annahme als
eine Folge des fiir den festen Koérper angenommenen Raum-
gitters darstellt. Die bei Smoluchowski bedeutungslose
Konstante hat eine kinetische Deutung erfahren.

An eine genaue Bestimmung der »® ist mathematisch
nicht zu denken. Begniigen wir uns daher mit der Niherung,
die sich unter Zugrundelegung folgender Rechnungsannahme
ergibt: Alle Gasmolekiile, die beim Anprall an ein Molekiil
des obersten Flichengitters eine in den Gasraum gerichtete
Geschwindigkeitskomponente erhalten, gelten als einmal mit
einem Wandmolekiil zusammengestoBen, alle anderen aber als
unendlich oft.

Diese Annahme muB als gerechtfertigt angesehen werden,
wenn man bedenkt, daB schon nach sehr wenigen Zusammen-
stoBen ein vollkommener Energieausgleich zwischen den ver-
schiedenartigen Molekiilen zustande kommt. Beispielsweise be-
sitzt im Mittel ein Sauerstoffmolekiil, das nur zweimal mit
einem Nickelatom zusammengerannt ist, schon zu %/, die
Energie des Nickelatoms, wiahrend es nur noch !/,, von seiner
fritheren kinetischen Energie aufweist.

Nach dieser Annahme geht der Ausdruck 3 en. 2™ /3 n™
tiber in & -n"/n, wenn 2’ die Zahl der Molekiile ist, die von
den = auf den festen Kérper auffallenden vom obersten Flichen-
gitter in den Gasraum zuriickgeworfen werden. Ks werde

o
(6) w ="
gesetzt.

Zur Bestimmung von » wollen wir die Molekiile des festen
Korpers den Gasmolekiilen gegeniiber als ruhend (nicht als
fest!) ansehen. Sie sind elastisch an ihre Ruhelage gebunden.
Die dauernd von auBen zuflieBende Energie hilt die durch
den Anprall der Gasmolekile hervorgerufenen Verinde-
rungen  des Gitters in engen Grenzen und stellt stets das ur-
spriingliche Bild wieder her. Die Zahl der im obersten Flichen-
gitter liegenden Molekiile sei N*, dann ist der Abstand jedes
Wandmolekiilles von seinen benachbarten: a = N*—'%.
a ist abhingig von der Ebene, in der man den festen Korper
schneidet. Weiter denken wir uns die Wandmolekiile vom
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Durchmesser ¢* durch Kugeln vom Durchmesser ¢* 4 ¢ ersetzt,
wenn ¢ der Durchmesser der Gasmolekiile ist. Dann kdnnen
wir den Schwarm der heranfliegenden Gasmolekiile als einen
Schwarm von elastischen Punkten ansehen. Die in den Gas-
raum gerichtete Oberflichennormale des festen Korpers wihlen
wir als §-Achse.

Durch die Fragestellung, wieviel von den in irgend einer
Richtung auf das Gitter auffallenden Punkten mit einer posi-
tiven & Komponente zuriickgeworfen werden, grenzen wir auf
jedem Gittermolekil zwei Bereiche "voneinander ab. Alle
in dem einen Gebiet auftreffenden Gasmolekille werden mit
positiver, alle im anderen auffallenden mit negativer £-Kom-
ponente zurfickgeworfen. Die Grenzkurve beider Gebiete
ist durch die StoBgesetze (3) und & = 0..gegeben. In ihrer
Gleichung treten als Parameter auf die Massen m, m*
und die Richtung o der ankommenden Molekille gegen die
&-Achse. Die GroBe der Projektion der von jener Kurve um-
schlossenen Fliche auf eine zur Geschwindigkeitsrichtung der
Gasmolekiile senkrechte Ebene ist proportional der Zahl der
mit positiver £-Komponente zuriickgeworfenen Molekiile. Der
Bestimmung dieser Projektion auf dem angedeuteten, niichst-
liegenden Wege stellen sich erhebliche Schwierigkeiten ent-
gegen. Sie gelingt aber durch folgende einfache Uberlegung:
Angenommen, es wire die Richtungsverteilung der Molekiile
nach dem StoB bekannt fiir die in der §-Richtung ankommenden
Molekiile (d. h. fiir « = 0). Es sei also fiir diese Molekiile
n,, - [ (e,))d k die Anzahl der Molekiile, die nach dem StoB in
einem durch das Flichenelement d% charakterisierten Kegel
fliegen. Projizieren wir nun das Richtungsbiindel f(e,) auf
eine zur £-Achse parallele Ebene, so erkennt man leicht, daB
dann von den unter einem Winkel ¢ gegen die £-Richtung an-
kommenden Molekiilen

72 —a w2 —a

, 1 nos ’ ’ 1 p . ’ /|
@M w = G [f@)sing de, + 5 [fia)sing, dey}
0 0

mit einer positiven & Komponente zuriickgeworfen werden. Die
Berechnung dieser Integrale wird ermdoglicht, wenn man statt
der Richtung ¢, der Molekille nach dem: Zusammenstof den
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Winkel ¢ als neue Variable einfithrt, den die Zentrilinie im
Augenblicke des ZusammenstoBes mit der Geschwindigkeits-
richtung der Molekiile vor dem ZusammenstoB bildet. Aus
den StoBgesetzen (3) folgt

/_2Msingcosg
(8) gy = 1—2 Meost ¢

. m* .
worin M = - — . zu setzen ist.
m 4+ m

Driickt man ¢ durch ¢, aus, so gilt:

1 ,
o) cosZgp = éTll{l + (M — 1)cos?«,

——cosao']/(]l[—l)zcosgao'+2M—1}.

Die Molekiile, die nach dem StoB unter einem Winkel e,’
gegen die alte Geschwindigkeitsrichtung fliegen, miissen in
einer durch (9) gegebenen Breite auf das Wandmolekil auf-
gefallen sein. In einer Breite zwischen ¢ und ¢ 4 d¢ fallen
nun von den n, Molekillen z,-2sin @ cosgpd¢ auf.

Es wird somit nach (7)

@1(a=m/2 + a) @o(ay = /2 — a)

na=%- {6{2-sin(pcos¢dcp +0f2-singocos,(pdrp}

[

g 9
—_ ’2*'{’003 »
0

1 P2
+ |008"’¢>‘}-
i
0

Nun ist nach (9)

cos® ¢, =2]—M{ 14(M—1)sin?¢—sine )/ (M—1)? sin? u+2M—-l},
coszq2=ﬁ{l+(ﬂ{— l)sinFa+sinw]/(M—1)2sin2a+2M—-l} .
Somit wird

(10) n = na- {1 “ﬁ{l + (M — 1) sin? w]}

Es ist demnach die Flache, die jedes Wandmolekiil dem
in der Richtung & ankommenden Molekiilschwarm zum Riick-
stoB mit positiver §&-Komponente darbietet, in ihrer Projektion:

¢ + a*¥\2 Ra’
l F(a)=(—r )n-—

2 Na

l =(E:I2-U*)2n-{l—ﬁ[l+(M—l)siuzu]}-

(11)
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In der Flicheneinheit des Gitters liegen nun N* Mole-
kile, die Flicheneinheit bietet also fiir einen RiickstoB mit
positiver £-Komponente eine Fliche N*. F(e) dar; die Ein-
heit selbst erscheint den unter einem Winkel « gegen die
&-Achse ankommenden Molekillen gleich 1.cos . Ks ist
demnach

’ 7y » N* - F’(a).

n, = —
@ cos o

Das gilt jedoch nicht fiir jedes « von 0 bis /2, sondern nur
so lange, als nicht die jedem Molekiil benachbarten Molekiile
einen Teil der Fliche beschatten. Von einem gewissen Winkel
« = ¢, ab tritt eine Schattenwirkung der Nachbarmolekiile
in die Erscheinung, die bei wachsendem ¢ zunimmt. Eine
kleine geometrische Uberlegung zeigt, daB man vom Winkel
o = arcos (o + 6*[2a) den Schatten S(«) in F(x) in Rechnung
zu setzen hat, und zwar ist

(12) S(e) = (" * "”)2(5 — sin 8 cos 9)

wenn cos 0 = (2a/o + ¢*) cos « ist.
Das gilt zunichst nur fiir die Haupt- und Diagonalrich-
tungen des Gitters. Fiir die Hauptrichtungen ist a = ¥*—"s, fiir

die Diagonalrichtungen gleich N*-':.}/2. Wir begehen jedoch
nur eine fiir die Praxis bedeutungslose Vernachlissigung, wenn
wir mit einer in allen Richtungen gleichen, durch die Formel
(12) gegebenen Schattenwirkung rechnen. SchlieSlich haben wir
es hierbei ja auch nur mit einer Mittelwertbildung zu tun, fir
die weniger die genauen und speziellen Richtungen der be-
nachbarten Wandmolekiile in Frage kommen, als vielmehr
die von Molekiilen freien und besetzten Gebiete der Oberflache.

Vorausgesetzt, daB die auf das Raumgitter anfliegenden
Gasmolekiile gleichmiBig auf alle Richtungen der Halbkugel
verteilt sind, ist

n, = n-sinede,

wenn n die Gesamtzahl der auf die Wand zufliegenden Mole-
kille ist. Hs wird somit

7 o= n~{{N*-ngsinada + fN*(ﬂa—);S—(“—))sinada} .

cos o
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Setzt man hierin die fiir #(«) und 8(e) gefundenen Werte
ein, so liefert die Auswertung der Integrale

n=n- N*(“’;U) {1+1g2—2M+lg a*_'_a}

und es ist demnach nach (6)

I e e T}

a2l 2m* ¢+ o

Nunmehr sind wir in der Lage, den Temperatursprung
direkt zu bestimmen. Nach den Vorstellungen, die wir uns
von dem festen Kérper machten und den Annahmen, die wir
zur Vereinfachung der Rechnung einfiihrten, haben wir in die
Niahe der Wand drei verschiedene Molekiilgruppen mit drei
verschiedenen mittleren Geschwindigkeiten zu unterscheiden.
Die eine bewegt sich auf das Gitter zu, wihrend die beiden
anderen sich von ihm entfernen; und zwar haben alle
Molekille der einen dieser beiden letzteren Gruppen un-
endlich viele Zusammenst6Be mit den Molekiilen des festen
Korpers erfahren, alle Molekille der anderen dagegen nur einen.

Der sich auf die feste Wand hinbewegende Molekiil-
schwarm hat in einiger Entfernung von ihr eine Geschwindig-
keitsverteilung 7 (§, 1, §, z, y, 2), wie sie sich in der von Hilbert?)
streng begriindeten, auf den StoBgesetzen fuBenden Gastheorie
ergibt. Die dort aufgestellte Integralgleichung hat in zweiter
Naherung, wenn man das Gas als ruhend, d. h. u=v=w =10
voraussetzt, die Lésung:

‘ FEag,8p-..p)
(14)

[ (&4 9 +£“)+U] {

= A - lah}

+DE P
worin p,...p, die inneren Impulskomponenten, U = ¢, p,?
+ ey py? + ..., p,? ibre kinetische Energie, A die mittlere
freie Weglinge, A das mittlere Geschwindigkeitsquadrat und @

eine in § ungerade Funktion der Geschwindigkeiten und
inneren Impulse bedeutet. Die Konstanten sind durch die

1) D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungen, Kap. XXII.
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Zabl N der in der Raumeinheit enthaltenen Molekille und
das mittlere Geschwindigkeitsquadrat 2 bestimmt. KEs ist:

W e
A=N'(—> 2 . a,-a,-a,.s..a,,
I h m™? . (2/n) /2 ’

(15)
3
B = R
Zwischen der absoluten Temperatur 7 und dem % be-
steht die Beziehung:

(16) T=2h=

wenn % die universelle Plancksche Konstante, B die Gas-
konstante und M das Molekulargewicht ist.

Die durch die obigen Formeln charakterisierte Geschwin-
digkeitsverteilung gilt streng nur fir das Innere des Gases in
hinreichender Entfernung von den Grepzwinden. In unmittel-
barer Nihe der Winde kann die Verteilungsfunktion keine
volle Giltigkeit mehr haben, da die sich von ihr fortbewegenden
Molekiile ihre letzten ZusammenstéBe nicht mit gleichartigen
Molekiilen erlitten haben, wie das die Ableitung der obigen
Verteilungsfunktion verlangt. Es werden also in erster Linie
die von der Wand fortfliegenden (§ < 0) Molekiile dem obigen
Gesetz nicht gehorchen, und erst in zweiter Linie wird auch
die Geschwindigkeitsverteilung der auf die Wand zufliegenden
Molekiile durch ZusammenstoBe mit jenen eine Anderung er-
fahren. Diese Modifikation zweiter Ordnung soll unberiick-
sichtigt bleiben, und es soll fiir die an die Wand heran-
fliegenden Molekiile die Verteilungsfunktion, wie sie im Innern
gilt, als bis in die unmittelhare Nihe der Wand bestehend
angesehen werden.

Die Geschwindigkeitsverteilung der von dem festen Korper
fortfliegenden Molekiile ist eine ganz andere., Wir haben hier
zwei Gruppen za unterscheiden. Die Molekiile, die unendlich
viele ZusammenstoBe mit Molekiilen des festen Korpers er-
fabren haben, besitzen eine Maxwellsche Geschwindigkeits-
verteilung mit einer der Temperatur der Wand entsprechenden
mittleren Geschwindigkeit. Die einmal mit einem Wand-
molekiill zusammengestoBenen Molekiile besitzen ebenfalls noch
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in hoherer als erster Niherung eine Maxwellsche Greschwin-
digkeitsverteilung, da ihr letzter ZusammenstoB mit Molekiilen
erfolgte, die eine Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung be-
saBen. Die Verteilungsfunktionen der beiden von der Wand
fortwandernden Gruppen lauten also:
17 F*(§,77,§,P1---P,,)=A*-e B [2(5+17+C)+U]’
FEnlp . p)= A - 7 [5 @+ e+ U],
worin die Konstanten A*, 4’, B*, B’ wiederum wie oben durch
die Anzahl der zu der betreffenden Gruppe gehorigen Mole-
kiile in der Raumeinheit, ?#* und RN, und durch das mittlere
Geschwindigkeitsquadrat, 2* und %', gegeben sind.

Da die mittlere kinetische Energie der Molekiile ¢ = (m/2) 2
ist, so folgt aus dem frither fiir ¢ gefundenen Ergebnis (4"
(18) W=c-h+(1—a)k*,

m* + m* ist.
(m +m*)?

Der Temperatursprung ist 7* — 7', wenn wir mit 7* die
Temperatur der Wand und mit 7 die Temperatur des Gases
in unmittelbarer Nihe der Wand bezeichnen. Durch &, &% #’
und RN, N*, N’ ausgedriickt ist nach (16)

p_m {m + MR+ ‘Rj}
3k R+ R4+ W !

worln ¢« =

und
Nh*+ REE =N H — N
(19) " —T= % +92+2R*+2R’ -
Setzt man N 4+ N*4+ N = N und benutzt die Be-
ziehung (18), so wird

19) P*—T = 5@+ - R)E*— B).

Es handelt sich also jetzt nur noch darum, R, W und 2
durch bekannte GroBen auszudriicken. Das gelingt, wenn man
fir das Gas die beiden Voraussetzungen macht:

I. Das Gas ruht.
II. Es befindet sich in einem stationdiren thermischen
Zustande.
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Die Bedingung I verlangt, daB in der Zeiteinheit genau
8o viele Molekiile von links nach rechts wie in umgekehrter
Richtung wandern. D. h., es muB

fg-ng...dpn=f§-(F*+ F)d§...dp,
§i<0 £§>0
sein. Fiir das Innere des Gases auBerhalb des Wirkungs-
bereiches der Wand muB
fg-ng...dpn=0
—0<E< +o0
sein. Das geht aber nur, wenn
fg- OdE...dp, =0 ist.
—0<i<+oo
Da nun & - @ eine in § gerade Funktion ist, so folgt auch

[&-wag...dp, =0

£E<o
und es geht die Bedingung I iiber in
(20) R - K= R R 4 R

Nun hatten wir frither gefunden, daB von allen auf den
festen Korper auffliegenden Molekiillen der Bruchteil ¥ nach
einmaligem ZusammenstoB mit einem Wandmolekiil zuriick-
fliegt, wihrend der Bruchteil 1—» erst nach hiufigen Zu-
sammenstoBen den freien Gasraum wiederfindet. Demgemi
zerfiillt (20) in

1 Y R | Sy XA
(20) {sn*h*‘/a —(1 =R A
Die Bedingung II verlangt, daB die Energiemenge, die in
der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit irgend einer Iso-
thermenebene beférdert wird, unabhingig vom Abstande jener
Isothermenebene von den Platten ist, d. h. es muB

Je @+ +IF-d... dp,
§<0
+ [&. 2@+ 2+ O)F + Fd§... dp,
E>0
= [&- T (E+ 1+ ) Fd§...dp,
—oo<§{< oo
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sein. Die rechte Seite ist aber nun nichts anderes als die
Wirmeleitfahigkeit des Gases

aT m ah
s = T 3k%5x

wobei x den Koeffizienten der Wirmeleitfahigkeit bedeutet.
Das Integral, iber das erste Glied der rechten Seite erstreckt,
verschwindet, da jenes Glied eine symmetrische Funktion in &
ist. Es ist demnach

o557 @+ o+ 948 dp, = -
" —oco<é<+oo
und da der Integrand in & gerade ist, so folgt
Jo-g 2@+ e+ ds..dp =—alt,

oz
£<0

Ly
6

a~|§

Beriicksichtigt man das, so wird die Bedingung II
3y * J.5k3/, B IR _Vﬁ iah
R — W — R R = n+d Lk dx
Fiihrt man hierin die Bedingung I ein, so liefern beide
Bedingungen zusammen

R - RA{(L — 2) I 4 ok — R} = V7% Ok

n+4 b 0z’
und nach (20’)
Yol _ Véxn oh
(21) SR (1 — av)(h* — h) = k%o

Setzen wir jetzt den sich hieraus fir A* — A ergebenden Wert
in den frither fir den Temperatursprung 7™ — 7' gefundenen
Ausdruck (19" ein, so wird
oT

™ —T=y- L)

wenn L1 RteeW 1 Ven
TSN qyE I—ernt k%

gesetzt wird.

Nun ist nach (20) /R = v Y&/~ und da die % pro-
portional den absoluten Temperaturen der betreffenden Mole-
killgruppen, A/%, somit praktisch gleich 1 ist, so ist
N/N=» und

1 14ay ]/ZS; %

Nl—av(n+4)th'
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Fihrt man an Stelle von A, %, den Druck p = } Nmh und 7
ein, so folgt:

1Ven,/MT 1+av
(22) = o nti / I ETTIN

darin ist » die Zahl der inneren Freiheitsgrade, M das Mole-
kulargewicht, R die Gaskonstante, p der Druck, 7' die ab-
solute Temperatur, » der Wirmeleitungskoeffizient und
m? +m*? (o + o*\2( m* —m 4a

G N AT I

Die Theorie lehrt, daB der Temperatursprung 7™ — 7
direkt proportional dem Temperaturgradienten und umgekehrt
proportional dem Druck ist. Beides hat auch die Erfahrung
gezeigt. Weiter aber sehen wir, und das ist fiir die Beur-
teilung der v. Smoluchowskischen Theorie von Wichtigkeit,
daB der Temperatursprung eine Funktion des Produktes « - »
ist. Ks ist somit verstindlich, daB von Smoluchowski mit
Hilfe seiner Annahmen, in denen nur eine unbestimmte Kon-
stante auftritt, qualitativ richtige Resultate bekommen konnte.

Abgesehen von dem Abstande a der Wandmolekiile von-
einander sind alle in der fiir den Temperatursprung gefundenen
Formel auftretenden GroBen bekannt. Bestimmt man jenes a
aus einer Messung, so kann man mit Hilfe des gefundenen
Ausdruckes (22) den Temperatursprung an der betreffenden
Wand fir alle Gase berechnen.

Das ist fiir die von Liasareffl) benutzten Gtase geschehen.
Aus der Wasserstoffmessung Lasareffs ist das a bestimmt,
und es ist dann der Temperatursprung fir Luft und Kohlen-
siure berechnet. In der Tab. I sind die Zahlenwerte der in
(22) vorkommenden GriBen angegeben, und in Tab. II sind die
fiir y p berechneten und beobachteten Werte aufgefiihrt.

Tabelle L
i —_—
a+10%cm M %+ 105 cal ® Vi n
Wasserstoff. . 3,06 2 35 0,94 0,84 2
Luft . . . . 1,57 28,89 5,5 0,56 | 0,44 2
Kohlensiiure . 1,62 44 4 0,52 041 | 4
Nickel . . . 1,44 58,1 a=4-10"%¢cm

1) P. Lasareff, Ann. d. Phys, 87, 1912,
Annalen der Physik, IV, Folge, 44, 1
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Tabelle II.
H y + p ber. ¢ « p beob. (Lasareff)
Wasserstof . . . . (14 -1079 18,0 Dbis 14,5 - 107
Luft . . . . . . . 1,45+ 10—° 1,34 bis 1,96 - 10~5
Kohlensdure . . . . 1,02 . 10—8 0,80 bis 1,22.10"°

Der Druck p ist in Atmosphiiren gemessen, ¢ in Zentimeter.

Die Tabelle zeigt eine vollkommene Ubereinstimmung
zwischen den berechneten und beobachteten Zahlen. Der
mittlere Abstand a der in der Oberfliche des festen Korpers
wirkenden Molekiile berechnet sich zu 4 .107% cm. Bestimmt
man den Abstand der Raumgitterpunkte des Nickels aus dem
spezifischen Gewicht und dem Molekulargewicht, so findet man
a, = 2,2-107% cm, eine Zahl, die der GriéBenordnung nach
mit dem oben gefundenen g iibereinstimmt, dem Betrage nach
aber kleiner ist. Das war auch nicht anders zu erwarten.
Ist es doch sehr wesentlich, in welcher Ebene man das Raum-
gitter schneidet. Abgesehen davon lassen alle Unvollkommen-
heiten der Oberfliche den Abstand der Wandmolekiile stets
groBer erscheinen, als er im idealen Falle des kubischen
Raumgitters sein wiirde.

Es mag noch bemerkt werden, daB sich die Rechnung
auch ohne die vereinfachende Annahme p. 152 und in gleicher
Weise vollstandig durchfithren lieB. Es ist das jedoch wegen
der groBeren Ubersichtlichkeit im. vorangehenden nicht ge-
schehen, Das Resultat indert sich nur insoweit, als an Stelle
des Produktes ¢ -» der Ausdruck > " . n™/>'a™ zu stehen
kommt. KEs hat dies indessen weniger praktisches als prinzi-
pielles Interesse. Fiir die Praxis kommt man ohne derartige
Niherungsannahme, wie sie oben gemacht ist, nicht aus.

I1. Die Gleitung.

Ganz dhnlich wie beim Temperatursprung liegen die Ver-
hiltnisse bei der Gleitung eines verdiinnten Gases an einer
festen Wand. Auch die Gleitung hat ihren Grund in dem
Verhalten der von dem festen Kérper fortfliegenden Molekiile.
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Wir miissen uns also zunichst wieder Klarheit verschaffen
iltber die Vorginge an der Wand, insbesondere iiber den
zwischen den Gas- und Wandmolekiilen stattfindenden Aus-
tausch der sichtbaren Geschwindigkeit. Es kommt darauf an
zu erfahren, welche sichtbare Geschwindigkeit die einmal,
zweimal und allgemein die n-mal mit einem Wandmolekiil
zusammengerannten Gtasmolekiile besitzen. Das gelingt mit Hilfe
der StoBgesetze in ganz entsprechender Weise, wie wir friiher
die mittlere kinetische Energie der einmal, zweimal und n-mal
angestoBenen Gasmolekille berechneten. Bezeichnen wir die
sichtbare Geschwindigkeit der auffliegenden Gasmolekiile mit »,
die Geschwindigkeit der Wand mit v*, so wird die sichtbare
Geschwindigkeit der einmal mit einem Wandmolekiil zusammen-
gerannten Molekiile nach dem StoB

v =d v+ (1 =)o
und allgemein
(1) o™ = g™ v 4 (1 — ™))",

(2) wenn = ﬁ, gesetzt wird.

Diese Ausdriicke haben #uBerlich eine groBe Ahnlichkeit mit
den fir den Energieaustausch gefundenen. Sie besitzen jedoch
insofern eine wesentliche innere Verschiedenheit von jenen,
als sich die Funktion & (m/m*) ganz anders verhilt wie die
frither auftretende, ¢(m/m*). Wihrend nimlich ¢ mit wach-
sendem m/m* wichst, ist « eine bei wachsendem m/m* fallende
Funktion.

Bezeichnen wir die Zahl der nach einmaligem AnstoB
ins Gas zuriickgeworfenen Molekiile mit »’ und allgemein die
Zahl der n-mal angestoBenen Molekiile mit 2™, so folgt in
derselben Weise wie oben fiir die sichtbare Geschwindigkeit
aller von der Wand fortfliegenden Molekiile

§ = 2 (v — %) + v*.

Vv = T

> nm)

Wir sehen also, auch die von Kundt und Warburg zar Be-
handlung der Gleitung gemachte Annahme ergibt sich als
eine Folge unseres Wandmodelles. Die dort auftretende Kon-
stante hat eine Bedeutung bekommen.

11*
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Die Gleitung des Gases an der Wand ist v* — %, wenn
# die sichtbare Geschwindigkeit des Gases in unmittelbarer
Nihe der Wand ist. & ist das Mittel aus den sichtbaren Ge-
schwindigkeiten der auf die Wand zufliegenden und der sich
von ihr entfernenden Molekiile. Fir die von dem Raumgitter,
als das wir uns die Wand ja vorstellten, zuriickgeworfenen
Molekiile machen wir wieder zur Erméglichung der Rechnung
die Annahme, daB alle Molekiile, die bei ihrem Zusammen-
stoB mit einem Molekiil des obersten Flichengitters eine posi-
tive £-Komponente bekommen, nur einmal angestoBen sind,
daB alle anderen Molekille aber unendlich viele Zusammen-
stoBe mit Molekiilen des festen Korpers erfahren haben, ehe
gie in den freien Gasraum zuriickkehren. Wir hatten frither
bereits gefunden, daB von n auffallenden Molekiilen »-n in
die Gruppe der einmal, (1 — #)n aber in die Gruppe der un-
endlich oft angestoBenen Molekille geworfen werden, wobei »
eine Funktion von m, m* und a war (vgl. I, 13). Wir haben
wie oben wieder drei Molekiilgruppen in unmittelbarer Nahe
der Wand zu unterscheiden. Ihre Geschwindigkeitsverteilungs-
‘funktionen sind

-B{%EE*+(11—0)’+C’]+U}
F(§,'I],§,p]...pn)=,1 . e

. {.}1?-[- (I)(S;ﬂ;g:l’r --P,‘)%}’

3) 1 _
F*&mbp,...p)= A% ¢ ,

-B{ZEE?+(n—v'>?+c?J+u}

E’(giﬂigip] ---pﬂ): A se

Die erste Verteilungsfunktion ist die der auf die Wand zu-
fliegenden Molekiile, die beiden anderen die der sich ent-
fernenden Molekiile. Die Konstanten 4, 4* 4 und B sind
wie frither gegeben durch die Anzahlen R, N*, N’ der in der
Raumeinheit zu jeder Gruppe gehorigen Molekiile und durch
das fiir alle Gruppen gleiche mittlere Geschwindigkeitsquadrat 4.
D nLp,..-p,) ist wiederum eine in § ungerade Funktion.

Die sichtbare Geschwindigkeit des Gases in der Nihe
der Wand ist
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N-vo+ N+ R
N+ N+ N ’

P o=

also die Gleichung

4) v*—;=%(§Rv"‘—|—§)}'v"‘—%v—§t'v’).

T

Nun ist, da thermisches Gleichgewicht voransgesetat wurde,
nach I (20

9},=W%,
RN* = (1 — o),
R =7

und somit

: — 1
v — v =

@R + &' R) 0" — 2)

HZ'

(9)

e )=o)

Es handelt sich jetzt nur darum, die sichtbare Geschwin-
digkeit v der auf den festen Korper zufliegenden Molekiile
durch bekannte GroBen auszudriicken.

Die Bedingung des stationiren Zustandes verlangt, daB
die in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit jeder Ebene
z = const. hindurchwandernde BewegungsgriéBe konstant ist.
In Zeichen heiBt das:

f§-m'r/ﬁ’d§...dpﬂ +f§-m-ﬂ(F*+F’)d§...dpn
§<0 £>0 35
v
=f§-m7]If’d»§...dpn -—n2?
—00<E< + o0
wenn p der ,Reibungskoeffizient“ ist. Fithrt man die Inte-.
gration aus, so erhiilt man

m-‘/g{—vm+v*%*+v%’}=—%a—a—
und das ist nach (1)
* N U
(6) m-(1 — (v _U)V2_=%%

Setzt man hieraus v* — v in den fiir die Gleitung v* — o ge-
fundenen Ausdruck (5) ein, so wird
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07
* = [
v v=20 T
wenn
— Ven 1+a»p
NVikmT1—a'v 2

p l—a»2 M

ist. Darin bedeutet p den Druck, 7' die absolute Temperatur,
M das Molekulargewicht, B die Ga.skonsta,nte, p den Koeffi-
zienten der inneren Reibung, und es ist

, m cg—d"\2(m*—m 4a
“v= m + m* ( 2 ) { 2m* +1n(¢r_+?)}.

Dieses Resultat zeigt eine groBe Ahnlichkeit mit dem fiir
den Temperatursprung gefundenen Ergebnis. Wie der Tem-
peratursprung, so ist auch die Gleitung direkt proportional
dem Temperaturgefille, aber umgekehrt proportional dem Druck,
ein Gesetz, das die Erfahrung bestitigt hat. Der wesentliche
qualitative Unterschied zwischen der GroBe des Temperatur-
sprunges und der Gleltung liegt in den Faktoren 1 4 v / l—ww»
und 1+ o’#/1 —e’v und insbesondere in « und o«’. Wie
bereits erwihnt, zeigen & und " Verinderungen von m/m*
gegeniiber ein ganz verschiedenes Verhalten. Wihrend ¢ nur
Werte zwischen 1 und !/, annimmt, liegt «’ stets zwischen 0
und !/,, und wenn o wichst, fillt «’. Beide Funktionen
nehmen fir m = m* den Wert !/, an.

Die Ansicht Smoluchowskis, daB die in seiner Annahme
fir die von der Wand zuriickgeworfenen Molekiile auftretende
Konstante § bzw. f identisch sein miisse mit der in dem ent-
sprechenden @leitungsansatz auftretenden, steht also mit un-
seren Resultaten im schirfsten Widerspruch; und zwar ist sie
um so unrichtiger, je kleiner m/m* ist, oder anders aus-
gedriickt, je mehr das Molekulargewicht des Gases von dem
des festen Korpers abweicht.

Es wird damit auch verstindlich, daB die Beziehung
d/y = 8/15, die die Smoluchowskische Ansicht als richtig
voraussetzt, sich fiir Wasserstoff als durchaus uurichtig er-
wiesen hat, wihrend sie fir Luft und Kohlensiure an einer
Nickelwand innerhalb der Beobachtungsfehler Giiltigkeit hatte.
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Sehen wir also zu, ob die obige Theorie imstande ist, die
von Timiriazeff!) beobachteten Zablenwerte der Gleitung zu
erkliren! Timiriazeff untersucht die Gleitung von Wasser-
stoff, Luft und Kohlenséure -an einer Nickelwand und ver-
gleicht seine Resultate mit den fiir dieselben Gase an derselben
Wand ausgefithrten Temperatursprungmessungen Lasareffs,
Nehmen wir an, daB die Nickelwand Timiriazeffs ebenso be-
schaffen war, wie die Lasareffs, und benutzen wir demgemiB
die oben fiir die drei Gase gefundenen #, so ergeben sich die
in der Tabelle angegebenen Zahlen fiir 8 - p.

w104 d.p ber. | 0p beob. (Timiriazeff)
Wasserstoff. . . 0,9 C1,31078 1,1 bis 1,4 - 10~°
Luft . . . . . 1,8 0,9 - 1073 0,8 bis 1,1.10~°
Kohlensiure . .- 1,5 0,6 - 108 0,5 bis 0,6 - 10~

Der Druck ist in Atmosphiren gemessen, § in cm, u in C.G.8S-Einheiten.

Man sieht, es besteht fiir alle Gase, auch fiir Wasser-
stoff eine vollkommene Ubereinstimmung zwischen der Theorie
und der Erfahrung. Man darf daraus schlieBen, daB auch das
Wasserstoffexperiment Timiriazeffs, das Timiriazeff selbst
verwerfen zu miissen glaubt, weil es mit der alten Theorie im
Widerspruch steht, durchaus einwandfrei ist. _

Wie steht es nun mit dem Verh#ltnis J/y, das nach der
alten Theorie gleich 8/15 sein sollte? Aus (7) und (I, 22) folgt
ST ser:y

2 M= 1_+§;

s
v

Es leuchtet ohne weiteres ein, eine derartig einfache Be-
ziehung zwischen dem Temperatursprung und der Gleitung,
wie sie die alte Theorie vermutet, besteht nicht.

Das Verhiltnis 6/y hat nach unserer Theorie fiir Luft,
Kohlensiure und Wasserstoff an einer Nickelwand die Werte
3 8 8
13° 13’7 80’
wie die Erfahrung auch bestitigt hat.

1) A. Timiriazeff, Ann. d. Phys. 40, 1918. Die Werte von 0-p
werden von je zwei Messungen der GroBe G geliefert.
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III. Molekulare Wirmeleitung in stark verdiinnten Gasen.

Zur theoretischen Behandlung des Temperatursprunges
und der Gleitung hatten wir nur einen solchen Verdiinnungs-
grad fir das Gas zugelassen, daB noch von einer Geschwin-
digkeitsverteilungsfunktion der Molekile im Innern des
Gases geredet werden konnte. Das ist nicht mehr der
Fall bei sebhr starken Verdiinnungen, wenn nimlich die Zu-
sammenstofe der Molekiile untereinander gegeniiber den Zu-
sammenstéfen mit Molekiilen des festen Korpers vernachlissigt
werden konnen. In diesem Falle ist der Temperaturverlanf
von der einen zur anderen Wand ginzlich unstetig, im Innern
des Gases herrscht iiberall die gleiche Temperatur und von
eine Geschwindigkeitsverteilungsfunktion im fritheren Sinne
kann keine Rede sein,

Knudsen!) nimmt zur Berechnung der molekularen
Wairmeleitung in stark verdiinnten Gasen fiir die in jeder der
beiden Richtungen von Platte zu Platte sich bewegenden
Molekille eine Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung an.
Das ist jedoch bei der Vorstellung, die wir uns von dem festen
Korper gebildet haben, nicht angingig, auch nicht einmal als
Niherung. Wir haben vielmehr in jeder der beiden Rich-
tungen unendlich viele Molekiilgruppen mit lauter verschiedenen
mittleren Geschwindigkeiten zu unterscheiden. Die Geschwin-
digkeitsverteilung jeder einzelnen dieser Gruppen werden wir
als eine Maxwellsche erkennen.

Betrachten wir alle in der Richtung von Platte I nach
Platte II fliegenden Molekiile! Ein Teil kommt aus dem Innern
der Wand I oder hat wenigstens soviele ZusammenstdBe mit
Molekiilen jener Wand erfahren, daB er eine der Temperatur
von I entsprechende mittlere Geschwindigkeit besitzt und eine
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung aufweist. Der Rest
hat nur einen ZusammenstoB mit einem Molekiil der Wand I
erlitten. Ein gewisser Bruchteil dieses Restes hatte vor dem
Auffliegen auf die Wand I eine der Temperatur der Wand I
entsprechende mittlere Geschwindigkeit mit Maxwellscher
Verteilung, da er aus dem Innern von II kam. Nach ein-
maligem ZusammenstoB mit einem Molekill von I haben diese

1) M. Knudsen, Aon. d. Phys. 34. 1911.
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Molekiile demnach eine mittlere kinetische Energie, wie sie
aus (18) von Abschnitt I folgt. Durch die gleiche Uberlegung
konnen wir so die mittleren Geschwindigkeitsquadrate aller
von I nach II und in umgekehrter Richtung wandernden Gas-
molekiilgruppen bestimmen. Bezeichnen wir die mittleren Ge-
schwindigkeitsquadrate der von I fortfliegenden Gruppen mit
hyys Bygy ... und die der von II fortfliegenden mit 4, , A,,, ...,
80 lxefert die obige Uberlegung:

by, = hy,
’lu =h— e (hx — h11),

(1) hl3 = kI — w(’ll —_— hn) -|— 042(111 — hn),

n—1

]l1“=/t1— w(’ll—kn) + e (— a) (hl —hll),
und entsprechend

hzl = hy,

i—1

It"-—hn—{— hII_‘hI — U
2 ( 22( )
Darin ist
me + m*?
n rmR
und
hI—_TI, hII—_TII

Jede einzelne Molekillgruppe hat eine Geschwindigkeits-
verteilung -
b= 4;, - e—Bi"[?(€2+”2+cg)+U]
worin die Konstanten 4,, = B, wieder wie frither bestimmt
sind durch die Zahlen der zu den einzelnen Gruppen ge-
horenden Molekiile in der Raumeinheit 9;,, und den miitleren

Geschwindigkeitsquadraten Z;,.
Die in der Zeiteinheit pro Flidcheneinheit von der einen
Platte auf die andere iibertragene Energiemenge ist

E=[§- 2@+ 02+ OB, + By +..)dE...dp
E<O .
+ [E2E+ P+ OBy + Byt )dE . dp,

>0
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Die Auswertung der Integrale liefert

m (2 + —;i)
-_— . 3/“ 3/2 LOC S
(mnh +§Rzzh )}
Die Bedingung fiir die Ruhe des Gases lautet:
fg.(ﬁ'n + P, +..)dE...dp,

E<0

=f§(F21+F22+"‘)dg"'dp"’

und das wird
(3) R B + R bs + ..o = Ry 1fs + Ry -+ .

Bedenkt man nun, daB von allen auf die Wand I zufliegenden
Molekiilen der Bruchteil 1 —» unendlich viele ZusammenstdBe
an der Wand erfahrt, daB ferner von dem Rest » wiederum
der Bruchteil 1 — » unendlich viele ZusammenstdBe an der
Wand II erfabren hatte, ehe er auf I zuflog, usw., so er-
kennt man, daB sich die Bedingung (3) in die n-Bedingungen
spalten laBt

Ry Hfe = (1 — )Ry, Bt + My B+ ..,
9?12 h;{i = ‘ll(l -— W)(mﬁlhlg/f + mzz ki/é + . ),
R
l ERMI:;/; = ,yvz—l(l — 'IJ) (SRZI h;/{ + N, h;@ F..2,
oder entsprechend

RNyy by = (L — o) Ry, A + Ry, h;/‘i F

(3)

mznhz/'n:” ~a "”)(muhﬁ’mls B+
Fiihre ich diese Gleichungen in (2) ein, so folgt:

n(2+3)
E= i = )@y B + R i+
(hn +vhyy 4+ 02 gt ) = (=), R+ R ks +..)

(hy + vhyy + v2 Ry +)}
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Nun ist nach (1)

1 3
h”—i—wlzm—l-wzlzl3+...=lf_— {hl-}— iq——-huz (— ev) }
T
1
=1-y {/II—i+ay(llI—]lH)},
und entsprechend
2 =1 = by —h
hy +vihy, v h23+--,—1_y 11 1_‘_w(lu— )
da ferner nach (3)
5Rzl 21+m22h ‘ 9}11 11+ ge12’11/‘3"*_‘
ist, so wird
m(2+?)
= —3%—1/27(%11 Sk R+
. {111 — 1:1, (hy — hy) — A + 5 'v V(hn— hx)}
m(2+_—) 1—avr
= T Ven Ry g +-0) - L+a»r (fr — hpi).

Die Bedeutung des Klammerausdruckes 0, 2> + R, A5 +
erkennt man, wenn man schreibt

Ryy h}l

k]/ 2

Rio Iy
+ 1/21

11 h
Y ‘J?wh
k! b
Zwischen dem Druck p und m, N, & besteht bekanntlich die
Beziehung p = }m N#h; es ist also V- h=3/m -p und damit

Ry s+ R b+ ... = "i{”" 4+ Py ok

m
2y l]u

Ry lfp+ ... =

22 +

Beriicksichtigen wir schlieBlich, daB wir fiir die Praxis
die Unterschiede der #;, gegeniiber den absoluten Betriigen
als klein voraussetzen diirfen (die % sind proportional den
absoluten Temperaturen der einzelnen Gruppen) und setzen
wir dementsprechend als Nsherung A, = A, =...= h = V3% T,
wenn wir mit 7’ die Temperatur des Gases bezeichnen, so ist

ETE“Iz +9212h +.

ng 7 =Py + Prg +-04)
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Nun ist der Druck eines Gases p gleich der Summe der Partial-
drucke. Es ist also
3

s‘nll hl/i: = 9}12 hl/é e = h—vm iy
Benutzt man das und ersetzt man mnoch die Plancksche Kon-
stante % durch ihren Wert m . B/ M, so ergibt sich schlieBlich
fiir die in der Zeiteinheit pro Flicheneinheit zwischen den
beiden Platten tibergefiihrte Energiemenge

l—ay n+4 R
4 E='"" _7*7[/_, (T — ).
() 1+eav 2V2n MT P (I 11)

Knudsen hat fiir die molekulare Wirmeleitung zwischen
zwei festen Winden Messungen angestellt. Er beobachtet
jedoch mnicht die iibergefiilhrte Wirmemenge Z, sondern
AE[dp AT. Er nennt diese GroBe das ,scheinbare mole-
kulare Wirmeleitungsvermogen ¢,. Nach Formel (4) ist

_l—avn+4 ./ B

©) 811—1+aw2]/27r m

Das wahre molekulare Wirmeleitungsvermdgen ¢ im Knud-
senschen Sinne bekommt man, wenn man ,absolut rauhe‘
Wiinde benutzt, das sind Winde, die alle auffliegenden Mole-
kille mit einer ihrer eigenen Temperatur entsprechenden
mittleren Geschwindigkeit zuriickwerfen. Fiir solche Winde
ist nach unserer Auffassung » = 0, und es wird

(6) f= " Jf_‘il/ E_
2)YenV MT
Diese Formel liefert bei 7' = 273°
fiir Wasserstoff . . . . &=111-.10""%cal,
fiir Sauverstof . . . . &= 2,78+ 1078 cal,
fiir Kohlensiure . . . & =38,15+107%cal

Fiir Wasserstoff hat Knudsen das & durch direkte
Messungen bestimmt und genau die obige Zahl 11,1.1078 cal
erhalten. Fiir Sauersioff und Kohlensiure hat Knudsen keine
direkten Messungen angestellt; seine Beobachtungen unter Be-
nutzung stark platinierter Wiande (vgl. Tab. I1I) lassen aber
erkennen, daB die sich aus der Theorie ergebenden Zahlen-
werte mit groBer Anniherung richtig sein miissen.

Die ,,scheinbare* molekulare Wirmeleitfahigkeit &, des
Gases zwischen zwei konzentrischen Zylindern beobachtet
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Knudsen bei drei verschiedenartigen Winden; einmal benutzt
er ,blankes Platin, ein zweites Mal ,schwach platiniertess
Platin und ein drittes Mal ,,stark platiniertes« Platin. Je nach
der Stirke der Platinierung ist der Abstand a der Wand-
molekiile in der Oberfliche mehr oder weniger groB. Unter
Benutzung der bekannten Werte von m, m*, ¢ und o* ist das
a fir jede der Winde aus einer Messung ermittelt, und es ist
dann die scheinbare Wirmeleitfahigkeit fiir die beiden anderen
von Knudsen benutzten Gase aus (5) berechnet.

Tabelle L
s, ber. &, p beob. (Knudsen)
Wasserstoff . . . . (8,4 «+ 107° cal) 8,4 + 107 cal
Saunerstoff . . . . 2,0 «10° 2,2.107¢
Kohlensfure . . . 2,810 2,510

Tabelle II,

&, p ber. &, p beob. (Knudsen)
Wasserstoff . . . . (5,1 « 107 cal) 5,1 + 10~ cal
Sauverstof . . . . 241078 2,5+ 1078
Kohlensfiure . . . 2,6 « 1078 2,7-107¢

Tabelle IIL

&, p ber. 8, p beob. (Knudsen)
Wasserstoff . . . (6,2 - 10™° cal) 6,2 » 107 cal
Sauerstof . . . . 2,4.107¢ 2,510
Kohlensiure . . . 2,7.-107¢ 2,8 1078

Zur Berechnung von &z ist das Verfahren zugrunde ge-
legt, das Knudsen zur Berechnung seines Akkommodations-
koeffizienten in erster Niherung benutzt ¢, = (1 — e#)s. Die Vor-
aussetzungen, die Knudsen zur zweiten Niherungsberechnung
des Akkommodationskoeffizienten macht, entsprechen nicht den
Resultaten der obigen Theorie. Knudsen schlieBt namlich,
weil der Akkommodationskoeffizient von Wasserstoff gegeniiber
Platin und Glas gleich ist, kénne man diese Gleichheit auch
fiur Sauerstoff und Kohlensiure einer Platin- und Glaswand
gegeniiber annehmen. Das ist jedoch schon wegen des groBen
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Unterschiedes in den Molekulargewichten von Platin und ge-
wohnlichem Glas sehr unwahrscheinlich, Bei Wasserstoff kann
dieser Umstand wegen seines auBerordentlich geringen Mole-
kulargewichtes praktisch in Wegfall kommen, bei Sauerstoff
und Kohlenssiure aber sicher nicht. Da Knudsen die Art
des (Glases, das er verwendet, nicht angibt, konnte hier die
Umrechnung nicht durchgefiihrt werden.

1IV. Innere Reibung in stark verdiinnten Gasen.

In derselben Weise, wie die Wirmeleitung in stark ver-
diinnten Gasen behandelt wurde, 1iBt sich auch die innere
Reibung theoretisch erledigen. Die Verdiinnung des Gases
soll wiederum so weit getrieben sein, daB die ZusammenstiBe
der Gasmolekille untereinander gegeniiber den Zusammen-
stoBen mit Molekiilen der festen Wande vernachlissigt werden
konnen. Wir haben dann wieder wie in III mit unendlich
viele Molekiilgruppen in jeder der beiden Richtungen von Platte
zu Platte zu rechnen.

Die innere Reibung ist definiert als die in der Zeiteinheit
pro Flicheneinheit von der einen auf die andere Platte iiber-
tragene BewegungsgroBe. Diese ist, wenn wir die Geschwin-
digkeitsverteilungsfunktionen aller von der Platte I nach Platte II
wandernden Molekiilgruppen beziiglich mit 7,,, F,,... und
die der sich in entgegengesetzter Richtung bewegenden Gruppen
mit ¥, , F,,, ... bezeichnen

lG:fg-mn(Fm +F,+..)dE...dp,
(1) <0

—i—f§-m1}(1’721 + By +..)dE...dp,.
£>0

Es ist ‘

_B{? [524.(1,—1;‘,”)24.;2]4.11}

worin die Konstanten 4;, und B wie oben durch die Zahlen
der zu jeder Gruppe gehérenden Molekiile in der Einheit, %;,,
und durch die Temperatur gegeben sind.

Ganz analoge Betrachtungen, wie sie unter III zur Be-
stimmung der ;. und A;, angestellt wurden, liefern unter

E=[I - €

in
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Verwertung der unter II gefundenen Resultate fiir die 9;,
und fiir die sichtbaren Geschwindigkeiten der einzelnen Mole-
kiilgruppen, »;,, die Ausdriicke

ik R Uik

1,1 11— E 7

1,2 r(1—~9) ﬁ o — a (2 — vy)

1,3 »2(1—) ? oy — a (v — 2y + o? (o — o)
@ :

2,1 1-2) ) Ty

2,2 v(l—») J?V oy + a (7 — o)

2,3 (1l — v)l?v g + @ (v — o) — al(y; — y)

Die Ausfithrung der Integration in (1) liefert

h

G=m E{“‘(mn o+ Ry e+
+ Ry vy + Ryp vpy + )}

Wegen (2) ist nun der erste Klammerausdruck

o v N
Zmln 1w = % T a*'(vl - vu)?

und der zweite

o v
D Ryt = 0= | o (o = )
. mN]/ l—a'w
(l == T
14+ o

und wenn man schlieBlich noch statt & und 4 den Druck p
und die Temperatur 7 einfiihrt

Somit wird

G p d=drv JH
27 1+ e BT "
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Darin ist p der Druck, 7 die Temperatur, M das Mole-
kulargewicht, R die Gtaskonstante und

. m o+ o"N\2[(m* —m 4a
wr= (j; ) { gme TP (0+ a)}

Die gefundene Forme! geht, wenn man &' » durch die
phénomenologische Konstante (1—f) von Smoluchowski er-
setzt, in die auf anderem Wege gefundene alte Formel iiber,
die Timiriazeff nachgepriift und bestitigt gefunden hat.

Was bereits fiir die Berechnung des Temperatursprunges
 bemerkt wurde, gilt in gleicher Weise fiir die Berechnung der
Gleitung, der molekularen Wirmeleitung und inneren Reibung.
Alle Rechnungen lassen sich auch ohne die vereinfachende
Rechnungsannahme p. 152 durchfithren. KEs tritt dann nur in

allen Resultaten an Stelle des Produktes & - v bzw. & - 2 der
Ausdruck

n, ) mo (n)
DL IRE A, Y 2aln

= ST

Fir die Praxis ist jedoch eine derartige Annahme, wie sie

gemacht wurde, notig, da es schwerlich gelingen diirfte, alle
n™ zu bestimmen.

Zum SchluB sei mir gestattet, meinem hochverehrten
Lehrer, Hrn. Geheimrat Hilbert, fir die Anregung zu dieser
Arbeit herzlich za danken,

Gottingen, Februar 1914,

(Eingegangen 25. Februar 1914,

Druck von Metzger & Wittig in Leipzig.





