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2. D a s  H a x  w el lsche Gesetx 
der Gesc~wInd.lyke.ltsverte~lung Jn der 

RelatJvtheorJe; 
von Peremcx Jattrcer.  

Um die Entropie S eines idealen 
einem gegebenen Zustande mittels ihrer 
(1) S = hlog W, 

einatomigen Gases in 
allgemeinen Definit,ion 

morin W die Wahrscheinlichkeit des Zutandes ist, zu berechnen 
uud daraus die thermodynamischen Eigenschaften des Bases 
abzuleiten, mu6 man eine bestimmte Mechanik zugrunde legen. 
Man wiihlte nun bisher stets die Newtonsche Mechanik. Vom 
Standpunkte des Relativprinzips von A. E ins t e in  ist diese 
aber bekanntlich nur ein Grenzfall einer allgemeineren Mechanik, 
und es dUrfte von Interesse sein, die Entropie eines solchen 
ruhenden Gases, sowie mit ihrer Hilfe das Gesetz der Ge- 
schwindigkeitsverteilung im Gleichgewichtszustand unter. An- 
nahme der Relativitatsmechanik zu ermitteln; ldaran mogen 
sich dsnn die Folgerungen uber die Zustandsgleichung und die 
Abhangigkeit der Energie, Entropie und freien Energie von 
der Temperatur (spezifische Wiirmen, adiabatische Gleichungen) 
anschlieben. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Hrn. Geheimrat P i  a n  c k 
fUr die freundlich6 Anregung zu pieser Arbeit und seine wohl- 
wollenden Ratschlage meinen warmsten Dank auszusprechen. 

§ 1. Die Entropie eines ruhenden idealen einatomigen Games 

Vou den Begriffen der Relativitatsmechanik') kommen f i r  
die kinetische Gastheorie erstlich in Betracht die Impuls- 
komponor?en E ,  7, < eines mit der Geschwindigkeit 

in einem beliebigen Zuetande. 

1) hl. Planck, Verh. d. Deutsch. Phpsik. Ges. 8. p. 136-141. 1906. 



Geschwindigkeitsverteiluny in der Relativtlreorie. 857 

bewegten materiellen Punktes von der (Ruh-)Masse m 

(2 4 

(2b) F = 

worin 

die auf die 
pulses sind. 

Ferner 

Masseneinheit reduzierten Komponenten des Im-  

ist der Ansdruck fiir die lebendige Kraft L des 
c bedeutet die Lichtgeschwindigkeit. 

Massenpunktes m von Bedeutung : 

Um nun die Wahrscheinlichkeit W eines beliebigen Zustandes 
eines ruhenden idealen einatomigen Gases zu berechnen, wahlt 
man zweckma6ig als Zustandsvariabeln die drei Koordinaten 
x ,  y, z und die drei reduzierten Impulskomponanten F, 9, 8 der 
einzelnen Molekiile, die als Massenpunkte von der (Ruh-)Masse m 
und der variabeln Geschwindigkeit q aufzufassen sind, Wendet 
man namlich die Hamiltonschen Gleichungen der Relativ- 
theoriel) auf die Bewegung der einzelnen Massenpunkte an, so 
folgt der Satz von Liouvi l le ,  da6 in dem durch die Koordi- 
naten x y, I ,  z-, 9, 8 dargestellten sechsdimensionalen Raum die 
GrOBe eines beliebigen elementaren Zustandsgebietes 

(4) dm = d t  d y . d I  dx dg da 

eich zeitlich nicht iindert , wenn jeder Punkt des Gebietes 
seinen Ort entsprechend den Gesetzen der Relativitiitsmechanik 
ilndert. Daher kann man die Wahrscheinlichkeit d W dafiir, 
da6 ein Znstandspunkt x/y/z/glela in ein bestimmtes Elementar- 
gebiet do fiillt, einfach gleich d o  setzen. Hierbei ist dcu als 
,,Makrodii€erential" (nach einem Ausdruck von P l a n  ck) zu 
wilhlen, d. h. so, da6 es trotz seiner Kleinheit im allgemeinen 
noch sehr viele Zustandspunkte enthiilt. WUrde man wie in 
der gewohnlichen Mechanik 

(5) d a  = d z  dy dz  d l  d j  d i  

1) M. Plenck,  1.c. p. 140 .u. 141. 
Annalen der Physik.. IV. Folge. 34. 56 
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als Elementargebiet nehmen, so wiirde dieses sich bei Zu- 
grundelegung der Relativmechanik ftir die Bewegung der be- 
stimmten in ihm gelegenen Zustandspunkte x/y/z/k/g/i zeitlich 
iinderii. Also ist die Wahrscheinlichkeit d W  dafiir, daS ein 
solcher Punkt in d o  liegt, hier nicht durch die Gr6Be von d n  
zu messen; sie wird vielmehr eben durch die GroBe des zu d n  
gehorigen d o  angegeben’) (vgl. unten 8 3). 

Der Zustand des Gases, das nicht im Gleichgewicht zu 
sein braucht, ist gegeben, wenn man die Zahl der in jedem 
Elementargebiet d o  gelegenen Zustandspunkte z/y/z /g/g/a kennt. 
Diese Anzahl sei nun dargestellt durch den Ausdruck 

(6) 

worin F die gegebene Perteilungsfunktion ist. d N  ist dabei 
wioder als eine gro6e Zahl, als ein Makrodifferential , auf- 
znfassen. Die Gesamtzahl N der Molekiile des Gases ist dann : 

(7) N = J F d w .  

d N  = F(x, y, Z, b, 9, a). d x  d y  d z  dg dt) dd = F d w ,  

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit W des Zustandes P 
teilt man das ganze sechsdimensionale Zustandsgebiet des 
Gases in lauter Elementargebiete gleicher W-ahrscheinlichkeit, 
also nach dem Obigen in lauter gleich groBe Gebiete do,. 
Dann ergibt sich in bekannter Weise die Wahrscheinlich- 
keit W des Zustandes P der N Molekule: 

Somit erhiilt man aus Gleichung (1) bei Anwendung der Formel 
von S t i r l i n g  folgenden Ausdruck fur die Entropie 8 des 
Zustandes P: 

1)  Vg1. M. Plan c k ,  Acht Vorlesungen uber theoretische Physik 
p. 55-57. Leipzig 1910. 

2) Vgl. J1. P lanck,  Acht Vorlcsuiigen p. 60-62. Uberhaupt miigc 
fur die genauere Ausfuhrung allcr uberlegungen und Rechnungen , die 
in der relativtheoretischen Behandlung der Gaetheorie nicht geandert 
werden, auf die vierte Vorlcsung des Buches verwiesen wcrden. 



Geschwindigkeitsvetteilung in der Helativtheorie. 859 

Far gegen die Lichtgeschwindigkeit c kleine Geschwindigkeiten q 
der Gasmolekiile wird angenahert 

~ = 5 ,  9 - 9 ,  a = i ,  d o = d o ,  

Fk, Y, z9 IS, 9, aj = F(z, IV, 2, *,3i, 4 = 'pa 
Daher geht S d a m  in den bekannten Nilherungssusdruck So 
der gewohnlichen Qastheorie liber: 

So =L const. - h qj log 'p d o .  
(9 *I s 
Entsprechend etellt der Ausdruck 

H =  Flog Pdm s 
die relativtheoretische Verallgemeinernng der H- Fnnktion von 
L. Bol tzmann,  ngmlich yon 

lj 2. Dae Geaets der Raum- und Geechwindigkeitaverteilung 

Betrachten wir jetzt das thermodynamische Gleichgewicht 

im thermodynamiachen Gleiohgewioht. 

eines ruhenden Gases, dessen Molekiilzahl 

(7) N =  J F d o ,  
sowie Volumen 
(10) ?'= hz dy d z  

und Gesamtenergie (vgl. (3)) 

gegebene Werte haben. Die Verteilungsfunktion F kann nun 
im Qleichgewicht nicht mehr beliebig sein, da dieses die Be- 
dingung erftillen muS, dab die durch (9) bestimmte fintropie S 
des aus N Molekiilen bestehenden Gases bei Eonstanz von 
P und E ein Maximum sein muS: 

6s-  0 .  
GemiiB (9) muB also F der Gleichung 

s ( l o g  F + 1). 6F. dw = 0 
56 * 
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mit den aus (7) und (1 1) folgenden Nebenbedingungen 

genugeu. Die Lasung 

ist die gesuchte Perteilungsfunktion des Gbichgewichts; die Kon- 
stanten u und g sollen spater (in 3 4) aus den Werten N, 7 
und E bestimmt werden. 

.Da F hier vgn z, y, z unabhangig ist, ist die raumliche 
Verteilung der Molekiile im Gleichgewicht gleicbma6ig. 

Fur gegen c kleine Werte von q, fur die d o  angenahert 
in d o  ubergeht, erhalt man durch Reihenentwickeluhg aus F 
den Naherungswert ~p des stationaren Zustandes : 

q = a e  

4o = 

- p  (1 + ; 2) C* 

e-  B’ ( i t+ y” + 3j 
oder auch: 
(12*) 

d. i. das gewohnliche Maxwellsche Gesetz der Geschwindig- 
keitsverteilung. . Die Funktion P in (12) stellt seine relativ- 
theoretische Verallgelneinerung dar. In ihr erhalt man fiir 
p = c bereits F =  0, und fur q > c wird F imaginar, aahrend 
der Naherungsausdruck y in (123 erst fiir q=m auf ‘p = 0 
fu h e n  wiirde, also Uberlichtgeschwindigkeit der Molekule zu- 
lie8e. 

Wahrend der genohnliche Ausdruck y sich in drei Fak- 
toren zerlegen l a t ,  deren jeder nur von einer Geschwindig- 
keitskomponente abhangt: 

y = ure-BIA*.e-B’;’,e-p’I* 

eine Eigenschaft, die in der Theorie eine erhebliche Rolle ge- 
spielt hat, ist die analoge Zerlegung der allgemeinen Funktion 

I 

L + s;t + ;r 
C’ F =  u e  
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nicht moglich. Eine ziemlich verwickelte Faktorenzerfallung 
kann man allerdings bei Einhhrung anderer ZustandsgrBBen 
fur die transformierte Funktion vornehmen ; hierauf sol1 unten 
in anderem Zusammenhango (in 5 6) hingewiesen werden. 

Die einfachste Form von F' gewinnt man mittels (3), 
namlich : 

-- B L  
(13) F = a c e  mc' . 
Fuhrt man durch die Gleichzlng 

(2 c) 

den reduzierten Impuls p ein, so besteht zwischen diesem und 
der Geschwindigkeit p des Yassenpunktes die leicht zu be- 
statigende Identitiit: .- 

Demgema6 erhalt man als eine weitere einfache Form von P: 

Die Schreibweise derselben: 

zeigt, da6 F auch nicht in drei Funktionen von g, g und 8 
einzeln zerlegbar ist. Sie ist die Form, die dem zugrunde ge- 
legten Elementargebiet dw am meisten anyemessen ist; hier ist 
namlich +v,+ E'f9'+1' 

d N =  F d o  =ace C' . d x  dy dz dg dg db. 

Im Bereich der gewohnlichen Mechanik fallen die Unter- 
schiede der hier so verschiedenen Gestalten (12), (13) und (14) 
von P fast ganzlich fort. 

§ 3. Die zu dem gewohdohen Elementsrgebiet do gehorige 
VerteilungePunktion f. 

Es iet nun auch moglich, den Zustand des Gases durch 
die Zustandsvariabeln x, y, z, f ,  9, i statt durch x, y, z, g, g, 8 
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zu bestimmen, d. h. ihn auf das gewohnliche Elementar- 
gebie t 
(5) do = d x  dy d z  d5 d y  di 

zu beziehen und demgemZi0 die der gewiihnlichen Gastheorie 
entsprechende Verteilungsfunktion f (2, y, z, 2; tj, i), die durch 
die Gleichung 

definiert ist, jetzt nachtrilglich zu berechnen. Unter Benutzung 
der Funktionaldeterminante der urspriinglichen Variabeln in 
bezug auf die neuen gilt namlich gemll0 der Theorie der Trans- 
formation vielfacher Integrale die Beziehung, zwischen den 
zueinander gehorenden Elementargebieten , wobei vom Vor- 
zeichen abgesehen wird : 

(15) d N =  f . d o  

Zur Berechnung der Determinante sind die Gleichungen (2 b) 
zu verwenden: 

wo zur Abkiirzung 

gesetzt ist; man erhlllt aus ihnen: 

Daher wird die Funktionaldeterminante: 
3: i 

- 9  
P 2 + c 2 w 2 ,  5y, 

3 9 ,  y a + c z w a ,  3.2, 
$ 2 ,  Y 5, i 2  + 2 LOB 

Die rechts atehende symmetrische Determinante ergibt beim 
Ausrechnen c4 w4 (a? +pa + ia + ca t.9 oder mit Riicksicht auf 
die Definition von w einfacher cew4; daher wird 
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Die Beziehung zwischen den einander entsprechenden 
Elementargebieten lautet demnach : 

Der Vergleich von (6) mit (15) gibt sodann fiir die neue Ver- 
teilungsfunktion : 

(17) 
F 

f =  (ixg- 
Speziell im Gleichgewicht ist gema6 (1 2): 

Fur gegen c kleine Werte von q geht f in (18) in die 
gewbhnliche Maxwell sche Funktion y von Qleichnng (12*) 
iiber, wie man irkennt, wenn man das starke Wachstum einer 
Exponentialfunktion gegeniiber demjenigen einer Pokenz be- 
rkksichtigt. 

4. Beetimmung der in dem Verteilungegeeetze F auftretenden 

Die in der verallgerneinerten Max w ellschen Verteilungs- 
funktion P des Gleichgewichtes auftretenden Konstanten oc 
und @ lassen sich mittels der gegebensn Werte N,  1 und E 
des Gases bestimmen. Fur  F sei die Form 

Konetanten a und 8. 

- _  P L  
(13) $'= are mc' 

zugrunde gelegt, da  sie (freilich unter h d e r u n g  der Be- 
deutung der Konstanten) auch in der gewbhnlichen Theorie 
gilt, wenn man nur ftir Z den Ausdrnck ( m / 2 ) q a  statt des- 
jenigen der Belativtheorie einsetzt. Da also ihre Gestalt bei 
diesem Ubergange invariant bleibt, wird dasselbe auch noch 
fur einen Teil der folgenden Formeln gelten. Auch die Her- 
leitung von (13) lie6e sich leicht vollig invariant gestalten. 
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Bus (7), (10) und (11) folgt, da sich F hier auf das Gleich- 
gewicht bezieht nnd also von x, y, z unabhtlngig ist: 

Aus diesen beiden Gleichungen kann man a und @ berechnen. 
Die zweite derselben lautet, da nach (13) 

aF L F = - m c 2 - -  a@ 
ist. einfacher such so: 

Definiert man dann eine Funktion MCB) durch das iiber das 
ganze Gebiet der g, q , a  erstreckte bestimmte Integral 

(19) 
M(P) = s e - x  @ L  dgdqda,  

so ist gemaB (13) 
I F d g d q d 6  = a .MOS) .  

Damit nehmen die beiden Bestimmungsgleichungen ffir a und @ 
die Form an: 

N = 7 ,  a M p) , E = - m ca P .  a M @), 

wo der Strich bei M die Ableitung nach dem Argument be. 
deutet. Somit hat man zuerst p aus der Gleichung 

und hierauf a explizit aus 

(21) V. M@ 
zu berechnen. 

Die Erorterungen und Formeln dieses Paragraphen sind 
silmtlich in dem oben angegebenen Sinne invariant. In der 
gewohnlichen Theorie ist jedoch das Integral M p )  elementar 
auswerthar und ergibt bis auf einen konstanten Faktor die 
sehr einfache algebraische Funktion (n /# I*;  somit wird (20) 
in /I linear, womit a und p explizit bekannt sind. In der 
Relativtheorie dagegen stellt das Integral M@) eine hahere 
transzendente Funktion und (20) eine transzendente Gleichunq 
fur /I dar. Daher sind a und @ hier nicht explizit angebbar. 

N a=--- 
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Nunmelir gestattet P wegen (21) die Darstellung durch /? 
allein: 

5. Die Entropie im thermodynamiechen Gleichgewicht: 
Zuetandegleichung einee ruhenden idealen einatomigen Gases 

und Temperaturabhangigkeit seiner Qesamtenergie und Entropie 
(epesifieche Wgrmen und adiabatieche Qleiohungen), sowie 

seiner freien Energie. 

Man kann jetzt leicht die Entropie S des ruhenden Gases 
im Gleichgewicht ermitteln und zu thermodynamischen Folge- 
rungen benntzen. Aus der fiir einen beliebigen Zustand F 
galtigen Gleichung 

S = const. - k Flog F&w 
(9) s 
(23) Imc9 

folgt fiir das Qleichgewicht wegen (13) bei Beachtung von (7) 
uhd (11): 

S = c o n s t . + k  - -E- -Nloga ) .  B 

Mittels (21) kann man S such durch @ allein, ohne a, aus- 
drlicken; vereinigt man noch den Ausdruck - RNlogN mit 
der Konstanten, so folgt: 

In der gewirhnlichen Gastheorie, in der @ unmittelbar 
berechenbar ist, erhillt man bekanntlich den iihnlich gebauten, 
aber expliziten Ausdruck: 

P4*) So = const. + k N .  {s log  B + log 71. 
Nun folgen aus der rein thermodynamischen Definition der 
Entropie 

d E + P d V  
1' 

- dS = 

die wichtigen Beziehungen 

Diese sollen auf den abgeleiteten Ausdruck (24).von 15' an- 
gewandt werden, und zwar zuerst die zweite Formel. 
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Da nach (20) ,9 nur von E und nicht von P abhiingt, 
folgt aus (24): 

also wegen (25): 
(26) P V =  RN1'. 
Weil bei der Differentiation die Gr68e p wegfiel, die den 
Unterschied der Theorien bediogt, gilt somit auch in der ver- 
allgemeinerten Gastheorie das Gesetz von Boyle und Gay-  
Lussac.  Ferner ist die Gaskonstante von der Natur des 
Gases unabhilngig, da m in (26) nicht vorkommt; also behalt 
auch das Gesetz von Avogadro  seine Giiltigkeit. Die Zu. 
standsgleichung eines ruhencien idealen einatomigen Gases bleibt 
also in der Relativtheorie volliy erhalten. 

Daher bestimmt sich hier in bekaooter Weise die uni- 
verselle Konstante R, iodem man (26) fur die N, Molektile 
eines Moles (Loschmidsche Konstante) vom Volumen an- 
setzt und mit der auch auf das Molvolumen bezogenen ge- 
wohnlichen Form 
( 2 6 4  PY, = R T  
vergleicht : 
(26 b) RN, = R .  

A!N 
(;;)E = 'v' 

Jetzt sol1 die zweite .Formel von (25) benutzt werden. 
Aus (24) erhillt man mit Rucksicht auf (21) 

k B  
oder vereinfacht: [a= G s - 1  

1 ,  

daher wegeo (25): 
(27) p + .  
Aleo besteht die sehr anschauliche Bedeutung der GrM3e @ 
dario, da6 sie die absolute Temperatur des Gases mi&. Nun 
gibt (20): 

In der gewahnlichen Qastheorie gilt (27) auch; da aber 
dort (20) in ,9 linear wird, wie obeo bemerkt, wird auch b 
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von T linear abhangig, und man erhalt folgenden sehr ein- 
fitchen Ausdruck: 
(28 *) E,, = -#NAP. 

In Qleichung (28) ist also dieses merkwbdige Ergebnis 
enthalten: 

In der Relativtheorie id die Eiiergie eines tuhenden idealen 
einatomigen Gases nicht metrr proportional der Temperatur, 
.qondern eine transzendente Funktion der Tmperatur. 

DemgemaS ist eine Vollkommenheit des Qases nach der 
Definition von Clausius'),  welche au6er zwei anderen (unten 
erwahnten) Eigenschaften jene Proportionalitat verlangt , in 
der Relativtheorie im strengen Sinne nicht moglich. Es lassen 
sich leicht die GesetzmiiSigkeiten aufstellen , welchen die in 
Kalorien gemeseenen Molwarmen bei konstantem Volumen C, 
und bei konstantem Druck C, fur ein einatomiges Gas hier 
gehorchen mlissen. Bedeutet B, die Energie der Nl Molekiile 
eines Mols und a das mechanische Warmeaquivalent, 60 erhiilt 
man mittels der Definitionsgleichung 

u c ,  = ($$)v= dT d 4 

a k  T 9  { - 7 - ) , 9 = *  k l  9 

sofurt aus (28): 
N, mp c4 1 dP log.M(@ c, = . - - - . - . 

oder ausgeschrieben: 

Diese Temperaturfunktion tritt an Stelle des konstanten 
Wertes C,, der gewiihnlichen Theorie der einatomigen Gase, 
den man auf analogem Wege aua (287 erhiilt: 

Weiter folgt nun aus dem ersten Hauptsatz der Thermo- 
dynamik, allein unter den beiden auch in der Relativtheorie 
ghltigen Voraussetzungen fur die Idealitat eines Gases, da6 

1) Vgl. G. H. Bryan, Enzyklop. d. Math. Wiw. V, 1. p. 119. 
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es namlich dem Boyle-Gay-Lussac- Avogadroschen Ge- 
setz gehorcht und seine innere Energie E nur von der Tem- 
peratur, nicht vom Volumen abhiingt: 

R c, - c, = n 

Wegen (29) ist also auch C, sowie C,lC, in der Relativtheorie 
von der Temperatur abhilngig, wahrend man bekanntlich sonst 
aus (29*) fir einatomige (3ase die konstanten Werte erhalt: 

Da sich C, mit der Temperatur andert, k6nnen auch die 
einfachen Formeln fiir adiabatische Vorgiinge nicht mehr gelten. 
Zur Ableitung der hi& giiltigen Qleichungen stellt man am 
beaten mittels (24), (27) und (28) die Entropie als Temperatur- 
funktion dar: 

diese Formel ist die Verallgemeinerung der gewbhnlichen 
aus (24*) und (283 zu erhaltenden: 

(31 7 8, = const. + kN . [#log T + log pl. 

Setzt man 8 5 const., so bat man damit die Gleichung fiir 
eine adiabatische Zustandsiinderung eines einatornigen idealen 

oder: 

Dies ist die Verallgemeinerung der aus (31 *) folgenden Formel: 

P I 2  * v = const. (32*) 
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Durch Kombination von (32) mit der gewohnlichen Zustands- 
gleichung (26) erhalt man noch die beiden anderen Beziehungen 
fur die adiabatische Zustandsanderung : 

(33) = const., 
T. M (g) 

mc* Y' (S) -. 
kT 

Y.e 

(34) 

wahrend (323 die entsprechenden gewohnlichen Formeln ergibt : 

- = const., T% 
P 

(34*) (P 7)'/* - P 5: const. oder P F'.'ia = const. 
Auch die freie Energie A des ruhenden ideden einatomigen 
Gases mu6 zufolge ihrer Definition 

in der Relativtheorie eine veranderte Gestalt annehmen. Da 
wegen (23) und (27) die Gleichung gilt: 

E 

(33 *I 

(35) A = E - T S  

S = const. + r - k Nlog G 

so erhalt man: 
(36) A = R NTlog a - const. - T. 

Hiermit hat auch der Koeffizient u eine anschaulicbe 
Bedeutung gewonnen'), indem loge,  wenn man von der will- 
kiirlichen Funktion const. - T absieht, der freien Energie des 
Gases proportional ist. Da der Koeffizient /? der Temperatur 
umgekehrt proportional ist, kann man auch schreiben : 

log a A = Nm c a *  __ - const.. T ;  B (36 a) 

wie man erkennt, hangt d unmittelbar von u und 

fur k Nlog N .  T - const. T wieder const. T setzt: 

ab. 
Aus (36), (21) und (27) bekommt man dann, wenn man 

1)  Vgl. P. Debye, A m .  d. Phya. 33. p. 453 u. 454. 1910. 
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d. i. die Verallgemeinerung der aus (28*) und (31') hervor- 
gehenden gewiihnlichen Formel, in der flir 4j  N k  1' - const. * T 
entsprechend const.. T gesetzt wurde: 

(37 *) 
Endlich miige auch noch in das Verteilungsgesetz (22) die Tem- 
peratur mittels (27) eingefuhrt werden: 

A, = const T - k NT. (8  log T + log V ] .  

diese Formel entspricht der gewiihnlichen Gleichung : 

(383 

9 6. Die Auewertung dea beatimmten Integrals a(@). 
Urn nun zu einer genaueren Diskussion der aufgestellten 

Gleichungen flir die thermodynamischen Qrii6en des ruhenden 
idealen einatomigen Gases in der Relativtheorie Uberzugehen, 
sol1 jetzt versucht werden, die Funktion M @ ,  die in den 
Formeln auftritt, auf bekannte Funktionen zuriickzufiihren. 

Auf Grund von 

ist M(@) durch ein iiber alle moglichen Werte der reduzierten 
Impulskomponenten g, g, 8 zu erstreckendes bestimmtes Inte- 
gral definiert, in dem /? als Parameter auftritt. Nun ist nach 
(2b) fiir die Geschwindigkeit q = 0 auch g = 9 = 6 = 0, so da6 
der (reduzierte) Impuls p = 0 ist; fur Lichtgeschwindigkeit 
q = c ist dagegen j e  nach ihrer Richtung zu den Koordinaten- 
achsen wenigstens eine der Komponenten g, 9, 8 gleich fm, 
so daS immer der Impuls p = m ist (im Einklang mit  ( 24 ) ;  
somit ist in M(@) nach jeder der Variabeln g, t), 6 von -m 
bis +a zu integrieren. Beachtet man ferner, da6 aus (3) 
und (2d) folgt: 
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so kann man deutlicher schreiben: 

Hierin faBt man einfach 15, g, 8 als rechtwinklige Koordinaten 
eines Zustandepunktes P in einem gewghnlichen dreidimen- 
sionalen Raume auf und fiihrt in  diesem raumliche Polar- 
koordinaten mit dem Anfangspunkte 0 als Pol ein. Der Radius- 
vektor OY ist offenbar gemat3 (2c) durch den absoluten Betrag 
des reduzierten Impulses gegeben 

wiihrend das Raumelement sofort zweckmatlig in der zueammen- 
gezogenen Form anaesetzt wird: 
(40b) dgdgdh  = d r  = p 2 d p d w ,  

wo d o  einen unendlich kleinen raumlichen Winkel mit 0 als 
Spitze bedeutet. 

Dann geht (99) in ein zweifaches Integral iiber: 

In dieeer Formel ist ubrigens implizit auch eine Um- 
formung der Verteilungsfunktion P in eine solche enthalten, 
die nur von einer einzigen der unabhiingigen Variabeln des 
Elementargebietes abhangt (siehe oben 0 2). 

Integriert man jetzt in (41) bei festem p uber die ganze 
Einheitekugel und beachtet, daS 

p w  = 4 n  
(4 

ist, so hat man eine Darstellung dnrch ein einfaches Integral 
tzewonnen: " 

(42) 

Endlich setze man noch 
(43) p = e.Ging,  
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wo der reelle hyperbolische Winkel 8 (genauer: Sektor) fiir p = 0 
bis p =00 auch von 0 bis 00 variiert. Dann erhlllt man: 

m 

(44) M(@) = 4 IG C s l  e- Be'[ e . @in2 Q &Of Q dQ . 
0 

Bevor nunmehr der letzte Schritt der Rechnung getan 
wird, moge kurz die Deutung der vorgenommenen Trans- 
formation nach H. Minkowskis  Betrachtungsweise in dem 
vierdimensionalen Ranm der x, y, z, I ,  wo 1 = c t  ist, gegeben 
werden. Dabei sol1 trotz der Verwenclung hyperbolischeS 
Funktionen die Euklidische Ausdrucksweise benutzt werden. 
Wahrend zu Anfang dieses Paragraphen d t  ein Volumenelement 
i m  gewohnlichen dreidimensionalen Raume, sowie d w die 
Kegeloffnung in der Richtung von 0 nach P und p die Ent- 
fernung OP bedeutete, tritt man mit (43) in den vierdimen- 
sionalen Raum ein. Hier ist 

~ = Gin2!, Qofp do t lw = dJ2 d r  

als dreidimensionaler elementarer raumlicher Winkel mit 0 
als Scheitel aufzufassen ; derselbe zeigt im vierdimensionden 
Raum der x, y, z ,  1 von 0 nach dem Punkte P' mit den 
Koordinaten 5, 9, 6, .L /mc ,  die die rechtwinkligen Komponenten 
des ,,Bewegungsvektors" 8 sind. Der Betrag desselben setzt 
sich aus seinen Komponenten so zusammen: 

(4.51 cs 

Insbesondere ist weiter g der Winkel, den 8 oder auch 
die Richtung dR mit der Zeitachse, der Polarachee, bildet. 
Bei dieser Auffassung ist dann gema6 (3a) 

die zeitliche Komponente 8, des Bewegungsvektors und 
(43) p = cGinQ 

die komplementllre Komponente Bsyr desselben, d. h. die Pro- 
jektion von 8 auf den gewohnlichen Raum. In der einfach- 
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sten physikalischen Beziehung steht p zu der Geschwindig- 
keit q entsprechend der Gleichung (vgl. (3)): 

r! 148) - = Zgp; 

auf Grund der Formeln Zg 0 = 0, 2 g  00 = 1 erkennt man, da6 
der Ruhe q = 0 auch Q = 0 entspricht, daB aber die Licht- 
geschwindigkeit q = c hier in den Wert 0 =00 des ,,Ge- 
schwindigkeitswinkcls" transformiert wird. l) 

Zusammenfassend kanii man sagen, dnU wir in dem 
Integral (1  9) mittels (40 b) und (43) den Bewegungsvektor 

durch seine vierdimensionalen Polarkomponenten ip bezug auf 
die Zeitachse als Polarachse ausgedriickt haben. a) Die drei- 
fache Integration, die in (44) schon auf eine einfache reduziert 
worden ist, bezieht sich ferner bis auf den Faktor c3 auf d I(..', 
d. h. auf die dreidimensionale Oberfliiche einer vierdimen- 
sionalen Einlicitskugel (oder mit Beriicksichtigung von cs auf 
die Oberflache einer Kugel vom Radius 1231 = c). Ubrigens ist 
hier, da unsere Formeln hyperbolisch gestaltet sind, die Ober- 
flache J d f i  = 00, wie aus der ursprunglichen Deutung von 
dJ.2 als durch c3 dividiertes Euklidisches Raumelement d r  sofort 
klar ist. 

1) Vgl. A. S o m m e r f e l d ,  Physik. Zeitsclir. 10. p. 826-829. 1909. 
2) Die ausfubrlichen Gleichungen zur Einftibrung der (byperbolischen) 

vicrdimensionalcn Polarkomponenten oder Polarkoordinaten lauten: 
.g = c . G i n g . s i n I c o s y ,  
I) = c . Gin q . siu I sin p , 

= c . Q i n q . c o s I ,  

- e. (So fg ,  
L _ -  
'In c 

wozu noch tritt: 
dg dg db = 9 .  d R  , 

dR = Gin2q&o[qsinIdqdAdp 
= Binse Qofq  d q .  do. 

Diese Formeln wiirden auf dem kiirzesten Wege von (19) zu (44) iiber- 
leiten, falls man von vornherein den vierdirtensionalen Raum als mathe- 
matisches Hilfsmittel verwenden will. 

Annnlea der Phyaik. IV. Folgo. 34. 57 
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Nach dieser Zwischenbetrachtung sol1 jetzt die Reduktion 
Auf Grund der Formeln des Integrals (44) beendet werden. 

6 inag  = Q o [ ' g  - 1 ,  4Qo1'e = & 0 [ 3 q  + 3Qo1g 

erhillt man : 

und somit: 
Bin2 (1 Qoj 0 = +(Gof 3 g - Qoj  0) 

M(P) = 1c c s .  ( j 'e -pgofe .  &of 3 0  d g  - Je-pao ie ,  Eoj 0 d p } .  
m 00 

0 0 

Nun ist fiir reelles positives p 
77 Je- paole, n g = - . ila+1. qll11 (ip), 

wo die H,,(*) eine Gattung der Besselschen oder Zylinder- 
funktionen bedeuten, namlich die Hankelschen Zylinderfunk- 

. tiomn erster Art von der n.0rdnung.I) Wahrend diese fiir 
jedes reelle Argument komplex sind, sind fir ein positiv 
imaginiires Argument i /I die Funktionen ungerader Ordnung 
reell, diejenigen gerader Ordnung rein imaginiir, so da8 also 
die rechte Seite der letzten Gleichung, wie notig, etets reell 
(genauer: positiv) id. Fiir unendliches positives /I verschwindet 
H,(l) (i /?). 

Die @ betreffende Bedingung ist wegen der phyeikalisch 
notwendigen Konvergenz von M(P) erfiillt. Daher erhillt man: 

2 
0. 

(49) 

1) Vgl. E. J s h n k e  und F. Emde,  Funktionentafeln, Leipzig 1909. 
Dort findet sich p. 170 die von H e i n e  herriihrende Formel (hier in einer 
unserem Fall angepaBten Schreibweise) 

a,o (- ip) = p + l .  - 

wo ,!I reell positiv; ferner auf p. 95: 

oder fir z = - ig: 

Durch Kombination der Formeln (1) und (2) folgt der Ausdruck des Textes. 

e- @ Eof a. Eoi nq dg , (1) n 2 J  

~ , ( 2 )  , i ( n + l b  . IT,,(') (ze'") 

(2) B,(2)(-ip)=(- l )n+l .B,c ' ) ( i@).  
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Nun gilt allgemein die Rekursionsformel l) 

wo x das gemeiusame Argument ist. 
einfachste Gestalt der gesuchten Funktion: 

i H*(’) (i 8) 
P 

Daher erhiilt man als 

(50) M(P) = - 2 n 2 c 3 .  

Bei nochmaliger Benutzung der Rekursionsformel in der 
Gestalt 

(1) - H (1) - If (1) H, - x  1 0 

geht Gleichung (50) uber in 
1 

(51) M(,S) = 2nacY.--.{- 2 .  H,‘”(i/3) + ~.i.€ZO(’)(i/3)]. 6’ 
Die hier suftretenden Funktionen der beiden niedrigsten 

Ordnungen i. E,I)(i,4) und - E1(’)(i,4) liegen tabelliert2) vor 
(was filr - i.B2(l)(i/?) bisher uicht der Fall ist); sie nehmen 
fur ein von 0 bis +a, wachsendes p selbst von +a bis 0 
monoton ab. Auch M[@) ist stets positiv und nimmt bestindig 
ab  bis zum Werte Null. 

Somit ist die Funktion M [ P )  jetzt als vollig bekannt an- 
zusehen, da sie durch (49), (50) und (51) auf Besse l  sche Funk- 
tionen rednziert i s t  

§ 7. Die relativtheoretiechen thermodynamiechen Funktionen dee 
ruhenden idealen einatomigen Gases ale Haqkeleche  Zglinder- 

Unter Benutzung der einfachsten Form (50) von M@) 
mogen nun die wichtigsten der in 5 5 berechneten thermo- 
dynamischen Funktionen, die einem ruhenden idealen ein- 
atomigen Gase vom Standpunkte der Relativtheorie aus zu- 
kommen , explizit angegeben werden. 

Die Energie h’ wird wegen (20) 

funktionen der Temperatur. 

(52‘) 

1) Jahnke-Emde p. 165. 
2) Jahnke-Emdo p. 134-138. Die Tabellen gehen von @ =  0,2 

bis 6 = 12,O; man vgl. auch die bciden zugchorigen Kuroen S. 134. 
57 * 
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wo der Strich bei H,") die Differentiation nach dem Argument, 
d. h. nach i p ,  bedeutet, oder analog zu (28): 

(533 

Die Entropie S wird nach (24): 

I 

S =  const. + k N .  

+ log 
\ 

iH,"" (d @) S = const. + k N .  - @.-- { H2(1) (i 

+ 1% (- i . H,"' (i p,) - log p + log 71 9 I (53') 

Die freie Energie A wird gema6 (37): 

oder: 
A = const. . T - k ST. ! (5 4 7  

Ubrigens lassen sich diese Gleichungen ebenso wie (51) 
samtlich mittels HI(" und H,C1) allein schreiben , wenn man 
au6er der oben angegebenen Rekursionsformel noch die weitere 1) 

benntzt. Doch moge hier nur der so zu erhaltende Ausdruck 
-~ - . 

1) Jahnke-Emde p. 165. 
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fur die Energie angegeben werden, der also unmittelbar die 
Benutzung der vorhandenen Finktionstafeln gestattet: 

Q 8. Numerieche Diekueeion: die Zahlenwerte von @ und dae Ver- 

Wie die Relativmechanik fur kleine Geschwindigkeiten in 
die Newtonsche Mechanik iibergeht, so mufl notwendig die 
relativtheoretische Gastheorie fiir kleine mittlere Molekular- 
geschwindigkeiten, d. h. fur niedrige Temperaturen, in die ge- 
wohnliche Gastheorie iibergehen. Um dies genauer uberblicken 
zu konnen, ist eine zahlenmiibige Diskussion der im vorigen 
Paragraphen abgeleiteten Formeln notwendig. Dabei kann 
man sich auf die Untersnchiing von B beschrbken, da von 
dessen Verhalten auch dasjenige von C,, 8, A usw. nnmittelbar 
abhangt. 

Zuerst miige die GrbSenordnung der Zahlenwerte von 

hliltnie der relativtheoretischen Bur gewohnlichen Qaatheorie. 

m cp 
kT p = -  

ermittelt werden, da p in allen Formeln das primilre Argu- 
ment ist. Es istl) 

cm- 
sec grad c = 3.10'"-, k = 1 , 3 4 6 . 1 0 - " 3 ,  

also 
m 

.1038.-. p=,,, T 

Obwohl nun der die Temperatur messende Parameter /3 
eine reino Zahl ist (auch in bezug auf die Temperatur), so ist 
er doch offenbar keine universelle Funktion der Temperatnr, 
sondern dem Molekulargewicht des Gases proportional. I)a p 
meist recht groS werden wird, wilhlen wir als Beispiel das 
Helium, d a  dieses unter den einatomigen Gasen das kleinste 
Atomgewicht, namlich He = 3,99 (gegen 0 = 16,000), hat. Fur 
den auch einatomigen Quecksilberdampf, dessen Atomgewich t 

1) M. klanck, Vorlesungen fiber die Theorie der Wfirmwtrahlung, 
Leipzig 1906. p. 162; oder Acht Vorlesungen p. 93 und 94. 
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1 Billion 

1 Trillion 
43'2 Billionen 

W 

Hg = 200,O ht, 
grb6er sein als 

Die Masse 

43,2 
1 
4,32. 
0 

wiirde /? bei gleicher Temperatur immer 50mal 
far das Helium. 
eines Heliummolekiils ist 

m =  3,99 
6,175, 10Pa g = ~ , 4 6 . 1 0 - 9 ,  

wo 6,175. lo2* der Zahlenwert') der oben. (vgl. (26b)) ein- 
gefiihrten Loschmidschen Konstanten Nl ist. Demnach gilt 
fiir He: 

4,32. 1Ola  
B =  T '  

und man erhiilt folgende obersichtstabelle : 

s 
300 
6000 

1,44. 1Ols 
1.44. 1O'I 
0,72. 1O'O 

Man erkennt, da6 bei den dem Experiment zughglichen 
Temperaturen der Parameter B fur alle einatomigen Gase 
immer einen sehr hohen Wert besitzt: Auch wenn man die 
auf uber 20000 O berechneten Temperaturen mancher Fixsterne 
hier beriicksichtigen wollte, wiirde doch /3 in diesem Gebiete 
fiir keinen Stoff unter den Wert einer Milliarde herabsinken. 

In diesem Temperaturbereiche und noch weit hiiher hinauf 
darf man daher gewi6 fur die Zylinderfnnktionen ihre ssym- 
ptotischen Darstellungen anwenden. Es 

- i. Hz(1)(i,8) = ~ 

e- B 

1) Vgl. die Anmerkung anf p. 877. 
2) Jahnke-Emde p. 100 u. 98. 

. /  
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4.22 - 1 (4 . 2 5  - 1) (4.25 - 9) + . . .  
s 2 ( 2 P )  = + l!SC/ + 2 ! (8 p)*- 

105 = I + - + - -  15 + . . .  
8& l2S$ 

eine hslbkonvergente Reihe ist. 
(vgl. 0 4 am Ende): 

Hiermit geht (50) uber in 

e- @ 
* $2 (2P) * M(P) = 2’12 nslr c3 . - (56) p a  

Fur die Energie gilt nach (20) die Gleichung 

d l o g M ( f l .  
d S  ’ & =  - i V m c a .  

nsch (56) ist ferner: 
3 log M(,9) = const. - /? - log/? + log 8, (2P);  

daher erhalt man folgenden asymptotischen Ausdruck fur die 

Betrachtet man uun zuerst sehr groBe /?, so kann man 
angenahert 

$2 PB = 1 

setzen; man bekommt dann aus (57): 

(589 E = N m  ca . (1 + +) 
oder : 
(58,) P =  A T m c 2 + , N k T .  

Die Vergleichung mit dem Ausdruck Eo aus (283 gibt: 

(59) E =  W m c 2 +  E 0 .  

Also geht in der Tat bei den unseren Experimenten zugiing- 
lichen Temperaturen E angenahert in eine Iineare Atnhtion der 
l’cmperatur iiber, und zwar in den gemahnlichen Ausdruck E,, 
bis auf das konstante additive Glied N m c 2 .  Dieses letztere, 
das im Unterschiede zu Eo von der Natur des Gases abhhgig  

3 
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ist, ist als dessen innere Energie aufzufassen, die es auch bei 
T = 0 besitzt.') 

Will man jetzt die Abweichung der Energiefunktion ~ o i i  
der Linearitat ermitteln oder die Energie fur weniger gro6e 
berechnen, so mu6 man die vollstandige Gleichung (57) an- 
wenden. Da 

15 105 
S F ,  64F8 + - *  * 
_ - ~  d 8 9  ('2 6) 

dB 

ist, so erhalt man folgende explizite genauere asymptolische 
DarsteUung deT Energie (fur gro6e (5'): 

-=- 

oder: 

Aus (60') erkennt man, da6 das Verhaltnis der ersten Korrek- 
tion von E zu dem Hauptwert Eo durch 

15 . 3 5 

8B1 Z P  48 
-.-=- 

gegeben wird. Dies betragt fur Helium 

T. 2,9. Proz.; 

daher ist flir dieses Gas der wirkliche Wert E - N m c 2  
z. B. bei Zimmertemperatur urn ca. 10-gProz., bei UOOOO urn 
ca. 2.10-*Proz. und bei l/lo Billion Grad um ca. 0,3 Proz. gro6er 
ale der Naherungswert 8,. Fur  Quecksilberdampf fallen diese 
Korrektionen noch 50 ma1 kleiner aus. 

Die Gleichung (59) und somit die Clausiussche Annahme 
siehe oben 8 5)  ist also bei j e d e m  einatomigen Gase his zu 
einer Temperatur von Billion Grad herauf praktisch voll- 
kommen erfullt, so da6 auch fur die spezifischen Warmen, die 

1) Vgl. M. P l a n c k ,  Ann. d. Phys. 26. p. 1-34. 1908. Eut- 
eprechend gibt der im Text zugrunde gelegte Ausdruck (3) fur L an- 
genghcrt fur kleine q den Wert 

L =me'+ T q q .  tra 
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adiabatischeii VorgBnge usw. hier praktisch die gewohiilichen 
Formeln gelten. 

Geht man andereraeits in den Temperaturen bei Helium 
uber 10 Billionen Grad, bei Quecksilberdampf iiber 500 Billionen 
Grad hinauf, so hat in diesen extremen Gebieten das lineare 
Gesetz (59) seine Bedeutung ganz verloren, da dort (3 klein 
wird (vgl. oben die Tabelle). Die Temperaturabhangigkeit 
von B wird dann nur durch die Zylinderfunktionen bestimmt 
gema6 (52) oder (55). Auch die asymptotischen Darstellungen (60) 
gelten dort namlich nicht mehr; sie haben ihre besondere Be- 
deutung vor allem in dem hlittelgebiet der Temperaturen, also 
z. B. fur Helium von l/lo Billion bis etwa zu 1 Billion Grad, 
da hier die Korrektionsglieder erheblich werden und dennoch 
/3 noch gro6 ist. 

Betrnchtet man mehrere einatomige Gnse 'von derselben 
Temperatur, so sin3 ihre Energien ,T verschieden, da wegen der 
Ungleichheit ihrer Molekulargewichte m auch ihre Parameter @ 
verschieden sind. Das Gesetz der gleichmapigen Energieverteilung 
ist also in der Relativtheorie der idealen einatomigen Gase in 
strengem Sinne niemals erfiillt. Beschrankt man sich jedoch 
auf Temperaturen von unter einer Billion Grad, fur die (52) 
durch (602) ersetzt werden kann, so sieht man, daB gerade in 
dem Hauptglied B,, sich der Massenfaktor m fortgehoben hat, 
wahrend dies in allen iibrigen Gliedern nicht der Fall ist. 
Also kann man in diesem Temperaturbereiche genauer sagen: 
fur rlas Hauptglied gilt das Geeetz der gleichma6igen Energie- 
verteilung, fur die innere Energie und die Korrektionsglieder 
aber nich t. Dabei verhalten sich die Korrektionsglieder erster 
Ordnung umgekehrt wie die ersten, diejenigen zweiter Ordnung 
umgekehrt wie die zweiten Potenzen der Molekulargewichte usw. 
(vgl. oben das Zahlenbeispiel fiir He und Hg). Beschrankt 
man sich nunmehr noch weiter, nilmlich auf Temperaturen 
unter 'Ilo Billion Grad, so gilt hier praktisch gleichmaBige 
Energieverteilung, da dann nur E, noch in Betracht kommt; 
von der konstanten inneren Energie wird dabei abgesehen. 

Vergleicht man zum Schlu6 noch Gase von verschiedenen 
Molekulargewichten mit Resonatorensystemen von verschiedenen 
Schwingungszahlon , wie sie P l a n c k  in der Strahlungstheorie 
eingefiihrt hat, so erkennt man, dab streng genommen beide 

. 
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Arten von Gebilden bei keiner Temperatur eine gleichmlBige 
Energieverteilung aufweisen. Angenahert zeigen eine solche 
die Resonatoren unter sich bei hohen Temperaturen und nicht 
zu groSen Schwingungszahlen l), die Gaie unter sich bei niederen 
Temperaturen (im oben erkliirten Sinne), Resonatoren und 
Gase gemeinsam also bei mittleren Temperaturen (d. h. bei 
den gewohnlichen hohen Temperaturen unserer Experimente). 

Be r l in ,  den 30. Januar 1911. 

1) bf. Planck,  Vorlesungen iiber die Theorie der Wiirmeetrahlung, 
p. 159-160. 

(Eingegangen 5. Februar 1911.) 




