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4. Diffraktion und Reflexion,
abgeleitet aus den Maxwell schen Gleichungen;

von W, v. Ignatowsky.

Einleitung.

Die vorliegende Arbeit hat den Zweck, einen stetigen
Ubergang von den Maxwellschen Gleichungen zu den Dif-
fraktions- bez. Reflexionserscheinungen zu schaffen. Dies-
beziiglich ging ich von einem allgemeinen Integral aus, welches
dem Huyghensschen Prinzip entspricht, aber in strenger
Weise aus den Maxwellschen Gleichungen abgeleitet wurde.
Durch Spezialisierung (§ 2) fiir zylindrische Kérper ist das
Integral bedeutend vereinfacht worden.

Auch hier wie bei dem Huyghensschen Prinzip sind
gewisse Annahmen beziiglich der Oberflichenwerte nétig, um
zu bestimmten Ldsungen zu gelangen. Diese Annahmen, die
wir einfithren (§ 4), sind Folgerungen der Maxwellschen Theorie
und der GroBenverhéltnisse zwischen den Dimensionen der
beugenden bez. reflektierenden Korper und der Wellenlénge 4
der einfallenden Welle. Als letztere setzten wir eine Licht-
welle voraus. Die Erorterungen der beiden ersten Paragraphen
und teilweise des § 3 sind aber fiir beliebige Wellenlingen
giiltig.

Die Intensitit der Lichtstrahlung wurde auf Grund des
Poyntingschen Satzes berechnet und nicht mit Hilfe des
Quadrates der elektrischen Kraft. DaB diese beiden Berech-
nungsarten zu verschiedenen Resultaten fithren, wird in § 5
gezeigt.

Speziell in der vorliegenden Arbeit wird die Reflexion
an einer Ebene und die Diffraktion an einem Draht genauer
untersucht. Die Behandlung der Diffraktion an anderen
Korpern bez. der Reflexion bleibt einer weiteren Arbeit vor-
behalten.
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Die Bezeichnungen entsprechen den iiblichen Bezeich-
nungen der Vektoranalysis. (Vgl. z. B. Féppl-Abraham,
Einfiihrung in die Maxwellsche Theorie.) Dementsprechend
bedeuten i, j, t die Einheitsvektoren lings den Achsen X, 7, Z.

§ 1. Das allgemeine Integral der Maxwellschen Gleichungen.

In meiner fritheren Arbeit?) habe ich schon auf ein der-
artiges Integral hingewiesen, mdchte aber hier die allgemeinere
Form desselben hinschreiben, aus welcher das zitierte Integral
abgeleitet wurde.?) Diese Form ist fir die Berechnung der
Diffraktionserscheinungen am geeignetsten.

Es sei K ein Raum, welcher durch die Oberfliche § be-
grenzt ist. In diesem Raum X sollen keine Diskontinuititen
der elektrischen bez. der magnetischen Krifte € und § vor-
kommen. Dasselbe soll auch fiir die ersten und zweiten Deri-
vierten der Komponenten von € und $ lings den Koordinaten-
achsen gelten. AuBerdem sollen in K die Dielektrizitits-
konstante & und Leitfihigkeit ¢ konstant sein.

Wir erhalten dann fiir einen Punkt P innerkald des
Raumes X, fiir die elektrische Kraft €, folgenden Ausdruck:
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1) W. v. Ignatowsky, Ann. d. Phys. 18. p. 505. 1905.
2) Die allgemeinste Form des Integrals werde ich bei einer anderen
Gelegenheit mitteilen.



Diffraktion und Reflexion. 877

Hier bedeuten:

¢ = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum,

¥ = Gradient eines Skalars,

V = Vektorprodukt,

n = Einheitsvektor lings der duferen Normale zu S,

dx und dw = Raum- bez. Flichenelement,

r = Entfernung »zom Aufpunkt P bis zu den obigen Elementen.
Die Permeabilitit u ist gleich 1 angenommen.

In den Integralen muB vor der Integration statt ¢, ¢ — ric ge-
setzt werden.

Alle GréBen sind im absoluten elektromagnetischen MaBsystem
ausgedriickt.

Die Ableitung von (1) setzt voraus, daB P innerhalb von §
liegt. Liegt P auBerhalb von §, so ist MM = 0, falls wir mit M
die rechte Seite von (1) bezeichnen.

Haben wir » Kérper und liegt P auBerhalb derselben,
so ist fiir alle Kérper:

2) MWy=W,=MW,=...M,=0.

Wir nehmen jetzt K=oc0 an und setzen voraus, daB in K
n Korper mit den entsprechenden Konstanten ¢ und ¢ ver-
teilt sind. Die #uBere Begrenzung dieses Raumes setzt sich
jetzt zusammen: erstens aus einer unendlich weit vom Punkte P
entfernten Oberfliche, auf welcher also € und § versehwinden,
und zweitens aus den = Oberflichen der einzelnen Kérper.
Bezeichnen wir fiir diesen Fall die rechte Seite von (1) mit M,
so folgt nach (2):

3) E=M,=|,+ M, + M, +...M,.

Zieht man jetzt in Betracht, daB n in M, die innere Normale,
und in M,, M,,... M, die dubere Normale zu den Korpern
darstellt und daB die tangentialen Komponenten von € und $
an den Oberflichen der Korper kontinuierlich sind, so be-
kommt man nach wirklicher Ausrechnung von (3) unmittelbar
das auf p. 505 meiner Arbeit unter (2a) angefithrte Integral.
Wir sehen demnach, daB dieses Integral nur eine Abart
von (1) ist. Fiir technische Zwecke ist das zweite Integral
geeigneter, fiir Schwingungserscheinungen und fiir das folgende,
wie schon oben bemerkt, das Integral (1).

Wir gehen jetzt zu einigen speziellen Anwendungen von
(1) iiber.



818 W. v. Ignatowsky.

§ 2. Spezialisierung des allgemeinen Falles.

Wir machen jetzt folgende Voraussetzungen:

1. Der Raum K=o00 bestehe aus Luft (s=1, u=1, 6=0).

2. Alle im Raume K befindlichen Kérper sind absolut
reflektierend und unmagnetisch (¢ =00, p=1).

8. Alle Korper sind durch Zylinderflichen begrenzt, deren
Erzeugende unendlich lang und parallel der Z-Achse sind.

4. Die magnetische bez. elektrische Kraft der einfallenden
Welle sollen unabhiingig von der z-Koordinate sein, d. h. als
einfallende Welle nehmen wir eine Zylinderwelle an.

5. Die einfallende und dementsprechend auch die reflek-
tierte Welle sollen periodisch in bezug auf die Zeit sein. Wir
bezeichnen im folgenden die Periode durch 7 und 2a /7
durch .

Infolge obiger Voraussetzungen erhalten wir aus (1) § 1:

; iwr
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+ = - nd do,
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wo @ und ©  sich bestimmen aus:

@ o

und §, bez. € die magnetische bez. elektrische Kraft der
einfallenden Welle bedeuten.

Wir zerlegen jetzt alle magnetischen bez. elektrischen
Krifte in zwei Komponenten: eine parallel der Z-Achse und
die andere senkrecht dazu und unterscheiden sie durch die
Indizes z und m.

Beachten wir, daB dw =dzds ist, wo ds ein Linien-
element langs der positiven Richtung (im Uhrzeigersinne, falls
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wir lsings der Z-Achse schauen) der Schnittkurve der X Y-Ebene
mit den Zylinderflichen bedeutet, und daB

T
Vigr= -
und

1 %
vr - r?

sind, wo v, der Einheitsvektor lings r bedeutet, vom Auf-
punkte aus gerechnet, so erhalten wir aus (1)
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Wir legen jetzt den Aufpunkt in die X ¥-Ebene, was die All-
gemeinheit nicht beeintriachtigt, und bezeichnen durch R die
Entfernung vom Aufpunkt bis zu einem in der X Y-Ebene
liegenden Element ds. Dann ist

r? = R? 4 23,

Infolge der Symmetrie um die X Y-Ebene erhalten wir statt
der Integrale 2 und 3 in (3) folgenden Ausdruck:

; _'mr
25we® ff?ﬁo En€, e dsdz
dme

it _tor
2e ffmozzn@m = dsdz =38,
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wo IR nichts anderes ist als:

(o]
it ’ _i“’___"
) M= 2 ffm;@ie e dsdz
0

47
2

und R, den Einheitsvektor lings 2 bedeutet. Bei der Diffe-
rentiation von SR in (4) ist R, und z als konstant und der
Aufpunkt als beweglich angenommen.

Bezeichnen wir durch ¢’ die Komponente der magne-
tischen Kraft langs s, durch ;' den Tensor von §, und durch 3,
den Einheitsvektor lings s, so ist:

{ Pun=—t.¢,
Vn@z,=§0§1,

wobei beriicksichtigt werden muB, daB n hier die innere
Normale zu den Korpern darstellt.

Auf Grund von (4), (5), (6) und (4)A p. 5061) erhalten
wir statt (3):

6

. twit
6= +6,=6.+ 2" Lo mpgas

it
"N +@1m—%~fn@,,:.éﬁo.Ql(Rp)ds

L3

- iwid
LS f:.QO(Rp)go ds,

WO
2n 2n

-9 _ =
P=%=%r~1
ist und A die Wellenlinge bedeutet.

Fiir die magnetische Kraft erhalten wir aus (7) infolge
der bekannten Beziehung zwischen § und &
LR

3 = Cul‘l@,

1) Der Buchstabe A bei einem Zitat bedeutet den Hinweis auf
meine friihere oben zitierte Arbeit in den Annalen.
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und falls wir beriicksichtigen, daB bei der Differentiation der
Aufpunkt bewegt wird, folgenden Ausdruck:

@ =%5+ ©m=®12+ﬁi;’%)—f§,'Ql(Rp) V?Rogo.ds
(8) iwi ’
+ 0y — e—z*n—pftp'Ql(Rp)VE)%of.ds.

Aus (7) und (8) folgt weiter:

. iwt
®z=@15+£‘g‘i_vao(Rp)(p'dsy
(9) | it s ‘
On=81n— Lo [ 7. QulRR) PR s,
und )
6, =6, — 20" [nc; Rp)d
m - ~im o2 n m'mo‘Ql( P) $
10 L fC’ 8,.Q, (Bp)ds,
9,=9,,+ ’”—fg Q, (Rp) 7R, 8, ds.

Der Ausdruck (9) stimmt vollstindig mit dem Ausdruck (18) A
p- 509 iiberein, welchen wir durch direkte Losung der Max-
wellschen Gleichung fiir einen absolut reflektierenden Draht
gefunden haben. Wir sehen aber, daB (9) und auch (10) iiber-
haupt allgemein giiltig sind fiir alle bei den Voraussetzungen
1 bis 5 moglichen Fille, z. B. bei einem Gitter, Spalt,
Halbebene etc.

Aus der Form von (9) und (10) sehen wir, daB diese beiden
Ausdriicke zwei voneinander unabhiingige Systeme darstellen
und infolgedessen separat behandelt werden konnen. Wir
benutzen dies und wollen im folgenden nur das System (9)
naher untersuchen, also voraussetzen, da$

. @1m=©12=0
ist.
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Wir koénnen demnach die Indexe z und m fallen lassen,
da bei unserer Annahme € stets parallel zur Z-Achse ist und
§ senkrecht dazu.

§ 3. Reflexion an einer Ebene und Einfiihrung weiterer
Annahmen.

Wir nehmen eine absolut reflektierende unendlich grofie
Ebene senkrecht zur X Y-Ebene an unter beliebigem Winkel
zur X-Achse.

Bezeichnen wir durch €, und §,, die zur Ebene nor-
malen Komponenten der elektrischen bez. magnetischen Kraft
einer beliebigen einfallenden Welle in der Ebene selbst und
durch €, und §,, die entsprechenden tangentialen Kom-
ponenten, so erhalten wir fiir die reflektierten Komponenten,
welche wir durch den Index 2 unterscheiden:

{ @2;‘ = @u’
'bzn:—'z)ln'

Da aber die Ebene eine Symmetrieebene in bezug auf die
Lage der Schwingungszentren, bez. Schwingungslinien wie in
unserem Falle von Zylinderwellen, ist, da die reflektierenden
Wellen von Schwingungszentren zu kommen scheinen, deren
Lagen die Spiegelbilder der Schwingungszentren der einfallen-
den Wellen sind, so folgt daraus und aus (1) § 2

€, =C
9 2n 1a’
¢ { D2e = O1e-

Deshalb ist die gesamte tangentiale magnetische Kraft in der
Ebene selbst gleich:

1)

3) 0, =9,+9,=29,
und die gesamte normale elektrische Kraft
(4) @n=@1n+@2n=2@1n'

Wir kehren wieder zu den am Ende des vorigen Paragraphen
gemachten Voraussetzungen, d. h.

@lm = "612 =0 4
zuriick, nehmen die reflektierende Ebene senkrecht zur X-Achse
an und lassen dieselbe durch den Koordinatenanfang gehen. Die
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einfallende Welle sei eine plane ebene Welle, welche sich in
der negativen Richtung der X-Achse bewegt.

Dann ist
(5) € =tdei@t+ra
und
®) B = LLeiwetra,

wo A die Amplitude der elektrischen Kraft fir =0 ist.
Aus (3), (6) und (9) § 2 folgt:

, 24
¢:—w£ d8=dy,

() €=t dei@itrs yy 420 emtfcz (p B)dy,
oder wegen der Symmetrie beziiglich der Z X-Ebene:
w
- it
(1a) @=E.Aei(‘”+ﬂ>—|—f-z—‘il’%i‘fQo(pR)dy

Durch direkte Losung der Maxwellschen Gleichungen fiir
unseren Fall hitten wir fir einen Punkt auf der positiven
Seite der X-Achse:

(8) C=Ff.deilwt+pa) _f feilwt—pa),

Durch Vergleichung dieses Ausdruckes mit (Ta) erhalten
wir unmittelbar:

©) [ By = = e em.
0

Die magnetische Kraft berechnet sich aus (9) § 2 folgender-
mafen. Die Summe der normalen Komponente von 7 R,¥
fir zwei gleiche und entgegengesetzte y ist Null. Die ent-
sprechende Summe der tangentialen Komponenten ist

— 2j.cos(z B) =+ 21.%
Demnach folgt

(10) @_‘i z(wt+pa:) ' 2Ap2 lwthl(pR)mdy




884 W. v. Ignatowsky.

Andererseits erhalten wir aus (8)

. Adx . Adp
— 1.2 pilwt+pa) 4 1, 2L pi(wt—pa)
(11) @ i . etlw FE) i . eilw px),

Ein Vergleich von (10) und (11) liefert uns wieder
w
x T ipm
(12) f‘g‘Qd[’R)dy:*—Z?e pa.
0

Wir hatten (12) direkt auch aus (9) durch Differentiation nach =
erhalten kénnen. Um eine Anwendung von (9) § 2 zu machen,
schlugen wir den anderen Weg vor.

Der Ausdruck (9) zeigt wieder einmal die Richtigkeit des
Integrals (9), § 2 und infolgedessen diejenige von (1) § 1,
weil (9) auch direkt abgeleitet werden kann.) '

Hier moge folgende wichtige Bemerkung folgen. Die linke
Seite von (9) andert sich nicht, ob wir z positiv oder negativ
voraussetzen, da R? = 22 4 y? ist. Infolgedessen darf sich
der Wert der rechten Seite von (9) auch nicht andern; d. h.
auf der rechten Seite von (9) miissen wir fiir z seinen absoluten
Wert einsetzen, was auch durch den Index bei x hervorgehoben
worden ist.

Stellen wir uns vor, daB wir statt der Ebene nur eine Halb-
ebene hitten, die bis zur X-Achse ginge, und der Aufpunkt be-
finde sich auf der negativen Seite der X-Achse. In diesem
Falle kimen die Ausdriicke (9) § 2 in Betracht. Bei Kr-
ganzung dieser Halbebene zu einer ganzen miiiten diese Aus-
driicke in (7a) und (10) iibergehen und € = $ = 0 werden.
Auf Grund obiger Bemerkung erhalten wir aber tatséichlich

E=2x.detlwt—rm) _ 5 deilwt—rm) = ()

und infolgedessen auch § = 0.

Bis jetzt haben wir noch nichts iiber die Grofienordnung
der einfallenden Wellenlinge 4 angenommen. Wir wollen
dies einholen und setzen voraus, daB die Querschnitte bez.
die Kriimmungsradien der Korper, die unter die Voraussetzungen
des § 2 fallen, sebr groB sind im Vergleich zur Wellenlinge,

1) Z. B. aus dem Integral (12), p. 255 bei Nielsen, Handbuch der
Zylinderfunktionen.
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und zwar wollen wir Lichtwellen als einfallende Wellen an-
nehmen,

Auf Grund dieser Voraussetzung wollen wir zwei An-
nahmen machen, die uns die Lisung vereinfachen, bez. iiber-
haupt ermoglichen, und gestatten ziemlich gute Anniberungs-
werte fir & bez. $ zu berechnen. ’

Diese Annahmen sind folgende:

1. Wir wollen die Gialtigkeit von (3) nicht nur fiir eine
Ebene, sondern fiir beliebige Korper annehmen, solange die
Kborper, wie oben bemerkt, grof im Vergleich zu A sind.

2. Das Experiment zeigt, daB die Lichterregung auf dem
schattenseitigen Teile der Oberfliche der Korper Null ist.
Deshalb wollen wir in (9) § 2 die Integration nur iiber die
belichteten Teile der Korper ausdehnen.

Aus der ersten Annahme folgt, daB dieselbe nur giltig
ist, falls die Korper eine solche Form haben, daB man an-
nehmen kann, daB die von denselben reflekiierten Wellen nicht
wieder zu den Korpern gelangen. Dies ist anzunehmen z. B.
bei einem Draht, begrenztem Parabolspiegel etc.

Auf Grund dieser Annahmen wollen wir jetzt die Diffrak-
tionserscheinungen an einem Draht berechnen und mit der Be-
obachtung vergleichen.

§ 4. Diffraktion an einem Draht.

Wir wollen als Lichtquelle eine leuchtende Linie an-
nehmen, welche sich praktisch durch einen engen leuchtenden
Spalt realisieren 14Bt.

Als einfallende Welle nehmen wir eine Zylinderwelle an,
und zwar unabhingig vom Winkel um den Spalt herum. Laut
unserer Arbeit 4 erhalten wir:

(1)

B ilwt+ps— —
gy == B2 =) gy,
wo €, die einfallende elektrische Kraft ist, B die reelle
Amplitude, r, die Entfernung vom Aufpunkt bis zum Spalt,
und v, die magnetische Kraft senkrecht zu r, und positiv
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gerechnet im entgegengesetzten Sinne der Drehung des Uhr-
zeigers um den Spalt. Der Draht, an welchem die auffallende
Welle reflektieren soll, liege parallel zum Spalt in einer
Entfernung s bis zur Achse des Drahtes, welcher mit der
Z-Achse zusammenfallen soll. Die X-Achse ist zum Spalt
gerichtet.

Da r, und s groB im Vergleich zu 4 sein sollen, so kinnen
wir schreiben

Qipr) =i/ e %)

2pr
— 7T
T _i(Pﬁ"‘_
@ pm) =——]/2P7'1 € 4)
und infolgedessen, da i = e?#/2 ist:
itwit 3
G =t 2-3 Hgmivei-o)
71
(2) B twi 1
- 2P Le—ipn—9
kgt 2w 7 € *

fir r, = s, also im Koordinatenanfang, ist

« B i P
3) € =t.givr. = —ﬂ—:f.A eimt,
A’ ist hierbei- reell, weswegen wir auch in (1) die Phase
ps — 3m/4 eingefithrt hatten.

Infolge der Lage des Spaltes beziiglich des Drahtes wird
die positive Richtung von %, am Drahte, bei der Voraus-
setzung, daB s grob zum Durchmesser 2 g des Drahtes ist, mit
der negativen Richtung der ¥-Achse zusammenfallen und wir
konnen deshalb fiir die Oberfliche des Drahtes annehmen:

4 Bp 2 —ip(ry —s
4 ¢ = o cospe rri=9,
wo ¢ den Winkel zwischen der positiven Richtung der X-Ache
und dem Radius g bedeutet.

Wir nehmen jetzt die Gleichungen (9) § 2 zur Hilfe, in
welchen wir wieder statt R, r, statt s, § schreiben, die
Indizes z und m fortlassen und erhalten:
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@:f,Beimtl:._;_ ig"‘if‘("x“&)

7y

pi infe‘ip("+"‘_8)cosq>.dS:]
—" it s

4n Vr.n
{5) —
@ == B,eiwt —_ Vrlof.vg%!/r—ée”ip(ﬁ"s)
iz
4 Pe 4]6““’“““""‘) VrofocosqadS}’
2o r.r
s

wo 1;, der Einheitsvektor langs » ist und v, derjenige lings »
bedeuten. Bezeichnen wir durch B die Entfernung des Auf-
punktes bis zur Achse des Drahtes und setzten R, r und r, gro8
zu g voraus, so konnen wir unter den Integralen in (5) statt
Jr.r, VEBs schreiben und aus den Integralen herausheben.
Aus demselben Grund konnen wir statt Vi f, V%R, setzen
und aus dem Integral herausheben. %, bedeutet den Einheits-
vektor langs ZA.
Infolgedessen erhalten wir statt (5), da d8 =gd g ist:

i

3 4
{ €=t. Be“‘"li‘/ie-ipm—a) _Phke . p
12 7 471]/13.5'

2

6)

&N i 4
— B.eiwt| — P S i g T HeEpe T
| 9= B.c [ erf2m]/rle R -
WO

ty

(7) D=gfe—ip<r+n—a>cos<p.d¢

2

bedeutet. Dabei sollte die Integration, laut der Annahme am
Schluf des vorigen Paragraphen, nur langs des belichteten Teiles
der Oberflache des Drahtes ausgedehnt werden; da aber s groB
zu g ist, so kann man mit geniigender Anniherung von
—m/2 bis + /2 integrieren, denn man vernachldssigt nur
sehr kleine Oberflichenteile des Drahtes, bei welchen ohnehin
cos ¢ annéhernd Null ist.
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Fir die Oberfliche des Drahtes kénnen wir mit grofer
Annéherung setzen:
92 g2
r1=s+~4?-—_qcoscp— 43
(8) und

2 2
r=R+4+ L —geosip—9) —~ Jzcos2(p — 9,

cos 2@

wo 9 den Winkel zwischen der positiven Richtung der X-Achse
und A bedeutet.

Wir wollen jetzt statt &, m —e& setzen und ¢ klein an-
nehmen. Mit anderen Worten, wir wollen die Diffraktions-
erscheinungen auf der negativen Seite der X-Achse beob-
achten, also hinter dem Drahte im Sinne der Lichthewegung,
und zwar in kleinen Enifernungen von der X-Achse.

Setzen wir in (8) ¢ =w —¢ und cosg=cos2e=1, s0
erhalten wir

91 1 . .
rhr—s= R+T(~E+?)—gsmtp.sms
(Sa) g8 (1 1 ?
——;—(§+?)cos2<p+-4%sin2q>.sin2a.

Vernachldssigen wir endlich das letzte Glied, so kiénnen wir
endgiiltig schreiben:

|2

+
9 D= g.e*iwfezﬁwsinwsmf+in°°52¢.coszp.dtp,
- c-re (e

(10 und .

sind. b= 97 (—I% + %)

Statt (9) kdnnen wir setzen:

JT
3

(93,) D= g.e—ipre+ipgsinq:.sins—‘Zipbsin’qod(sin ‘P)-

T

2
Dieses Integral liBt sich leicht umformen, und zwar:

uw

9b D= !’Vi' —i(pR—mf -
(9b) 2753 e e dt,

n
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wo 4pb 2
((w=sy/ 2/

) e o i
und
1= pyg.sins
. 2V2pb
sind.

Wir konnen aber annebmen:

b = g’(R+s) 9 7y
4Rs  4Es
(12) und
8in € = i,
R

wo d die Entfernung des Aufpunktes von der X-Achse be-
deutet. Dann folgt

u

i
(13) D=_§ _2_5;1_‘71 —i(pR—zz)fe 2t’d¢,
1
und
U=m-—gq; n=—m-—4g,
27 - 2s
& m=g)/7a5s 1= 3hn
2 nd?s P?n
T AErn 2

Sind M und N reelle GroBen, so konnen wir statt (13) auch
schreiben:
(15) D:—;Jl/Me—i(pR-—v)(M.__iN),
A
wo
(16) { M=Clm—g)+ Clm+9),
N=58m—q+8m+g)

sind. Dabei sind € und § nichts anderes als die bekannten
Fresnelschen Integrale zwischen den Grenzen O bis m —g,
bez. m + ¢.
Wir wollen noch einmal zu dem Integral (7) dieses
Paragraphen zuriickkehren. Setzen wir dort statt r 47, 4,
Anvalen der Physik, IV.Folge. 23. 57
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wo A nichts anderes ist als die sogenannte optische Weglinge,
so konnen wir schreiben:

(a7 D = proportional zu fe— irdcos (9 8)d S,
8
da s konstant ist.

Hiatten wir aber statt des Drahtes einen anderen Zylinder-
kbrper, z. B. einen parabolischen Zylinder, so kimen wir
zu demselben Ausdruck (17). Befinde sich auBerdem der
Aufpunkt im Bildpunkt des Spaltes, so wire 4 = const. und
wir hatten dann
(18) D = proportional zu fcos ©848.

§
Dieses Integral hingt nur von der geometrischen Form der
reflektierenden Korper und von der Lage des Spaltes zu den
Korpern ab.

Aus obigen Erdrterungen sieht man, wie es méglich ist,
in ganz konsequenter Weise aus den allgemeinen Maxwell-
schen Gleichungen zu den Begriffen der geometrischen Optik
iiberzugehen.

Setzen wir jetzt in (6) die Werte von D und 4’ aus (15)
und (3), so erhalten wir:

G=t. A'eiw‘{e*”’(fx—-g)—— lz@efn(M—iN)},
(19)

s twt > .
H = f?fg__{__ P tie-ipm—a 4 Liﬁ»";zg eiﬂ(M—-iN)}
wo '
(20) n=5—pR+0
ist.

§ 5. Berechnung des Energiestromes und der Energie.
Es seien gegeben zwei Vektoren:
M {@:@oei(“""“ﬁ)(f—}—ih),
= Dyt If, + ihy),
wo f, &, €, und 9, reelle GroBen bedeuten,
Wir wollen jetzt das Produkt 7€$ bez. €9 aus den

reellen Teilen von & und  und davon den Mittelwert wihrend
einer Periode bilden:
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T T
@ o [ V€9.dt, ber o [GDdt=3(ffi+hhy)
f f

0
Rechts muB noch der Faktor 7 €, , bez. €, 9, eingefithrt werden,
je nachdem, ob das Vektorprodukt oder das skalare Produkt
genommen wird. Zu demselben Ausdruck (2) kommen wir, falls
wir in (1), z. B. bei @, statt ¢, — ¢ setzen, dann mit § multi-
plizieren vektoriell oder skalar, den imaginiren Teil des Pro-
duktes weglassen und durch 2 dividieren.

Auf Grund des Poyntingschen Satzes und der Glei-
chungen (19) § 4 erhalten wir jetat leicht den Mittelwert des
Energiestromes ¢, welcher durch die Fliacheneinheit in der
Zeiteinheit fliefit. Ks ist

J@=_£_{r10+ 5 (M2 N3

(3) 8ne
‘ V2 (R +r10)(Mcosy+Nsm7)}

wobel
4 y=ply—s— R+ 12+ 7
ist.

Wir koénnen aber setzen

dzs
®) ’1“~S“R=“2‘R—r,’
und folglich ist launt (14) § 4
7T
7 = 2—- .

Da auBerdem ¢ klein ist, so kdnmen wir 1, = R, =1 an-
nebmen und bekommen deshalb endgiiltig

©) €= Y0 (1 BEID g )
Oder o " " i .
€ — — lé:c {1+ O q)-;—S( q)+0(m+q)-;-8(n +9)
(63)! + Cm—q).Clm=+g)+ S(m—g).S(m+ q) .
L —(Cm—g) + 8m—q)] — [Cm+9)+ Stm+ 9]}

Der Differentialquotient von  nach d ist proportional zu
sinwmgq. Deshalb werden unter anderem Maximas bez.
Minimas von € fiir Werte von d vorkommen, bei welchen
) gm=290,1,2,3 ..

57*
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ist, wobei
__2gd
®) gm = 224
ist.
Fir die geometrische Schattengrenze haben wir:
(9 d= 19
und folglich

s
27
(10 m—g)/i =1
Demnach folgt fiir diesen Fall:
(11) ®c=__i;£’_ {1_‘_ 02(2m)42- S*(2m) —[C@m + S(2m)]} )

8me

Fir d=0, also auf der X-Achse in der Mitte des geo-
metrischen Schattens, berechnet sich der Energiestrom, da
g =0 ist, zu

. an
(12) € = — 2 [1 4 2[02(m) + 82 (m)) ~ 2 [COm) + S(m))}
und zwar wird &, immer ein Maximalwert sein.
Setzen wir
D=a4if,

wo ¢ und g reell sind, so erhalten wir aus (6) § 4 folgenden
Wert fiir den Energiestrom

_ A2 Ry.7ry.(@?+ 59
(1) @——m{%* TR
_(QRO+}-10)‘/7%;.(acosé—ﬂsin§)},
wo
(14) d=p(r—s)+ 7

ist. Und dieser Wert (13) ist, wie auch (6) § 4, fiir beliebige
Winkel & giiltig.

Wir gehen jetzt itber zur Berechnung des Mittelwertes #
der Energie in einem Volumenelement. Es folgt wieder aus
(6) § 4 fiir den elektrischen Teil der Energie

2] 2 b P
(15) ¥, = 1G“*M,,{lﬁu "‘f‘;;‘” —2]/{}3—5(acos5—ﬂsina)},
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und fiir den magnetischen Teil
_ 47 7 (@ + )
Ws—lﬁnc’{l_l_ ARs

— Ry1p.2 %;(wcos&—ﬂsin&)}-

(16)

Und die gesamte Energie ist

17 V=W + W,

Vor dem Draht, also bei & =0, ist R, 41,,=0 und R, 1, ,=—1.
In diesem Falle besteht der Energiestrom aus zwei Teilen.

Der erste Teil kommt vom Spalt und der zweite vom Draht.
Demnach erhalten wir, da hier r,, =1 ist,

4 r (@ + 6
18) == sme ' 0w
und
47 ? 4
(19) W= 8nc“{1+ ’1(:1%352)},
Hinter dem Draht, fir ¢=0, ist ®, 4+ 1, =2 und
Wy =Wy,
(20) W=2W,
und
@1) €=—i2cW,.

Wir sehen, daB es nur fir ¢ =0 mdglich ist, aus der Energie
bez. Quadrat der elektrischen Kraft den Energiestrom zu be-
rechnen. Identifizieren wir aber den Poyntingschen Strémungs-
vektor mit dem Lichtstrahl, so miissen wir immer mit dem
Ausdruck (13) rechnen.

§ 6. Ausrechnung der gewonnenen Resultate.

Bei der Verwertung der gewonnenen Resultate kommt es
hauptsichlich auf die Berechnung des Energiestromes ¢ an,
denn die Werte von @ und § an und fiir sich bieten wohl
kaum ein Interesse. Dies ist hauptsichlich der Fall bei Licht-
wellen, die wir gerade beriicksichtigen.

Wir wollen also ¢ berechnen laut (6), (6a), (11) und (12)
§ 5. Dabei wollen wir nur die Klammerwerte dieser Aus-
driicke in Betracht ziehen, welche nichts anderes sind als die
Verhiltnisse der tatsichlich durchgegangenen Energie zu der-
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jenigen, welche bei Abwesenheit des reflektierenden Drahtes
durchgehen wiirde, denn diese letztere ist ja gleich

— Ty - 472 b —i. 47
—_— ez, ——— .
8nc 8ne

Diese Klammernwerte wollen wir im folgenden schlechtweg
Energie nennen und mit ¢’ bezeichnen.

Zur Erleichterung der Berechnung von €’ nach (6) und (6a)
haben wir die Tab.I zusammengestellt. Dabei wurden die
Werte der Fresnelschen Integrale weiter berechnet fiir die
Argumente von 5,0 bis 85. Die ersten 50 Werte sind dem
Handbuch d. Physik von Winkelmann, 2. Aufl. Bd. VL p. 1054
entnommen.

Die vorletzte Kolumne stellt den Klammerwert von (12)
§ 5 dar, und die letzte denjenigen von (11) § 5. Da

27 2 /1 1)\
m=5’|/uels=g[/7('§+?)

ist, so vergréfert sich m bei konstantem g, 4 und s, je niher
wir dem Drahte kommen, dagegen verkleinert sich € stindig,
wie wir aus der Tabelle ersehen. Das heiit bei konstantem g,
4 und s wird das mittlere Maximum im geometrischen Schatten
desto kleiner, je niher wir zum Draht kommen.

€ =D
P—
P

Fig. 1.

Fiir das Folgende sei noch auf die Fig. 1 hingewiesen,
welche die Lagen des Aufpunktes P, des Spaltes § und des
Drahtes D veranschaulicht. Die Figur stellt den Schnitt durch
die Z-Achse dar und fallt mit der X J-Ebene zusammen.
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m = 055;

m=1,5;

m = 3,0,

899

Auf Grund der Tab.I wurden die Energien berechnet
fiir drei Fille

wobei als Argument ¢ betrachtet wurde, denn bei gegebenem
R, A, ¢ und s ist m konstant und ¢’ nur eine Funktion von ¢,
bez. von d.

Die Resultate der Rechnung sind in den Tabb. II, IIT
und IV niedergelegt.

Tabelle II.
(m = 0,5.)

q € q & q & q ¢
0,0 0,3791 3,0 | 1,1523 4,1 1,1767 6,4 | 1,0289
0,3 0,2816 3,1 | 08750 4,8 1,0634 6,5 | 0,9036
0,5 0,1820 3,2 | 0,7471 49 | 0,8377 6,6 | 1,0599
0,6 0,1628 3,3 | 0,8606 50 | 0,9861 8,7 | 0,9651
0,9 0,4162 3,4 | 1,0871 5,1 1,1695 68 | 08764
1,2 1,0863 35 | 1,1917 52 | 1,082 6,9 1,0741
1,6 1,3455 3,6 | 1,0998 53 | 0,8606 7,0 | 1,0545
1,8 1.1547 37 | 0,9580 5,4 | 0,9753 7,1 | 0,8815
2,0 1,0693 38 | 0,9231 55 | 1,1198 7,2 1,0969
2,1 1,0641 3,9 | 09682 56 | 1,0087 7,3 1,0006
2,2 1,0087 4,0 | 0,9881 57 | 0,9297 7,4 | 0,9298
24 | 08101 41 | 09978 | 58 | 1,0074 || 7,5 | 1,0870
2,5 0,7483 4,2 1,0598 5,9 | 1,0258 7,6 | 0,9557
2,6 0,8340 4,3 | 1,0855 | 6,0 | 1,0051 7,7 | 0,9969
2,7 1,0581 4,4 | 0,9662 6,1 | 0,9898 7,8 1,0285
2,8 1,2793 45 | 0,8613 6,2 | 0,9604 7,9 | o0,9810
2,9 1,3313 4,6 | 0,9952 6,3 | 1,0502 8,0 | 09978

Tabelle IIL
(m = 1,5.)

q 4 q ¢ ! q ‘ 4 q €
0,0 0,0840 0,5 | 0,0598 1,0 | 0,0511 1,56 | 0,2046
0,1 0,0660 0,6 | 0,1099 1,1 | 0,1047 1,6 | 0,2325
0,2 0,0284 0,7 | o0,1081 1,2 | 0,1894 1,7 | 0,3585
0,3 0,0061 0,8 | 0,0790 1,3 | 0,2379 1,8 | 0,6307
0,4 0,0167 0,9 | 0,0856 1,4 | 0,23807 1,9 | 0,6651
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Tabelle III (Fortsetzung).

q & q i 4 7 € q U
2,0 0,6718 33 | 0,8657 46 | 1,0796 59 | 0,9261
2,1 0,6842 3,4 | 0,8401 47 | 1,0536 6,0 | 0,9848
2,2 0,8030 35 | 0,7838 48 | 0,998 6,t | 1,0805
2,3 1,0531 3,6 | 0,9158 4,9 | 0,8306 6,2 | 1,1174
2,4 1,2764 3,7 | 1,1764 50 | 0,9807 83 | 0,9071
2,5 1,3391 3,8 | 1,2446 51 | 1,1558 8,4 | 0,8705
2,6 1,2720 3,9 | 1,1091 52 | 1,0821 6,5 | 1,1056
2,1 1,2508 40 | 1,0468 53 | 0,9878 6,6 | 1,0070
2,8 1,3481 41| 10174 54 | 0,0633 6,7 | 0,9865
2.9 1,3929 42 | 0,8582 55 | 0,8779 68 | 0,9191
3,0 1,22017 43 | o,7969 56 | 1,0471 6,9 | 1,0799
3,1 0,9482 4,4 | 1,0200 57 | 1,1660 7,0 | 1,0572
3,2 0,8288 45 | 11,1821 58 | 09488
Tabelle IV,
(m = 38,0.)

e [+ e . ]e
0,0 0,0224 1,4 | 0,0244 2,8 | 0,1376 4,2 | 1,4324
0,1 0,00717 1,5 | 0,0001 2,9 | 0,2187 43 | 1,2845
0,2 0,0021 1,6 | 0,0321 3,0 | 0,2782 4,4 | 1,3084
0,3 0,0207 1,7 | 0,0406 3,1 | 0,2687 4,5 | 1,1967
0,4 0,0102 1,8 | 0,0173 8,2 | 0,3760 4,6 | 0,9427
0,5 0,0007 1,9 | 0,0856 3,3 | 0,4950 4,7 | 0,9400
0,6 0,0165 20 | 0,0610 8,4 | 0,5087 48 | 0,7795
0,7 0,0223 2,1 | 0,048 8,56 | 0,6455 49 | 0,7756
0,8 0,0038 22 | 0,0453 3,6 | 0,8279 50 | 0,8786
0,9 0,0214 2,3 | 0,0892 3,7 | 0,8500 51 | 0,3150
1,0 0,0280 2.4 | 0,0800 3,8 |'0,9776 52 | 1,1574
1,1 0,0119 2,5 | 0,0781 3,9 | 1,2281 53 | 1,1540
1,2 0,0075 2,6 | 0,1847 40 | 1,20238 54 | 1,1875
1,3 0,0307 || 2,7 | 0,1517 4,1 | 1,3346 55 | 1,1106
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Zur besseren Ubersicht sind diese Tabellen auch graphisch
dargestellt (Fig. 2).
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Fig. 2.

Die MaBstibe der Kurven I und II sind gleich. Die
Linie O’ X’ dient als Abszisge fiir die Kurve I. Auf den
Abszissen wurden die Werte von ¢ aufgetragen und auf den
Ordinaten diejenigen der Intemsitiiten in demselben MaBstabe.
Deshalb stellen die Geraden O’ X’ bez. ab die Intensitit des
einfallenden Lichtes dar, bei Abwesenheit des reflektierenden
Drahtes. Die Zahlen auf den Abszissen bedeuten die Werte
von gm=2gd[AR. Was die Kurve ITII anbetrifft, so gilf
das eben Gesagte auch fiir sie, nur daB der MaBstab- der
Intensitit bei ihr doppelt so groB ist, als derjenige von g.
Die Kurven I, IT und III stellen demnach die Intensitit des
durchgehenden Lichtes dar bei variablem d anf der einen
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Seite der X-Achse. Auf der anderen Seite wird die Verteilung
der Intensitit dieselbe sein, da der Vorgang um die X-Achse
symmetrisch ist.

Die Tabb. II, III und IV und demnach auch die ent-
sprechenden Kurven sind giiltig fir beliebige R, 4, ¢ und s,
solange nur (1) erfiillt bleibt. Um bestimmte Félle heraus-
zugreifen, haben wir folgende Werte fiir diese GriéBen an-
genommen:

Nr. m i R g 8
0,5 6.107 % em 338,3 em 5.10"2cm @
1,5 . 250,0 . " 43,5 cm
3,0 L3l 1070 ” " 12570 b2

Alle drei Fille wurden praktisch realisiert, wobei bei
Nr.1 zwischen Spalt und Draht ein Objektiv (= 250 mm)
eingeschaltet wurde, in dessen Brennebene sich der Spalt be-
fand. Dadurch wurde praktisch s auf oo gebracht. Ks wurde
mit der Lupe beobachtet und auch photographische Auf-
nahmen gemacht, wo mit Geniige die Ubereinstimmung der
Theorie und Praxis bestitigt wurde.

Was Nr. 3 anbelangt, so sei nebenbei bemerkt, daB er
mit dem von Verdet!) angegebenen Beispiel tibereinstimmt.
Nach Verdet sollen im geometrischen Schatten 17 Streifen
zu erwarten sein. Die Kurve III und die Beobachtung be-
stitigen dies.

Betrachten wir die Kurven ndher, so sehen wir, dafl im
geometrischen Schatten fiir diejenigen Werte von d, welche
sich aus (7) § 5 berechnen, Maxima der Energie entsprechen,
wahrend auBerhalb des geometrischen Schattens fiir diese
Werte von d sowohl Maxima wie Minima, als auch Inflexions-
werte der Energie auftreten konnen. AuSerdem bemerkt man,
daB auBerhalb des Schattens die KEnergie stindig um den
Wert 1 mit abnehmender Amplitude oszilliert.

Man kann auch die Werte von ¢’ mit Hilfe der Cornu-
schen Spirale graphisch ermitteln. Und zwar ist bekanntlich

1) E. Verdet, Vorlesungen iiber die Wellentheorie des Lichtes 1.
p. 264. Braunschweig, Vieweg & Sohn.
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M2 4 N? gleich dem Quadrate der Entfernung der Punkte
#u=m—gqg und n=-—m—g der Spirale. Was die Summe
M+ N anbetrifft, so ist dieselbe, wie dies leicht zu beweisen
ist, nichts anderes als die Projektion obiger Entfernung auf die
Verbindungslinie zwischen den beiden asymptotischen Punkten
der Spirale, falls man hierbei als Lingeneinheit die Hilfte
obiger Verbindungslinie annimmt.

Wir wollen die Anzahl der Maximas bez. der Streifen im
geometrischen Schatten bestimmen. Bezeichnen wir durch »
die groBte ganze Zahl, welche noch im m? enthalten ist?) und
die Anzahl der Streifen durch w, so ist
(2 w=2v41,
was leicht aus (7) und (10) § 5 zu ersehen’ ist.

Zum SchluB mdchten wir noch bemerken, dal die Werte
von §, der Tab. I, welche aus (12) § 5 berechnet sind, mit
groBerer Anniherung den Tatsachen entsprechen werden als
die anderen Werte von ¢. Denn bei ¢, ist d=e¢=0 und
folglich fallen die Glieder, welche von & abhiingen, in (8a) § 4
von selber weg, auBerdem ist in (4) § 5

r,—s—R=0 und Z2=0.

§ 7. Zusammenfassung.

Wir haben aus dem allgemeinen Integral (1) § 1 die
Ausdriicke (9) und (10) § 2 abgeleitet, welche allgemein giiltig
sind fir alle Fille, die bei den Voraussetzungen 1 bis 5 § 2
mbglich sind.

Durch eingehende Diskussion der Reflexion an einer Ebene
kamen wir zu Annahmen, welche uns weitere Losungen er-
moglichten. Die Ableitung des Integrals (9) § 8 bestitigt die
Richtigkeit des allgemeinen Integrals (1) § 1.

Die Resultate der Berechnung des § 6 bestitigen die
Ubereinstimmung der Theorie mit dem Experiment. Wie bei
der Fresnelschen Theorie, so auch hier ergeben sich die
Werte fir 4, fir die Lagen der Maxima im geometrischen
Schatten, gleich '

LB
2y

1) Ist m? selbst eine ganze Zahl, so ist in (2) statt », »—1 zu setzen,
wie z. B. bei Nr 3.

n,
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wo n eine ganze Zahl ist. Nur sind unsere Resultate eine
konsequente Ableitung aus der Maxwellschen Theorie, was
der Hauptzweck dieser Arbeit war.

Weiter ist in § 4 auf den Ubergang von der Maxwell-
schen Theorje zu den Begriffen der geometrischen Optik hin-
gewiesen, und zwar fiir allgemeinere Fille, als derjenige der
Reflexion an einem Draht.

Zum SchluB mochte ich noch der Firma E. Leitz in
Wetzlar meinen besten Dank fiir ihr giitiges Entgegenkommen
bei der Ausfiihrung des experimentellen Teiles dieser Arbeit
aussprechen.

Wetzlar, den 24. Juli 1907.
(Eingegangen 25. Juli 1907.)



