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2. EZektromagnetische WeZZen. a m  einern Draht 
mit  i s 0  Zierender xyzirndrischer EUZ Ze; 

vow F. E a r m s .  

Von A. Sommerfeld ' )  ist das Problem der Fortpflanzung 
von elektromagnetischen Wellen langs eines Drahtes ganz streng 
behandelt und der EinfluB von Drahtmaterial und Drahtdicke 
auf die Fortpflanzungsgeschwindigkeit diskutiert worden. An 
nicht zu dunnen Drahten von gut leitendem Material pflanzen 
sich die Wellen fast genau mit Lichtgeschwindigkeit (c )  fort, wenn 
der b a h t  in Luft eingebettet ist. Ersetzt man die Luft durch 
ein unendlich ausgehntes Dielektrikum (D.E.K. E), so sinkt die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit natiirlich auf c /  i L  LaBt man 
das Dielektrikum sich auf eine a d e r s t  dunne den Draht um- 
schlieBende Schicht zusammenziehen, so muB sein EinfluB auf 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit wieder verschwinden; fur 
endliche Dicken des Dielektrikums (isolierte Leitungen, Hoch- 
spannungskabe12)) wird die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dem- 
nach zwischen c und c / f i  liegen miissen. Die Berechnung 
dieser Geschwindigkeit laBt sicli durch eine Erweiterung des 
von Sommerfe ld  angewandten Verfahrens ebenfalls ganz streng 
ausfiihren. Es genugt jedoch fast immer, wenigstens fur 
realisierbare Falle, die Leitfahigkeit des Drahtes unendlich 
grog anzusetzen. Dadurch wird die Behandlung des Problems 
mch  fur die numerische Berechnung verhaltnisniaBig einfach. 

I. Die Differentialgleichungen des Problems. 

r sei der Radius eines unendlich langen Drshtes mit gerad- 
liniger Achse, p der auBere Radius der isolierenden Hiille, 
E~ deren Dielektrizitatskonstante. 

Wir fuhren Zylinderkoordinaten I, T ,  cp ein und lassen 
die z -  Achse mit der Drahtachse zusammenfallen. Nehmen 

1) A. S o m m e r f e l d ,  Wied. Ann. 67. p. 233-290. 1899. Diese 

2) A. Slaby,  Elektrotechn. Zeitschr. 26. p. 1003-1007. 1905. 
Abhaudlung wird im folgenden mit 1. c. zitiert werden. 
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wir nun noch an, daB rings um den Draht herum die Krafte 
symmetrisch angeordnet sind ') (also a / d  sp = 0), so bleiben 

I 
I 
I 

I '  

F 
y s  1 

I 

I 
I 
I 

Fig. 1. 

von den in Zylinderkoordinaten transformierten Max wellschen 
Gleichungen nur folgende drei iibrig : 

Die Kraftkomponenten (ifz, @,., 8, lassen sich nach Her t z2 )  
darstellen als Differentialquotienten einer skalaren Funktion IZ: 

Setzt man diese Ausdriicke in das System (1) ein, so 
findet man fur lZ die Differentialgleichung l) 

(3) 

1) A. Sommerfe ld ,  1. c. p. 238 u. 239. 
2) H. Hertz,  Wied. Ann. 36. p. 1-24. 1889. 
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Die Losung dieser Differentialgleichung wird wesentlich ver- 
einfacht durch die Annahme, daB die Abhangigkeit von der 
Zeit eine harmonische sei l), also ohne zeitliche Dampfung. 
Uagegen hat man bei endlicher Leitf ahigkeit des Drahtes a) 
eine ortliche Dampfung einzufuhren, die der im Draht als 
Joulesche Warme vernichteten elektromagnetischen Energie 
entspricht. Diese Annahme ist nicht notig, wenn die Leit- 
fiihigkeit des Drahtes unendlich, groB genommen wird. Man 
kann dann schreiben s, 

wenn unter u eine Funktion von r allein verstanden wird. 
7 ist die Schwingungsdauer, h die Wellenrange der betrachteten 
Schwingung , v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit langs der 
z-Achse. Fur u ergibt sich durch Kombination von (3) und (4) 
die Differentialgleichung: 

(5) 
d 2 u  1 du 

r d r  
+ -__ + ( K Z -  x2)u = 0, 

wenn man mit x = 11.3 den reziproken Wert der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit bezeichnet und als Abkurzung ein- 
fuhrt: 

Fur den Luftraum, die isolierende Hiille und das Drahtinnere 
hat k 2  demnach verschiedene Werte, die wir mit k;, k ; ,  k i  be- 
zeichnen wollen. Aus der bloBen Existenz von Grenzbedingungen 
fur die Krafte folgt schon, daB die Welle in den drei Medien 
mit derselben Qeschwindigkeit (v) fortschreiten muB; x = 1 / v  
ist also in den drei Mediep das gleiche. Als Grenzbedingungen 
haben wir Stetigkeit der tangentialen Kraftkomponenten zu 
fordern, also Bz und s j ,  gehen stetig durch die Grenzflachen Q 
und r ;  B, erleidet beim Durcbgang durch jede Grenze einen 

1) A. Sommerfuld,  1. c. p. 238 u. 239. 
2) A. Sommerfe ld ,  1. c. p. 250, 251. 
3) A. Sommerfeld,  1. c. p. 241. 
4) N ist komplex, wenn die Leitfilhigkeit des Drahtes endlich ist, 

reell wenn cr = a gesetzt werden darf; A. S o m m e r f e l d ,  1. c. p. 241. 
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Sprung. An den Grenzflachen werden also die elektrischen 
Kraftlinien gebrochen. 

Zur Bestimmung der Funktion u, die wir in den drei 
Medien mit ul, uz, us bezeichnen wollen, haben wir schlieBlich 
folgende Gleichungen I): 

d B u 1  1 d u  f m r  
I 

+ -2 r d r  + (k: - JC')U., = 0 ,  

Dam kommen die Grenzbedingungen, die sich leicht in folgender 
Form ergeben l): 

( k t  - x') ul C- (hi - z') U ,  , 
k! d u ,  16: d u ,  --=-- fur r = 0 I 

1 P I  dr P2 d r  ' 
(hi - x') U, = (hi - x') u 3 ,  (8) 

I ,, r = r  d u ,  k% d u ,  =--. ' I 1 zdr ,us d r  

11. Die Integrale der Differentialgleichung. 

Von den Eigenschaften der die Differentialgleichung (5) 
integrierenden B es  s e l  schen Funktionen sei hier nur folgendes 
erwahnt.3 

Fur  kleine Werte des Argumentes lassen sich die Funk- 
tionen durch folgende Potenzreihen darstellen : 

2 i  

Y Z  
K(z )  = J ( r )  In ~ - 2 [J, (z) - i J 4  (z) + + J6 (z) - + . . .] , 

woraus sich die Entwickelungen fur J ' ( x )  und s l ( x )  durch 
Differentiation ableiten lassen. [In y ist die Eulersche Kon- 
stante C =  0,5772.1 

1) Vgl. die entsprechenden Gleichungen hei A. So m m e r f e 1 d , 1. c. 
p. 243. 

2) Ausfuhrlicheres vgl. A. S o m m e r f e l d ,  1. c. 5 4;  E. H e i n e ,  
Handbuch der Kugelfunktionen; A. Kal l ihne ,  Zeitschr. f. Math. u. Phys. 
64. p. 55-86. 1906. 
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Fur  sehr groBe Werte des Argumentes (1 /8  x klein gcgen 1)  
bedient man sich mit ausreichender Genauigkeit der Formeln : 

Man sieht aus (9), daB 
lim K (x) = so , 

aus (lo), daB fur Werte des Argumentes mit nicht verschwinden- 
dem imaginaren Bestandteil 

lim J ( x )  = co 

wird, und dnB K ( x )  fur unendlich wachsendes Argument mit 
positiv imaginarem Bestandteil verschwindet wie e-”. 

Auger diesen Funktionen J und K werden wir noch eine 
lineare Funktion desselben benutzen : 

x = o  

X = a ,  

2 i  
Y 

Y ( x )  = J(x)ln- - K ( i )  

= J(x)In x + 2 [J,(s) - Q J4(x) + + J6(x) - + . . .]. 
Fur  sehr kleine Werte des Argumentes gehen die Reihen- 
entwickelungen iiber in 

F u r  reelles Argument sind J ( z ) ,  J‘(z), l’(x), Y ( x )  reell. 
F u r  rein imaginares Argument. J(x) und h’ (x) reell, J’ (x) und 
K‘ (z) rein imaginar. 

Bei der numerischen Berechnung wurden die Tafeln yon 
E. Meissel l )  fur J(x)  und J‘(z) reellen Argumentes, und die 
von B. A. S m i t h  2, fur Y(x) und Y ( x )  reellen Argumentes 
beautzt. Fiir die Funktionen rein imaginaren Argumentes 
wurde eine genugende Anzahl von Werten berechnet und die 

1) E. Meissel ,  Abh. Berliner Akad. 1888. 
2) €3. A. Smi th ,  Messenger of Mathematics 26. p. 98-101. 1897. 
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ubrigen durch graphische Interpolation gewonnen. 
Berechnung dienten die Reihen : 

Zu dieser 

2 2  2 4  26 J ( i 4  = 

J ’ ( i z ) = - i -  1 + - + + - + + .  , 

1 + 4 + s4- + 2304 + . . . , 
2 2  x4 

I 2 [ 8 192 *] 
I K ( i z )  = J( ix)  [0,11593 - lnz] 

1 

J ( i  a) K’( iz )  = + i- + J ‘ ( i x )  [0,11593 - lnz]  
X 

I - i -  1 + - 9 + -  3 3 x4+ ...), “ (  2 16 3460 

die aus den oben angegebenen Beihenentwickelungen sich ohne 
weiteres ergeben. 

Als allgemeine Losung der Differentialgleichungen werden 
wir eine lineare Verbindung von J und K bez. Y ansetzen; 
ob wir  dabei K oder Y verwenden, ist prinzipiell gleichgultig, 
solange die Losung fur einen Bereich gelten soll, in dem 3 
nicht unendlich werden kann. Anderenfalls verlangt die Be- 
dingung, da6 die Krafte uberall endlich bleiben, daE die be- 
treffenden Funktionen auch fur unendlich groEes Argument 
endlich bleiben. Fu r  nicht reelles Argument wird diese Be- 
dingung nur durch die Funktion K(x)  befriedigt. 

Wir werden demnach die LBsungen der Differential- 
gleichungen (7) schreiben: 

u1 = A, X (r - z2) + B, J (r 1 /R i  - d)  , 

I us = A , R ( r l k i - z 2 )  + ~ , J ( r ~ ~ ) ,  
(1 4) 

wobei wir zunachst x als komplexe GroEe betrachten. 

daB u uberall endlich bleibt. 
Argument mit r unendlich gro6 werden; da 

Die Integrationskonstanten A B sind so zu bestimmen, 
Im AuEenraum (ul) kann das 

lim J(x)  = 00 

ist, konnen wir der Forderung, daU u iiberall endlich bleiben 
X=a, 

Annalen der Physik. IV. Folge. 23. 4 
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soll, nur dadurch geniigen, daS wir Bl = 0 setzen. Im Innern 
des Drahtes kann das Argument mit r verschwinden; da 

lim K (z) = oc) 
x = o  

ist, so haben wir ebenso 8, = 0 zu setzen. I n  der isolieren- 
den Hiille, wo das Argument weder 0 noch 00 werden kann, 
sind 8, und B, von Null verschieden. Die Gleichungen (14) 
reduzieren sich dadurch auf folgende : 

(14'3 1 u, S 8 , ~ ( r . ~ h ~ - x x % ) + ~ , ~ ( r . ~ t ~ ~ - - ~ 2 ) .  

.- 

u, = A, x(. . p; - 2), 

ug = B, J ( T .  f /k :  - d) 
Setzt man jetzt noch zur Abkurzung: 

Q2 (A;  - x2)  = xi1, 

r y k :  - 2) = 2 $ 1  

p2 (hi - x2)  = xiz , I ra(hi - x2)  = z{%, (1 5)  

so liefert Kombination von (14") mit (8) die Grenzbedingungen 
in der Form: 

4 Xil  K(%,) = G [A, K(ze,,) + B, J(%)I  9 

4 xe, R'(%) = 

XL [a, K(zr2) + Bz J(xr,)] = xgs B3 J(xrs) 3 

xr* 3 [A, li' (zr$ + B, 6 

k: k; 
X e z  [A, K'(zez) + 4 s ( X e J  9 

)I = zra 3 B~ J' (Xr ,  . k2 

p2 P S  

Elimination der Verhaltnisse 
-_ 4. Bs Bs 
A , '  a,' 8, 

aus diesen vier Gleichungen liefert nach einigen Umformungen, 
wenn man noch pl = p2 = p3 = 1 setzt: 

- 

Diese allerdings auBerordentlich komplizierte Gleichung ist als 
Bestimmung fur das in den x enthaltene x zu betrachten. 
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Eine fur die numerische Berechnung wesentliche Verein- 
fachung erzielt man durch die Annahme, dab die Leitfahigkeit 
des Drahtes unendlich grog sei. Den Fehler, den man dabei 
begeht , kann man mit Hilfe der So m m e r f e 1 d schen Be- 
trachtungen abschatzen. Bei einer normalen Wellenlange von 
ca. 1 m wird die fiir einen Pt-Draht von mm Durchmesser 
berechnete Wellenrange um etwa 1 Proz. zu grob ausfallen; 
der Fehler wird schnell kleiner mit wachsender Leitfahigkeit 
und zunehmender Drabtdicke, so daB er fur einen Cu-Draht 
von 1 mm Dicke unmerklich wird. Fur (r = 00 wird auch 
k, = co, so daB auf der rechten Seite von (16) das aweite 
Glied im Zahler und das erste im Nenner verscbwinden. Dadurch 
wird x reell. Gleichung (16) geht dann nach einigen Um- 
formungen iiber in: 

Fur  die numerische Berechnung ist noch folgendes zu beachten: 
xa liegt zwischen h; und k i ,  so daB k :  < x 2  < h : ;  deshalb wird 

und 
reell werden, d a  x jetzt reell ist. 

- 
xe* = p 1 h : -  xa xr2 = r l k i -  x 2  

Dagegen wird 

zel = g f k f  - x2 

rein imaginar; das Vorzeichen der Wurzel wahlen wir so, 
dab xel positiv imaginiir wird. 

Fuhren wir Y statt K auf der linken Seite von (113 ein, 
so erhalten wir 

Zu derselben Gleichung waren wir auch gekommen, wenn 
wir Y direkt als zweites partikulares Integral der Differential- 
gleichungen fur u2 statt Il eingefiihrt hiitten; das ist erlaubt, 
da  im Innern des Dielektrikums das Argument nicht unendlich 
werden kann. 

111. Naherungsforrnel fur geringe SchichMicke dee 

1st die den Draht umgebende isolierende Schicht sehr 
diinn, so wird ihr EinfluB auf die Fortpflanzungsgeschwindig- 

Dielektrikums. 

4* 
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keit der Welle gering sein; xa wird nahezu gleich k;L sein; 
wir werden also statt ki - x2  schreiben konnen - k i ,  
oder fur 

1st dann auBerdem der Drahtradius nicht zu groB, die Wellen- 
lange nicht zu klein, so werden wir statt der Besselschen 
Funktionen deren Naherungswerte fur kleines Argument setzen 
[Gleichung (1 2)]. Dann wird die Bestimmungsgleichung fur x 2 :  

und mit Beriicksichtigung von (1 7): 

Die Substitution y = - y2xi,/4 fiihrt diese Gleichung iiber in 

In @- 
8 - 1  t (18) --ylny = y2-------- 

__ + (6 - 1) In (rki  v z )  2 

ea h+ 
Fur kleine Werte von E kann man auch meist noch den 
zweiten Summanden im Nenner vernachlassigen , und erhalt 
dann die einfache Gleichung : 

-y ln? /  = -__ “ a  ’-’ g 2 k t  In? .  
(IS*) 2 E  z 

Die Waherungsformel (18) reicht aus, etwa solange 

g k, < 0,2 oder 8 %  < lov3 
ist. 

IV. Beispiel : lange Wellen an einem Hochspannungskabel. 

Wir wollen diese Naherungsformel benutzen, urn die Lange 
sehr langer Wellen an isolierten Leitungen zu berechnen ; wir 



Elektromagnetische Wellen etc. 5 3  

nehmen ein Hochspannungskabel von 1 mm starker Cu-Seele 
mit 2 mm dicker Guttaperchaisolation ; die Schwingungsdauer 
der betrachteten Schwingungen sei eine solche, daB ihr eine 
normale Wellenlinge von 244 m, in Luft gemessen, entsprache. 
Dann ist 
r = 0 , 0 5 ,  ~ = 0 , 2 5 ,  &=2,5, h O = 2 , 4 4 x  lo4, k ; = 6 , 6 3  x 

ist so klein, daB die Anwendung der Naherungsformel gestattet 
ist, wir kommen sogar mit (IS*) aus. Einsetzen der Zahlen- 
werte liefert 

woraus sich nach einem von Sommerfe ld  angegebenen Nahe- 
rungsverfahren, oder noch bequemer durch eine graphische 
Methode, ergibt: 

Nun war y gesetzt fur 

yigy =- 2 , v  x 1 0 - 9 ,  

y = 2,9 x 10-l'. 

es wird also: 

= 7,21  x lo-'. 

Daraus berechnet sich fur die Wellenlange am Draht der Wert: 

die an dem Kabel entlang laufende Welle ist also urn etwa 
4 Proz. kiirzer als die derselben Schwingungszahl entsprechende 
freie Welle in Luft. [Ersatz der isolierenden Schicht durch 
ein Material von hoher Dielektrizitatskonstante (Wasser 8 = 80) 
wiirde die Verkiirzung der Welle nur auf 6lIa Proz. erhohen.] 

A. S laby  1) hat ein Hochspannungskabel der angegebenen 
Dimensionen als einfachen Marconisender benutzt; er gibt an, 
daB sich die in Luft gemessene Viertelwellenlange urn 7 Proz. 
groBer ergeben habe als die Kabellange. Die Theorie wiirde, 
wie eben gezeigt wurcle, nur 4 Proz. voraussehen lassen. 

1) A. Slaby, Elektrotechn. Zeitschr. 26. p. 1003-1007. 1905. 
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V. Graphische Lijsung der Beatimmungegleiohung fur xa. 

Fiir eine experimentelle Prufung der Ergebnisse der Theorie 
sind die eben betrachteten langen Wellen nicht gut geeignet, 
weil der unendlich lange Draht fur diese auch nicht annahernd 
realisiert werden kann. Man wird zu dem Zwecke besser mit 
Wellen von der GroBenordnung yon 1 m experimentieren. 
Dann reichen aber die Naherungsformeln nur fur sehr kleine 
Schichtdicken der isolierenden Substanz aus, wenigstens wenn 
man des groBeren Effektes wegen eine Substanz mit hoher 
Dielektrizitatskonstante verwendet. Wir miissen deshralb auf 
die exaktere Gleichung (16**) zuriickgehen: 

Wir betrachten die beiden Seiten der Gleichung als Funk- 
tionen von dem in den x enthaltenen x2, indem wir die linke 
Seite gleich f, (&), die rechte gleieh fi (xz) setzen. Die LBsung 
der Gleichung erfolgt dann ziemlich bequem graphisch, dadurch, 
dab man die Kurven f, (xz) und f2(xa) in ihrer Abhangigkeit 
von xa zeichnet; die Schnittpunktsabszisse ist dann die Losung 
der Gleichung (1 6 **). Bei der wirklichen Ausfiihrung braucht 
man dabei nur kurze Stiicke der beiden Kurven zu berechnen, 
weil die Naherungsformeln wenigstens einen Anhalt fur den 
zu erwartenden Wert von x2  liefern. 

Die Art der Berechnuug wird an einem dem folgenden 
Beispiel entnommenen Falle klar werden. 
r = 0,05, 8 = 1,5, K: = 0,0056, k i =  0,448, E = 80, A, = 84. 
Wir setzen zunachst xa = 0,20; dann wird 

und 

setzt man fur x2 0,16 bez. 0,145, so werden die entsprechen- 
den Werte: 

bez. 

Durch die den drei Werten von x2  entsprechenden Kurven- 
punkte lassen sich die Kurven f, und fe mit genugender Sicher- 

Es sei 

xPl = 0,662 i; X~ = 0,748; xrz = 0,0249; 

f, (x’) = + 72,9; L(x’) = + 16,2; 

f’ (x’) = + 62,2; 

f, (x’) = + 57 , l ;  

f, (x’) = + 38,7; 

f, (x’) = + 61,2. 
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heit konstruieren, urn die Schnittpunktsabszisse 0,146 mit der 
erforderlichen Genauigkeit erkennen zu lassen. 

VI. Beispiel: kurze Wellen an einem l m m  starken Draht mit 
zylindrischer Wasserhulle von variabler Dicke. 

Die normale Wellenlange A, sei 84cm; der Radius des 
Drahtes 0,05 cm ; setzt man die Dielektrizitiltskonstante des 
Wassers = 80, so wird 

K: .= (?)* = 0,0056; k i  = E = 0,448. 

Fur diesen Fall wurde die Abhbgigkeit der Drahtwellenlange 
von der Dicke der Wasserschicht vollstandig durchgerechnet. 
Das Resultat der Rechnung ist in folgender Tabelle zusammen- 
gestellt : 

4 = 1 0,05 I 0,l i 0,25 ~ 0,5 10,75 10,9 1 1,0 11,20 11,25 I 1,5 1 2,O 1 00 
- 

Die mit r = 0,05 bezeichnete Kurve der Fig. 2 zeigt diese 
Abhangigkeit graphisch; in der Fig. 2 ist, um den Vergleich 

700% 

50 

i w z  

Fig. 2. 

mit den iibrigen Kurven zu erleichtern, nicht der auBere 
Radius der Wasserschicht , sondern die Schichtdicke als Ab- 
szisse eingetragen. Man sieht, daB eine Schicht von etwa 
2 cm Dicke schon fast wie eine unendlich dicke Schicht wirkt. 
[Die punktierte horizontale Linie deutet die unendlich aus- 
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gedehntem Dielektrikum entsprechende Wellenlange an; die 
Wellenlangen sind in Prozenten von ilo angegeben.] Bemerkens- 
wert ist der steile Abfall der Kurve bei Schichtdicken zwischen 
0,9 und 1,3cm; dieser Abfall wird um so steiler, je  grol3er 
der Drahtradius wird; fur sehr groBe Radien ergibt sich die 
Iiurve r =a, die also dem Fortschreiten einer Welle an einer 
gut leitenden mit einer Wasserschicht bedeckten unendlichen 
Ehene entspricht. Mit abnehmendem Drahtradius nimmt bei 
gleicher Schichtdicke die Anderung der Wellenlange zu ; die 
Kurve r = 0,001 kann ungefahr als Grenzkurve fur verschwin- 
dende Drahtdicke betrachtet werden. 

Uber die Abhangigkeit von der Wellenlange laBt sich 
ganz allgemein folgendes sagen: Die Gleichung (16*"), die zur 
Berechnung von x2 dient, bleibt bestehen, wenn man alle in 
Betracht kommenden Langen im gleichen Verhaltnis andert, 
vorausgesetzt, daD das Dielektrikum beibehalten wird; die 
prozentuale h d e r u n g  der W ellenlange wird dann also die- 
selbe bleiben. Nach Fig. 2 wird die normale Wellenlange 
von 84 cm bei 2/1,,, mm Drahtdicke auf die Hal te  ihres Wertes 
herabgedruckt, wenn man die Wasserhulle 4 mm dick macht. 
Eine normale Wellenlange von 100 m wird also auf 50 m 
sinken, wenn man die Welle an einem 2,4mm dicken Drahte 
entlang gleiten la&, der mit einer 48 cm dicken Wasserschicht 
umgeben ist. 

VII. Verteilung der Krafte in der Umgebung des Drahtes. 

Solange die Dicke des den Draht umhiillenden Dielektri- 
kums endlich ist, ist die Geschwindigkeit, mit der der elektro- 
magnetische Zustand sich langs des Drahtes verschiebt, ver- 
schieden sowohl von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
freien Welle in Luft, als auch von der im Dielektrikum; . und 
zwar ist diese Geschwindigkeit im Luftraume kleiner als 
Lichtgeschwindigkeit, im Dielektrikum groBer als die Licht- 
geschwindigkeit im Dielektrikum. Es ist deshalb eine von der 
normalen abweichende Verteilung der Kraftlinien zu erwarten. 
Die Konstruktion der Kraftlinien erfolgt am bequemsten nach 
der von H e r t z  angegebenen Methode, mit Benutzung der oben 
erwahnten Funktion Il. Da rings um den Draht herum alles 
symmetrisch sein soll, so geniigt es, die Kraftlinien in einer 
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Meridianebene zu zeichnen. Man erhalt sie nach H e r t z ,  
indem man die Kurvenschar 

an 
8 9- 

r ~ = const, 

zeichnet. Fu r  den AuBenraum nimmt diese Kraftliniengleichung 
nach (4) und (14*) die Form an: 

(1 9) 
Fur  das Dielektrikum: 

I K‘ (2). sin (x  z) = const. 

cx und j3 sind konstante Faktoren, die sich aus J(zeJ,  Y(ze,), 
K(zQl) und deren Differentialquotienten zusammensetzen. Durch 
eine elementare aber ziemlich umstandliche Rechnung findet 
man noch, daB 

- * -  J @r,) 

sein muB. Im Innern des Dielektrikums sind also die Kraft- 
linien die Rurven: 

B --- y (a*) 

Fur Q = r und e = cc sind die Kraftlinien auf der Drahtober- 
flache senkrecht stehende parallele Gerade, deren Dichte langs 
deu Drahtes wie sin(xz) variiert, wenn der Draht frei in Luft; 
wie sin ( l i x  z), wenn der Draht am unendlichen Dielektrikum 
liegt. AuBer diesem Grenzfall sind noch Kraftliniendiagramme 
gezeichnet fur den im vorigen Paragraphen ausfiihrlich be- 
handelten Fall r=0,05; A,,=84; s=80; und zwar fur eine 
verhaltnismaBig diinne Wasserschicht (Q = 0,5) und eine ver- 
haltnismaBig dicke (e = 1,5). Im zweiten Falle schlieBen sich 
fast alle Kraftlinien (92 Proz.) im Dielektrikum paarweise zu- 
sammen, so dab nur sehr wenige in den Luftraum heraustreten; 
auch diese schlieBen sich, wenn auch erst nach langen Wegen, 
zusammen, bis auf die von den Punkten maximaler momen- 
taner Ladung ausgehenden, die ins Unendliche verlaufen bez. 
aus dem Unendlichen herankommen. Der erste Fall bildet 
das entgegengesetzte Extrem. Hier verlaufen nur wenige Kraft- 
linien vollig im Dielektrikum (weniger als 10 Proz.), die iibrigen 
treten mit meist nur geringen Richtungsanderungen durch das 
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Dielektrikum hindurch in den Luftraum, wo sie sich - big 
auf die von den Punkten maximaler Ladung ausgehenden - 
ebenfalls nach langen Wegen paarweise zusammenschlieflen. 

In den Figg. 3 a ,  B, c sind die mit den Ziffern 80, 60, 
40, 20 bezeichneten Kraftlinien so gezeichnet, daf3 ihre Dichte 

q = 0,5 

Fig. 3 a. 

q = 1,5 

Fig. 3 b. 

’”. 
YO 

I g =  M 

Fig. 3 c. 

der elektrischen Kraft proportional ist ; die nicht bezeichneten 
sind hinzugenommen, um den Verlauf der ubrigen Kraftlinien 
zu skizzieren. Die Dicke des Dielektrikums ist im richtigen 
Verhaltnis zur Wellenlange gezeichnet; fur p = r hat man sich 
Fig. 3 c  auf das Neunfache vergriigert zu denken. Das ganze 
System der Kraftlinien verschiebt sich am Draht mit der Ge- 
schwindigkeit 

k, c kB 
x 1/E x 

v = c - = -  . -- . 
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Aus dem Verlauf der Kraftlinien sieht man, daB die Fort- 
pflanzung der elektromagnetischen Stiirung nur unmittelbar am 
Draht und im Unendlichen in reinen Transversalwellen erfolgt ; 
uberall sonst im Raume ist auch eine elektrische Kraftkompo- 
nente in der Richtung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit vor- 
handen. Das liegt naturlich daran, daB die Wellen, um die 
es sich hier handelt , nicht beiderseits unendlich ausgedehnt, 
sondern einseitig begrenzt sind. 

Die Bewegung der Energie kiinnen wir uns mit Hilfe des 
Poyntingschen Satzes klar machen. Wir berechnen den 
EnergiefluB durch eine den Draht koaxial umschlieBende 
Zylinderflache vom Radius T und der von einem beliebig auf 
der z -  Achse gewahlten NulIpunkte aus gerechneten Lange z. 
Der EnergiefluB durch diese Flache wird dann sein: 

z 5 

Hierin setzen wir die Werte von EZ und 8, aus (2) ein und 
erhalten dann, von Konstanten abgesehen, den Wert 

e 

0 

daraus folgt zunachst fur unendlich groBen Radius 6 = 0, da 
sowohl u wie d u l d r ,  die hier durch K(x) und K’(x) zu er- 
setzen sind, fur T = 00 verschwinden wie die Exponential- 
funktion mit negativem Exponenten, T u (d uld T )  also ebenfalls 
verschwindet; aus dem Unendlichen wird also in radialer Rich- 
tung keine Energie zugefiihrt. Fu r  endliche Werte von T 

verschwindet 6 im allgemeinen nicht; man sieht aber aus der 
Formel fur B sofort, daB es verschwindet, wenn man die 
Lange des betrachteten Zylinders gleich einer ganzen Zahl 
von halben Wellenlangen macht; ebenso ist die gesamte 
Energiemenge, die wahrend der Dauer einer ganzen Schwin- 
gungsperiode in einen beliebig langen Zylinder in radialer 
Richtung einstrtimt, gleich Null. Zufuhr von Energie kann also 
nur in axialer Richtung erfolgen; es war ja auch vorausgesetzt 
worden, daB die Fortpfltinzungsrichtung der Wellen der Draht- 
achse parallel sei. 
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Zusammenfassung. 

Elektromagnetische Wellen an gut leitenden Drahten mit 
zylindrischer isolierender Hiille pflanzen sich mit einer Ge- 
schwindigkeit fort, die kleiner ist als Lichtgeschwindigkeit. 
Die Abweichung vom normalen Werte ist um so groBer, j e  
groBer die Dielektrizitatskonstante und der Radius der iso- 
lierenden Hiille ist; je  groBer die Schwingungsdauer der Schwin- 
gungen und je  kleiner der Drahtradius ist. Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit 1aBt sich nach der angegebenen Methode exakt 
berechnen, solange man die Leitfahigkeit des Drahtes sehr 
groB annehmen darf. Das numerisch durchgerechnete Beispiel 
zeigt, daB sich diese Resultate VerhaltnisrnaBig leicht experi- 
mentell werden priifen lassen. l) 

Wii rzburg ,  Physik. Institut, 4. Marz 1907. 

1) Hr. stud. H. Weiss ist zurzeit im hiesigen Institut mit der 
experimentellen Prufuug der Theorie beschaftigt. Orientierende Versuche 
unter den Verhaltnissen des § 6 haben bei einer Schichtdieke von 0,6 cm 
Wasser eine Verkiirzung der normalen Wellenlange um 27,7 bis 28,7 Proz. 
ergeben; die Ubereinstimmung mit dem berechneten Werte (28,5 Proz.) 
ist sehr gut. 

(Eingegangen 5. MLrz 1907.) 

(Anmerkung bei der Korrektur.) 


