105

4. Prinzipien der Dynamik des Elektrons;
von Max Abraham.

§ 1. Einleitung und Inhaltsiibersicht.

Die Arbeiten zahlreicher Physiker haben zu der Hypothese
gefihrt, daB in den Kathodenstrahlen und Becquerelstrahlen
die Atome der negativen Elektrizitdt, die sogenannten ,,Elek-
tronenl), in Bewegung begriffen sind. Fiir den Quotienten
aus Ladung und triger Masse dieser Teilchen ergaben Versuche
iitber Kathodenstrahlen den gleichen Wert, den man aus der
einfachsten Form des Zeemaneffektes fiir die in der Lichtquelle
schwingenden elektrischen Teilchen erhalten hatte. Dieses
Resultat veranlaBte insbesondere Hrn. E. Wiechert?, die
Theorie der Kathodenstrahlen anzuschlieBen an die von Hrn.
H. A. Lorentz3 herrithrende Formulierung der -elektro-
magnetischen Lichttheorie, welche die Beteiligung der Materie
an den elektrischen und optischen Vorgingen auf die Bewegung
elektrischer Teilchen zuriickfithrt. Fiir diese ,,Elektronentheorie
der Elektrodynamik wird das Problem der Dynamik des Elek-
trons von fundamentaler Bedeutung. Insbesondere dringt sich
die Frage auf: Ist die Tragheit des Elektrons vollstindig durch
die dynamische Wirkung seines elektromagnetischen Feldes zu
erkldren, oder ist es notwendig, auBer der ,,elektromagnetischen
Masse noch eine von der elektrischen Ladung unabhingige
s,materielle Masse“ heranzuziehen? Die erstere Auffassung wurde
von den Herren W. Sutherland? und P. Drude?®) vertreten.
Wie die Herren Th. des Coudres® und H. A. Lorentz?) be-

1) Vgl. W. Kaufmann, Die Entwickelung des Elektronenbegriffes,
Verhandl. der 73. Naturforscherversammlung in Hamburg p. 115; Physik.
Zeitschr. 3. p. 9. 1901.

2) E. Wiechert, Gottinger Nachrichten p. 87. 1898; Grundlagen
der Elektrodynamik p. 93. Leipzig 1899.

8) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie der elektrischen und
optischen Erscheinungen in bewegten Korpern. Leiden 1895.

4) W. Sutherland, Phil. Mag. 47. p. 269. 1899,

5) P. Drude, Ann. d. Phys. 1. p. 566 u. p. 609, 1900.

6) Th. des Coudres, Verhandl. d. phys. Gesellsch. zu Berlin 17.
p. 60. 1898,

7) H. A. Lorentz, Physik. Zeitschr. 2. p. 78. 1900.
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merkten, hingt die Entscheidung jener Frage ab von den Trégheits-
erscheinungen, welche die Elektronen bei groferen, gegen die Licht-
geschwindigkeit nicht mehr zu vernachlissigenden Geschwindig-
keiten zeigen; in der Tat, eine etwa vorhandene materielle Masse,
die dem Teilchen als solchem anhaftet, wire von der Bewegung
unabhingig, die durch den elektromagnetischen Feldmechanis-
mus bedingte Triigheit hingegen muB eine Funktion der Ge-
schwindigkeit sein. Gelingt es, die Dynamik des Klektrons
ohne Heranziehung einer materiellen Triigheit aufzubauen, so
ertffnet sich die Perspektive auf eine elektromagnetische Be-
griindung der gesamten Mechanik.l)

Jenes fir die Elektrodynamik wie fiir die Mechanik fun-
damentale Problem erschien seiner Liosung nahergeriickt, als
Hr. W. Kaufmann? durch Versuche iiber die elektrische und
magnetische Ablenkbarkeit der Becquerelstrahlen nachwies, daB
die Geschwindigkeit der Elektronen hier nicht weit unterhalb
der Lichtgeschwindigkeit liegt, und daB ihre trige Masse wirk-
lich mit wachsender Geschwindigkeit zunimmt. Indessen war
eine Entscheidung der Frage, ob die experimentell gefundene
Abhingigkeit der Masse von der Geschwindigkeit sich rein
elektromagnetisch deuten 14Bt, bei dem damaligen Stande der
Theorie nicht méglich. Hr. O. Heaviside?) hatte zwar die
magnetische Knergie eines langsam bewegten Elektrons be-
rechnet; allein der Versuch Hrn. J. J. Thomsons?¥), die
,,scheinbare“ Masse des kugelformigen Elektrons bei groBen
Geschwindkeiten zu bestimmen, ist als miBgliickt zu bezeichnen.
Erfolgreicher waren die theoretischen Untersuchungen der
Herren W. B. Morton?% und G. F. C. Searle® iiber das Feld
gleichférmig bewegter elektrisch geladener Leiter von ellip-
soidischer Gestalt; dieselben fiihrten zur Kenntnis der elektro-
magnetischen Energie des Elektrons; aus dieser lift sich in-
dessen nur die ,longitudinale Masse berechnen, die sich einer

1) W. Wien, Arch. Néerland. (2) 5. p. 96. 1900. (Lorentz-Festschrift.);
Ann. d. Phys. 5. p. 501. 1901.

2) W. Kaufmann, Gottinger Nachrichten p. 143. 1901.

8) O.Heaviside, Phil. Mag. 27.p. 324.1889; Electrical Papers2.p. 505.

4) J.J. Thomson, Recent researches p. 21. 1893.

5) W. B. Morton, Phil. Mag. 41. p. 488.

6) G. F. C. Searle, Phil, Trans. 187 A. p. 675, 1896; Phil. Mag. 44.
p- 329. 1897.
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Beschleunigung in der Bewegungsrichtung widersetat, die ,,trans-
versale“ Masse, die gerade bei Ablenkungsversuchen in Rechnung
zu ziehen ist, wird durch die Energie nicht bestimmt. Anderer-
seits enthalten die Formeln fiir die longitudinale und trans-
versale Masse, die Hr. H. A.Lorentz ohne Angabe des Beweis-
ganges mitteilte!), nur die beiden ersten Glieder von Reihen-
entwickelungen, die nach Potenzen des Geschwindigkeitsquadrates
fortschreiten; fiir Kathodenstrahlen geben sie eine geniigende
Anngéherung, fir Becquerelstrahlen keineswegs. Das war der
Stand der Theorie, als ich meine erste Arbeit iiber die Dy-
namik des Elektrons? versffentlichte. Die Formel fiir die
transversale elektromagnetische Masse, die ich ableitete, schien
zwar zunichst die empirisch gefundene Abhingigkeit von der
Greschwindigkeit nicht recht befriedigend darzustellen. Es ge-
lang indessen Hrn. W. Kaufmann3), nach Korrektur eines
frither untergelaufenen Rechenfehlers, die Theorie mit der
Beobachtung in Ubereinstimmung zu bringen, indem er durch
eine geeignete Methode diejenigen Fehler eliminierte, die von
der ungenauen Kenntnis der Feldstiirken des ablenkenden elek-
trischen und magnetischen Feldes herrithrten. Weitere genauere
Messungen bestiitigten ) die Richtigkeit der aus der elektro-
magnetischen Theorie abgeleiteten Formel innerhalb der Fehler-
grenze der Versuche. So konnte das Resultat ausgesprochen
werden: Die Masse des Elektrons ist rein elektromagnetischer Natur.

In der vorliegenden Abhandlung, itber deren Inhalt ich
bereits auf der Karlshader Naturforscherversammlung berichtet 9)
habe, stelle ich mir die Aufgabe, die Dynamik des Elektrons
auf rein elektromagnetischer Grundlage aufzubauen. Ich schreibe
dem Elektron Kugelgestalt zu, und eine in konzentrischen
Kugelschichten homogene Verteilung der Ladung; insbesondere
werden die beiden einfachsten Annahmen komogener Volumen-
ladung und homogener Flichenladung bevorzugt. Daneben aller-
dings operiere ich anch mit homogener Volumen- oder Flichen-

1) H. A. Lorentz, Physik. Zeitschr. 2. p. 78. 1900.

2) M. Abraham, Gottinger Nachrichten p. 20. 1902,

8) W. Kaufmann, Gottinger Nachrichten p. 291. 1902.

4) W. Kaufmann, Verhandl. der 74. Naturforscherversammlung in
Karlsbad; Physik. Zeitschr. 4. p. 54. 1902.

5) M. Abraham, Verhandl. der 74. Naturforscherversammlung in
Karlsbad; Physik. Zeitschr. 4. p. 57. 1902.
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ladung eines Ellipsoides, um zu unterscheiden, welche Resultate
aus den allgemeinen Grundgleichungen, und welche aus der spe-
ziellen Annahme der allseitigen Symmetrie des Elektrons folgen.

Drei Systeme von Grundgleichungen sind es, auf denen
die Dynamik des Elektrons beruht. Die erste ,,kinematische
Grundgleichung* (I) schrinkt die Freiheit der Bewegung des
Elektrons ein, das System der ,,Feldgleichungent (I1) ergibt das
vom Elektron erregte elektromagnetische Feld, wiahrend das
dritte System der , dynamischen Grundgleichungen* (III) die
Bewegungen bestimmt, die das Elektron in einem gegebenen
duBeren Felde ausfiihrt.

Die in der ersten Grundgleichung enthaltene Kinematik
des Elektrons stimmt mit derjenigen des starren Korpers
fiberein; wie die Materie an den Volumenelementen des starren
Korpers, so haftet die Elektrizitit an den Volumenelementen des
starren Elektrons. Diese kinematische Grundhypothese -mag
manchem willkiirlich erscheinen; mancher wird, auf die Analogie
der gewohnlichen, elektrisch geladenen festen Kérper sich be-
rufend, die Vorstellung vertreten, daB die ganz enormen Feld-
starken, die an der Oberfliche des Elektrons herrschen —
dieselben iibertreffen die unserer Messung zuginglichen um
das Billionenfache — im stande sind, das Elektron zu defor-
mieren; am kungelfsrmigen Elektron wiirden sich alsdann die
elektrischen und die elastischen Kriifte das Gleichgewicht
halten, so lange als das Elektron ruht; durch die Bewegung
des Elektrons aber wiirden die Krifte des elektromagnetischen
Feldes, und daher auch die Gleichgewichtsform des Elektrons
geandert werden, Es ist nicht diese Vorstellung, die zur Uber-
einstimmung mit dem Experiment gefiihrt hat. Auch schien
mir die Annahme eines deformierbaren Elektrons aus prin-
zipiellen Griitnden unzulissig zu sein. Denn sie fithrt zu der
Konsequenz, daB bei der Forminderung von den elektro-
magnetischen Kriiften, oder gegen sie Arbeit geleistet wird,
daB also auBer der elektromagnetischen Energie eine innere
potentielle Energie des Elektrons heranzuziehen ist. Wire das
wirklich notwendig, so wiare bereits die elektromagnetische Be-
griindung der Theorie der Kathoden- und Becquerelstrahlung,
eines rein elektrischen Vorganges, unméglich, dann wire aaf
die elektromagnetische Begriindung der Mechanik von vorn-
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herein zu verzichten. Es ist nun unser Ziel, die Dynamik des
Elektrons rein elektromagnetisch zu begriinden; daher diirfen
wir ithm ebensowenig Elastizitit, wie materielle Masse zu-
schreiben. Wir hoffen umgekehrt die Trégheit und die Elasti-
zitat der Materie auf Grund der elektromagnetischen Auffassung
verstehen zu lernen.

Eine der soeben angedeuteten verwandte Uberlegung mag
Heinrich Hertz geleitet haben, als er in seinen ,,Prinzipien
der Mechanik® nur solche kinematische Zusammenhinge zulieB,
deren Bestehen weder Erzeugung noch Zerstérung kinetischer
Energie bedingt. Das war notwendig, weil er alle Energie
auf kinetische Energie bewegter Massen, alle Kriifte auf kine-
matische Verbindungen zuriickfilhren wollte. Dem Einwande,
daB wir starre Verbindungen in Wirklichkeit nur angenihert
realisiert finden, begegnet Hertz mit den Worten?): ,,auf der
Suche nach den wirklichen starren Verbindungen wird unsere
Mechanik vielleicht zur Welt der Atome herabzusteigen haben‘.
Nun, die elektromagnetische Mechanik steigt noch weiter herab;
in den Atomen der negativen Elektrizitit, diesen Kugeln, deren
Radius nur den billionten Teil eines Millimeters betrigt, nimmt
sie eine starre, unverinderliche Anordnung der elektrischen
Ladung an. DaB es zuliissig ist, von starren Verbindungen
zu reden, bevor man von Kriften gesprochen hat, das hat
Hertz iberzeugend dargetan. Unsere Dynamik des Elektrons
unterlafBt es iiberhaupt, von Kriften zu reden, die das Elektron
zu deformieren bestrebt sind. Sie spricht nur von ,Auferen
Kraften®, die ihm eine Geschwindigkeit oder Drehgeschwindig-
keit zu erteilen vermogen, und von ,inneren Kriften®, die,
vom Felde des Elektrons herrithrend, jenen das Gleichgewicht
halten. Und auch diese ,Krifte* und ,Drehkrifte sind nur
Hiilfsbegriffe, die definiert werden durch die kinematischen
und die elektromagnetischen Grundbegriffe. Das Gleiche gilt
von Worten wie ,,Arbeit®, , Energiet, ,, Bewegungsgrofe*, bei
deren Wahl allerdings das Bestreben maBgebend war, die
Analogie der elektromagnetischen Mechanik zur gewohnlichen
Mechanik materieller Korper deutlich hervortreten zu lassen.

Die Feldgleichungen und die dynamischen Grundgleichungen

1) H. Hertz, Die Prinzipien der Mechanik p. 41. Leipzig 1894.
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werden im zweiten Abschnitte in Anlehnung an die Liorentz-
sche Theorie entwickelt. Im dritten Paragraphen wird nach-
gewiesen, daB man aus dieser Theorie nicht nur eine elekiro-
magnetische Energie, sondern auch eine elekiromagnetische
Bewegungsgrofe ableiten kann. Das bhat zuerst Hr. Poincaré?)
hervorgehoben; er zeigte, daB bei Einfithrung einer solchen
der Schwerpunktsatz fir Elektronensysteme gilt, und behauptete
von dem Flichensatz das Gleiche. Die Existenz einer elektro-
magnetischen BewegungsgréBe ist fir die Dynamik des Elek-
trons von fundamentaler Bedeutung. Sie allein ermdoglicht die
Zurickfihrung der inneren Krifte auf einen vom -elektro-
magnetischen Felde des Elektrons abhingigen ,,Impuls® und
»,Drehimpuls®, und gestattet so eine vereinfachte Berechnung
der elektromagnetischen Masse und des elektromagnetischen
Tragheitsmomentes. Von ihr hingt auch das sehr bemerkens-
werte Resultat ab, daB die Dynamik der wichtigsten Klasse
von Bewegungen des Elektrons, der ,,ausgezeichneten Be-
wegungen®, sich in die analytische Mechanik Liagranges ein-
ordnen 1a8t. Ich habe darum geglaubt, eine neue Ableitung
der elektromagnetischen Bewegungsgrofie geben zu sollen; mit
Hiulfe von Vektoranalysis wird der skalare Ausdruck fir die
virtuelle Arbeit der inneren Krifte umgeformt und so gleich-
zeitig die Poincarésche Transformation der inneren Kraft und
die entsprechende der inneren Drehkraft erhalten. Durch Ein-
fithrung des transformierten Ausdruckes der virtuellen Arbeit
der inneren Krifte wird ferner, im vierten Paragraphen, die
dynamische Grundgleichung (III) auf eine Form (VII) gebracht,
die dem d’A4lembertschen Prinzip entspricht; auch ergeben sich
die ,,Bewegungsgleichungen* (VIIa, b) des Elektrons, welche
die zeitlichen Anderungen des Impulses und des Drehimpulses be-
stimmen. -Die groBere Schwierigkeit der mathematischen Behand-
lung dieser Bewegungsgleichungen gegeniiber den Bewegungs-
gleichungen der gewshnlichen Mechanik ist darin begriindet, daB
Impuls und Drehimpuls nicht in einer gleichzeitig allgemeinen
und strengen Weise als Funktionen der jeweiligen Geschwindig-

1) H. Poincaré, Arch. Néerland. (2) 5. p. 252. 1900. (Lorentz-
Festschrift.) - Eine eigentiimliche Ableitung der elektromagnetischen Be-

wegungsgréBe aus dem Impulse bewegter Faradayscher Rohren gab
J. J. Thomson, Rec. res. p. 9 1893.
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keit und Drehgeschwindigkeit zu bestimmen sind, sondern fir
jede einzelne Bewegung, ihrer Vorgeschichte gemiB, gesondert
durch Integration der Feldgleichungen ermittelt werden miissen,

Im fiunften Abschnitte gelangen wir, nachdem die Feld-
gleichungen auf ein im Elektron festes Koordinatensystem
bezogen sind, zu der Einsicht, daf eine Klasse ,,ausgezeichneter
Bewegungent* besondere Beachtung verdient. Dieselbe ist da-
durch ausgezeichnet, daB das Feld, beurteilt von einem mit dem
Elektron starr verbundenen Geriist aus, stationir ist, und durch
die hiermit verkniipfte Eigenschaft des fiir die inneren Krifte
maBgebenden Vektors, der Gradient eines ,, Konvektionspotentials*
zu sein. Zu den ausgezeichneten Bewegungen gehort unter
anderen gleichformige Translation und gleichférmige Rotation.

Reine Translation wird in den nichsten vier Paragraphen
(6—9) untersucht. Die Gesetze des Feldes, das von einem
gleichférmig bewegten Elektron erregt wird, sind im wesent-
lichen bereits in den oben zitierten Arbeiten der Herren Morton
und Searle enthalten; unbekannt aber blieb jenen Autoren
die aus den Feldgesetzen folgende Tatsache, dall Impuls und
Energie sich in der aus der analytischen Mechanik bekannten
Art aus der ,,Lagrangeschen Funktion ableiten lassen, einer
Funktion, die definiert ist als Differenz der magnetischen und
elektrischen Energie, und die sich ausdriickt durch ein iiber
das Volum des Elektrons erstrecktes, vom Konvektionspotential
abhingiges Integral. Fiir reine Translation gilt das erste Axiom
Newtons. KEs gilt auch das zweite Axiom, d. h. es 1aBt sich
eine ,,elekiromagnetische Masse* definieren; dieselbe ist freilich
kein Skalar, wie die Masse der gewdhnlichen Mechanik, sondern
ein Tensor von rotatorischer Symmetrie, dessen Komponenten,
die longitudinale und die transversale Masse, in verschiedener
Weise von der Geschwindigkeit abhiingen. Allerdings gilt das
zweite Axiom nur fiir quasistationsre, d. h. fiir nicht zu rapide
beschleunigte Bewegungen; es zeigt sich jedoch, daf in
praxi alle beobachtbaren Geschwindigkeitsinderungen und Ab-
lenkungen durchaus quasistationir erfolgen.

Im zehnten Abschnitt wird die allgemeine Untersuchung
der ,ausgezeichneten Bewegungen* wieder aufgenommen. FEine
Betrachtung, die sich auf den Energiesatz und auf die Impuis-
siitze stiitzt, fithrt zu dem Resultat, daB fiir stationidre und
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quasistationire Bewegungen dieser Klasse die Lagrangeschen
Gleichungen gelten. Im elften Paragraphen wird die Anwendung
auf die Rotation des Elektrons gemacht, im zwdlften diejenige
auf translatorische Bewegung eines Ellipsoides.

Die mathematische Formulierung aller der zu entwickeln-
den Beziehungen gewinnt nicht nur grdBere Eleganz, sondern
auch engeren AnschluB an die physikalische Auffassung, wenn
man die Vektorenrechnung verwendet. Was die geometrische
Bedeutung der Begriffe und Symbole dieses Kalkiils anbelangt,
so verweise ich auf meinen Artikel in der Encyklopidie der
mathematischen Wissenschaften); ich begniige mich hier damit,
die im folgenden gebrauchten Symbole und Rechnungsregeln
zusammenzustellen. Dabei werden Vektoren im allgemeinen
mit deutschen Lettern bezeichnet, ihre Komponenten durch
den Index kenntlich gemacht. Wir definieren folgende

Symbole:

(% B), das ,smnere Produkit der Vektoren % und B, ist der Skalar:
AB. + 4B, + A B..

[AB)], das ,dupere Produkt der Vektoren ¥ und B, ist der Vekior,
dessen Komponenten sind:

B, —-AB, AB.-UDB, AB,-ASB,.
div ¥, die ,,Divergenx des Vektors ¥, ist der Skalar:
ou 0%, 3%,
dx oy 0%

Hiufig verwandt wird die als ,,Gaufscher Satx** bekannte Trans-
formation eines Raumintegrales in ein Qberflichenintegral:

fffdvdiv%l:ffdo%v.

curl %, der ,,Curl* des Vektors I, ist der Vekfor, dessen Komponenten

sind:
6%[._% U, Y, oN, o,
dy = 9z’ dx Bz’ Bz oy
grad @, der ,,Gradient” des Skalars ¢, ist ein Vekfor mit den Kompo-
nenten:
_9e o9 o
oz’ T8y’ T 8x’

4 ¢ ist der Skalar:

1) M. Abrabam, Encyklopsidie d. mathem. Wissensch. 4. Art. 14,
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A4 Y ist der Vekfor mit den Komponenten:
9%, . A, YU, 0, N 02, + a2y,
Gt dy? 4z’ dz? a4 oxt
o, | o'W, | 0%,
T T ey T e
(AV)B ist der Vektor, dessen Komponenten sind:

823 08, 98; 08, 08, 08,

A caz T gy + A, on’ A, 6; +%’8y+%’8x
09, 0%, 08B,
gy T Wy +% G0

Auch der mit der Vektoranalysis nicht Vertraute iiberzeugt
sich durch Nachrechnen leicht von der Giiltigkeit folgender

Rechnungsregeln:
a) (AB)=(BA.
P (AB] =—[BU)
7) (AB, ) = (¥ [BE).
3 {9, [BE]] = BQRAGC) — CAYB).
g) dive A = @div¥A — (A grad ¢); vermdge des Gaubschen Satzes kann
man diese Rechnungsregel auch schreiben:

SJdop=[[[dvgaivet ~ [[[dv@grad )

2) div [AB] = (B curl A) —~ (A curl B); der Gaub’sche Satz ergibt:

Jfdou®h = [ [do@eurt®) — [ [ dv@curl B).

) curl [ AB]=BNHA - (AF)B + AdivB — Bdivy.
9) —grad (A B) = Ncurl B} + (Beurl Y] + ANV + (BN
¢ divgradg =— 4 ¢.
#) curl curl A =~ grad div ¥ — 4.
Wir geben eine Ubersicht iiber die wichtigsten der im
folgenden benutzten

Bezeichnungen,
t = Zeit.
x, y, * = Kartesische Koordinaten.
d v = Volumenelement,
= Fliichenelement der Begrenzung des Feldes.

do

v = #uBere Normale desselben.

q = Vektor der Translationsgeschwindigkeit des Elektrons,

& = Vektor der Rotationsgeschwindigkeit.

t = Vektor, der den Abstand eines Punktes des Elektrons vom Mittel-

punkte anzeigt.
Annalen der Physik. IV. Folge. 10. 8
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v = g + [¥ 1] = Geschwindigkeitsvektor des Punktes.
ds= Vektor der virtuellen Verriickung.

&y = dessen Komponenten.

¢ = Betrag der translatorischen Geschwindigkeit.

¢ = Lichtgeschwindigkeit.

g = —Z— Quotient der beiden GréBen.

('}

€, $ Feldsticken des vom Elektron erregten elektrischen bez. magne-
tischen Feldes.
Gr, On Feldstirken des duBeren Feldes.

F=C+, 08,  H=Ct o, 00

=9~ b6l

c
€= —4%{ +[€ H] = Poynting’'scher Strahlvektor.

W,, W., W elektrische, magnetische und gesamte Energie.
L= W, - W,= Lagrangesche Funktion.

®, G der Impulsvektor bez. sein Betrag.

M = Drehimpuls.

® = #ubere Kraft.

® = #ubere Drehkraft.

4;, A, Arbeit der inneren bez. #uBeren Krifte.

@ = skalares Potential.

[ = Vektorpotential.

*D

= @ = —i— (v %) = Konvektionspotential.

¥
¢ = riumliche Dichte der Elektrizitit.
e = Ladung des Elektrons, in abs. elektrostatischem MaBe.
& = L:"— = Betrag der Ladung, elektromagnetisch gemessen.
yo = clektromagnetische Masse bei geringen Geschwindigkeiten.
1 1 1+ 8 2 longitudinale
= =3y .l - Ipf[2 8 -
e =3por () = $ue [z { ; n(l—ﬂ)+ 1_62} Masse.
1 1+ 42 148 transversale
=3 R TR I L STeY =
Hr T;“Ol[](ﬁ) 1 Mo 52 {( 25 )ln(1_6> 1} Maasse.
p = elektromagnetisches Trigheitsmoment.
a = Radius des Elektrons.

§ 2. Die Grundgleichungen.

Dem Elektron, dem Atome der negativen Klektrizitit,
schreiben wir die Ladung e zu, die wir durch absolute elektro-
statische Kinheiten ausdriicken. Das in den Kathodenstrahlen
und Becquerelstraklen bewegte freie Elektron betrachten wir als
eine Kugel von dem wunveriinderlichen Radius a. Uber die Ver-
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teilung der Ladung machen wir die beiden einfachsten An-
nahmen, die moglich sind. Die Elektrizitit soll entweder
gleichférmig iiber das ganze Volumen der Kugel, oder gleich-
férmig iiber ihre Oberfliche verteilt sein; diese beiden Fille
werden wir durch die Benennungen ,,Jolumenladung und
yFlickenladung* unterscheiden. Bei den allgemeinen Ent-
wickelungen indessen rechnen wir stets mit einer endlichen
rdumlichen Dichte g, indem wir den Fall der Flichenladung
als Grenzfall einer gleichférmigen Verteilung iiber eine sehr
dimne, von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte Schicht
auffassen.

Die Elektrizitit soll, das ist unsere erste Grundhypothese,
an den Volumenelementen des starren Elektrons haften, wie die
Materie an den Volumenelementen des starren Kirpers. FHs soll
demnach fur die Bewegungen des Elektrons, und der an ihm
haftenden Elektrizitit, die Kinematik dcs starren Korpers gelten.
Ks bezeichne g den Vektor, welcher die Geschwindigkeit des
Mittelpunktes des Elektrons nach Richtung und Betrag an-
zeigt, oder die ,,Translationsgeschwindigkeit des Klektrons;
% sei der Vektor, der durch seinen Betrag die Dreh-
geschwindigkeit um den Mittelpunkt, durch seine Richtung
die Lage der Drehachse angibt; der vom Mittelpunkt nach
einem beliebigen Punkte des Elektrons gezogene Radius Vektor
werde t geschrieben; dann ist die Geschwindigkeit der Punkte
des Elektrons bestimmt durch die kinematische Grundgleichung:

@ v =q+ [F1].

Wie in der analytischen Mechaunik, so ist es auch in der
Dynamik des Elektrons zweckm#Big, neben der wirklich statt-
findenden Bewegung eine nur gedachte ,virtuelle’¢ Verriickung
der Punkte des Elektrons in Betracht zu ziehen, welche ihrer-
seits der kinematischen Girundgleichung geniigt; wir bezeichnen
sie mit ds, ihre Komponenten mit § 9, {. Letztere haben
die Gleichungen zu erfiillen:

3 a7 é‘ dy ,
(Ia) O aj 6:1; g“aaﬂLay am+ax“ ’*‘am

die aussprechen, daB die virtuelle Verriickung nicht mit Form-
dnderung verbunden sein darf.
8#



116 M. Abraham.

Ist die Bewegung des Elektrons bekannt, so ist das vom
Elektron erregte elektromagnetische Feld bestimmt durch die
Feldgleichungen der Lorentzschen Theorie:

1 8¢ 4mp

3;) ?‘a—t‘= curl@—-—c—-b,
189
(I b) — = curl €,
¢y divE@=4nyp,
d div 9 =0.

&, © bezeichnen hier die in absolutem GauBschen MaBe
gemessenen Feldstirken des vom FEilektron erregten Feldes,
¢ die Lichtgeschwindigkeit. Gegentiber der Hertz-Heaviside-
schen Form der Feldgleichungen tritt nur insofern eine Anderung
ein, als der Leitungsstrom durch Konvektionsstrom ersetst ist.
Dabei ist der Konvektionsstrom stets durch die absolute Bewegung
des Elektrons bestimmt; die Feldgleichungen (1I) beziehen sich
auf ein im Ather festes Koordinatensystem. Es zeigt sich, daf
einer bestimmten absoluten Geschwindigheit der Translation, die
gleich der Lichtgeschwindigheit ist, in der Dynamik des Elektrons
die Bedeutuny einer kritischen Geschwindigheit zukommd.

Es mag bereits hier eine Form der Feldgleichungen an-
gegeben werden, die sich enger an das urspriingliche Max-
wellsche Gleichungssystem anschlieBt; ihre Wichtigkeit fiir
die Elektronentheorie ist insbesondere von den Herren Th.
des Coudres?) und E. Wiechert? hervorgehoben worden.
Es seien @, das ,skalare Potential, und %W, das ,,Vektor-
potential®, den folgenden Differentialgleichungen gemaf be-
stimmt:

1 0@
e) Eg*até —Aq)—“——475(),
an 1 e sng
f) c’—avﬁ —AQ[_— 6 e,

1) Th. des Coudres, Arch. Néerland. 5. p. 652. 1900. (Lorentz-
Festschrift.)

2) E. Wiechert, Arch. Néerland. 5. p. 549, 1900. (Lorentz-Fest-
schrift.); Ann. d. Phys. 4. p. 667. 1901.
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Dann ergeben sich durch Differentiation die Feldstirken:

g) € = grad o_ 19X

oy c at’
h) § = curl ¥.

Diese Form der Feldgleichungen setzt in Evidenz, daB
das Feld angesehen werden kann als Superposition der KEr-
regungen, die von den einzelnen Volumenelementen des Elektrons
ausgehend mit Lichtgeschwindigkeit in den Raum hinaus eilen.

Das Elektron befinde sich nun in einem gegebenen #uBeren
Felde von den Feldstarken €,, $,. Zur Bestimmung der Be-
wegungen, die es ausfihrt, ist noch eine weitere Grund-
gleichung notwendig, die ,kinetische® oder ,,dynamische®
Grundgleichung. Zu dieser fithrt uns folgende Uberlegung.
Die Herren H. A. Lorentz und E. Wiechert haben gezeigt,
daB man die Krifte, welche auf ruhende und auf strémende
Elektrizitiit im elektrischen bez. im magnetischen Felde wirken,
aus der Elektronentheorie ableiten kann, wenn man fir die
auf das einzelne Elektron wirkende Kraft den Ansatz macht:

@:e%h, %h=@h+%[qg)h]

Dabei wird das Elektron als Punktladung aufgefaBt. Wir
unterscheiden die Volumenelemente des Elektrons, und definieren
die auf das Volumenelement dv wirkende duflere Kraft durch

(1) 0dv®,, T =6+ [v9,].

Nun gilt aber das Maxwell-Hertzsche Prinzip der Einheit
der elektrischen und magnetischen Kraft. Diirfen wir diesem
Prinzip vertrauen, so miissen wir die Unterscheidung eines
von der Anwesenheit des KElektrons unabhiingigen ,duBeren®
und eines vom Elektron selbst erregten ,inneren® Feldes als
eine kiinstliche ansehen. In Wirklichkeit gibt es immer nur
ein einziges Feld von den Feldstirken € + €,,  + 9, Dem-
gemiB stellen wir der “uBeren Kraft eine innere, an dem
Volumenelement dv des Elektrons angreifende Kraft gegeniiber:

(18) 0dvg, T=C+ - bl
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Wir bezeichnen ferner die iiber das Volumen des KElektrons
erstreckten Integrale

(1b) 54, =ﬂfdvg 3,09,

(1¢) P Aisfffdv()(%ﬁs)

als virtuelle Arbeit der duBeren bez. der inneren Krifte, und
stellen die Forderung auf: Fir jede virtuelle Verriuckung des
Elektrons verschwindet die Summe der virtuellen Arbeiten der
inneren und duferen Krifte.

(I1I) 6‘1i+5Ah=fffdv0(%+%h,5s)=0

Das ist unsere ,,dynamische Grundgleichung®.

Wenden wir die Gleichung (III) zuerst auf eine virtuelle
Translation, alsdann auf eine virtuelle Rotation an, so zerfillt
sie in die beiden Vektorgleichungen:

Jf[aves+si=0,

[[[averss+81=0.
Wir nennen Q

(1d) @————fffdvg%h,
(Le) @=fffdvg[r%,,],

die resultierende dupere Kraft bez. Drehkraft,

(1f) ff dvoF

und

(1g) f[[averzs

hingegen die resultierende innere Kraft bez. Drehkraft.

Jene beiden, in der skalaren (leichung (III) enthaltenen
Vektorgleichungen besagen dann: Die resultierenden inneren
und “dupferen Krifte und Drehkrifte halten sich das Gleichgewicht

(ITa) fffdvp%—{-@:O,

(ILTh) fffdvg[t%}]-{-@=0.
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Die kinematische Grundgleichung (1), die Feldgleichungen (II)
und die dynamischen Grundgleichungen (11I) das sind die Grund-
lagen der Dynamik des Elektrons.

$ 8. Blektromagnetische Energie und elektromagnetische
Bewegungsgroie.

In diesem Abschnitte sollen aus den Feldgleichungen zwei
Sitze abgeleitet werden, die den Sitzen von der Energie
und der BewegungsgroBe entsprechen. Die Energetik des
elektromagnetischen Feldes ist von Maxwell, Poynting und
Hertz entwickelt worden; die Ausdriicke fiir die elektro-
magnetische Energie und fiir die Energiestrahlung, zu denen
die Maxwell-Hertzsche Theorie fithrt, bleiben auch in der
Elektronentheorie giiltig, wie Hr. H. A. Lorentz zeigte.?)
Der Vollstandigkeit wegen erbringen wir den Beweis.

Die ,,Leistung der inneren Krifte* betragt

%=Iffd,,@(n§})=ff dvo(vG).

Dieser Ausdruck wird durch Heranziehung der Feldgleichung
(ITa) auf die Form gebracht

d{%=fﬁfffdv<@, curl@-%%‘tg);

da ferner, nach Rechnungsregel ¢:

.{;.If dv(€ curl@):ﬁ-fffdu(‘\’gcurl@)
~ i [[eotesy,

so folgt, mit Riicksicht auf die Feldgleichung (IIb):
dA d
@) L [faos,=— L [[f @+ 9% =— 47

Hier bezelchnet
@) &= [€9]

den Poynting’'schen Strahlvektor, mithin das zweite Glied der
linken Seite die durch die Begrenzungstliche des Feldes nach

1) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie der elektr. u. opt. Erschei~
nungen in bewegten Korpern. p. 22. Leiden 1895.
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auBen hindurchtretende Strahlung. Die Gleichung IV besagt
demnach : Leistung der inneren Krifte und Ausstraklung erfolgen
auf Kosten der Grife

28) W= [ erie+ o1,

die man als elektromagnetische Energie des Feldes bezeichnet.

In entsprechender Weise wie die Existenz einer elektro-
magnetischen Energie 148t sich auch die Existenz einer elektro-
magunetischen Bewegungsgriofie aus den Feldgleichungen ableiten.
Das hat Hr. H. Poincaré, gestiitzt auf eine zuerst von Hrn.
H. A. Lorentz!) angegebene Umformung des Ausdruckes (1f}
der inneren Kraft, gezeigt?); er hat ohne Angabe des Beweises
behauptet, daf der Ausdruck (l1g) der inneren Drebkraft eine
ahnliche Transformation gestatte. Wir erhalten die beiden Trans-
formationen mit einem Schlage, indem wir den Ausdruck (lc} fur
die virtuelle Arbeit der inneren Kriifte mit Hulfe ron Vektor-
analysis umrechnen.

Der Vektor s der virtuellen Verriickung war zunichst
nur fir die Punkte des Elektrons definiert. Wir erweitern jetzt
seine Definition folgendermaBen. Wir denken uns ein mit dem
Elektron starr verbundenes Geriist konstruiert, das alle Bewegungen
des Elektrons mitmacht, die wirklichen, wie die virtuellen. Wir
verstehen jetzt unter &'s die virtuelle Verritckung eines Punktes
des Elektrons oder des Geriistes; vermdge dieser erweiterten
Definition sind die Komponenten § % £ der virtuellen Verriickung
nunmehr stetige Funktionen der Koordinaten; es gelten im
ganzen Raume die Diﬁ'erentialgleichungen

0 @ YO o 8E &,
@ O=Gs=5y =+~ 5zt 5y ~ it 3y s
denn Elektron und Geriist sind nur virtueller Translationen
und Rotationen, aber keiner Forminderung fihig.

Den Ausdruck (1c) der virtuellen Arbeit der inneren
Kriifte diirfen wir jetzt als ein #iber das ganze, von der Flache O
begrenzte Feld erstreckies Integral ansehen, zu dem die
auBerhalb des Elektrons liegenden Volumenelemente nur darum
keine Beitriige liefern, weil sie von elektrischer Ladung {rei

1) H. A. Lorentz, L. c. p. 26,
2) H. Poincaré, Arch. Néerland. (2) 5. p. 252. 1900.
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angenommen werden. Wir konnen dasselbe durch partielle
Integration umformen. Wir erhalten zunichst, die Definitions-
gleichung (1a) des Vektors §, die Feldgleichungen Ila, ¢, sowie
die Rechnungsregel (y) verwendend :

o= [[[avo@ss+ [[[42¢ o). a9
=41”ff dv (€ ds)divE

+f;%fffdv<curlg) - —i %?—,[32)(58])-

Wir setzen
(3a) 0d, =04, +04,_,

Bb) A, = 41nﬂ' dv(€0s)divE,

Bg) a4, =L ff du(curlg_)_%..%‘?,[@as]).

Wir rechnen 0 4, und o' 4, den elektrischen und magnetischen
Anteil der virtuellen Arbeit J 4,, einzeln um, wobei jetzt die
Komponenten der Vektoren €, £, 0 s als stetige, differenzierbare
Funktionen der Koordinaten und der Zeit zu betrachten sind.
Die Anwendung der Regel (¢) ergibt:

(3d) 04 = 41nffdo(@(5s)@r+4—% Jf dv (&, grad (§d's)) .

Driickt man das innere Produkt des Vektors & und des
Gradienten von (€Js) durch die Komponenten von € und J's
aus, so bemerkt man, daB die Differentialquotienten von &7 &
nach den Koordinaten nur in solchen Verbindungen eingehen,
die infolge der Gleichungen (3) verschwinden. KEs wird:

(€, grad(€39) = — {&(6, %7 + ¢, %% + 6 %%

g

o€, 0¢ dE
(65, + 6, 5+ 657

R R R I

Mit Hilfe der Feldgleichung (IIb) 148t sich der Faktor von &
auf die Form bringen:

. 86, 86, | o 96, _ 186 1 (. 8§, 39,
G e T &G, TG =1, L6 G~
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entsprechende Ausdriicke gelten fiir die Faktoren von % und £
Daher wird

(G, grad (€ 84)) = } (05, grad &%) — (5.5‘, L [@, %—“j]) .
Da ferner, mit Riicksicht auf Regel (g), und die aus (3) folgende
Beziehung
. _0§ 09, 6§
dlv53—570+5?7+5;—0,
3 (0s, grad %) = — $divE?Js
zu setzen ist, so erhalt der Ausdruck (3d) schlieBlich die Form:

04,= g [[d0(2(659).6,— 63,4

e [T 4e(on 2e38)

J, s gibt dabei die zur Begrenzung normale Komponente der
virtuellen Verriickung an; das Oberflichenintegral héngt nur
von der elektrischen Feldstiirke, nicht von der magnetischen
ab. Ein entsprechendes, nur von der magnetischen Feldstiirke
abhingiges Oberflichenintegral 148t sich von dem Ausdruck
{8c) abspalten.

Die Rechnungsregeln () und («) beachtend, schreiben wir

6t { sy = - ff[aeems, 99

- L fffon oo 2525
Nun besteht nach Regel (&) die Identitiit:

(curl §, [99s]) = (§, curl [93s]) + div [, [Dd4]];
beide Terme lassen sich umformen. Nach der Regel n wird,
mit Riicksicht auf div) =0 (Gleichung (IId) und divds =0
{Gleichung (3)):

curl[0s) = (957)9 — (D F)ds;
man erhilt daher:

(©, owrl [935) = 9, (£5% + 5% + t5%)

9, 49, 49,
+3§y(§’ﬁ+ﬂ 7y +§"‘6’%'>

(3e)

o (g0 09 L0
+9, (652 4000 4+ %0);
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denn die von (§F)Js herrihrenden Terme fallen den Glei-
chungen (3) zufolge fort. Wir schreiben, Regel ¢ verwendend,

(D, curl [H0s5]) =— } (95, grad H?) = L divH?ds.
Ferner gilt nach Regel 4:
[0, [90s]] =D (®ds) — 9.
Mithin wird schlieBlich
(curl §, [H0s]) = div{H(HIs) — L H20 s},

und es nimmt (3f) die Form an:

= & [ dot29 099, — 9204
_Zli'ff "dv (()‘s, 4} [%, @])

Durch Addition von (3e), (3g) erhdlt man schlieBlich den #rans-
formierten Ausdruck fur die virtuelle Arbeit der inneren Krifte:

im= e 57

+ff 2(E 05 G, — G20, s+2(H 5D, —H?0, ).

(38)

(3h)

Das hier auftretende Oberflichenintegral hingt mit den
sogenannten ,, Mazwellschen Spannungen“ zusammen. Wir
bezeichnen die Kraft, die von den Maxwellschen Spannungen
des vom Elektron erregten Feldes auf die Flicheneinheit der
das Feld cinschlieBenden Fliche O ausgeiibt wird, mit P,
deren Komponenten mit X,, ¥,, Z,. Dann ist bekanntlich:

=1 ¥ G2 , 1. —
—X}—W(Q@E(EV E%cosv ) + 8n(2@z$y Hicosv ),
-t 5 2 1 —
— 7Y, = 8n(2@y0§7 E2cosrvy) + 8n<2©y©” HEcosvy),
7 1 2 .._1__ ¢ — H2
—J,A—?;@@z@,—@ cosvz) + Bn(z@z@v H2coswvz).
Die Komponenten sind mit dem negativen Vorzeichen ver-

sehen, weil wir, anders als im allgemeinen itblich ist, unter P
diejenige Kraft verstehen, die von dem inneren Teile des Feldes
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auf die Fliche 0 ausgeiibt wird. Die ,,virtuelle drbeit der von
den Maxwellschen Spannungen ausgeibten Kraft betragt.
B)=EX,+ 0T, +(2=—, 256 — 0,5
+ 29099, — 929, ).

Diese Beziehung in (3h) einfiihrend, erhalten wir:

V) (SA,.+ﬂdo(s,ws)=_ff du(()‘s,zli%%.).

Diese Gleichung gilt fiir jede virtuelle Verriickung des Elektrons
und des mit ihm starr verbundenen Geriistes. Durch An-
wendung auf virtuelle Parallelverschiebung gelangt man sofort
zar Lorentz-Poincaréschen Transformation des Ausdruches
der resultierenden inneren Kraft

(Va) fffdvg%-}-ffdo =—ff dv-—;-g,

durch Anwendung auf virtuelle Drehung zu der entsprechen-
den Transformation des Ausdruckes der resultierenden inneren
Drehkraft

Vo) [ffaveresi+ [[dor®)=— [ffav|r, 553

Die zur Ableitung der Relationen (Va), (Vb) verwandte
virtuelle Verriickung war nur eine mathematische Hiilfskon-
struktion; im Grunde sind zur Herleitung dieser Relationen,
ebenso wie zur Herleitung der Relation (IV), nur die Feld-
gleichungen verwandt worden. Bemerkenswert ist die Ahnlich-
keit zwischen den Relationen (Va), (Vb) und (IV). Es wird
jedesmal ein iiber das Volumen des Elektrons erstrecktes Inte-
gral umgeformt in ein ither das ganze Feld erstrecktes Volumen-
integral, und in ein Flichenintegral; dabei hingt der Integrand
des Volumenintegrales vom Felde nur insofern ab, als der
nach der Zeit genommene Differentialquotient eines durch die
Feldstérken bestimmten Ausdruckes eingeht. Wie diese Form
der Relation (IV) es war, welche die Definition einer elektro-
magnetischen Energie ermoglichte, so fiihrt die entsprechende
Form der Relationen (Va), (Vb) zur Definition einer elektro-
magnetischen Bewegungsgrofe.
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Wir wollen zunichst die Deutung, welche wir der Glei-
chung (IV) gaben, genauer analysieren. Wir denken uns zu
diesem Zwecke die Begrenzung des Feldes durch fremde
Koérper bestimmt; daB der Poyntingsche Vektor & in der
Tat die auf diese Korper fallende Energiestrahlung angibt,
sehen wir im Sinne der elektromagnetischen Lichttheorie als
durch die Erfahrungen iiber Lichtstrabhlung bewiesen an. Die
Relation (IV) widerspricht zunichst dem Energieprinzip; die
Leistung der vom Felde auf das Elektron ausgeiibten Kraft
und die Energiestrahlung auf die das Feld begrenzenden
Korper ergeben in Summa nicht Null; wir erhalten aber das
Energieprinzip aufrecht, indem wir eine neue, iiber das Feld
mit der Dichte 1/8a{E? + $?} verteilte elektromagnetische
Energie einfithren, auf deren Kosten dann Leistung und Aus-
strahlung erfolgen. Eine ganz entsprechende Deutung lassen
nun die Relationen (Va), (Vb) zu. Was zunichst die Max-
wellschen Spannungen anbelangt, so beweist die experimen-
telle Bestiatigung des Lichtdruckes sowie der aus dem Licht-
druck folgenden Gesetze der Temperaturstrahlung, daB diese
Spannungen die vom Felde auf die begrenzenden Kérper aus-
geitbte Kraft richtig bestimmen. Dann aber widerspricht die
Relation (Va) zunichst dem dritten Axiome Newtons; die
vom Felde auf das Elektron einerseits, auf die begrenzenden
Korper andererseits ausgeiibten Krifte heben sich nicht auf,
ebensowenig heben sich der Relation (Vb) zufolge die statischen
Momente dieser Kriifte anf. Wir retten aber das dritte Aziom,
indem wir eine neue elekiromagnetische Bewegungsgrofle einfuhren,
die iber das Feld mit der Dichte 1/c?.& wverteilt ist. An allen
Punkten des Feldes, an denen der Poyntingsche Vektor ge-
rade zeitlich variiert, ist eine als dynamische Wirkung jener
elektromagnetischen Bewegungsgrofe zu deutende Reaktions-
kraft — 1/¢® 0 &/0 ¢ pro Volumeneinheit anzunehmen; alle diese
Einzelkrifte nach den Regeln der Statik starrer Korper zu-
sammensetzend, erbilt man die resultierende Kraft und Dreh-
kraft des Feldes, die teils am Elektron, teils an den begrenzen-
den Korpern angreifen. Die oben gekennzeichnete Form der
Relationen (Va), (Vb) allein ist es, welche die ¥xistenz einer
elektromagnetischen BewegungsgriBe bedingt.
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§ 4. Die Bewegungsgleichungen des Elektrons.

Wir nahmen soeben, um die physikalische Bedeutung der
Oberflichenintegrale in den Relationen (IV) und (V) zu er-
liutern, die Grenzfliche des Feldes als durch fremde Korper
gegeben an. In Wirklichkeit sind solche Korper stets vor-
handen, und bei einer absolut strengen Behandlung des Pro-
blems der Elektronenbewegung wire ihre Anwesenheit zu be-
riicksichtigen. Bei Versuchen mit Kathoden- und Becquerel-
strahlen wiren die Winde der evakulerten Rohre, bei der
elektrischen Ablenkung auch die Kondensatorplatten in Be-
tracht zu ziehen. In diesen Korpern erfolgt die Ausbreitung
des elektromagnetischen Feldes nicht gem#B den fiir den Ather
geltenden Feldgleichungen; da wir jene Gleichungen zu Grunde
legen, so miissen wir das Feld derart begrenzen, dafl alle
fremden Korper ausgeschlossen werden. Freilich vom Stand-
punkte der konsequenten Elektronentheorie aus wird man be-
haupten, die Materie beeinflusse die Ausbreitung des vom
Elektron erregten Feldes nur insofern, als ihre eigenen Elek-
tronen in Bewegung gesetzt werden und ihrerseits elektro-
magnetische Felder erregen. Bestiitigt sich diese Hypothese,
so wird man im stande sein, die Riickwirkung jener Korper
auf die Bewegung des Elektrons in den Vektor §, mit auf-
zunehmen. Bisher ist es indessen nicht gelungen, die Ein-
wirkung der Materie auf die Kathoden- und Becquerelstrahlen
vom Standpunkte der elektromagnetischen Theorie aus be-
friedigend zu erklaren. Probleme, bei denen diese Kinwirkung
wesentlich ins Spiel kommt, wie z. B. die Reflexion der Ka-
thodenstrahlen, die Emission der Becquerelstrahlen, sind daher
der theoretischen Behandlung zundchst unzuginglich.. #ir
beschrinken uns daher auf solche Elektronenbewegungen, welche
von der Materie nicht wesentlich beeinflufit sind. Wir ziehen nur
rein elekirische und magnetische Binwirkungen in Betracht, die
wir bei der Berechnung der Feldstirken §,, §, des ,4uBeren¢
Feldes beriicksichtigen. Zu diesen Einwirkungen gehiren auch
diejenigen, die von den anderen, im Kathoden- bez. Becquerel-
strahl bewegten Elektronen herrithren; dieselben wiren am
einfachsten wohl so in Rechnung zu ziehen, daB man das elek-
trische und magnetische Feld des stationiren Konvektions-
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stromes, den der Strahl reprisentiert, zu dem von der Batterie
hez. dem Magneten erzeugten #uBeren Felde hinzufiigte. In
dem MafBe, wie die Feldstiirken dieses Feldes jene iiberwiegen,
verschwindet der Fehler, den man durch Vernachlissigung der
Wechselwirkung der im Strahle bewegten Elektronen zu be-
gehen pflegt.

Nehmen wir alle #uBeren -elektromagnetischen Einwir-
kungen auf das Elektron in die #uBere Kraft und Drehkraft
mit herein, und vernachlissigen den sonstigen Einfluf mate-
rieller Korper, so ist es nicht mehr notwendig, diese Kérper
durch eine Fliche vom Felde abzutrennen; das vom Elektron
erregte Feld kann dann im ganzen Raume durch die Maxwell-
Hertzschen Gleichungen bestimmt werden. Wir lassen daher
die Begrenzung des Feldes in das Unendliche riicken und be-
rechnen das Feld des Elekirons, seine Energie und Bewegungs-
grofle so, als ob das Elektron sich allein im Raume befinde.
In dieser idealisierten Form soll das Problem der Elektronen-
bewegung weiterhin behandelt werden.

Es laBt sich beweisen, daf die iiber die begrenzende
Fliche erstreckten Integrale der Relationen (IV), (V), (Va), (Vb)
verschwinden, wenn jene Fliche ins Unendliche riickt. s
sei etwa die Aufgabe gegeben: Ks soll die Dynamik eines
Elektrons entwickelt werden, welches bis zur Zeit ¢ = 0 sich
in Ruhe befand und dann der Einwirkung auflerer Krifte
ausgesetzt wird. Nun pflanzt sich bekanntlich die durch Be-
wegung des Elektrons erregte Stérung des Feldes mit einer
endlichen Geschwindigkeit fort, namlich mit Lichtgeschwindig-
keit; nach den unendlich entfernten Punkten der Begrenzungs-
fliche gelangt sie mithin erst nach unendlicher Zeit. Zu jeder
endlichen Zeit ist das Feld dort noch das urspriingliche elektro-
statische; daher verschwindet hier der Poyntingsche Vektor,
und somit das Flachenintegral der Relation (IV); der magne-
tische Teil der von den Maxwellschen Spannungen ausge-
tubten Kraft P verschwindet ebenfalls, der elektrische Teil
nimmt mit der reziproken vierten Potenz der Entfernung ab.
Ist die Flache etwa eine Kugel, deren Mittelpunkt mit der
Anfangslage des Mittelpunktes des Elektrons zusammenfillt,
so konvergieren die iber die Flache erstreckten Integrale der
Relationen (V), (Va), (Vb) mit wachsendem Radius der Kugel
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gegen Null, und zwar diejenigen der Relationen (V), (Vb)
mindestens wie die reziproke erste Potenz, dasjenige der
Relation (Va) mindestens wie die reziproke zweite Potenz
dieses Radius. Gehen wir von der genannten ersten Problem-
stellung aus, so diirfen wir demnach die betreffenden Terme
streichen.

Bisweilen ist es zweckmiissig, eine andere Fragestellung
zu Grunde zu legen: Wie bewegt sich ein Elektron, dessen
Geschwindigkeit von Anbeginn an (¢= —o0) bis zur Zeit ¢=0
nach GroBe und Richtung konstant war, und das dann der
Einwirkung #uBerer Krifte ausgesetzt wird. Hier wird man
die Kugel wiederum so konstruieren, daB ihr Mittelpunkt mit
der Lage des Mittelpunktes des Elektrons zur Zeit ¢ = 0 zu-
sammenfillt. Man wird ihren Radius so groB wahlen, daB die
nach diesem Zeitpunkte vom Elektron ausgehenden Stérungen
sie nmoch nicht erreicht haben; dann herrscht auf der Kugel
immer das Feld, welches der urspriinglichen gleichférmigen
Bewegung entspricht. Nun wird im § 6 nachgewiesen werden,
daB in einem solchen Felde die Feldstirken mit der reziproken
zweiten Potenz der Entfernung vom Mittelpunkte des Elektrons
abnehmen. Daraus folgt, dab bei VergroBerung des Radius
der Kugel die Flichenintegrale der Relationen (IV), (Va) min-
destens mit der reziproken zweiten Potenz, diejenigen der Re-
lationen (V), (Vb) mindestens mit der reziproken ersten Potenz
des Radius gegen Null konvergieren. Auch wenn man diese
zweite Problemstellung zu Grunde legt, verschwinden beim
Grenzitbergang die Flachenintegrale. Jene Relationen lassen
sich daher einfacher interpretieren.

Wir nennen das itber den unendlichen Raum erstreckte
Integral

6 #= f f f {€% + 9% die ,,Bnergie des Llektrons®

und unterscheiden ihre Bestandteile

(a) W, = f f f g:: @2 als elektrische Energie,

(3h) W= f f f ‘g: -9? als magnetische Energie.
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Die Relation (IV) schreiben wir jetzt

4 = tem [[faves,

Diesen Ausdruck mit Hiilfe der kinematischen Grundgleichung (I)
und der dynamischen Grundgleichungen (IITa) und (IIIb) um-
formend, erhalten wir:

v 2 e+ @0 = [[[avers)= 42

Diese Gleichung formuliert das Energiegesetz: Die zeitliche Zu-
nakme der Energic des Elektrons ist gleich der Leistung der
dufleren Krifte.

Werden in den Relationen (V a), (V b) die Flachenintegrale
gestrichen, so ersetzen diese Relationen die inneren Krifte
vollstindig durch die dynamische Wirkung der elektromagne-
tischen Bewegungsgrofle. A4n allen Punkten des Feldes, wo die
Dichte der elektromagnetischen Bewegungsgrife zeitlich variiert,
greift an dem mit dem Elektron starr verbunden gedachfen Gerust
eine entsprechende Reahktionskraft, nimlich

—_ .}2_ % pro Volumeneinhetit,

an. Die geometrische Summe aller dieser Krifte ergibt die resul-
tierende innere Kraft, die Summe ihrer statischen Momente die
resultierende innere Drelikraft. Ebenso wird jetzt, der Rela-
tion (V) zufolge, die virtuelle Arbeit der inneren Krifte ersetzt
durch die virtuelle Arbeit, welche jene Reaktionskrifte bei
einer virtuellen Verriickung des Elektrons und des Geriistes
leisten.

Fithrt man nunmehr die Relation (V) in die dynamische
Grundgleichung (III) ein, so erhdlt diese die Form

(VIL) 5Ah—fffdv(6s,%%—?)=0.

Diese Formulierung der Bewegungsgesetze entspricht dem d’Alem-
bertschen Prinzip.

Eine andere Formulierung der Bewegungsgesetze erhalten
wir, wenn wir die Relationen (Va), (VD) in die Form (IIIa),
(IIIb) der dynamischen Grundgleichung einsetzen. Wir nennen

Anunalen der Physik. IV. Folge. 10, 9
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5e) == f f dv@ den ,,Jmpuls des Elehtrons*,

(5d)y M= }17 f f f dv[t&], seinen ,,Drehimpuls®,
bezogen auf den Mittelpunkt des Elektrons. Ks wird

a® 1 06
W=c—ff dv g5

G = fffaelseel Sl e

dt /8¢t bedeutet die zeitliche Anderung, welche der vom
Mittelpunkte des Elektrons aus nach einem im Raume festen
Punkt gezogene Radius Vektor bei der Bewegung des Elektrons
erfibrt. Da q die Geschwindigkeit jenes Mittelpunktes an-
zeigte, so ist

(5e)

ot
) Bt "¢
zu setzen. Mithin wird

[ffas]55e] = — 1oy,
und daher

(61) %=—[Q@]+—§;Iffdv[r%—?].

Durch Kombination von (5e¢), (5f), (Va), (Vb) und (II1a), I1ID)
folgen die Gleichungen, welche die zeitliche Anderung des
Impulses und des Drehimpulses bestimmen, die sogenannten
L Impulssitze*

i@
(VIIa) % — e,
(VIIb) AR )= 6.

Diese ,,Bewegungsgleichungen des KElektrons* entsprechen ganz
den Differentialgleichungen, die man fiir die Bewegung eines
starren Korpers in einer idealen Fliissigkeit aufgestellt hat.
Doch sind, bei dem mechanischen Probleme, die Komponenten
des Impulses und des Drehimpulses lineare Funktionen der
jeweiligen Geschwindigkeit der Translation und Rotation. Bei
dem elektrodynamischen Probleme ist das nicht der Fall; die
Abhingigkeit dieser GréBen von den Komponenten der Ge-
schwindigkeit ist durchaus keine lineare. Ja, strenge yenommen,
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hiingen Impuls und Drehimpuls uberhaupt nicht allein von der
momentanen Bewegung, sondern von der ganzen Vorgeschichte der
Bewegung des Elektrons ab. Denn Impuls und Drehimpuls sind
durch Integrale iiber das den ganzen Raum erfiillende Feld
definiert, dieses aber entsteht durch Superposition der Stérungen,
die das Klektron von Anbeginn an bis zu dem betrachteten
Momente ausgesandt hat. Dieser Umstand bedingt die groBe
Komplikation unseres Problems, welche eine gleichzeitig all-
gemeine und exakte Behandlung der Dynamik des Elektrons
als aussichtslos erscheinen 1aBt. Nur fiir spezielle Klassen von
Bewegungen gelten Funktionsbeziehungen zwischen den Kom-
ponenten der jeweiligen Geschwindigkeit und denen des Im-
pulses, und nur bei sehr geringer Geschwindigkeit der Trans-
lation nehmen dieselben eine lineare Form an.

§ 5. Umformung der Feldgleichungen und der Bewegungs-
gleichungen durch Einfiihrung eines mit dem HElektron starr
verbundenen Koordinatensystems.

Bereits im dritten Abschnitte haben wir ein mit dem
Elektron starr verbundenes Geriist konstruiert. Wir wollen
jetzt die zeitlichen Anderungen berechnen, welche die Feld-
starken € 9, sowie das Vektorpotential % in einem Punkte
dieses mit dem Klektron bewegten Geriistes erfahren; wir be-
ziehen dabei diese Vektoren auf ein in dem Geriist festes Achsen-
kreuz, das die Drehbewegung des Elektrons mitmacht. Hs
sind also die zeitlichen Anderungen der drei Vektoren, be-
urteilt von dem Greriist aus, die wir suchen; wir schreiben sie

¥e  ¥p  yuU

at’ at ' ot
Durch Einfitlhrung derselben in die Feldgleichungen werden
diese auf das mit dem Elektron starr verbundene Achsenkreuz
bezogen.

O'U/ Ot setzt sich aus drei Bestandteilen zusammen;
erstens ist die an dem betreffenden Punkte des Raumes gerade
stattfindende zeitliche Anderung @9 /9 ¢ in Rechnung zu setzen.
Hierzu kommt die Anderung, die daher rithrt, daB der be-
treffende Punkt des Geriistes sich mit der Geschwindigkeit b
durch den Raum bewegt; sie betréigt (0 /)%. Kndlich ist die-
jenige Anderung in Betracht zu ziehen, welche infolge der

9*
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Rotationsbewegung des Koordinatensystems hereinkommt; ans
der Mechanik starrer Korper ist bekanntl), daB diese Anderung
durch [% 9] auszudriicken ist. Die resultierende Anderung ist
daher

&U )
6) IL =2 L emu+ A9,
in entsprechender Weise ergibt sich
. € 9€
(6 a) 77 = a7 T OVE+[ET],

(61) Ze=I0 iomo+ Bl

Die Vektoren ® und %t, der Impuls und der Drehimpuls
des Klektrons, wurden stets auf den Mittelpunkt des Elektrons
bezogen; sie sind durch Integrale iiber den ganzen Raum
definiert. Bei ihnen fillt die zweite Ursache der zeitlichen
Anderung fort; es sind daher, wie fir den starren Kérper, so
auch fir das Elektron die auf das mitbewegte Koordinaten-
gystem bezogenen zeitlichen Anderungen des Impulses und des
Drehimpulses

a6 a®

6¢ dt =7f+[@0]’
am am

(6 d) =g T ).

Wie wir durch Konstruktion des mit dem Elektron starr
verbundenen Geriistes die Definitionsgleichung (I) des Ge-
schwindigkeitsvektors v erweiterten, so konnen wir jetzt auch
die Gleichung (1 a), welche den fiir die inneren Krifte maB-
gebenden Vektor & definierte, und die sich zunichst nur auf
die Punkte des EHlektrons bezog,

§=6€+- o],

in allgemeinerem Sinne deuten. Auferkall des Elektrons gibt
der Vektor & die Kraft an, welche auf einen am Gerust befestigten
elektrischen Einheilspnl wirken wiirde. Sein magnetisches Gegen-
stiick, der Vektor

(7 9 =9- D€,

1) Vgl. z. B. E. J. Routh, Die Dynamik der Systeme starrer
Korper. 1. p. 225, Leipzig 1898.
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stellt die Kraft dar, welche das Feld auf einen mit dem Geriist
bewegten magnetischen Einheitspol ausiiben wiirde,

Wir stellen der Gleichung (6) eine andere gegeniiber, die
sich ergibt, wenn man den Vektor § vermdge der Feld-
gleichungen (ILg), (ITh) durch die Potentiale &, A ausdrickt

§=grad @ — 2 2% 4 Ly curl o,

Nach der Rechnungsregel & ist
—grad (0 %) = [veurl A] + A curlv] + W)U 4+ (AV)b;
da ferner, mit Riicksicht auf die kinematische Grundgleichung
curly =29 und APy = — [AF]
zu setzen ist, so folgt:
[peurl¥A] = — grad (v A) — (b ) A — [AF].
Es wird daher

§=grad {0 — L ou) — - {GF +enu+ @l

Beriicksichtigen wir jetzt die Relation (6), und setzen zur
Abkiirzung

1
(Ta) =@ — (A,
so folgt
1 8%
(7b) F=gradg — =

als Ausdruck des Vektors .

Es ist selbstverstindlich fiir die Berechnung des Gradienten,
des Curl und der Divergenz gleichgiiltig, ob man mit einem
im Raume festen, oder ob man mit einem bewegten Achsen-
system operiert. Denn hier kiime ja nur die jeweilige relative
Lage der Achsenkreuze, nicht deren Bewegung in Betracht; jene
Operationen ergeben nun Vektoren und Skalare, GrifBen also,
dievon der Orientierung des Koordinatensystems unabhéingig sind;
diese sind invariant gegeniiber Koordinatentransformationen.
Da wir vektorielle Schreibweise benutzen, so konnen wir uns
die Umrechnung der nur von der raumlichen Verteilung des
Feldes abhingigen Skalaren und Vektoren ersparen. So kénnen
wir z. B. die Feldgleichung (ILh) $ = curl % unmittelbar auf
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das neue Achsensystem beziehen; mithin folgt aus (7b) die
Relation

(Te) _%6‘;? = curl §;

dieselbe stellt eine Umformung der zweiten Feldgleichung (I1b)
auf unser im Blektron [festes Avenkreuz dar; sie ergibt sich
auch aus Gleichung (6b) in entsprechender Weise, wie jetzt
mit Hiilfe von (6a) die erste Feldgleichung (Il a) umgerechnet
werden soll.

Wir berechnen den Curl des durch (7) definierten Vektors
$’, wobei wir die Rechnungsregel % anwenden

curl ' = curl § ~ — (€ 7)o — (0 7) € + v div € — G div .

Da nun dive =0, (EV)v = — [€&#] zu setzen ist, so folgt,
mit Riicksicht auf die Feldgleichungen (ILa), (Il ¢)

curl § = 2 {57 + o) € + [€ 9]} -
Demnach ergibt (6 a)
(7d) Z—%—?— = curl &,

eine Gleichung, die als auf das Gerust bezogene erste Feld-
gleichung zu bezeichnen ist. Die dritte und die vierte Feld-
gleichung (IL¢), (ITd) gelten, nach der obigen Bemerkung, in
unverdnderter Form.

Die neue Form der Feldgleichungen legt es nahe, eine
Klasse ,,ausgezeichneter Bewegungen* ndher zu betrachten. Die
ausgezeichneten Bewegungen sind dadurch charakterisiert, daf
die Felder des Skalars © sowie des Vektors U, beurteilt von dem
mit dem Elektron festen Gerist aus, stationir sind. Fir diese
Bewegungen verschwindet ¢’ /0 ¢, mithin auch &"$/d¢; aus
(1c) folgt daher: Das Feld des Vektors § ist, bei den ausge-
zeichneten Bewegungen, ein wirbelfreies. Nach (7b) ist @ der
Skalar, dessen Gradient der Vektor  ist; derselbe ist durch (7a)
bestimmt, und wird in dem betrachteten Falle ,,Konvektionspotential®
genannt. Nur digjenigen Felder, die ausgezeichneten Bewegqungen
des Elektrons entsprechen, besitzen ein Konvektionspotential.

Wir rechnen nun auch die Bewegungsgleichungen (VIILa),
(VILb) auf das mit dem Elektron rotierende Achsenkreuz um,
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indem wir die Relationen (6¢), (6d) in dieselben einfiithren.
Die umgeformten Bewegungsgleichungen sind:

® G =R+ 8],
a M
(8a) — =0+ [MI] —[16].
Da nach den Rechnungsregeln (7, «) die Identitit besteht:

@ [®9]) = [a6], 9) = (&, [1®]),
so gilt die Relation

(1 52) + (2 5F) = a® + @ 0).

dt

Die Einfithrung in die Knergiegleichung (VI) ergibt
aW a6 4 Mm

(8 ) @ =)+ (0T

Diese aus dem Energiesatz und den Impulssitzen deduzierte Re-
lation ist fur das folgende wichtig; denn sie stellt eine allgemeine,
von der speziellen Art der duferen Krifte unabhingige Eigen-
schaft des vom bewegten Elektron erregten Feldes dar. Wir er-
halten eine andere Form dieser Relation, wenn wir beachten,
daB es fir Skalare wie ¥, (q®) und (M) gleichgiiltig ist,
ob wir bei der Berechnung ihrer zeitlichen Anderung ein festes
oder ein rotierendes System zu Grunde legen, dab mithin

Law=(129)+ (022).
Lom=(o42) 4 (m%?)
zu setzen ist. Dann wird
89 @O +E@W—#= (6T + (MG

Das ist die Energie und Impuls verknipfende Relation, die uns
im § 10 zu den Lagrangeschen Gleichungen fithren wird. Wir
geben noch einige dort zu verwendende Beziehungen an.

Aus der Definition der Vektoren &, § folgen die Iden-

titaten
fff—‘@% Wt [[[ 42 @ 08D,
[[[ir09)= W+ [[[ =@ D ED.
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Nun ist nach den Rechnungsregeln By 7)

—C9)=® (0C)=(,[€9) =" (0E),
folglich nach (I), (5¢), (5d):

~ L[ e me) =+ 2 [[[4® ne)
=2_16{ff dv(0S) =L@ ®) + LI M.

Wir erhalten mithin

) fjfs,, € =W, — }(6) - $(? W),
00  [[[Lo0)=F.—106)— 1O M.
Durch Addition bez. Subtraktion folgt

O6) @O +@m -1 = [[[ZEy - [[[{ro)
(9¢) Wom W= = [[[i2@8)+ [[[5209)

Ein anderer Ausdruck fiir die Differenz der magnetischen
und der elektrischen Energie folgt aus den Feldgleichungen (II);

nach (IIh) ist
= f f f — (Heurl 0,
die Rechnungsregel ¢ erglbt

W, fff‘“’ (¥ curl &) +ffw{9[g)],,,

wenn wir zunichst das Feld wieder durch eine Fliche O be-
grenzen. Die Feldgleichung (ITa) ergibt

= fIJ oo [ (w5 + ff e

Andererseits ist, nach (Ilg)

We=fffg%( grad(l)—-%%),

oder nach Regel &

Vo= IS LTS (G ) = ) v

LaBt man pun die Fliche 0 in das Unendliche riicken, so
konvergieren die Flichenintegrale gegen Null, sowohl bei der
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ersten, wie bei der zweiten der im § 4 erwihnten Problem-
stellungen. Bei der ersten Voraussetzung iber den Anfangs-
zustand sind %, $ an der Kugelfliche itberhaupt Null, @. G,
ist, wie in der Klektrostatik, der reziproken dritten Potenz
des Kugelradius proportional, mithin verschwindet das ent-
sprechende Flichenintegral mit der — 1te» Potenz des Kugel-
radius. Das Gleiche gilt bei allen stationiiren, insbesondere
bei den im § 10 betrachteten ausgezeichneten Bewegungen,
@, 9 nehmen hier stets mit der — 1ten, €, § mit der — 2ten
Potenz des Abstandes vom Mittelpunkt des Elektrons ab; die
Flichenintegrale verschwinden daher beim Grenziitbergang mit
der — 1ta Potenz des Kugelradius, Ks folgt jetzt, gemaB (7a):

08  W,—w == [[[Eee LA [ cw,

eine Relation, die natiirlich nur dann einen Sinn hat, wenn
das iiber dem unendlichen Raum erstreckte Integral

ff 20 @w

einen endlichen Wert besitzt; fir die Felder der ausgezeich-
neten Bewegungen ist das, wie in § 10 bewiesen wird, der Fall.

§ 6. Gleichférmige Translation.

Wir gehen jetzt zur Behandlung spezieller Bewegungen
iiber, wobei wir folgendermafBen verfahren. Wir nehmen eine
Bewegung an, welche der kinematischen Grundgleichung (I) Ge-
nitge leistet; alsdann bestimmen wir aus den Feldgleichungen (II)
das elektromagnetische Feld. Endlich iiberzeugen wir uns
davon, daf die dynamischen Grundgleichungen (IIT) erfillt sind,
und zwar gehen wir dabei aus von derjenigen Umformung der
dynamischen Grundgleichungen, welche wir die ,,Bewegungs-
gleichungen® nannten (Gleichung VIIa), (VILb). Diese Umformung
setzte allerdings das Verschwinden gewisser, iiber die ins Un-
endliche geriickte Begrenzung erstreckter Integrale voraus; wir
miissen uns jetzt nachtriaglich davon iiberzeugen, daB die Feld-
stirken sich im Unendlichen in der Weise verhalten, wie es
fiir das Verschwinden jener Integrale erforderlich war.

Das in diesem Abschnitte zu behandelnde Problem macht
iiber den Anfangszustand die zweite der im § 4 erwihnten
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Annahmen. Das Elektron soll sich seit unendlich langer Zeit
translatorisch mit einer nach Richtung und Betrag konstanten
Geschwindigkeit bewegen. Kine solche Bewegung, fiir die
&# =0, p=0q zu setzen ist, ist mit der kinematischen Grund-
gleichung (I) ohne weiteres vertriglich. Wir legen die z-Achse
der Bewegungsrichtung parallel, sodaf q,=q,=0 wird, und
setzen fiir den Betrag der Geschwindigkeit q,=g¢, fiir dessen
Verhiltnis zur Lichtgeschwindigkeit ¢/c = .

Um das Feld zu ermitteln, gehen wir aus von der Form (ITe
bis h) der Feldgleichungen. Wie erwihnt, ist das Feld des
skalaren Potentiales @, wie auch dasjenige des Vektor-
potentiales % als entstanden anzusehen durch Superposition
der Beitrige, welche von den Volumenelementen des Elektrons,
ihrer Geschwindigkeit entsprechend, ausgesandt worden sind.
Das Feld hingt somit ab von der Geschwindigkeit, mit der
das Elektron von Anbeginn an bis zu dem betreffenden Zeit-
punkt sich bewegt hat. Bei der gleichférmigen Bewegung nun,
um die es sich jetzt handelt, ist in jedem Moment die Vor-
geschichte der Bewegung dieselbe. Mithin ist das Feld des
Skalars @ und des Vektors %, bezogen auf ein translatorisch
mitbewegtes Achsenkreuz, konstant. Gleichférmige Translation
gehort daher zu den ausgezeichneten Bewegungen.

Die Feldgleichungen (II) bezogen sich auf ein im Ather
festes Koordinatensystem; legen wir jetzt ein mitbewegtes
System zu Grunde, so ist mit Riicksicht auf den stationiren
Charakter des Feldes

8 _ g0
3 = T 9%s
zu setzen; die Gleichungen (IIe), (IIf) werden dann
02 Q@ > 02D
(10 {(1—52)"’”’ + g e = Ao,
PYA L BU | O,
(=g 5+ By T e T dmgf.
Mithin folgt
U =00,
(10a) { hingegen wird
A=A =0.

Aus dem so bestimmten skalaren und Vektorpotential
leiten die Gleichungen (I1g), (ILh) das elektromagnetische Feld ab:
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0 o, 0D
=Gy +B Gy =— (=557,
(10b) dw
y dy ' Pl o
[ S;’;;:O;
oA, 0D
(10¢) = G = P =-6C,
oU, o
®z=_—ay =_‘3*a*:*q”=+ﬂ@y.
Die Komponenten des Vektors ¥ =€+ 1/c[q9] sind:
o0
%a&:@z =_(1—[32)W>
oD
(104d) %y=6§y—ﬁ@z.—_(1_ﬁz)@y=_(1_ﬁz)_a?,
oD

%z=@z+ﬂ©y=(1—ﬂz)@z=_—(l—482) E

Diese Gleichungen konnen wir zu einer Vektorgleichung zu-
sammenfassen

(10e) F=gradgp, ¢=(1—73%.

Da die betrachtete Bewegung zu den ausgezeichneten gehirt,
so hatte die Existenz eines Konvektionspotentiales, dessen Gradient
der Vektor & ist, auch direkt aus den Krgebnissen des § 5
gefolgert werden konnen; der erhaltene Wert desselben folgt
in der Tat aus (7a), (10a). Was endlich den Vector

, 1
O =9—-[€]
anbelangt, so folgt aus (10c¢):
(106) 8 =9 =9 =0

Mit Riicksicht hierauf ergeben die Gleichungen (9¢), (10d):
d
W, — We=—fffé(@3)
—— [[[ 4z + 1 — 9@, + 62}

Der letzte Wert hitte auch direkt aus der Definition der elek-
trischen und magnpetischen Energie, und der Gleichung (10c¢)

(10g)
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gewonnen werden konnen. Die Gleichung (9b) ergibt, mit
Riicksicht auf (10f):

] a
(10k) 76, — W =—[[[{=@3.
Es ist zu betonen, daB die Gleichungen (10) bis (10h) fiir eine
beliebige Verteilung der elektrischen Ladung gelten; die @ber
die Symmetrie des Elektrons gemachte Annahme wurde bisher
nicht herangezogen.

Wir untersuchen jetzt das Verhalten des Skalars @ im
Unendlichen. Wir bilden das Elektron und sein Feld ab auf
ein ruhendes System, das vermodge der Transformation
(11) z

. __KE

S Vi-#

in Richtung der z-Achse gestreckt ist; die Transformation fiihrt
zu einem reellen Systeme, wenn 8 < 1 ist, d. h. wenn die Ge-
schwindigkeit des Elektrons die Lichtgeschwindigkeit nicht
erreicht. Nehmen wir das an, so wird der Skalar & in dem
deformierten Systeme durch die Poissonsche Gleichung be-
stimmt

RN o o
ata) G+ ot = — A7,

Es ist demnach @ zu deuten als Potential eines Rotationsellipsoids,
das iiber sein Volumen, oder iiber eine Oberflichenschicht
homogen geladen ist. In der Potentialtheorie lernt man, dafl
ein solches Potential im Unendlichen von der ersten Ordnung
des reziproken Abstandes vom geladenen Korper verschwindet.
Das Gleiche gilt, den Gleichungen (10a), (10e) zufolge, fir A,
und ¢; aus (10b), (10¢), (10d) folgt, daB die Komponenten
von & 9, § im Unendlichen von der zweiten Ordoung ver-
schwinden. Auch wenn man, mit Hilfe der Transformation (11),
zum bewegten Elektron zuriickkehrt, #ndert sich dieser Sach-
verhalt nicht. Damit sind auch bei der zweiten im § 4 ge-
machten Annahme itber den Anfangszustand die Voraussetzungen
als richtig dargetan, auf denen der dort gegebene Beweis fiir
das Verschwinden der Oberflichenintegrale der Relationen (IV),
(V), (Va), (Vb) beruhte. Jeder mit derartigen Rechnungen
Vertraute, der das Bediirfnis fithlt, den angedeuteten Beweis
genauer auszufithren, und ihn auf beliebige Verteilung der
Ladung auszudehnen, wird dabei keine prinzipielle Schwierig-
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keit finden. Hier wiirde ein genaueres Kingehen auf die be-
treffenden Rechnungen die Aufmerksamkeit allzusehr von anderen,
fiir das vorliegende Problem wesentlicheren Gesichtspunkten
ablenken. Von Wichtigkeit ist das Resultat: Die Bewegungs-
gleichungen (VIla), (VIIb) sowie das &’ Alembertsche Prinzip (VII)
und der Energiesatz (VI) dirfen angewandt werden, wenn der
Anfangszustand (von t=— 0o bis t=0) gleichformiger Trans-
lationsbewegung entspricht, vorausgesetzt, dafi deren Geschwindig-
keit die Lichtgeschwindigheit nicht erreicht.

Die letztere Voraussetzung wollen wir als erfiillt annehmen,
Dann ist also weiter auf Grund der Bewegungsgleichungen
zu untersuchen, ob zur Aufrechterhaltung gleichformiger Trans-
lationsbewegung die Kinwirkung einer #uBeren Kraft bez.
Drehkraft notwendig ist, oder nicht. Da das Elektron sein
Feld, und mithin auch seinen Impuls und Drehimpuls trans-
latorisch mitfiihrt, so ist

46 _dm _ .

at dt !
eine AuBere Kraft @ ist daher nicht erforderlich, wohl aber
eine duBere Drebkraft 6 = [q @], es sei denn daB der Impuls-
vektor der Bewegungsrichtung parallel orientiert ist. DaB eine
auBere Drehkraft angreifen muf, wenn der Impuls schief zur
Bewegungsrichtung orientiert ist, folgt in der Tat aus den all-
gemeinen Impulssitzen. In diesem Falle andert sich namlich
bestindig das statische Moment des Impulses, bezogen auf
einen im Raume festen Punkt, da der Impuls ja am Mittel-
punkt des Elektrons angreifend zu denken ist. Diese Anderung
des statischen Momentes der Bewegungsgrife erfordert eben
die dauernde Einwirkung einer suBeren Drehkraft. Kréftefrei
kann eine gleichfiormige Translationsbewequng dann und nur dann
vor sich gehen, wenn der Impulsvektor in Richtung der Be-
wegung weist,

Ob diese Bedingung der kriftefreien Bewegung erfiillt ist,
das bingt von Form und Verteilung der konvektiv bewegten
Ladung ab. Hier kommt nun die Symmetrie zur Geltung,
die wir dem Elektron zuschrieben. Wir wollen zunichst die
Annahmen iiber die Form und Ladungsverteilung etwas all-
gemeiner halten; wir setzen voraus, daB beide symmetrisch
sind in Bezug auf zwei aufeinander senkrechte, durch die
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Bewegungsrichtung gelegte Ebenen. Wir zeigen, da} bei dieser
Annahme die zur Bewegungsrichtung senkrechten Komponenten
®,, @, des Impulses verschwinden.

Wir wihlen die beiden Symmetrieebenen als (zy), (z2)-
Ebene; dann ist sofort ersichtlich, daf die Differentialgleichung(10)
Form und Sinn bewahrt, wenn man y mit —y, z mit —z2
vertauscht. Mithin ist

C(—y)=Py), P(—2= D).
Mit Riicksicht auf (10b), (10c) folgt hieraus:
Zur (zy)-Ebene symmetrisch sind €, €, 9,.
Zur (zy)-Ebene antisymmetrisch sind €. §,.

Zur (z z)-Ebene symmetrisch sind €, €, 9,.

Zur (zz)-Ebene antisymmetrisch sind €, 9,.

Da §, =0, so folgt: & ist antisymmetrisch zur (zz)-Ebene,
@, ist antisymmetrisch zur (zy)-Ebene. Es zerstoren sich also
die Beitrage, die zwei spiegelbildlich zur (z z)-Ebene liegende
Volumenelemente zur Komponente &, des resultierenden Im-
pulses liefern, und ebenso diejenigen, die zwei spiegelbildlich
zur (zy)-Ebene liegende Volumenelemente zur Komponente @,
liefern. Man beweist iibrigens durch weitere Verfolgung der
Symmetriebetrachtungen leicht, daf alle drei Komponenten des
Drehimpulses verschwinden. Uns interessiert hier nur das
Ergebnis: Ist die Verteilung der bewegten Ladung symmetrisch
zu zwei aufeinander senkrechten, durch die Bewegungsrichtung
gelegten Ebenen, so ist der Impulsvektor der Bewegungsrichiung
parallel orientiert.

Die Bedingung der stationiiren kriftefreien Bewegung whre
also z. B. erfiillt fir ein homogen geladenes Ellipsoid, das
parallel einer der drei Hauptachsen fortschreitet; wir werden
indessen im § 12 zeigen, daB von diesen drei mdglichen Be-
wegungen nur diejenige parallel der grofiten Achse stabil ist.
Fiir unser kugelformiges Elektron mit homogener Volumen-
oder Flichenladung aber ist die obige Symmetriebedingung fiir
Bewegung in einer beliebigen Richtung erfullt. Fir das Elektron
gilt demnach das erste Axiom Newtons in folgender Fassung:
War die Bewegung des Elektrons von Anbeginn an eine gleich-
formige, rein translatorische, und war die Geschwindigheit kleiner
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als die Lichtgeschwindigkeit, so ist, um die Bewegqung gleichformig
zu erhalten, keine dufere Kraft oder Drehkraft erforderlich.

§ 7. Ableitung des Impulses und der Energie aus der
Lagrangeschen Funktion.

Wir nennen mit Rucksicht auf die spiter sich ergebenden
Analogien zur analytischen Mechanik die Differenz der magnetischen
und der elektrischen Energie des Elektrons seine ,,Lagrangesche
FPunktion:

(12) L=Ww_—Ww,.
Die aus (10g) folgende Gleichung

== fff ey

wird mit Hiilfe von (IIc), (10e) und der Regel ¢ auf die Form

gebracht _ _fff doge +ff do<p@y

Riickt die Begrenzung des Beldes ins Unendliche, S0 ver-
schwindet @ von der ersten Ordnung, €, von der zweiten
Ordnung, wie im vorigen Abschnitte gezeigt wurde; mithin
verschwindet beim Grenziibergange das Fliachenintegral. Ks
gilt also die von Searle?) herrithrende Relation:

(12a) ——ff LULE

Dieselbe drickt die Lagrangesche Funktzon aus durch ein iber
das Volumen des Elektrons erstrecktes, vom Konvektionspotential
abhingiges Integral.,

Bei der hier betrachteten gleichférmigen Translation hingt
die Lagrangesche Funktion, bei gegebener Elektrizitits-
verteilung, nur von der Geschwindigkeit ¢ ab. Wir differenzieren
nach dieser, wobei wir von (10g) ausgehen:

AL ([ + (1 — B9(&; + )}
Sflfte e
“fff 6 Gy U= Gy 6

1) G. F C. Searle, Phil. Trans. 187 A. p. 675—718. 1896. In
meiner fritheren Mitteilung (G6tt. Nachr. p. 29. 1902) habe ich U= W,— W,
,Kriftefunktion des Elektrons“ genannt und die Analogie zur elektro-
statischen Energie in den Vordergrund gestellt.
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Wir schreiben unter dem Integralzeichen partielle Differential-
quotienten nach g, um anzudeuten, dafl die Differentiation sich
auf einen bestimmten Punkt des bewegten Systems bezieht;
da die Ladungsverteilung von der Geschwindigkeit unabhingig
angenommen wird, so ist 0o/0¢=0 zu setzen. Nun ergibt
aber (10d) fiir das zweite der obigen Integrale den Ausdruck:

JIJ e ater + 8 + 505y

Mit Ricksicht auf (10c) und das Verhalten von ¢ und @, im
Unendlichen erhilt man als Wert dieses Integrals

I oagtve=[{favo-5;

Das erste Integral mit Hilfe von (10e) umformend, gelangen
wir zu der Relation:

- LI e = o,
oder

(12¢) ® =45,

Die in die Bewegungsrichtung fallende Komponente des Impulses
wird erhalten, indem man die Lagrangesche Funktion nach der
Geschwindigheit differenziert; die Relation (12¢) entspricht der-
jenigen, die man in der analytischen Mechanik ,.erste Zeile der
Lagrangeschen Gleichungen® nennt.

Aus (12), (12¢), (10g) (10h) folgt jetzt auch der aus der
analytischen Mechanik behannte Ausdruck der Energiec durch dic
Lagrangesche Funktion:

dL
(124) W= —L+q5;

Die Relationen (12) bis (12d) gelten fiir beliebige Ladungs-
verteilung; die itber die Symmetrie des Elektrons gemachten
Annahmen wurden bei ihrer Ableitung nicht verwandt. Die
Symmetrie des Elektrons bedingt, wie im § 6 gezeigt wurde,
daB der Betrag des Impulses @ = ®_ wird. Die Gleichungen
(12¢), (12d) gestatten es daher, die Berechnung des Impulses
und der Inergie des Elektrons zuriichzufiihren auf die Bestimmung
der Lagrangeschen Funktion.

Um mit Hilfe von (12a) die Lagrangesche Funktion
des Elektrons zu ermitteln, bestimmen wir zunéchst das Kon-
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vektionspotential. Den Gleichungen (10), (10¢) des vorigen Para-
graphen zufolge hat dasselbe der Differentialgleichung zu geniigen:
18 0 —py70 4 00 L Te . snen .
N o x? 0 y? 0 42
Bei der Liosung derselben bedienen wir uns eines von H. A.
Lorentz?), sowie auch von Searle % angewandten Abbildungs-
verfahrens. Wir bilden das bewegte System §, namlich das
kugelformige Elektron und das Feld seines Konvektionspoten-
tiales, auf ein ruhendes System §' ab durch die Transformation
13a) r=--2 y=y, Z=z.

Vi-¢
Das System § entsteht also, indem § parallel der Bewegungs-
richtung im Verhiltnis 1:}1 — g% gestreckt wird. Die Ladung
entsprechender Volumenelemente soll dabei die gleiche, also

(18D) o =0}1—p
sein. Alsdann ergibt (13):

a’ aﬂ 62 ST e s
(13¢) a—m‘?;“'l“a?;% a—%?;‘= —4mo' Y1 — g%

Das elektrostatische Potential ¢’ im ruhenden Systeme & hin-
gegen erfiilllt die Poissonsche Gleichung

62 (p/ az q)r 82 q)/
134 gzi T oy T ooar
Mithin folgt: -
(13e) (p:(p"l/i—ﬂa
Diese Gleichung fithrt die Bestimmung des Konvektions-
potentiales im bewegten Systeme § zuriick auf die Bestimmung

des elektrostatischen Potentiales in dem gem#B (13a), (18D)
deformierten Systeme §&. Es folgt

fffd?;(p ___ff d”’ﬁ;’_;ﬂ{ ViR

Schreiben wir W= f f f 4 f'_;’i"?',

fiir die elektrostatische Energie des Systemes &, so wird der
Ausdruck (12a) fiir die Liagrangsche Kunktion
(14 Le—YT=fn.

1) H. A. Lorentz, L c. p. 36. ff
2) G. F. C. Searle, Phil. Mag. 44. p. 329. ff. (1897).
Annslen der Physik. IV. Folge. 10. 10

= —4mp.
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Die Bestimmung der Lagrangeschew Funktion ist so zurick-
gefiihrt auf die Berechnung der elehtrostatischen Energie eines
ruhenden Systems ; dasselbe entsteht aus dem bewegten dadurch,
daf eine Streckung (13a) parallel der Bewegungsrichtung aus-
gefihrt wird, wobei die Ladung der Volumenelemente, mithin auch
die Qesamtladung, honstant bleibt.

Dieses Resultat gilt fiir beliebige Ladungsverteilung; wir
wenden es jetzt auf unser kugelformiges Klektron vom Radius a
an. Im Falle gleichformiger Volumenladung des Elektrons ist
gein Bild in & ein gleichformig iiber sein Volumen geladenes
Rotationsellipsoid von den Halbachsen
(14a) Vi%?’ =a, a, a.

Liegt der Fall der Flichenladung vor, so ist in § die Ladung e
gleichformig verteilt iilber eine #uberst diinne, von zwei #hn-
lichen und ahnlich gelegenen Ellipsoiden begrenzte Schicht.
Das Potential ¢’ der letzteren Verteilung ist bekanntlich in
dem Hohlraume konstant, die Verteilung entspricht mithin der
Gleichgewichtsverteilung auf der Oberfliche eines leitenden
Ellipsoids, Nennen wir @ die Kapazitit eines Ellipsoides von
den Halbachsen (14a), so gilt die Formel %)
NS
a - +

4b) = —yama T T 26a (3 15):
Die elekirostatische Energie des Systems § betragt daber bei
Flichenladung :

, e? e? 1-—42 1
(14¢) W, =§@,=ﬁ.l/265,.1n(1_j_§).

Den Fall der Volumenladung aber konnen wir sofort auf
denjenigen der Flichenladung zuriickfihren. Es gilt namlich
in der Potentialtheorie der bemerkenswerte Satz ?): Die Selbst-

1) Vgl. z. B. J. C. Maxwell, Treatise 1. p. 244 der deutschen
Ubersetzung.

2) In meiner ersten Mitteilung (Géottinger Nachrichten p. 36. 1902)
gab ich einen Beweis dieses Satzes; der Satz ergibt sich sofort, wenn
man in den Ausdruck fiir die elektrostatische Energie des Vollellipsoides
[§ 12, Gl (294a)] den bei E. Betti (Lebrb. d. Potentialtheorie p. 259. 1885)
angegebenen Ausdruck fiir die Kapazitit (7). des leitenden Ellipsoides
einsetzt. Dann erhilt man W, = §¢¥/Q’ als Energie des Vollellipsoides.
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potentiale (elektrostatischen Energien) zweier Ellipsoide von
gleicher Form, von denen das eine gleichférmig iiber sein
Volumen geladen ist, wihrend bei dem anderen die Verteilung
der namlichen Gesamtladung der Gleichgewichtsverteilung auf
der Oberfliche des leitenden Ellipsoides entspricht, verhalten
sich wie 6:5. Daraus folgt, als elektrostatische Energie des
Systems §, bei Volumenladung :
;8 e 3 Y1-p 1+
(14d) W= 5=%a 23 .1n(1___3).
Nach Gleichung (14) besteht dasselbe honstante Verhiltnis 6:5
2wischen den Werten der Lagrangeschen Funktion des Elektrons
bei Volumenladung bez. Flichenladung.
Bei Volumenladung ist die Lagrangesche Funktion
_ 3 & (1-p 1+8 _ 9
w =-32(7F)m(E), st <.
Nach (12c¢) betragt der Impuls des Elektrons
9L _ 3 & 1 ((1+f) (1+0

won 6 =40 =5y () -1
und, nach (12d), die Hnergie

- _ 3. (1 1+ _ ).
(15D) W =—L+q6G="1- a.{ﬂ.ln(l_F?) 1
Durch Addition bez. Subtraktion von (15), (15b) ergeben sich
fir den magnetischen bez. elektrischen Anteil der Energie die
Werte :

(15¢) % =i.f..{(1_+ﬁ).ln(1—ﬂ)—l},

m= 10 & 28 1-8
(154) W=l {(?;ﬂﬂg).m (;}%) -1}

Entwickelt man die beiden letzten Ausdriicke in Reihen,
die nach Potenzen von @2 fortschreiten, und vernachlissigt
GroBen von der Ordnung (4, so wird:

_ 38 ¢ _ 4 et g
(15e) We—},"—,{’ W =—.

mn 5 ac 2

Bei den geringen Geschwindigkeiten langsamer Kathoden-
strahlen ist mithin die elektrisehe Energie von der Geschwindig-
keit unabhéingig, die magnetische dem Quadrate derselben
proportional, wie die potentielle bez. die kinetische Energie
der gewdhnlichen Mechanik. Hier gilt noch diejenige Voraus-

10*
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setzung, auf der fuBend die analytische Mechanik zu den Be-
ziehungen gelangt, welche Energie und Impuls mit der
Lagrangeschen Funktion verkniipfen. Bei groBeren Ge-
schwindigkeiten gilt diese Voraussetzung nicht mehr; die Ab-
héngigkeit der elektrischen und magnetischen Energie von der
Geschwindigkeit ist hier eine kompliziertere. Unsere elektro-
magnetische Begriindung jener Beziehungen jedoch gilt fur beliebige,
unterhalb der Lichtgeschwindigheit liegende Geschwindigheiten. Sie
dehnt den Machtbereich der Lagrangeschen Mechanik in sehr
bemerkenswerter Weise aus.

§ 8. Quasistationdre Translationsbewegung.
Elektromagnetische Masse,

Die beiden letzten Abschnitte lehrten Feld, Energie und
Impuls kennen, die gleichformiger Translation des KElektrons
entsprechen. Dieselben hingen nur von der Geschwindigkeit
ab ; das gilt freilich in Strenge nur dann, wenn die Geschwindig-
keit seit unendlich langer Zeit eine gleichférmige war. Jede
Beschleunigung, die das Elektron einmal erfahren hat, wirkt
in der Weise nach, daf von dem Orte, in dem das Elektron
sich damals befand, elektromagnetische Kugelwellen mit
Lichtgeschwindigkeit in den Raum hinaus eilen. Die Feld-
stirken dieser Wellen, mithin auch die Dichten der in ihnen
enthaltenen Energie und BewegungsgréBe, hingen von der
damals dem Elektron erteilten Beschleunigung ab. Hat iiber-
haupt jemals eine Beschleunigung stattgefunden, so sind
Energie und Impuls nicht mehr ausschlieBlich von der momen-
tanen Geschwindigkeit abhingig, die Formeln des vorigen
Paragraphen gelten dann also nicht mehr exakt. Dieser
Umstand erschwert die strenge Bebandlung ungleichférmiger
Elektronenbewegung. Wir werden uns einer Ann#herungs-
methode bedienen, die sich bereits in der Elektrodynamik
des Leitungsstromes bew#hrt hat.

Ist der elektrische Strom, der einen Leitungsdraht durch-
flieBt, stationdr, d. h. war die Stromstérke seit jeher konstant,
80 ist das magnetische Feld durch die Stromstiirke bestimmt;
sobald aber der Strom seine Intensitiit #ndert, entspricht das
Feld nicht mehr genau der momentanen Stromstirke ; dasselbe
héingt auch von der zeitlichen Anderung der Stromstirke ab.
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Bei schnellen Schwingungen, von der Frequenz der Hertzschen,
kommt diese letztere Abhiéngigkeit wesentlich in Betracht; sie
gibt sich insbesondere durch die Wellen kund, die von einem
Hertzschen Erreger ausgesandt werden. In der Theorie der
Wechselstrome geringerer Frequenz hingegen pflegt man diesen
Umstand nicht zu beachten. Man berechnet das magnetische
Feld der jeweiligen Stirke und Verteilung des Stromes gemif
so, als ob der Strom stationiir whre; aus der Energie des so
berechneten Feldes leitet man die Selbstinduktion ab, die einer
zeitlichen Anderung der Stromstirke entgegenwirkt. Diese
Theorie des ,,quasistationiren Stromes* hat sich fiir hinreichend
langsame Stromschwankungen als durchaus zuverliissig erwiesen ;
die in ihr nicht enthaltene Ausstrahlung kommt nur bei sehr
rapiden Stromschwankungen in Betracht.

Dem stationiren Leitungsstrom entspricht hier stationirer
Konvektionsstrom, das ist gleichférmige Elektronenbewegung.
Dem quasistationiren Strome entspricht ,quasistationdre Be-
wequng*. Wir bezeichnen eine Bewegung des Elektrons als
quasistationsir, wenn die Geschwindigkeitsinderung so langsam
erfolgt, daB man den Impuls aus der jeweiligen Geschwindig-
keit, wie bei stationirer Bewegung, berechnen kann, Wann
es gestattet ist, eine Bewegung als quasistationir zu betrachten,
dariiber werden wir im nichsten Paragraphen Auskunft zu
gewinnen suchen.

Der Selbstinduktion in der Theorie des Leitungsstromes
entspricht in der Dynamik des Elektrons die ,elektromagnetische
Masse*. Es hat, wie in der Einleitung erwiithnt wurde, das
Experiment dazu gefithrt, den Elektronen eine trige Masse
zuzuschreiben, eine Masse, die bei den Geschwindigkeiten der
langsamen Kathodenstrahlen merklich konstant, bei denen der
Becquerelstrahlen Funktion der Geschwindigkeit ist. Es hat
sich also hier das zweite Axiom Newtons wenigstens in dem
Sinne bestitigt, daB der Quotient aus Beschleunigung und
Kraft von dem Betrage der Kraft unabhingig ist. Um ein
derartiges Verhalten aus der elektromagnetischen Theorie zu
deduzieren, gehen wir aus von einer Bewegung des Klektrons,
welche dem ersten Axiome Newtons Geniige leistet, niimlich
von reiner Translationshewegung. Wir #ndern sie durch eine
suBere Kraft ab; erfolgt die Beschleunigung quasistationdr,
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so laBt sich die Beziehung zwischen Kraft und Beschleunigung
in der Tat durch eine elektromagnetische Masse charakterisieren.

Bei quasistationirer, rotationsloser Bewegung ist der
Impuls des Elektrons seiner jeweiligen Geschwindigkeit parallel
gerichtet; es ist mithin [q®] = 0; ferner verschwindet der
Drehimpuls. Es ist also die zweite der Bewegungsglei-
chungen (VIIb) ohne Heranziehung von Drehkriften durch
die angenommene reine Translationsbewegung erfillt. Der
Impuls wird durch die #uBere Kraft & der ersten Bewegungs-
gleichung (VIIa) gemall abgeindert. KEs ist

A a6
(16) - =%
Der Betrag G des Impulses ist dabei, wie angenommen wird,
nur von der jeweiligen Geschwindigkeit ¢ abhangig.

Wir zerlegen die #uflere Kraft & in eine Komponente &,
parallel der Bewegungsrichtung, und eine zu dieser senkrechte
Komponente ®. Erstere ruft eine Zunahme der zur Bahn
tangentiellen Komponente des Impulses hervor, letztere eine
Anderung der Impulsrichtung. Da & und q in Richtung der
Bewegung weisen, so sind die in Richtung der Bahntangente
fallenden Komponenten der zeitlichen Anderung dieser Vektoren
gleich den zeitlichen Anderungen ihrer Betrige. Es folgt:

46 _do dg _g

dt dg dt 8*
Den Quotienten der in Richtung der Bewegung genommenen
Komponenten von Kraft und Beschleunigung

(162) _46

nennen wir longitudinale elektromagnetische Masse. Die zur
Bewegungsrichtung senkrechte Komponente der zeitlichen
Anderung des Impulses berechnet man folgendermaBen. Der
Impulsvektor ist stets der Bewegungsrichtung parallel ; er wird,
wie diese, mit der Winkelgeschwindigkeit (¢/r) im Raume
gedreht, wenn r den Kriimmungsradius der Bahn bezeichnet.
Die gesuchte Komponente von d®/d¢ betrigt demnach
G.q/r = R,; sie weist nach dem Kriimmungsmittelpunkte der
Bahn hin. Die Kraftkomponente &, , welche diese Impuls-
anderung hervorruft, ist demnach gleichfalls dem Kriimmungs-
radius der Bahn parallel; die entsprechende Komponente der
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Beschleunigung betrigt ¢%/r, mithin der Quotient aus trans-
versaler Kraft und transversaler Beschleunigung, die ,,transversale
elektromagnetische Masse

16D) ="

Bei langsamer Bewegung ist, wie sich durch Reihen-
entwickelung von (15a) ergibt, der Impuls ¢ annihernd der
Geschwindigkeit ¢ proportional. Hier wird die longitudinale
Masse der transversalen gleich; dieses bei langsamen Kathoden-
strahlen experimentell gefundene Resultat wird durch die
Formeln (16a), (16b) im Sinne der elektromagnetischen Theorie

erklart. Als Grenzwert beider Massen erhalt man:

(16¢) ty = = o 5
wo
— 4% pei
o =%~ bei Polumenladung,
89

- bei Flichenladung;

2
Yo = 3§

¢ = |e|/c bezeichnet hierbei den Betrag der Ladung, gemessen
in absoluten elektromagnetischen Einheiten. Die genauesten
Messungen an Kathodenstrahlen ) ergaben:

£ =1,865.10".

Ho

Mithin erhalten wir als Radius des Elektrons
{a =4%.¢.1,865.107 bei Volumenladung,

IS

[
a=%.5.1,865.107 bei Flickenladung.
Der geringfiigige Unterschied des Zahlenfaktors, der Volumen-
und Flichenladung trennt, kommt hier nicht so sehr in Be-
tracht, wie die Unsicherheit in der Kenntnis des elektrischen
Elementarquantums. Setzt man die Ladung des Elektrons
gleich der Ionenladung, so gilt?)
2.10-1 < le| < 20.10-19,

10-8em < a < 10-22¢em.

Die elektrische Feldstarke |ei/a?, die an der Oberflache
des ruhenden Hlektrons herrscht, betriigt in absoluten elektro-
statischen Einheiten 2.10%% bis 2.10%; von derselben GroBen-
» 1) 8. Simon, Wied. Ann. 69. p. 599. 1899; W. Seitz, Ann. d.

Phys. 8. p. 283. 1902.
2) Vgl. E. Riecke, Lehrb. d. Phys. II. 2 Aufl. p. 382 u. 386. 1902.

(16d)

mithin
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ordnung ist die magnetische Feldstirke, die bei groBen Ge-
schwindigkeiten an der Oberfliche des Elektrons auftritt. Die
Feldstiirken, mit denen unsere Theorie rechnet, ubertreffen dem-
nach billionenfach die der direkten Messung zuginglichen.

Ist die Geschwindigkeit des Elektrons nicht mehr klein gegen
die Lichtgeschwindigkeit, so ist der Impuls nicht mehr der Ge-
schwindigkeit. proportional; dann hingen longitudinale und trans-
versale Masse von der Geschwindigheit ab, und zwar in ver-
schiedener Weise. Die Formel (15a) ergibt:

t, =% 1,20,

(16¢) [ x(ﬂ)=_;‘2{__%»]n<ifg)+lfﬂa}
o pw=3.u,. 9@,
000 |y b () (28]

Diese Formeln fur longitudinale und transversale Masse beziehen
sich sowohl auf Volumenladung, wie auf Flichenladung.

Die Formel (16f) ist es, die von Hrn. W. Kaufmann
auf Grund seiner Messungen iiber die Ablenkbarkeit der
Becquerelstrahlen im Intervalle (8 = 0,60 bis 3 = 0,95 etwa)
gepriift wurde. Er fand die Formel innerhalb der Fehler-
grenze der Versuche (1 Proz. bis 1,5 Proz.) bestiitigt. Messende
Versuche bei mittleren Geschwindigkeiten (8 = 0,3 bis § = 0,6)
liegen bisher nicht vor. Ebensowenig liegen Versuche iiber
longitudinale Beschleunigung rasch bewegter Elektronen vor,
welche etwa zur Priifung der Formel (16e) herangezogen
werden konnten. Auch wiirde diese Formel wohl hier nicht so
gute Dienste leisten, wie die Formeln (15a), (15b) fiir Impuls
und Energie, welche direkt die vom #uBeren Felde in einer
gegebenen Zeit bez. auf einer gegebenen Strecke dem Elektron
erteilte Geschwindigkeit bestimmen.

Ordnet man nach aufsteigenden Potenzen von 3, so erhilt
man die fir # < 1 konvergenten Reihenentwickelungen:

(168) mo=p{l+ 5 B2+ 7 -+ T F+...o)
(A6h) g, = {1+ g5 B2 4 o B+ 75 B+ )

Aus denselben geht hervor, daB, den Grenzfall sehr lang-
samer Bewegung ausgenommen, die longitudinale Masse stets
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grofer ist, als die transversale. Ist nun die #uBere Kraft
schief zur Bewegungsrichtung orientiert, so ruft ihre longitu-
dinale Komponente eine geringere Beschleunigung hervor, als die
transversale Komponente. Der resultierende Beschleunigungs-
vektor schlieBt daher mit der Bewegungsrichtung einen gréBeren
Winkel ein, als der Kraftvektor, es sei denn, daB beide Winkel
0 oder m/2 betragen. Die funktionelle Beziehung zwischen
Kraft und Beschleunigung wird in der Dynamik des Elektrons
durch eine lineare Vektorfunktion allgemeiner Art, als in der
gewdhnlichen Mechanik, dargestellt. Die elektromagnetische Masse,
das Koeffizientensystem der linearen Vektorfunktion, ist ein Tensor?)
von rotatorischer Symmetrie, dessen Symmetrieachse durch die Be-
wegungsrichtung des Elektrons bestimmt ist.

§ 9. Ausstrahlung des beschleunigten Elektrons. Crenzen der
quasistationdren Bewegung.

Die Definition einer elektromagnetischen Masse, und die
(tiltigkeit des zweiten Newtonschen Axiomes in der soeben
angegebenen Fassung, setzt wesentlich quasistationdre Be-
wegung voraus. Welches sind nun die Grenzen des quasistatio-
niren Bewegungszustandes? Diese Frage ist nicht leicht zu
beantworten. Will man genau den Fehler berechnen, den
man begeht, wenn man bei einer gegebenen ungleichformigen
Bewegung den Impuls von der jeweiligen Geschwindigkeit
nach Gleichung (15a) abhingen lafit, so mufl man exakt das
Feld angeben, welches der Vorgeschichte der Bewegung ent-
spricht. Hier indessen, wo es nur auf die rohe Abschitzung
der GroBenordnung des begangenen Fehlers ankommt, werden
wir uns einer anderen, in diesem Abschnitte darzulegenden
Methode bedienen. Dieselbe ersetzt das Elektron durch einen
elektrischen Punkt und berechnet Feld und Impuls mit Hiilfe
des von den Herren K. Wiechert? und Th. des Coudres?®)
in der Lorentz-Festschrift aufgestellten Potentialpunkigesetzes.
Sie geht dabei von folgender Problemstellung aus.

1) Vgl. W. Voigt, Die fundamentalen physikalischen Eigenschaften
der Krystalle. Leipzig 1898; M. Abraham, Encykl. der mathem. Wissensch.
4. Art. 14. 1901,

2) E. Wiechert, Arch. Néerland. (2) 6. p. 549. 1900; Ann. d. Phys.
4. p. 667. 1901.

3) Th. des Coudres, Arch. Néerland. (2) 5. p. 652. 1900.
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Das Elektron soll von Anbeginn' an in gleichformiger
translatorischer Bewegung begriffen gewesen sein; deren Ge-
schwindigkeit bezeichnen wir mit q,. Zur Zeit ¢, im Punkte P,
beginnen #uBere Kriifte einzuwirken. Das Intervall der jetzt
beginnenden ungleichférmigen Bewegung dauere bis zur Zeit %,;
das Elektron mag sich dann im Punkte P, befinden. Von
nun an werde wieder eine der Richtung und dem Betrage
nach konstante Geschwindigkeit ¢, angenommen. Man warte
dann noch eine gewisse Zeit (£, — ). Auf Grund des Punkt-
gesetzes 148t sich #ber das Feld, das zur Zeit #; besteht,
folgendes aussagen.

Auflerhalb der Kugel X, die um P, mit dem Radiusc¢(t; — ¢)
konstruiert ist, entspricht das Feld der durch g, bestimmten
stationiren Bewegung. Innerhalb der Kugel K,, die um P,
mit dem Radius ¢ (4, —¢,) konstruiert ist, herrscht das Feld,
welches gleichformiger Geschwindigkeit q, zukommt. Wir
nehmen an, daB die Lichtgeschwindigkeit niemals erreicht oder
iberschritten wurde; alsdann liegt K, stets innerhalb K| ; nur
der von diesen beiden exzentrischen Kugeln begrenzte Teil
des Feldes hingt von der Beschleunigung ab, die dem Elektron
im Intervalle ¢ bis ¢, erteilt worden ist. In solchen Gegenden
des Feldes nun, deren Abstand vom KElektron groB gegen
dessen Radius ist, darf das Elektron als Punktladung auf-
gefaBt werden. Machen wir die

Annakme A: (t; —t,)(c — q,) groB gegen a,

die besagt: Der Abstand des dem Elektron nachsten Punktes
der Kugel X, ist groB gegen den Radius des Elektrons, so
gilt dasselbe a fortiori fiir alle auBerbalb der Kugel X,
liegenden Punkte. Hier darf man das Feld aus dem Punkt-
gesetze berechnen, freilich nur dann, wenn noch eine zweite
Annahme erfilllt ist. Die Ableitung des Punktgesetzes beruht
namlich auf einer stillschweigend gemachten Voraussetzung,
die hier, wo es sich um ungleichférmige Bewegung handelt,
nicht iibergangen werden darf. Es wird beim Beweise des
Gesetzes das Elektron zunichst als riaumlich ausgedehnt an-
gesehen; seine Volumenelemente liefern zu den Feldern des
skalaren Potentiales @ und des Vektorpotentiales % Beitrige,
die mit Lichtgeschwindigkeit nach dem betreffenden Aufpunkte



Prinzipien der Dynamik des Elektrons. 155

hineilen, und die wesentlich von der Geschwindigkeit des
Volumenelementes abhingen. Wenn nun die Geschwindigkeit
des Klektrons sich merklich geindert hat in der Zeit (2a/c — g),
die das Licht braucht, um iber das bewegte Elektron der
Bewegungsrichtung parallel hinzustreichen, so sind fiir die-
einzelnen Volumenelemente verschiedene Geschwindigkeiten in
Rechnung zu setzen, wenn man das Feld in demjenigen Auf-
punkte ermitteln will, auf den das Elektron gerade hineilt.
Es wird dann der Grenziibergang zur Punktladung unzulissig;
er ist nur dann gestattet, wenn die

Annahme B: WL, 2% pein gegen 1
9 ¢—¢

erfiillt ist. Die relative Beschlennigung darf also nicht zu

groB, und die Geschwindigkeit nicht zu nahe der Licht-

geschwindigkeit sein. (Auf ungleichférmige Bewegung mit

Uberlichtgeschwindigkeit darf das Punktgesetz tiberhaupt nicht

angewandt werden.)

Wir nehmen die Beschleunigung, die in dem Zeitintervalle
t, bis #, stattfindet, so gering an, daB die Annahme B gilt,
und warten bis zu einem Momente 7;,, welcher die Annahme 4
erfilllt. Dann darf man das Feld innerhalb des von den
Kugeln K, K, begrenzten Raumes aus dem Punktgesetz ab-
leiten.

Die Herren E. Wiechert und Th. des Coudres haben
sich auf die Berechnung der Potentiale @, 2 beschrinkt; das
elektromagnetische Feld einer beschleunigten Punktladung aus
den Gleichungen (IIg), (I1h) abzuleiten, haben sie unterlassen.
Nachdem ich die etwas umstindliche Durchrechnung der
Differentiationen ausgefithrt, und so die Feldstarken €, © er-
mittelt hatte, habe ich die Energie und den Impuls berechnet,
welche in dem von den beiden Kugeln eingeschlossenen Teile
des Feldes enthalten sind. Mit wachsender Zeit ¢, nehmen
die Radien der beiden Kugeln dauernd zu. Dabei konvergieren
jene Grofen gegen bestimmte Grenzwerte 4 W, A®, fur die
ich folgende Ausdriicke gefunden habe. Ich setze:

(1 — 82 .sin%y) )

(17) 1) = U=
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Dabei bezeichnet 4 den Winkel, den die Vektoren der Ge-
schwindigkeit ¢ und der Beschleunigung ¢ in dem betreffenden
Zeitpunkte ¢ =< ¢= ¢, einschlossen. Dann wird

(17a) AW =35 fdt -1

(17h) 46 =% . ——fdt 9-F8)- 1%

Diese Formeln ergeben die vom beschleunigten Elektron aus-
gesandte Energie- und Impulsstrahlung. Die Formel (17a) wire
heranzuziehen, wenn es sich um die Berechnung der Energie
der Rintgenstrahlen handelt, die beim Aufprall sehr rasch be-
wegter Elektronen erregt wird. (Doch muB die Annahme (B)
erfiillt sein.) Man kann jene Formel folgendermafen deuten.
Die auf die Zeiteinheit berechnete Energiestrahlung betragt

s e f

Im Grenzfalle sehr langsamer Bewegung erhilt man bei
longitudinaler wie bei transversaler Beschleunigung die be-
kannte Formel ot

Bl

3 o8

Bei rascher Bewegung hingegen ist die Ausstrahlung eine andere,
je nachdem es sich um longitudinale, oder um transversale Be-
schleunigung handelt. In ersterem Falle wird

=0, [O= g

in letzterem
1

T
=45 [B= =g
Bei transversaler Beschleunigung ist die Energiestrahlung geringer
als bei longitudinaler; das Gleiche gilt von der Impulsstrahlung.
Die auf die Zeiteinheit berechnete Impulsstrabhlung wird nach
(17b) durch einen Vektor vom Betrage

2
350.8.76). 18
gegeben; derselbe weist parallel der Richtung, in der das
Elektron sich bewegte, als ihm die betreffende Beschleunigung
erteilt wurde.
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Die Formel (17b) soll nun dazu dienen, den Giiltigkeits-
bereich der Theorie der quasistationiiren Bewegung abzugrenzen.
Jene Theorie wiirde den zur Zeit £, dem Felde zukommenden
Impuls aus der momentanen Geschwindigkeit ¢, des Elektrons
so berechnen, ab ob die Bewegung von Anbeginn an eine
gleichférmige gewesen wire, d. h. aus Gleichung (15a). Wir
nennen @, den so berechneten Impuls, ®, den wirklich im
Felde zur Zeit #; enthaltenen. KEs 148t sich nun leicht be-
weisen, dafl in dem Mafe, wie das Zeitintervall (#, — ¢,) wichst,
&, gegen den Grenzwert

(18) G =06,+ 46

konvergiert. In der Tat, aus der Art, wie nach § 6 die
Feldstarken des stationiren Feldes sich im Unendlichen ver-
halten, schlieft man, daB in dem von der Kugel X, ein-
geschlossenen Felde bereits der ganze Impuls ®, steckt, wenn
die Zeit ¢, die Annahme (A) erfiillt; aus demselben Grunde
verschwindet gegen ®, der Impuls des auBerhalb X, liegenden
Feldes, das der gleichférmigen Geschwindigkeit ¢, entspricht;
der Impuls des zwischen den beiden Kugeln liegenden Feldes
endlich betragt 4®. Mithin wird der Impuls des ganzen
Feldes zur Zeit #; durch (18) gegeben. Die Theorie der quasi-
stationiiren Bewegung setzt nun

|23
(18a) G, — 6, = [Rd¢,
/

d. h. sie vernachlissigf den ausgestrahlten Impuls. Der von
ihr bei der Berechnung des Impulses begangene relative Fehler
betrigt mithin
8 — @, _ 46
(18%) 6. =6, 16 - 6

Machen wir die
Annahme C: %i—:—ﬂf(ﬂ) |g|? klein gegen |/,

so ist, mit Riicksicht auf (17b), (18a), bei Einwirkung einer
auberen Kraft &, die ihre Richtung in dem Intervalle ¢, < ¢< ¢,
nicht wesentlich &ndert, der Fehler (18b) zu vernachlissigen.
|Q| ist dabei aus der Theorie der quasistationiren Bewegung
zu berechnen.
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Es ist bei longitudinaler Beschleunigung:
® = &) =u,-lals

bei transversaler Beschleunigung:

Dabei ist nach (16¢), (16e), (16f) bei Volumenladung

e? e?
po=% 1B, p=%5m7v0

zu setzen. Mithin kann man die Bedingung (8) durch zwei
andere ersetzen:

10 a g Iq] .

bei longitudinaler Beschlennigung,

9
©,) "ib"";L" G _ﬂ i lq(lﬂ) klein gegen 1

bei transversaler Beschleunigung.

Ist die Beschleunigung threm Betrage nach so gering, und liegt
die Geschwindigheit um so viel unterhalb der Lichtgeschwindig-
keit, dap die Bedingungen (C,) bez. (C,) erfullt sind, so darf
man die stattfindende Impulsinderung aus der Theorie der quasi-
stationiiren Bewegung berechnen, freilich nur dann, wenn gleich-
zeitig die Bedingung (B) gilt. Gilt die Annahme (B) nicht, so
wird die auf dem Punktgesetz fuBende Uberlegung hinfillig,
die uns zu der Bedingung (C) fithrte.- Wir schreiben die Be-
dingung (B):

(B) 2.2 FEf (1 - [d] Klein gegen 1.

Eine a,usfuhrhche Dlskussmn der Frage, welche von den
Bedingungen (B), (C) mehr und welche weniger verlangt, wiirde
hier zu weit filhren. Bei langsamer Bewegung, das iibersieht
man sofort, ist der Faktor von || in (B) gréBer als in (C,), (C,);
es sind hier demnach alle Bewegungen, auf die das Punkt-
gesetz anzuwenden ist, noch als quasistationr zu betrachten.
Um zu beurteilen, mit welcher Anniherung jene Bedingungen
bei rascheren, aber noch beobachtbaren Bewegungen erfiillt
sind, greifen wir einen moglichst ungiinstigen Fall heraus,
namlich die raschesten der von Kaufmann untersuchten
Becquerelstrahlen; fiir dieselben ist 8 = 0,95, 1 — 8 = 0,05,
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w(@B)=38. Da es sich um transversale Beschleunigung handelt,
kommt die Formel (C,) in Frage, in der

ol = L — ¢

i ==
gesetzt werden mag; r, der Kriimmungsradius der Bahn, be-
trug im magnetischen Felde von 300 absoluten Einheiten 12 cm.
Setzt man endlich ¢ = 10-12, so erhdlt man fir die GriéBen,
die nach (C,) bez. nach (B) klein gegen 1 sein sollen, den-
selben Wert 3.10-2. Und wenn man das magnetische Feld
selbst 100mal stirker macht, so erreicht der bei der Anwen-
dung des Punktgesetzes und der Theorie der quasistationiren
Bewegung begangene relative Fehler immer noch nicht 10-9.
Man sieht hieraus: In allen praktischen Fillen ist auch auf die
raschesten Becquerelstrahlen die Theorie der quasistationiren Be-
wegung anzuwenden.

Ubrigens wiirde man fehl gehen, wenn man versuchen
wiirde, durch Beriicksichtigung des Gliedes 4® die Theorie
zu verbessern. Haben wir doch immer nur das idealisierte
Problem behandelt, bei dem das Elektron als allein im Raume
befindlich betrachtet wurde. Gerade die vom IKlektron aus-
gesandte Strahlung aber wird wesentlich durch die Kbrper,
die das Feld begrenzen, beeinfluflt werden. Ferner sind sehr
viele Elektronen in den Kathodenstrahlen und Becquerel-
strahlen vorhanden. In einem magnetischen oder elektrischen
Felde werden dieselben ,kohérent‘ beschleunigt. Da die
Dichten der Energie und der BewegungsgroBe nicht linear
in den Feldstirken sind, so superponieren sich Energie- und
Impulsstrahlung der einzelnen Elektronen keineswegs. Die
Formeln (17 a), (170) geben nur die Ausstrahlung bei inkohiirenter
Beschleunigung des Elektronenschwarmes. (Bei der Emission
der Rontgenstrahlen diirfte solche vorliegen.) Die freie Be-
wegung des Flektronenschwarmes, und ebenso die magnetisch
oder elektrisch abgelenkte stellt einen stationiren Strom vor;
die Ausstrablung eines solchen ist Null. Hieraus erhellt, dafl
unsere Theorie, indem sie die Ausstrahlung des einzelnen
Elektrons vernachlissigt, gerade innerhalb derjenigen Grenzen
der Genauigkeit bleibt, die ihr durch Vernachlissigung des
Einflusses der fremden Korper und der Wechselwirkung der
einzelnen Klektronen von vornherein gezogen wurden.
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§ 10. Ableitung der Lagrangeschen Gleichungen fiir die
ausgezeichneten Bewegungen.

Im siebenten Abschnitte zeigten wir, daB fiir reine Trans-
lationshbewegung einer beliebig verteilten Ladung gewisse Re-
lationen der analytischen Mechanik gelten, welche die Zuriick-
fithrung des Impulses und der Energie auf eine einzige Funk-
tion ermoglichen. Der dort gegebene Beweis setzt in Evidenz,
daBl es sich hierbei um HKigenschaften des von gleichférmiger
Bewegung der Elektrizitat erregten stationidren Feldes handelt;
hatten wir doch damals Beschleunigungen tiberhaupt noch
nicht in Betracht gezogen. In diesem Abschnitte nun wollen
wir den Giltigkeitsbereich der Liagrangeschen Mechanik
noch weiter ausdehnen; wir wollen auch rotatorische Bewe-
gungen einbeziehen, welche zur Klasse der ,ausgezeichneten
Bewegungen gehéren. Dabei wollen wir einem anderen Beweis-
gange folgen. Wir gelangen zu den zwischen der Lagrange-
schen Funktion wund den Impulskomponenten bestehenden Be-
ziehungen, indem wir den Energiesatz und die Impulssitze auf
quasistationgre Bewegungen anwenden. Dieser zweite allge-
meinere Beweis legt so — dadurch ist er dem ersten iiber-
legen — die dynamischen Wurzeln der Liagrangeschen Glei-
chungen bloB; er arbeitet hingegen nicht so klar, wie der erste
Beweis, die Tatsache heraus, daf es im Grunde die Kigen-
schaften der stationiren Felder sind, die es gestatten, die
Dynamik der ausgezeichneten Bewegungen aus der Lagrange-
schen Funktion abzuleiten. Andererseits kann, gerade weil
es sich um die Ableitung von Eigenschaften stationirer Be-
wegungen handelt, die Heranziehung quasistationdrer Be-
wegungen keinem Bedenken unterliegen. Es konuen ja die
Beschleunigungen willkiirlich, und zwar so gering gewahlt
werden, daB der beim Rechnen mit quasistationirer Bewegung
begangene Fehler beliebig klein wird. Im Grenzfall einer un-
endlich kleinen Beschleunigung gelten alle erhaltenen Relationen
exakt; diejenigen unter ihnen, welche die Beschleunigungs-
komponenten nicht mehr enthalten, formulieren Kigenschaften
der stationiren Bewegung.

Das Feld der ausgezeichneten Bewegungen (vgl. § 5) war,
von dem mit dem Klektron starr verbundenen Geriist aus be-
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trachtet, stationar. Diese charakteristische Eigenschaft kam
der reinen Translationsbewegung einer beliebig verteilten Ladung
zu (vgl. § 6); in der Tat werden wir in § 12 die Stabilitit der
Translation eines Kllipsoides auf Grund der jetzt zu ent-
wickelnden Beziehungen behandeln. Zieken wir aber Rotationen
in Betracht, so wollen wir uns stets auf unser allseitiy symmetri-
sches Elektron beschrinken. Wir untersuchen Bewegungen des-
selben, bei denen die Vektoren g, & der translatorischen und
rotatorischen Geschwindigkeit konstante Betrige und im
Raume feste Richtungen besitzen. Hier gilt in betreff der
Vorgeschichte der Bewegung die gleiche Uberlegung, die im
8§ 6 angestellt wurde; sie filhrt zu dem Schlusse, daB das Feld,
bezogen auf ein mit der Geschwindigkeit q rein translatorisch
bewegtes Koordinatensystem, stationir ist; mithin nehmen die
Feldgleichungen (IIe), (IIf) die Form an:

(19) l—ﬂz)gﬁ"l‘ ays '*“g:- =—4dmo,

0T, | 82U, , U,
1-8% 327 +’3gﬁ»+ Ers =—4nof

(19a) 4
— 28,2 — 9,9).

07y, , o2 4
(19b) (1 — 3% W P Gt = ol — 3,2,

awr_ e oY,

47:
o O ey — 9.

19¢) (1 —#9°

Die z-Achse ist dabei wieder in die Translationsrichtung ge-
legt. Auch hier iiberzeugt man sich mit Hilfe der Potential-
theorie leicht davon, daB die Potentiale @, % und die Feld-
stirken @, $ sich im Unendlichen so verhalten, wie es bei
der Herleitung des Energiesatzes (VI) und der Impulssitze
(VIIa), (VIIb) vorausgesetzt wurde.

Welche von den betrachteten Bewegungen gehoren der
Klasse der ausgezeichneten Bewegungen an? Bei welchen sind
die Fehler des Skalars @ und des Vektors % auch dann
stationir, wenn man sie von dem mit dem Klektron rotieren-
den Geriist aus betrachtet?

Annalen der Physik, IV. Folge. 10. 11
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Aus der Form der Differentialgleichungen (19) bis (19c¢)
geht sofort hervor, daB die xz-Achse eine Vorzugsrichtung des
Feldes ist, -wenn iiberhaupt translatorische Bewegung ange-
nommen wird. Alsdapn aber ist das Feld, vom Geriist aus
betrachtet, dann und nur dann stationir, wenn die im Raume
feste Richtung des Vektors q eine feste Lage im Geriist besitzt,
d. h. wenn die Richtungen der Bewegung und der Drehachse
zusammenfallen. Also: gleichformige Translation, verbunden mit
gleichf ormiger Rotation um die Bewegungsrichtung, ist eine ,aus-
gezeichnete Bewegung des Elektrons; sie enthilt als Spezialfille:
Reine Translation und reine Rotation. Da das Feld dieser
Bewegung sowohl in Bezug auf ein nur franslatorisch mit-
bewegtes, als auch in Bezug auf ein gleichzeitig mitrotierendes
Koordinatensystem stationér ist, so miissen Impuls ® und
Drehimpuls M des Feldes konstante Betriage und solche Rich-
tungen besitzen, die sowohl im Raume, als auch im Elektron
fest sind. Thre Richtungen fallen also zusammen mit der
gemeinsamen Richtung der Vektoren q, &. KEs folgt daraus:
Die betrachtete Bewegung des Elektrons erfillt die Bewegungs-
gleichungen (VIla), (VIIb) ohne die Hinwirkung einer duferen
Kraft oder Drehkraft zu erfordern.

Um niheres iitber das Feld der in Rede stehenden Be-
wegung zu erfahren, setzen wir in den Gleichungen (19) bis
(19¢) ¢, =&, =0, und zur Abkirzung ¢, =, und erhalten

> | o 0! D
@) @ -mEE+ G+ GE =~ 4no,

o2, , A, U
(208) (1 =@+ G+ g =—4mes,

ey, 2y, 9%y,
@ob) (1 —-pyd S S 2Ty,

dy? 0 x?
U 02, U 47
(200) (1 ﬂ) ERS + 3yt + dz3 ¢ ‘&y‘
Setzen wir, wie im § 6
f— &
“TVi-e

so werden diese Differentialgleichungen auf die Form gewohn-
licher Potentialgleichungen gebracht. Wie dort, so folgt auch
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hier, daB @ und %, im Unendlichen von der ersten Ordnung
des reziproken Abstandes vom Elektron verschwinden. 9, U,
aber wiirden Potentialen von Massen entsprechen, deren Vor-
zeichen fiir entgegengesetzte 2 hez. y das entgegengesetzte sind,
deren Gesamtmasse also Null ist; solche Potentiale verschwin-
den im Unendlichen von der zweiten Ordnung, Daraus folgt
aber, daB der durch (7a) definierte Skalar

p=0— U= —FY + FeA, -y,

der hier bei der ausgezeichneten Bewegung die Bedeutung des
Konvektionspotentiales besitzt, von der ersten Ordnung ver-
schwindet; da ferner die Komponenten der Feldstirken €, $ im
Unendlichen mindestens von der zweiten Ordnung verschwinden,
so folgt, ebenso wie im § 7, aus der Regel ¢ die Relation

mo [[firen=[itye

Auch die Giltigkeit der Gleichung (9d) des § 5 setat
das Verschwinden gewisser iiber die unendlich ferne Grenz-
fliiche erstreckter Integrale voraus, das nunmehr leicht zu
verifizieren ist. Ferner beruht die Gleichung (9d) auf der
Annahme, daB dem iiber das ganze unendliche Feld erstreckten

Integrale
dv
ﬂ 57 (E%)

ein endlicher Wert zukommt. Von der Richtigkeit dieser An-
nahme miissen wir uns jetzt itberzeugen, umsomehr, als wir
weiterhin, den stationiiren Charakter des Feldes beriicksich-
tigend, den Differentialquotienten dieses Integrals nach der
Zeit gleich Null setzen werden. Aus den Differentialglei-
chungen (19) bis (19¢) folgt auf Grund der Symmetrieeigen-
schaften des Elektrons:

®, U, A, A, sind symmetrisch zur (y 2)- Ebene, mithin

gf, %i’”, -%%y-, %g—i’— antisymmetrisch zur (y z)- Ebene,

oA, ist symmetrisch, s antisymmetrisch zur (zz)- Ebene,

9 ist symmetrisch, aa—(f antisymmetrisch zur (z y) - Ebene.
11*
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Wir berechnen nun das Integral:

[ en= [ [[[Ecn+6%+ 6.

Nach (IIg), und da

8 .8
. . 6t = 9%%
zu setzen ist, wird
__ 80 | 8%, __ 8o 39,
== tPe Ci=—g, t85
4 a9,
€ =~ P +8 oz

Aus dem obigen folgt nun aber sofort, daf

oD o, o, o, : :
U~z Ao W70 U o antisymmetrisch zur
s . : (y 2)- Ebene,
Qly-~a—y antisymmetrisch zur (z 2)-Ebene,
oD . .
A -F- antisymmetrisch zur (zy)-Ebene.

Addiert man die Beitrige, welche acht durch Spiegelung an der
Koordinatenebenen auseinander entstandene Volumenelemente
zu dem Integrale liefern, so erhilt man als Summe Null. Es
folgt das Verschwinden des Integrals

20¢) ff I @w=0.

Jetzt ergibt die Gleichung (9d) als Ausdruck der Lagrange-
schen Funktion

& b= ==l

Dieselbe gilt also nicht nur fiur reine Translation einer beliebig
verteilten Ladung [vgl. (12a)], sondern auch fir die anderen be-
trachteten ausgezeichneten Bewegungen des Elektrons. Aus (21),
(204d) und (9c) folgt weiter:

21a) ff Z—Z'@’@'}:O‘
Daher werden die rechten Seiten von (9b), (9c). gleich, und
wir erhalten
@1b) L=@®)+@W— W

Fir reine Translation war § = 0, mithin (21a) giiltig;
{21b) war in (10g), (10h) enthalten.
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Nunmehr gehen wir auf die Relation (8c) zurick, welche
aus dem Energiesatz und den Impulssitzen gewonnen war. Fir
die ausgezeichneten Bewegungen nimmt dieselbe jetzt die Form an

@10) LA (@5%‘) + (mz";_f)

Hierbei wurden die zeitlichen Anderungen der Vektoren q, ¢
von einem im Elektron festen Achsenkreuz aus beurteilt; auf
dasselbe Achsenkreuz sind dementsprechend auch &, MM zu
beziehen. Auf die betrachteten stationfiren Bewegungen an-
gewandt, bei denen g, % konstanten Betrag und feste Richtungen
im Elektron besitzen, und auch Impuls und Lagrangesche
Funktion konstant sind, wiirde die Gleichung (21 c) nichts Neues
lehren; es wiirde sich rechts wie links Null ergeben. #ir
diirfen aber die Relation (21c¢) auch anwenden auf solche quasi-
stationdren Bewegungen, welche eine Folge ausgezeichneter Be-
wegungen darstellen. Denn die Gleichung (8¢) bezog sich auf
beliebige Bewegungen, und (21¢) entstand aus jener, indem die
fiir die betrachteten stationiren Bewegungen bewiesene Relation
(21Db) eingesetzt wurde. KEs ist nun gerade das fiir die quasi-
stationiren Bewegungen charakteristische, da Impuls, Dreh-
impuls, elektrische und magnetische Energie aus der momentanen
Geschwindigkeit und Drehgeschwindigkeit so berechnet werden,
als ob die Bewegung stationir wire. Werden Geschwindig-
keit und Drehgeschwindigkeit allmihlich abgeiindert, doch so,
daB der Bewegungszustand in jedem Momente zu der in Rede
stehenden Klasse gehort, so gelten die Relationen (21b), (21c).
So konnen wir z. B. reine Translation einer beliebig verteilten
Ladung, ob nun zu ihrer Fortdauer eine #uBere Drehkraft
erforderlich sein mag oder nicht, quasistationir abgetindert
denken; doch muB hierbei stets %, = &, = &, = 0 sein, sonst
wiirde die Bewegung aufhdren, eine ausgezeichnete zu sein;
die Komponenten von g jedoch konnen beliebig abgeindert
werden, und ihnen entsprechen jederzeit die Werte, welche
die Lagrangesche Funktion, sowie die Komponenten von &
gerade besitzen. Es folgt, daB fiir hinreichende kleine, aber
sonst beliebige Werte von

dq. dg da

dt ’ dt
die Beziehung besteht:

-y ——

dt
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dL dg. dL d'q L du.

da. d +aq'dt +aq,'dt
dqr de d' q,

=8, dt "'@ +6,. at

Daraus ergeben sich die Komponenten des Impulses, bezogen
auf Achsen, die im bewegten Systeme fest sind

. _ 9L _ 8L _ 8L
®2) .= 3 & =%, &=

Das ist die ,erste Zeile der Lagrangeschen Gleichungen.

Haben wir es andererseits mit reiner Rotation des Elektrons
zu tun, bei der q, = q, =g, = 0 zu setzen ist, so kénnen wir
¥, &, &, uns in beliebiger Weise quasistationir abgeéndert
denken. Die Gleichung (21c) fithrt dann zu den Relationen
oL oL oL
75, Wy=gg, M=y

Ist jedoch die Rotation verbunden mit Translation in
Richtung der Drehachse, so diirfen nicht die zu dieser Richtung
der z-Achse) senkrechten Komponenten &,, #,, q,, g, unab-
hingig geidndert werden, ohne daB die Bewegung den Charakter
einer ausgezeichneten verliert. - Es sind hier nur ,, g, unab-
hingige Variable, es wird mithin

(224) M, =

BL
0q, M, = XA

Wir sahen jedoch bereits oben, daB in diesem Falle Impuls
und Drehimpuls in Richtung der =z-Achse weisen; es ver-
schwinden mithin die iibrigen Komponenten dieser Vektoren.
Zusammenfassend sagen wir:

DBei den betrachteten ausgezeichneten Bewegungen sind Impuls
und Drehimpuls durch die erste Zeile der Lagrangeschen
Gleichungen bestimmt. — Dieses Resultat gilt fiir quasistationire
Bewegungen, die eine Folge ausgezeichneter Bewegungen dar-
stellen, mit beliebiger Annsherung, wenn die Beschleunigungen
hinreichend gering sind; es gilt mithin exakt fiir die stationfiren
Bewegungen, die wir untersuchen. Als zweite Zeile der
Lagrangeschen Gleichungen kiénnen wir die Bewegungs-
gleichungen (8), (8 a) bezeichnen, in denen die Impulskomponenten
auf im Klektron feste Achsen sich beziehen; hier sind die
Relationen (22), (22a), (22b), welche die Impulskomponenten als

(221b) ®, =
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partielle Differentialquotienten der Lagrangeschen Funktion
pach den Geschwindigkeitskomponenten ausdriicken, ein-
zutragen, falls es sich um eine quasistationire Folge aus-
gezeichneter Bewegungen handelt. Die Energie derartiger Be-
megungen ist vermige (21b) in der aus der analytischen Mechanik
bekannten Art aus der Lagrangeschen Funktion abzuleiten.

Eine vereinfachte Formulierung der Lagrangeschen
Mechanik erhalt man, wenn man von den Lagrangeschen
Gleichungen zum , Hamiltonschen Prinzip* iibergeht. Seine
Bedeutung als Minimal- oder Maximalprinzip wird allerdings
durch die Einschréinkung auf die ausgezeichneten Bewegungen
beeintrichtigt. Wir begniigen uns damit, den Beweis fiir rein
translatorische Bewegungen zu fithren; dabei gehen wir auf die
Gleichung (VII) zuriick, welche in unserer elektromagnetischen
Mechanik das d’Alembertsche Prinzip vertrat. Wir inte-
grieren iiber ein Intervall ¢ bis ¢, und erbalten

J;t{a,;h_fffdv(as, 158 o,

Die virtuellen Parallelverschiebungen ds der Punkte des Elektrons
bez. des mit ihm starr verbundenen Geriistes denken wir uns dabei
so vorgenommen, wie es das Hamiltonsche Pringip verlangt;
es miissen Anfangslage und Endlage dieselben sein fir die
wirkliche, wie fiir die variierte Bewegung (0s = 0 fiir ¢ = ¢,
t=1), und ferner sind entsprechende Lagen der wirklichen
und der variierten Bewegung gleichzeitig durchlaufen zu denken,
Dann gilt

dds

i =99

Partielle Integration nach der Zeit ergibt:

fdt{&Ah+fffdv(5q, —(}@5)} =0.
1
Nun ist aber

[ffav(0a, &) =®sa),
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und ferner, nach (22)

® g = gqu Sq, + gf 5, + qu 5q, =01,
mithin ‘

t
(23) Jaepoa, +oLy=0.
to

fur quasistationdre Translationsbewegungen gilt das Hamilton-
sche Prinzip. Dabei ist die Bewegung des Elektrons nur durch
virtuelle translatorische Verriickungen abzuindern; in dhunlicher
Weise ist die Giiltigkeit des Prinzips bei den anderen aus-
gezeichneten Bewegungen einzuschrinken.

Fur die betrachteten ausgezeichneten Bewegungen, die gleich-
zeitig quasistationdr verlaufen, haben wir die analytische Mechanik
Lagranges aus den Grundgleichungen der Dynamik des Blektrons
hergeleitet. Dieses Resultat ist nicht nur von erkenntnistheoretischer,
sondern auch von okonomischer Bedeutung, weil es die Dynamik
jener Bewegungen auf die Berechnung der Lagrangeschen
Funktion zurtickfukrt, Die Lagrangesche Funktion ist dabei,
vermdge (21), ebenso wie bei reiner Translation, durch ein iiber
das Volumen des Klektrons erstrecktes, vom Konvektions-
potential abhingiges Integral bestimmt; das Konvektions-
potential wiederum ist durch (7Ta) auf das skalare Potential @
und das Vektorpotential ¥ zuriickgefiihrt. Im nichsten Para-
graphen werden wir die reine Rotation des Elektrons, und im
iibernéichsten die Translation des Ellipsoides mit Hiilfe der
Lagrangeschen Funktion behandeln.

§ 11. Rotierendes Elektron. Elektromagnetisches Triagheitsmoment.

In den Entwickelungen der Abschnitte 6 bis 9 wurde immer
die Annahme gemacht, daB keine #uBere Drehkraft auf das
Elektron wirkt. Wann tritt nun eine duBere Drehkraft @ auf?

In einem homogenen elektrischen Felde wird nach (le):

(24) 0= [[[dvors,]= Uf dvor, 3,|

Denn hier ist §, = €, fiir alle Punkte des Elektrons der gleiche
Vektor. Da nun fiir unser allseitig symmetrisches Elektron
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JSSSdvpor =0 ist, so folgt: In einem homogenen Guferen
elektrischen Felde tritt keine Drehkraft auf. Wenn das Elektron
rotationslos ist, so git fur homogene magnetische Felder das
Gleiche ; hier ist §, = [q9,]-1/c ebenfalls fiir alle Punkte des
KElektrons der gleiche Vektor.

Anders, wenn das Elektron bereits in Rotation begriffen
ist; dann tritt im Vektor §, ein Glied

1

2o 9]

auf, das vermdge der Rechnungsregeln 8, & auf die Form
b

T 9) + — (9,

gebracht wird. Die Ausfihrung der Integration ergibt in
diesem Falle

(24a) 0 ="°".[99,

als resultierende Drehkraft im homogenen magnetischen Felde im
Falle von Volumenladung. (Bei Flichenladung wire } statt 1
zu setzen). Die Drehkraft steht also senkrecht auf der Richtung
der Drehachse und derjenigen des magnetischen Feldes.

In inhomogenen Feldern treten drehende Krifte auch dann
auf, wenn urspriinglich keine Rotation stattfand. Wir wollen
etwa den Fall behanden, daf der Kathodenstrahl ein inhomogenes
elektrisches oder magnetisches Feld senkrecht zu den Kraft-
linien durchsetzt; die z-Achsen legen wir parallel der Strahl-
richtung, die positive y-Achse parallel der elektrischen Feld-
stirke €, . oder, wenn es sich um magnetische Ablenkung
handelt, die negative z-Achse parallel der magnetischen Feld-
stairke §,. Der Vektor §, weist dann jedesmal in Richtung
der y-Achse. Seinen Betrag nennen wir F. (Im ersten Falle
wird /= | €, , im zweiten /= §.|9,]). Die Feldstirke soll
nun lings der z-Achse variieren; F = dF/dz ist ein MaB
fiir die Inhomogenitit des Feldes. Innerhalb des vom Elektron
eingenommenen Bereiches ist mit geniigender Anndherung
F=F, 4+ F/.z zu setzen, wo F,, F sich auf den Mittelpunkt
des KElektrons beziehen. Alsdann wird die #uBere Kraft:
f, = e¢. F,, die subere Drehkraft aber:

. eat .,
(24D) (')z = 75——~]f0

bei Volumenladung.
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Wie verhilt sich nun das Elektron gegeniiher der Ein-
wirkung drehender suBerer Krifte? Diese Frage beantworten
wir zuniichst fir den Fall, daB die Geschwindigkeit q des
Mittelpunktes Null ist. Die reine Rotation gehdrt, wie im
vorigen Abschnitte gezeigt wurde, zu den ausgezeichneten Be-
wegungen, deren Dynamik von der Lagrangeschen Funktion
abhiingt. Wir berechnen dieselbe auf dem dort angegebenen
Wege. Zunichst bestimmen wir die Potentiale @, %, indem
wir in den Gleichungen (20) bis (20¢) 8 = 0 setzen; & gibt dabei
den Betrag der Drehgeschwindigkeit an; daB wir die 2-Achse
der Drehachse parallel gelegt haben, ist hier unwesentlich.
Es gelten die Differentialgleichungen

AV =—4mp, 4% =0,

(25) | 4%,=47%52, du,=— 170 5y
Nach (7a) wird
(253) g=0—lopw=0+ ey -y,

und nach (21) ist die Lagrangesche Funktion zu berechnen.
Bei Volumenladung des kugelférmigen Elektrons vom Radius (a)
werden die Differentialgleichungen fir % , ¥, integriert durch

den Ansatz
de (1 r?
{ U=z et )
r<a

9 1 ?
U=ty (gg =~ )

(25b) + A = — 2 de a?
> v~ "¢ B8’
r>a
de a
s2,[z=-i-y.—~‘;—.—57.

Derselbe erfiillt auch fir »r =a die Stetigkeitsbedingungen, die
den Potentialen rdumlicher Massenverteilungen vorgeschrieben
sind, und verh#lt sich im Unendlichen so, wie es verlangt wird.
Da ferner 2, = 0, und & ein elektrostatisches Potential, so wird:

r==ff e
=Sl - e -y

e 92 d 1 2
=———§-7+?,~-e-ff %(3]2—1—2’)(%—'1%%{)'
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Die Ausfithrung der Integration ergibt
@5¢) L=—324 2 22 4
5 o 5.7 ¢

als Lagrangesche Funktion des rotirenden Elektrons im Falle
von Volumenladung.

Im Falle der Flichenladung ergibt eine entsprechende
Rechnung:
@54d) L=z 41.22 93

2a ' ¥ ¢
Die additive Konstante ist fiir die Dynamik unwesentlich.
Der variable Teil der Lagrangeschen Funktion ist proportional dem
Quadrat der Drehgeschwindigkeit, wie bei einer starren materiellen
Kugel. Setzen wir

(25¢) p= % ¢2a (bei Volumenladung),

so ergeben die Gleichungen (22a), da & = Y&+ 33492 ist,
25f) M, =p&,, M, =pF,, M, =p&, oder M=p.F.
Der Drehimpuls ist hier, wie wir bereits im § 10 erkannten,

der Drehachse parallel. p gibt das ,elektromagnetische Trigheits-
moment* an. Die Gleichung (16¢) ergibt:

(25g) p = }.u,a? bei Volumenladung.

Bei Flichenladung hingegen erhilt man:

(25h) p=2.8%2a=}p,a’.

(Bei einer mit der Masse M gleichformig iiber Volumen oder

Oberfliche belegten materiellen Kugel ist bekanntlich das
Tragheitsmoment:

P=2.M.a® bez. P=%Ma)
Fiir quasistationire Rotationsbewegung gilt, nach (VILb),
die Bewegungsgleichung:
{26) r & = 0.
Rotiert etwa das Elektron im homogenen magnetischen Felde,
so ist die Drebhkraft durch (24a) bestimmt. KEs wird:

(262) b=t (0] =} e [99,).

Der Vektor ¢ steht immer senkrecht auf %; mithin bleibt
der Betrag der Drehgeschwindigkeit konstant. Die Richtung

der Drehachse beschreibt im Raume eine regulire Prigessions-
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bewegung um die Richtuny des magnetischen Feldes.) Die Winkel-
geschwindigkeit dieser Prdzession betrigt § .s/u, .|D,| (bei Flichen-
ladung &/p,.|9,), ist also durch die Kathodenstrahlkonstante
&/ p, =1,865.107 bestimmt. Wiirde man Erscheinungen kennen,
bei denen diese Prazessionshewegung sich kundgibt, so kénnte
man zwischen Volumen- und Flichenladung entscheiden.

Erteilt man dem rotierenden Elektron eine translatorische
Bewegung, so entfernt es sich aus dem Bereiche der aus-
gezeichneten Bewegungen. Ist indessen die Geschwindigkeit ¢,
bez. die Drehgeschwindigkeit & so gering, daB % und f.a ¢/c
gegen 1 zu vernachldssigen sind, so zerfillt, den Differential-
gleichungen (19) bis (19c¢) zufolge, das Vektorpotential %A in
zwel Teile; der eine Teilvektor hingt linear von g, der andere
linear von & ab. Das Gleiche gilt mithin von der magne-
tischen Feldstiarke ©; die elektrische aber ist bei so langsamer
Bewegung als konstant zu betrachten. Folglich zerfillt auch
der Poyntingsche Vektor, und somit auch der Impuls ® und
der Drehimpuls I in je zwei derartige Vektoren. Die in g
linearen Teile werden erhalten, indem man 3 =0 setzt, hier
fanden wir & =y, q, M =0. Die in & linearen Teile erhalt
man, indem man gq=0 setzt; sie betragen =0, M =p &
Dather wird auch bei gleichzeitiger Translation und Rotation zw
setzen sein
(27) ® =pq, M=pd,
falls B2, 8.9 a/c gegen 1 zu vernachlissigen sind.

Wir berechnen jetzt die Drehgeschwindigkeit, die dem
langsam bewegten Klektron in einem inhomogenen Felde er-
teilt wird, und zwar in dem speziellen Falle, der zu dem Aus-
drucke (24b) der auBeren Drehkraft fiihrte. Die Bewegungs-
gleichungen lauten hier

. dq, 49, ea? ,
=74 o g =ebor pogy =5 A

Ist ¢ die urspriinglich vorhandene, der z-Achse parallele Ge-
schwindigkeit der im Kathodenstrahle bewegten Elektronen,
und wichst die vom “ubBeren Felde herrithrende Kraft # vom

1) Vgl. W. Voigt, Go6tt: Nachr. 1902; Ann. d. Phys. 9. p. 115.
1902, Gleichung 56—58. Dort wird das Trigheitsmoment des Elektrons
noch nicht elektromagnetisch gedeutet.
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Werte 0 fir z =2, bis zum Werte 7, fir =z, an, so ist,
bei geringer Bahnkriimmung, die in z, erreichte seitliche Ge-
schwindigkeit

(27b) q -_fﬁ' dt_r de”=i p.@—m)
q

wo F den Mlttelwert der Kraft anzeigt.
Die erreichte Drehgeschwindigkeit hingegen ist:
2 Fydx e F,
27¢ $, =20 [ L0 8T g 0 M
(#7c) e T 7 5 g
o

Wir berechnen den Quotienten der Energien der rotatorischen
und der seitlichen translatorischen Bewegung, die in dem
inhomogenen Felde entstanden sind. Er betrigt nach (25g)
p9; ad,

#74) ) (Rt

Nehmen wir nun an, daB das duBere Feld auf einer Strecke
2, —z,=0,1 cm vom Wert Null bis zu seinem endgiiltigen
konstanten Werte anwichst, und setzen F = 1 F,, so betragt
der Quotient doch nur p 97 /u, q7 = 10~2* bis 10—22. Wir schliefen:
selbst in so inhomogenen Feldern verschwindet die Energie der ent-
standenen Drehbewequng durchaus gegen die der fortschreitenden
Bewegung, wenigstens bei langsamen Kathodenstrahlen. Die An-
nahme iibrigens, die der Gleichung (27) zu Grinde lag, daB
B.9ac klein gegen 1 sein soll, ist hier sicher erfiillt; denn
dalg="39alcf ist bereits klein gegen 1; ist also @2 klein,
so ist B.% a/c noch weit kleiner.

Bei raschen Elektronenbewegungen, wo in den Differential-
gleichungen (19) bis (19¢) der Faktor (1 — A% beriicksichtigt
werden mull, ist es weit schwerer, den Einflu drehender
Krifte zu untersuchen. Drehbewegung um die Translations-
richtung allerdings kann man auf Grund der Ansitze des
§ 10 behandeln; ich habe die Lagrangesche Funktion einer
solchen Bewegung berechnet, unterlasse indessen die Mitteilung
des Resultates, da das Problem ein gar zu spezielles ist.
Ausserordentlich starke Rotationen konnen allerdings unter
Umstéinden bei Becquerelstrahlen den Charakter der freien
Bewegung des Elektrons, wie auch insbesondere denjenigen
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der magnetisch abgelenkten in sehr komplizierter Weise be-
einflussen; doch zwingt bisher nichts dazu, solche Rotationen
als vorhanden anzunehmen. Vielmehr befindet sich diejenige
Theorie, welche die Drehbewegungen als unwesentlich fiir die
Dynamik des Elektrons betrachtet, im Einklange mit dem
Experimente.

§ 12. Stabilitdt translatorischer Bewegung.

Im sechsten Abschnitte wurde bewiesen, da zur Erhaltung
gleichférmiger Translationsbewegung einer beliebig verteilten
Ladung im allgemeinen eine #uBere Drehkraft
(28) 0 =[q0]
erforderlich ist. Nur wenn der Impuls & der Richtung der
Geschwindigkeit parallel weist, ist kriiftefreie stationire Be-
wegung moglich. Die Formeln (22) des § 10 gestatten es,
die Bedingung der kraftefreien stationiren Bewegung in der
Form zu schreiben
(28a) 9.:0,°q = 9L ,oL oL

ey 8q. dq 90
Wir bezeichnen mit q,, q,, q, die Komponenten der Geschwindig-
keit, bezogen auf ein in der elektrischen Ladung festes Achsen-
kreunz. Ist die Lagrangesche Funktion fiir Bewegung in
einer beliebigen Richtung bekannt, so bestimmen die Glei-
chung (28a) diejenigen Richtungen, denen parallel eine krifte-
freie Translation moglich ist; wir wissen bereits aus § 6, daB
fiir ein homogen geladenes Ellipsoid die drei Hauptaxen diese
Bedingung erfiillen. Es entsteht nun aber die Frage, welche
dieser moglichen Translationsbewegungen stabil sind. Wir
geben zunichst ein Kriterium fiir die Stabilitit der Trans-
lationsbewegung einer beliebig verteilten Ladung, und machen
alsdann die Anwendung auf das Ellipsoid.

Die Lage der auf ihre Stabilitit hin zu priifenden Richtung
markieren wir in der bewegten Ladung, und wihlen sie als
z-Achse. Die Bedingungen (28a) miissen jedenfalls erfiillt sein
sie ergeben:

(28b) a_Ii_aL=0 fiir qQ=0q=9, g,=g¢.
Der Betrag des Impulses ist:

éq, da.
d L
(28¢) G’=(aqz)qy=q‘=0 .
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Wir denken uns nun die Bewegungsrichtung abgesndert; die
Ebene, in der die Ablenkung erfolgt, wihlen wir als zy-Ebene;
es ist also jetzt q, = 0. Zur Aufrechterhaltung der so abge-
anderten Bewegung ist eine #uBere Drehkraft erforderlich, deren
2-Komponente ist
0,=09,8,—-q,6,= qg—f —qyg—i-
Die entsprechende Komponente der ,inneren Drebkraft®, die
jener das Gleichgewicht halt, ist demnach:
oL oL
259 Bl Dals T8
Wir nennen nun die urspringliche Bewegung eine stabile, wenn
diese durch Abinderung der Bewegungsrichtung erweckte innere
Drehkraft stets dahin strebt, die in der Ladung feste x-Achse in
die neue Bewegungsrichtung einzustellen. Das ist dann und nur
dann der Fall, wenn fiir 9,=0, (-6,)=0 ist.
Wir entwickeln die rechte Seite von (28d) in eine nach
Potenzen von g y fortschreitende Reihe. Das Anfangsglied ist
Null nach (28b). Das in q, lineare Glied betragt:

8L
G —q(S2 .
99 = (357 )y o o]

Mithin ist das Stabilititskriterium fir hkleine Abdnderungen der
Bewegungsrichtung zw formulieren durch:

a 0% L
(28¢) . _(W)qﬂ,:o“’
bei beliebiger Lage der zur Bewegungsrichtung senkrechten
y-Achse.

Wir entwickeln andererseits die Liagrangesche Funktion
in eine Taylorsche Reihe, die nach Potenzen von g, fort-
schreitet, wir schreiben Z, den Wert der Funktion fiir q,=g,
q,=q,=0. Wir wollen ferner die Abinderung der Bewegung
in der Weise vollzogen denken, daB der Betrag der Geschwindig-

keit ¢ = V/q2+ g2 konstant bleibt, mithin

= Vi wi =g}
setzen., Dann wird

oL
L=1,+ (aq)q —ol0;—9)

v
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wenn Glieder dritter Ordnung in q, nicht berticksichtigt werden.
Nach (28b), (28¢) wird alsdann

G 0*L
(28f) L=Lo_%qy2{7—(—m)%=q‘=0}.
Das Stabilititskriterium (28e) ist mithin dann und nur dann
erfiilllt, wenn kleine Abinderungen der Bewegungsrichtung bei
konstant gehaltenem Betrage der Geschwindigkeit stets die
Lagrangesche Funktion verkleinern. Es folgt:

Die Translationsbewegung etner beliebig verteilten Ladung ist
stabil, wenn dic Lagrangesche Funktion fiir die betreffende
Richtung ein Maximum besitzt, bei konstantem Betrage der Ge-
schwindigket.

Aufsolche stabile Bewegungen ist nicht nur die Formel (16 a)
fir die longitudinale Masse, sondern auch die Formel (16b) fiir
die transversale Masse anzuwenden. Denn wenn -auch keine
wirkliche Einstellung der in der Ladung festen z-Achse in
die abgeinderte Impulsrichtung bez. Bewegungsrichtung er-
folgen wird, sondern eher ein Oszillieren um dieselbe, so werden
doch im Grenzfall hinreichend kleiner Bahnkriimmungen die
Richtungen des Impulsvektors und des Geschwindigkeitsvektors
keine merklichen Abweichungen aufweisen, mithin die Voraus-
setzungen zutreffen, auf denen die Formel (16b) beruhte.

Wir berechnen die Lagrangesche Funktion des homogen
iber sein Volumen geladenen Ellipsoides fur eine beliebige Be-
wegungsrichtung: Wir legen wieder die 2-Achse in die Be-
wegungsrichtung, die jetzt eine beliebige Lage im Ellipsoid
haben soll. Die Gleichung (14) des § 7 ergibt fir die
Lagrangesche Funktion den Ausdruck:

(29) L= —Yiz@. W,

Dabei bedeutet #, die elektrostatische Energie derjenigen
Verteilung der Ladung e, die entsteht, wenn das Ellipsoid
einer Streckung parallel der z-Achse im Verhaltnis (1:/1 = %)
unterworfen wird.

Durch diese Streckung entsteht wieder ein Ellipsoid, mit

den Achsen a' ¥’ ¢’. Die elektrostatische Energie eines solchen
betrégt 1):

1) Vgl. E. Betti, Lehrbuch der Potentialtheorie, p. 134. 1885.
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w0
- ds
8 g2 | 85
(29a) o= 'fD(s;a’,b’,c')’
0
Dis;d,b,¢) = Y@ + )@ + 9 +9).

—

Lis kommt nun darauf an, diejenige Richtung im wrsprunglichen

FEllipsoid (mit den Halbachsen a, b, ¢) zu finden, der parallel

die Strechung ausgefihrt werden muf, um die elektrostatische

Energie des gestrechten Ellipsoids zu einem Minimum zu machen.
Da die z-Achse im allgemeinen schief zu den Hauptachsen

des Kllipsoides liegt, so schreiben wir seine Gleichung:

(29b) .2+ 8.9 4+ y. 224 20.yz+ 222+ 282y = 1.

Die ganze Funktion dritten Grades von s, die gleich Null
gesetzt die negativen Halbachsenquadrate — a2, — 5% — c?
als Wurzeln ergibt, und die demgem#f8 bei Coordinatentrans-
formen invariant bleibt, ist

set+1 8§ 58
©290) g, (s;0,8,¢) ==| s& sf+1 sd (; +1) (;; +1) (% +1) .
se s0 sy+1
Es besteht mithin die Identitét
{294d) D%(s;a,b,c) = a.b%. c?. g,(s;a,b,¢).
Die Gleichung des gestreckten Ellipsoides sei
(29e) 22+ By +y 22+ 20y + 2627 + 202y =1.
Da durch die Substitution

(291) r=z.Yi-gp =224, y=y, z=12,
(29Db) in (29e) ibergehen soll, so ist zu setzen:
@9g) @ =k, F=f, ymy, §=0, smed, L'=Lh,
folglich
s 1 sl sé .va+%§ sg $8
(29h) g, (s; @, 8, ¢)==| s& sf+1 s |=| s& sf+1 sd A%
s& s sy 41 s sd  sy+1
Der Identitat (29d) entspricht hier. folgende:
(29i) Di(s;a,b,c)=a? 2.2 g,(s;0,¥,¢).

Anpalen der Physik., IV. Folge. 10. 12
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Da ferner, mit Riicksicht auf die vorgenommene Streckung,
die Volumina der beiden Ellipsoide sich verhalten wie

a.b.¢:a.b.c=1:4,
so folgt:
sa-{-% s& ss
(80) D*s;d'b'c)=ab?c?.| s{ sf+1 9
s¢€ s sy+1
und mit Riicksicht auf (29c), (20d):

(308) D2(s;d, ¥, ) = azbzcz'{.qg(s;a, b9+ (5 =1)

sf4+1 sd }
sd sy+1
Die Gleichung des zur x-Achse senkrechten Durchschnittes
durch das urspriingliche Ellipsoid wird erhalten, indem in
(29b) z = O gesetzt wird:

(30D) Byi+yz4+20yz=1.
Wir nennen 4,, &, die beiden Halbachsen dieses Durchschnittes.
Dann ist
]  sB+1  s0 '_ s s o .1
(80¢) "’Z(S’hl’h”):| 50 sy+1}:(k'%+l)'(ﬁ+1)=h;.‘h;+"‘(5%+/&)+1’

Die soeben berechnete Funktion zweiten Grades von s allein
ist es, die auf der rechten Seite von (80a) die Abhingigkeit
von der Lage der z-Achse bekundet; sie ist multipliziert mit
einem von dem konstanten Streckungsverhiltnis 1:4 abhingigen,
stets positiven Faktor. Fiir ein gegebenes, positives s wird
mithin D (s; &', &, ¢') sicher dann den gré6Bten Wert annehmen,
wenn fir die betreffende Lage der z-Achse sowohl 1/4% A2, als
auch (1/4} + 1/A}) ihre groBten Werte besitzen. Das ist nun
in der Tat der Fall; denn (&, . A,) ist proportional dem Flachen-
inhalt der Ellipse (30b), und dieser ist bekanntlich am kleinsten,
wenn die (yz)-Ebene durch die beiden kleinsten Halbachsen
des Ellipsoides gelegt wird; ferner folgt aus der fiir je drei
senkrechte Halbmesser des Ellipsoides giiltigen Relation

1,1 1
i + i + = Konstans,

daf 1/k? + 1/A% sein Maximum erreicht, wenn die z-Achse
mit der groBen Halbachse des Ellipsoids zusammenfillt. Legt
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man also die x-Achse durch die groBe Halbachse, so nimmt,
fir ein beliebiges positives s, D(s;d,¥,¢) seinen gréBten
Wert an.

Aus (29a) folgt: Bei Streckung parallel der grofen Achse
wird die elektrostatische Energie W,/ des gestreckten Ellipsoides
ein  absolutes Minimum. Gleichung (29) besagt jetat: Die
Lagrangesche Funktion wird fiur Bewegung parallel der grofen
Achse ein  absolutes Maximum bei hkonstanter Geschwindigheit.
Mit Riicksicht auf den oben bewiesenen Satz folgt hieraus:

Fir das mit homogener Volumenladung erfullte Ellipsoid ist
die Bewegung parallel der groflen Achse stabil.

Dieses Resultat kann von Wichtigkeit werden, wenn
man gezwungen sein sollte, etwa bei dem positiven Elektron
die Annahme allseitiger Symmetrie aufzugeben. Geht man
dann etwa zu Rotationsellipsoiden iiber, die parallel der
Rotationsachse fortschreiten, so diirfen das nur verléngerte,
nicht abgeplattete Rotationsellipsoide sein. Bei letzteren wire
die Bewegung instabil.

Wiesbaden, im Oktober 1902.
(Eingegangen 23. Oktober 1902.)
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