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Abstract

In this note we give a counter-example to a generalization in dimension N > 2 of a result of Hickel in dimension 1
[3] which relates the Artin function of a germ of holomorphic function to the Artin function of its jacobian ideal.
Such links are important in order to prove the linear Artin approximation theorem that has been conjectured
fifteen years ago [6].

Résumé

Dans cette note nous montrons, & ’'aide d’un contre-exemple, qu’un résultat de Hickel [3] en dimension 1 est faux
en dimension N > 2. Ce résultat de Hickel relie la fonction de Artin d’un germe de fonction holomorphe avec celle
de son idéal jacobien. De tels liens sont importants pour prouver le théoréme d’approximation linéaire de Artin
conjecturé depuis quinze ans [6].

Nous considérerons un corps k muni d’une norme au sens de Nagata [5], c’est-a-dire d’une valuation
multiplicative v & valeurs dans R>o. On appellera valuation multiplicative toute application vérifiant les
conditions suivantes :

- v(z) = 0 si et seulement si z = 0,

- v(zy) = v(x)v(y) pour tous z et y dans k,

-v(z +y) <v(z) + v(y) pour tous z et y dans k.

Par exemple C muni de la norme absolue et (Q, muni de la norme p-adique sont des corps normés.

Soit N un entier positif non nul; nous noterons Oy 'anneau des séries convergentes k{Ti,...,Tn} et
my son idéal maximal. Soit n un entier positif non nul; nous noterons parfois X (resp. z) le n-uplet de
variables (X1, ..., X;) (resp. (%1, ..., Tp))-
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1. Introduction

En 1969 M. Artin a prouvé le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 [1][7] Soit I un idéal de On{Xq,..., X,,} engendré par les f; pour 1 <1 < r. Il existe
une fonction f : N — N telle que :

Soient i € N et ¢ € OF%, avec z(0) = 0, tels que fi(z) € m]BV(ZHl pour tout l € {1,..., r}. Alors il existe
T € OF tel que T = x modulo mf{l et tel que fi(T) =0 pour toutl € {1,..., r}.

Si I est un idéal de On{Xy,..., X5}, nous appellerons fonction de Artin de I la plus petite fonction
B : N — N qui vérifie le théoréme ci-dessus. Dans le cas N = 1, M. J. Greenberg [2] a montré que la
fonction de Artin d’un idéal était majorée par une fonction affine et ce résultat est conjecturé pour N > 2
[6]. La preuve de M. J. Greenberg s’appuie sur une majoration de la fonction de Artin de I & I’aide de celle
de son idéal jacobien. M. Hickel [3] donne une majoration plus fine que celle de M. J. Greenberg dans le
cas d’un germe d’hypersurface analytique complexe. L’introduction de la fonction de Artin dans I’étude
des singularités a été faite par M. Lejeune-Jalabert [4] et M. Hickel [3]. Soit I un idéal de k{Xq,..., X}
définissant un germe (X, 0) plongé dans (k™ 0). Notons In lidéal de On{X, ..., Xn} engendré par I.
On note fBr, v la fonction de Artin de Iy. Cette fonction est un invariant analytique du germe (X, 0). Le
résultat prouvé par M. Hickel est le suivant :

Théoreme 1.2 [3] Soient f un germe de fonction holomorphe & VUorigine de C* et J; lidéal jacobien
de I = (f). Alors nous avons
Bp),1(1) < By, (i) +i, VieN.

Nous montrons ici que ce résultat est faux pour N > 2 en étudiant ’exemple de f = X2 — Y3. Nous ne
savons pas dans ce cas si f(y), v est majorée par une fonction affine quand N > 2.

2. Approximation par une puissance p-iéme

Soit p € N\{0,, 1}. Nous nous placons dans le cas ol ’anneau de base est On avec k un corps normé
de caractéristique différente de p. Cet anneau est muni de la valuation my-adique que nous noterons ord.
Soit p € N\{0,1}. Nous allons tout d’abord présenter un algorithme d’approximation pour la valuation
ord d’un d’élément de O par une puissance p-ieme, c’est-a-dire trouver pour tout z € On un élément
2y tel que sup, ord(z — 2P) = ord(z — 2B).

Notons z = ), -y Zr Ol 2 est le terme d’ordre k de z. Soit k0 le plus petit indice pour lequel z;, # 0.

Initialisation : Si z;0 est une puissance p-ieme d’un élément de Op, on peut initialiser ’algorithme,
sinon sup, ord(z — 2P) = ord(z). Dans le cas ol ce terme est une puissance p-iéme on pose

21 = YTpo et ;= —2F
avec §/Tpo une racine p-ieme de xpo. On voit que pord z; = ord x et que ord(z1) > ord(x).

Récurrence : Supposons que ’on ait construit z,, a la n-ieme étape tel que

an:ZU—Zﬁ: E Tn,k
k
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vérifie ord(z,) > ord(z) ot nk est le terme d’ordre k de z,,. Soit k) tel que ord(z,) = ord(zy ko).
Supposons que z, o soit divisible par €/$k0p—1_ On pose alors

a:nk

— p
Zpn41 = 2p + D T e Tny1 =2 — 244
On a donc d’une part ord(z,41) = ord(z,) = --- = ord(z1) = ord(z)/p = k°/p = e, et d’autre part
Znt1 mod m&H' =z, mod m§f! =---=2; mod m€+1 d’ott ord(zp41) > ord(z,,).

Arrét : Dans le cas ou z n’est pas une puissance p-ieme, ’algorithme s’arréte. Il existe un rang n pour
lequel z,, ro n’est plus divisible par {/:170”*1 dans la récurrence. On a un terme que ’on ne peut pas
éliminer et z, est une puissance p-ieme parmi celles qui sont les plus proches de x pour la topologie
my-adique.

3. Etude la fonction de Artin de X2 — Y3

On suppose que la caractéristique de k est différente de 2 et de 3. Posons f = X2 —Y3 et fixons N > 2.
Les solutions de f dans O% sont les couples de la forme (23, 2%) avec z € Op. Pour tout entier j > 3,
nous allons donner z; € Oy tel que max.co, ord(z; — 2°) = 2j + 9 et max.co, ord(z} — 2°) = 85 + 6.
En choisissant y; tel que max.co, ord(zj — 2*) = ord(z% — y?), nous voyons que toute solution (2°, 2)
de f vérifie nécessairement ord(z; — 2®) < 2j + 9. Cela nous permet de dire que si N > 2

/B(X2—Y'3),N(i) >4

lim sup
i—s+00 ?
L’idéal jacobien de (X2 — Y3) est égal a (X, Y?) dont la fonction de Artin est égale a i — 2i. En
particulier nous n’avons pas la majoration

Bixz—vs),n(i) < Biga_ys), N(0) +i
pour ¢ grand et N > 2, vérifiée pour N = 1 d’apres le théoréme 1.2.

Soit
3 ; 1 ; 5
51122] 1922] 51623] 9614] 57625]

avec j > 3. Nous avons, en appliquant I’algorithme d’approximation par une puissance 3-ieme & x;,

.’L’j:T115+

1 ,
max ord(z; — 2°) = ord(z; — (T? + =T7T3)%) =
2€0OnN 2

1 5 5
= STYTY + —TPTyY
ord (4 1157 + YRR + 9%

—T3TH 4 %T,f”) =2j+9.

Par ailleurs
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Appliquons ’algorithme d’approximation par une puissance 3-iéme 3 517? Nous voyons que

1 , 1 | AN
a? = ((Tl5 + 5T12T2’)2 + 6T14T§J + ETlTSJ) +
1 ) 7 ) 1 .
—TGTBJ —TSTQJ —Tlo‘]‘
teo0aa 172 T Tagage 172 T 331776 2
Donc
max ord(:zﬁ - 2%) =85 +6.
Posons alors 1 1 1
yj = (TP + inTgV + ngTfﬂ + ET1T§J.

Nous avons alors ord(z} — y?) = 8j + 6 et max.co, ord(z; — 2°) = 2j + 9 comme annoncé.
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