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Variable aleatoria x(t)

x1 ()] Xtk s1)]
x(t) = xZ(.tk) _ x(tk.;sz)

«%\ _xn(.tk)_ _X(tk.i Sq)-

. Proceso estacionario de 1% orden:
fx(x,t) es independente de t =

+ 00

v K0 =00 = B = [ G pax

— 00

Proceso ergaotico:
media aritmética de x sobre e las repeticiones espaciales
es igual a
Y0} 3T ()

n q A

la media de x en el tiempo: x =



Media, Varianza y Desviacién estandard
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« u,es lamedia aritmeética (“mean”) o valor esperado de x es,
para um processo estacionario de 12 ordem, por definicion:

Uy & (x) =E{x} & f::{x - p(x)}dx, donde p(x) es la FDP de la variable aleatéria x {1}

* Si g(x) es una funcion, y = g(x) es una nueva variable
aleatoria cuyo el valor esperado de g(x), o funcion
esperanza de g(x), es por definicion:

iy g = (g0 = B} & | (9(x) - p(a)dx (2}
. 5,2, varianza (“variance”) de x es funcion esperanza de (x- x,)?
of = Vi{x} =((x — u)?) = E{(x — )} & f {(x = u)? pl)ldx {3}

« ¢, desviacion estandard o tipica (“standard deviation”) de
X es, por definicion, la raiz cuadrada positiva de la

varianza : +\/;§: JVEd (4)



Funcion de densidad de
probabilidad (FDP) uniforme

(7)) (
o ;‘] Para FDP
p()/( :
uniforme, la
0,125 : , : probabilidad P

2 .
0.100}- : : : del intervalo con
' : : amplitud de 2
0,075} | B (h—a T TS o desviaciones
0,050} e N § Bl estandar
| R A § centrada en la
0,025} | 2 O¢ g media es 57,7 %
0,000 L e '
o o5

a

W, - aly -'J "
Ut — O I

Fuennte: GUM 2008, EDICION DI 1 en espafiol. Centro Espafalée Metrologia. Figura 2.a, pg 20.




Media y Desviacion estandar @
de una FDP uniforme

1/(2.a)
a A
a. 0 a, T3 V12
N
A=2a
o ra v
de(1}: 1, = (x) = E[x] = j p(x)dx = f x -2—1adx - % - (’9 - a24—aa2 =0
de{3}: 62 = E[(x — )] = V(x) = Tou — 1) 2p()dx = ]a(x ) dr = o (’9 N
a* — (-a)* 2 & @ « 2 4 A B

02 =

&, O, =—== =

6a 6a 3 V3 2v3  2V3 V12
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FDP triangular

>
e

a pid a »i
0,250} :
E \\\
),
\\\
0,200} \
A\
\
E \\\ (b)
0,150} pg =

l/a

64,983 %

0,100} \\/
: 2 o, :
0,050 :

1 P

0,000 /\/ ! : : ‘
a V9 1 / 100 \ t 105 ¢ °C
a- T a.
Ut — Op He + 0
W~ a6 Hi W +a/N6

Fonte: GUM 2008, EDICION DIGITAL 1 en espafiol. Centro Espariol de Metrologia. Figura 2.b, pg 20




Densidad de

probabilidad
1/a
Funcion
triangular
simetrica
-a b d  Variable
Area da FDP:A; = (base) x (altura)/2 = (2a) x (1/a)/2 =1 aleatorio
( 1
_ 1° ponto:(—a, 0) 0=1cy +c(—a) _ i
P1(x) = €1+ Cox = {20 ponto:(b,1/a) = {1/a :1c1 +ZCz(b) =) _1/a
kcz B a+b
( 1
B 1° ponto:(b,1/a) 1/a =c3+c4(b) S =a-)
P2(x) = €3 + 4 = { 2° ponto:(a, 0) =z { 0= C33‘|' C4éa) =) o = —1/a
y =
L a—b>b




Densidad de

@
IVER N

probabilidad

FDP triangular
Simeétrica
Variable
b 9 aleatoria
de{1}: u, = (x) = E{x}: = j xp(x)dx = j xp(x)dx + j xp(x)dx + j xp(x)dx
+a e b e +a - a
U, = E{x} =0+ xp(x)dx + 0= | xp;(x)dx + | xp,(x)dx
J iz ] 2
( 0,x < —a
p1(x) = - i 5 + (al_/l_ab>x,—a <x<b
p(x) =<
1 —1/a
P (x) —a_b+<a_b>x,beS+a
L 0,x > +a

10



Media de una funcion p(x)

@

x(c; + cox)dx

b b b b
x? x b? — a? b3 — a3
jx(cl + cyx)dx = ¢ j xdx + ¢, j x2dx = 1 + 3| =a 5 + ¢, 3

a a a a a

. <bz - é_za)z) re <b3 - 3()—a):> +3C3 <a2 - b2> N . (as’z . b3> o
o= () (555 + (23) () ()5 )+ (G55
e[ ) () (2

W, = (a—b)_(a+b)]< >+[(a—b)(l/a)(bB+a3)+(a+b)( 1/61)(61 _ 3)]

Q'\w

b
fx -p(x)dx =

3

(a+b)(a—b) 3(a+b)(a —b)
i = (—2b) <b2 —a > [b3 +a3—(b/a)b3® — (b/a)a® — a3 + b3 — (b/a)a® + (b/a)b3]
* |(a? - b?)

_ 3(a? - b?)
_ 4 [22220/aa 2b3 —2ba?]  2b[(b*-a®)| . 2b b
i o RN e RO s R

11



Densidad de
probabilidad

Media de una
FDP triangular

@

Variable

P2(X)

b d  aleatoria

Area da FDP:A; = (base) x (altura)/2 = (2a) x (1/a)/2 =1

* En este caso si observamos que b es el punto
central y que las intersecciones son —ay +a
Implica que el valor de b es O (cero)

 FDP simétrico: el medio esta en el centro del
rango de variacion posible para la variable
aleatoria independiente

12



Densidade de
probabilidade

1/a

Varianza de una
FDP triangular

Variavel
b 9 aleatéria
+00 +a
de{3}:0f = V{x} = E{(x — pu,)?}: = j (x — w)’p()dx = j (x — p)*p(x)dx
o “q
b +a
o= [ G- @ + [ Gx - )?pa(dx
-a b
b 2 +a 2
2_]‘ 2 1 N 1/a d+j é 1 +—1/a P
%% = *73) \a+bp " \a+p)")H *73) \a=p " \a=p)")™
“q b
FDP triangular simétrica: neste problema b = 0:
. 1 1 " 1 1 3 x% x3 v x% x3
ox = j(x)z <—+—2x>dx+j (x)? (———2x>dx = j<—+—2>dx+j (———2>dx
a a a a a a a a
o 0 ra +a - 0
x3 x4 x3 x* —(-a)® —-(—a)* (Ha)® Ha)* 2a® 2a* a?
o= +-—=| +z=| ——| = + + - = - =—
X 3a 4q2 3a 4q? 3a 4q? 3a 4q? 3a 4a? 6
0 0

13



Densidad de
probabilidad

1/a

@

Variable

Media, Varianza y P()

desviacion estandar

de una FDP b-a p  b+a ‘aleatéria
triangular simétrica

Media de una FDP triangular simétrica: u,, = b
Cl2
6
desviacion estandar de una FDP triangular:

a 2a A A
O'xz—:—z—:_

V6 246 276 24

Varianza de uma FDP triangular: o =

14



FDP Gaussiana (Normal) @

5 p=638,27%

AN

p—a K ot o

2
1 1/x— u,

Ny (p,, 02): 05 (x5 ty, 02) = ex ——< )

X(/-lx x /) Px Uy, Ox O'x\/% p 2 O,

Ux+0Ox

1

V2mo?

Py(uy — 05 < X <y +0x) = j exp [__(x i) (o)~ (x — py) | dx = 68,27%

Ux—0x

15
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Area correspondiente o

Interpretacion de la
desviacion estandar

FDP probabilidad a
Py = 1o,
Uniforme ou rectangular 57,74 %
Triangular 64,98 %

Normal ou gaussiana 68,27 %

16



“La funcion de dlstrlbumon de probabilidad 940

0.35¢
de la variable = es la funcion de
Sx/ \/_ 0.30}

distribucion t, si la variable aleatoria x esta
normalmente distribuida con esperanza u,,,
donde x es la media aritmética de n 015
observaciones independientes x; de x, s(x;)

.y , . 0.10}
es la desviacion estandar experimental de n 0 0s
s(x l) |

7 €S la 0.00

desviacion estandar experimental de la

media x , con v = n — 1 grados de libertad.”
GUM, C.3.8

0.25}¢
0.20¢

observaciones, y s(x) =

T -9 @

X = - Sx—\/ — s(x)—\/ﬁ

R®: k=t=-qt( (1-PC/100)/2,GL) MATLAB®: k=t= -tinv( (1-PC/100)/2 , GL)
Excel®: k=¢t=INV.T. 2(:(1 _ m GL)

Excel®: k=t=INV.T.BC(1—1=;6L) = INV.T(1- (1-+=)/26L)



Quantiles para el FDP de Student,
para diferentes probabilidades p = PC

Tabla k: Fator de cobertura para diferentes grados de liberdad (GL) y
probabilidades de cobertura (p), suponiendo uma FDP de Student.

Probabilidades de cobertura (p) / %

Una cola 75 84,13 95,0 97,5 97,73 99,5 99,87 99,95
Dos colas 50 68,26 90,0 95,0 95,45 99,0 99,73 99,90
1 1,000 1,837 6,314 12,706 13,968 63,657 235,784 636,619
— 2 0,816 1,321 2,920 4,303 4,527 9,925 19,206 31,599
] 3 0,765 1,197 2,353 3,182 3,307 5,841 9,219 12,924
@) 4 0,741 1,141 2,132 2,776 2,869 4,604 6,620 8,610
~ 5 0,727 1,110 2,015 2,571 2,649 4,032 5,507 6,869
% 6 0,718 1,090 1,943 2,447 2,517 3,707 4,904 5,959
S 7 0,711 1,077 1,895 2,365 2,429 3,499 4530 5,408
E 8 0,706 1,066 1860 2,306 2,366 3,355 4,277 5,041
e 9 0,703 1,059 1,833 2,262 2,320 3,250 4,094 4,781
" 10 0,700 1,052 1,812 2,228 2,284 3,169 3,957 4,587
15 0691 1,034 1,753 2,131 2,181 2,947 3,586 4,073
% 20 0,687 1,026 1,725 2,086 2,133 2,845 3,422 3,850
N 25 0,684 1,020 1,708 2,060 2,105 2,787 3,330 3,725
o 30 0,683 1,017 1,697 2,042 2,087 2,750 3,270 3,646
@) 50 0,679 1010 1676 2009 2051 26/8 3,15/ 3,496
E 60 0,679 1,008 1671 2,000 2,043 2,660 3,130 3,460
O 80 0,678 1,006 1664 1990 2,032 2,639 3,096 3,416
100 0,677 1,006 1,660 1984 2,025 2,626 3,077 3,390

oo 0,674 1000 1645 1960 2,000 2576 3,000 3,291 4g




Algunas demostraciones

1y = (g(0) = E[g(x)] = f (g - p(O}dx 2)

62 = V[x] = ((x — u)?) = E[(x — p0)?] = j (x — 1) 2p(x)dx (3)

Considera g(x) = a-x con a unaconstante: V{a-x} = a? - V{x}

1y = Elg(0l =Ela-21 = [ (a-x-p)ax
+00 7
Hg =a- f x-p(x)dx =a-E[x]=a-u, {4.1}

= F[(9(0) — ty0)’] = j (900 — gce)” - PGO) dx

f(a X —a-pu)?’px) dx = f a® -+ (x — pu)? p(x) dx

— 00

=a®- f (x —pu)? - p(x)dx = a* - E[(x —p)?l = a*-V[x]  {4.2}.

19



Mas demostraciones

1y = (9(0)) = E{g(x)} = j 96 P dx(2)

62 = V[x] = {(x — ue)?) = E{(x — )2} = j - )t -p(dx  (3)

Considera g(x) =a+x con a unaconstante: V{a + x} = V{x}
400

uy = E{g(0} = Ela+ x] = j (a+%)  pQx) dx

+ 00 + 00

Hg =a- j p(x) dx + f x-p(x)dx =a+ E[x] = a+ u,{4.3}

— 00 — 00

02 = E|(90) — ngw)”| = f (960 = gen)” - P() dx
oF = j (a+x—(a+ux))2-p(x)dx= j (a+x—a—u)? plx)dx

G= | G-m) P = Ea- ) =Vl (44)

@

20



m" - momento de orden n @

my = (x") = f x"-p(O}dx  {5)

* El media es lo momento de 12 orden:

my = (X1> — Uy {6}
* El momento de 22 ordem de x é:
m, =(x*) =og +uz {7}

« La varianza es lo momento de 22
orden centrado na media;

m, = ((x —w? =g {8}

21
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Momentos estatisticos

 Momento de orden 1:
média (aritmética) uy = E{X}
« Momento de orden 2 na distribuicdo centrada:
variancia V{X} = E{(X — E{X})?}
 Momento de orden 3 na distribuicdo centrada ou padronizada:
coeficiente de assimetria

As = E{(X — E{X})°} ou A;=E {(X_E{X})S}

o

« Momento de orden 4 na distribuicdo centrada ou padronizada:
coeficiente de curtose:
(x-E{xH*

€, = E{(X — E(xD*} ou ¢; = E{=—louct =, -3

o coeficiente de curtose é uma medida da densidade das caudas de uma
distribuicéo: para FDP uniforme C; = 1,8 ; para FDP normal C; = 3,0 (ou
c} = 0); para FDP exponencial C; = 9,0

22



Demonstracion
m, = (x*) = E{x*} = o +uz = o* +p*> {9}

@

E{x?}=E[x*+u? —p?] =E[x?>+pu?> —p? +2x-u—2xu] {10}

E{x?}=E{x?>—-2x-u+u*>+2x-u—pu?}=[x*>-2x-u+pu?l+ER2x-u—pu?] {11}

E{x*} = E[(x —w?] + E[2x - p] — E[p?] {12}

400 400

V=c?+ ] 2u - x - plx)dx — j u?-plo)dx {13}

— 00 —CO

+ 0o +o0oo

E{x*}=0%+2u j x - p(x)dx — p? j p(x)dx = 0%+ 2u-pu—u?> {14}

— 00 — 00

Entonces W
E{x*}=0?+u?* =02 +u2 {15} ——
\@. q.d. ,




Demonstracion

{16}:my = ((x — px)?) = 0%

(17):my = ((x — w?) = j (x — 1)2p(x)dx = j (2 = 2x -+ p2)p(x)dx

+ 00 + 00 + 00

{18}:m, = J x?p(x)dx — 2 j xup(x)dx + j wp(x).dx

— 00 — 00 — 0o

+ oo +co

{19}:m, = (x*) - 2 f x - p(x)dx + p? f p(x)dx = (x*) = 2p - p + p?

— 00 —CO

{20}:m, = (x%) — 2p% 4+ p* = (x?) — W
=

De {15} <x2) — Ux +‘u %{21} my = a2 +li _H = O'x é
1/\/\/Cq¢d
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Reglas para terminologia

Parametro Poblacion Muestra
(alfabeto griego) (alfabeto latino)
Media U, X
Desviacion o, S,
estandar
Varianza 0.2 S.2 =S,

Covarianza Oy Sy

25



La media aritmeética es un
estimador no sesgado
da media da populacao

@

Demonstracion: x — u {22}
g = 2=t (23} E[%] = E Z?zlxi] _ Elai, x (24)
n n n

(T2 [ - p(x) ]}

Elx] =

N[ 2 p(x)dax .

n

Elx] =

Entao a esperanca ou valor esperado
de x € a média da populacao

26



Hipotesis para  E{x} = i, @

H,) La muestra es representativa de la poblacidn

H,) Las indicaciones de medidas son
Independientes entre si.

27
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Valor Mas Probable (VMP)

e La moda es el VMP

» Si el FDP for rectangular, o normal entonces:
— El valor esperado coincide con la moda

—Yy, como el valor esperado es la media aritmética,
logo la media es igual VMP

28



cUsar media aritmetica,
ou moda, ou mediana?

* Es posible que el valor representativo de las
Indicaciones (conjunto de muestras) sea un punto
especifico arbitrario.

» Ejemplo: El valor representativo del conjunto de
Indicaciones es la moda, o la mediana

» En este caso, la desviacion estandar experimental se usa para
representar la evaluacion Tipo A de incertidumbre

* La mayoria de las veces el valor representativo
de las indicaciones viene dado por la media
aritmeética

» En este caso, la desviacion estandar experimental de

la media se utiliza para representar la evaluacion de
Tipo A de incertidumbre. 29



Desviacion estandar experimental de la
media es la desviacidon estandar
experimental de la poblacion dividida por la

raiz cuadrada de n

. Oy 5 _
Demostracion:  {27):0x = (28): oc = Jo = VA

{29} V[x] = ((x — uy)?) = (x* — 2%, + y2)

{30} V[x]= (922> — (2xpy) + (.uyzc> = (552} — 2, (%) + .upzc = (322} — 2y iy + .upzc

{31} VIx]=(x*) —uz

{32}: (x%) =(x.%x) = < %11 X ?;1 xj> = % §Xi§:xj = %ii(xi,xj)

30



Desviacion estandar experimental de la media
es la desviacion estandar experimental de la
poblacion dividida por la raiz cuadrada de n

(continuacion)

Demostracion: {27}: ax=3—% (28} ox = [of = V[A]

INPE

« Para i =j ,entoncesde {32}: {34} (x;.x;) = (x?) = 02 + u?

« Hipotesis: Parai #j y con 2
variables independientes: (35%: {xio5) = Gxid - (3) =t e = 15

« Hipotesis: homodedasticidad: la desviacion estandar igual para todas
las magnitudes

« Haynparescon i =j y n-(n— 1) paresindependientes coni + j,

entonces: 1 52
(36}:(x%) = (x.%) = —-[n- (Gf + D +n- (=1 - p’l =—+ 4}

31



desviacion estandar experimental de la media es
la desviacion estandar experimental de la
poblacion dividida por la raiz cuadrada de n
(continuacion)

@

Ox
Demostracion: 127}: % = 7
Oy
Reemplazando {36} <x2>—— e
en (31} V(&) = (x%) — 12

2 2
uno consegue: {37%: V@® ==+ ui—pi==>0;= |07 = V[x] = \/%

*>\{27}: o= | X=X

N Vn C. d. d.

j/\/\/N 32
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Hipotesis para desviacion
experimental de la media

Ox

Vn

1) La muestra es representativa
,) Las indicaciones x; son independientes

) La desviacion estandar igual para todas
las indicaciones (homocedasticidad)

Oy =

33



Varianza de variables continuas, @
discretas y de muestra.

. Varianza de una , s ,
variable continua: Ox = j tx = ) - plx)}dx
° Var_ianza (_:ie una 2 Y (x; — %)?
variable discreta: X n

« "La varianza experimental ,
. n —
de las observaciones, que o2 k=1(qx — q)

estima la varianza o2 dela ¢ n—1
distribucidon de probabilidad

de (, viene dada por:”
(GUM, 4.2.2)

34



¢, Es el estadistico 6% es un estimador
da varianza de la poblacion (¢?)?

| n o (x; — %)?
Demostracion: {38}: §% & i=1(% ) -0t ?
n

UGl DGR C e WIRE S ) WP MRE N D IS SO T S E: S NG 0F
n n n n n n n

{39}: 62 =

n 2 =2 n 2 n 2

XS n.x o x: n
{40}:52=¢—22.x+ — S=17 952 4 52 i=

n 2 n 2 n 2 n 2 2 2
{41}: (52) — < iji Xi — 22> — < i=1%Xi > _ (722) — % — (322) — i=1(0_x + .ux) . (0% n ‘u)zc>

n n

Para variables independientes {36}

n-(of +pusd) [ox o2 o2
{42}:(6%) = )fn = ;;‘I'.ux —Jx+ﬂx—7x—#x—af——x

n

(43): (67) =% = (1) .62 = (67 # o2, mas () - E(62) = o

n

35



,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ¢, Es el estadistico 4% es un estimador @
da varianza de la poblacion (64)? continuacion
Demostracion: {38}: 52 def Z?=1(xi_95)2 2

n — Ox
waE{(;=) 07} = of

n =2 n s
(45}: s2(X,) & (n’jl). LG —%)? YR (r —%)?

?

n n—1
{46} E{s*(X)}=ox

* AUn a partir de {46} se concluye gque el
estadistico (§2) es un estimador no sesgado de
la varianza de la poblacion (c2)

« GUM 4.2.2

36



P desviacion estandar experiment@
= de la media (4.2.3 do GUM)

« Se ha demostrado que
ieq (x; — )2

2 LQ2(W) = &i=l 2
(33}:0; = /U_x _ Ox {46}:s°(X;) ]~
n  +n

Al sustituir {46} por {33} y extraer la raiz cuadrada se
obtiene la desviacion estandar experimental de una

media mUW
\ \/Zl 1(xl 5 / B
>(46}:u(xi) (%) = ¢ ‘) ” —1 - —

“Por comodidad, u?(x;) = s?(X;) y u(x;) = s(X;) son a veces A
llamadas varianza Tipo A e incertidumbre tipica Tipo A, G-
respectivamente.” GUM, 4.2.3 37




Hipotesis para

2= (x; — %)*
s(Xi) \/ 1nx— 1 - N
Voo vn )

@

u(x;) =s(X;) =

H,) La muestra es representativa

H,) Las indicaciones x; son independientes,
por ejemplo:

* la muestra es en estado estacionario,

* las variables no estan correlacionados e

* las variables no estan autocorrelacionados

La evaluacion do Tipo A da incertidumbre es
cuantificada adecuadamente por la desviacion
estandard experimental de la media.

38
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PROPAGACION
DE
INCERTIDUMBRE
DE MEDICION



‘,’“‘( Propagacion de la incertidumbre de medicidn
(Propagacion de la varianza)

Considerar:

e X,Y y Z son variables aleatorias e se miden n veces
e W =f(X,Y,Z), W tambiem es una variable aleatoria
« Se conocen las medias y varianzasde X ,Y y Z

« Com los n valores de las magnitudes de entrada
(x;,v;, 2;), se calculan los n valores de la magnitude
de salida w;

— f(xl; yl, Zl)
« Entonces la media de la magnitud de salida es:
{47} w = ?zlwi — ?=1f(xi;yl', Zl',)

n n
40



Propagacion de la incertidumbre@
de medicion (continuacion)

« Espansion w; = f(x;,y;, z;) em secuencia de Taylor,
alrededor de la media:

{48}:

) § af . Of i}
Wi:f(X,y,Z)+— (xl_x)+_ (yl—}’)+— '(Zi_Z)+
ox|,. . oyl . .. 0z|, . _ .
(x,y,2) (x,y,2) (x,y,2)
1 0%f 1 0%f 1 9%f
.27 2= 20 A R _ 52
T2 ax2 (i = 2"+ 77572 i =3+ 51372 (= 2)
(92))712) (.72,57,2_) (32',57,2_)
2 0%f
HETRPT Y G —%). (i —y) +
(%,,2)
2 0%f
TR T (x; —%).(z; — 2) +
(%,7,2)
2 0%f
LETRETZT i =9).(z; —2) +
(%,5,2)
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Propagacion de la incertidumbre @
de medicion (continuacion)

« Sl la primera derivada es aproximadamente constante, la

segunda derivada y las posteriores son aproximadamente
cero. Entonces de {48}:

G,
e f

—x)+a—y

0 0
(49} wi = f(53,9) +or i)+

(z; — 2)

(x,y,2)

(92!37 Z) (x 3-/ Z)

e Sustituciones:

{50.a}: coeficiente de sensibilidad de W con respecto a X: ¢, = -
0X(x,5,2)

{50.b}: coeficiente de sensibilidad de Wcon respectoa Y: ¢, = g’;

(x,y,2)

{50.c}: coeficiente de sensibilidad de Wcon respecto a Z: ¢, = a£ 595)
X,V,Z

51} wi=fy,2)+tex - (g—%)+c,-(yi—y) +¢; (2, —2)
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Propagacion de la incertidumbre
de medicion (continuacion)

@

« Si el modelo de medicion es aproximadamente lineal,
{51} es valida:

{51} wy=fxy,2) tox- (g —%)+cy- (Vi —y) +¢;- (2~ 2)

 Mediade w;:

{52} W= Z?=1Wi _ ?=1[f(321 :)_/,Z_) + Cy (xl — 32) + Cy (yl — }7) +c, - (Zl — Z_)]
: = - ~

(53} W nf(xyz)+cx DN 1(39/4;@5 »r 1(%/4-"% Z?_I’CZ/ZV’Vf(xyz)

{54}, w=f(x,vy,2)
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Propagacion de la incertidumbre
de medicion (continuacion)

@

51} wi=2f(y,2)tcex-(g—%)+cy,- (i —y)+c,-(z;—2)

* De {51} al cuadrado:

{55%:  [w;—f(x,9,2)]% = (c)? - (x; —%)* + (cy)2 (i =)+ () (2, —2)* +
+2(c) - (cy) G =) — ) +
+2(cy) - (cz) - (x; — %)(z; — 2) +
+2(cy) - (cp) - (i = )z — 2)

« Si el modelo de medicion es lineal: w = f(x,y,2)
e 0 aproximadamente lineal, de {54} : w = f(x,y,2)

(56} [wi—wl? = ()? - (= D2+ ()" - Gi = )2+ (e)? - (= D) +
+2(c) - (¢y) g =) — ) +
+ 2(cy) - (cy) - (xj —%)(z; — 2) +
+2(cy) - () - (yi — Pz — 2)
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‘f“‘( Propagacion de la incertidumbre de medicio
(Propagacion de la varianza)

r@

« Aplicando la suma en n em la ecuacion {56} y dividiendo por

(n—1): _ 2
() (x; — %)% + (Cy) i =P+ () (2 —2)* +
{57}: Ziza (W W)Z 1 +2(cx) - (¢y) - (g = D) — 9) +
(n— " - 1) +2(cy) - (c) - (x; — %) (z; — 2) +
+2(cy) - () - i — )z — 2)

i= 1(Wl W)z

 Perolavarianzade W es V{lW} = —y entonces
@ =2+ (c) - i = 9% + ()% (21— 2)% +
_ +2(cy) - (cy) - (y =) (i — 7)) +
(58) viwy = (n — 1) ; +2(cy) - (CZ) (g —x)(z;—2) +
+2(cy) - (c2) - i = )z — 2)

* Y eldesviacion estandar de W es uy, & +/ V(W) entonces
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Propagacion de la incertidumbre
de medicion (continuacion)

@

n (cx)? - (x; — 2)? + (Cy)z (i =2+ ()% (2 — 2%+ |
1 +2(c) - (cy) ;=) - (v — 9) +
58} ViW} = . X y l i
{58}: V{w} (n—1) ; +20c) - (c) - (x; — %) - (z: — 2) +
+2(cy)  (c) - i =) - (z: — 2)
° D9{58} [ n N2 n s n 22
2 i=1[(xi — X)°] 2 Zizl[(yi —y)7] , 4i=1 [(Zl Z) ]
(c)” - =D + (cy) . -1 + (c,)? - ) +
Ll —x) - (v — )]
(59} V{w}= +2(ed (o) (n—1) *
inzl[(xi —x) - (z; — 2)]
+2 (Cx) : (Cz) : (n — 1) +
+2 (c,) - (c,) - i=1[(3’i(; )z)l-)(zi — 7)]
n =) 2 n i, _
. _ Xin[Ga=2)?] YO0 (vi— )]
Pero V{X} = — y cov{X,Y} = =
{60} V{W}= ()2 - VWY + (cy)" - VIV + (c)? - V{Z} +

+2 (cy) - (cy) ccov{X,Y}+ 2 (c,) - (¢c,) - cov{X,Z} + 2 (cy) -(cy) - cov{Y,Z} .46



~,>“<( Propagacion de la incertidumbre de medicion
DL (Propagacion de la varianza)

@

{61}:
gef | _ ()2 - VWY + (c))° - V{V} + ()% - V(Z} +
Uw = t V(W \/+2 (cy) - (cy) ccov{X, Y} + 2 (c,) - (c,) - cov{X,Z} + 2 (cy) - (c,) - coviY,Z}

« Pero uz=VX),ut =VY) y uz=V(2)
* Y uyy =coviX,Y}, uy, = coviX,Z} y uy, = cov{y, 7}

(cy)? - uz + (cy)z -ug + (c,)? - uz +
62} uy = (42 (cy) - (Cy) Uyy + 2 (cy) - (67) - uxz
+2 - (cy) - (cz) - uyz

\

Donde: coeficiente de sensibilidad de W con respectoa i: c¢; = af

H(xy,2)
u; es laincertidumbre tipica de la magnitude u;

u;; es la covarianza entre las magnitudes i y j
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Ley de Propagacion de la
Incertidumbre (LPI)

Hipotesis:

1. Modelo de medicién 6ptimo: Y = f(Xq,X,, ..., X,,), donde Y es la magnitud de
salida, X; es la i-ésima magnitud de entrada, y m la cantidad de magnitudes de
entrada

2. El modelo de medicion puede aproximarse mediante una secuencia de Taylor
truncada en la primera derivada (existe la primera derivada de f)

3. Experimento bien hecho:

3.1. Las medias(X,, X,, ..., X,;,) de las magnitudes de entrada son representativas de las
variables(Xy, X5, ..., X;n)
3.2. Las incertidumbre de las magnitudes de entrada son relativamente pequefas

¢ = cy, = —
m ( m i — YX; — 5.
{63}- Uy = {C- - C; u} l X (X1,X2,-»Xm)
DUy = i G Uij u; = u? varianza de la magnitude i
| =t U=t u;j es la covarianza entre i y j

4. Las magnitudes de entrada no estan n; -
auto correlacionadas, en medicionesy . = _ 2 _ W2 (X) = D))
calibraciones de estado estacionario S LA (n; — 1)

(no dinamico), la varianza puede ser: 48




Ley de Propagacion de la
Incertidumbre (LPI)

Y =YX, X5, ..., X)), m es la cuantidad de magnitudes de entrada

n n;i—1

of
m m Ci = Cy. =
7). €} P
{63} Uy = {Ci * G ul-j} (X1,X2,-Xm)
J&= Ue u; = uf varianza de la magnitude i
u;; es la covarianzaentre i y j
M L , . L, (eig—X)?
Media de X; = ZJ=1.le} desviacion estandar experimental de X;: sy, = \/ k=127t 7L
l

x;i €S el valor del experimento k de la magnitud de entrada X;
n; es la cuantidad de experimentos de la magnitud de entrada X;

n; - \2
% e (Xig—=X;)
SXi . ni—1

desviacion estandar experimental de la media de X;: sz, = v N> =
l l

\/Z:il(xik_xi)z La incertidumbre de X; puede ser sy, , Sx, » 0 Otro valor

ni-(n;—1) n; - s

. _ Tl Gei=X) (xjk—X))

Covarianza entre X; y X; : u(X;, X;) = == (—1) La convarianza u;; puede

U(Xi»Xj) Ser.: U,(Xi,Xj) 0) u()?i,)?j)
n; 49

Covarianza entre las medias X; y )?j: u()?i,)?j) =



Ley de Propagacion de la
Incertidumbre (LPI) sin correlacion

Hipotesis:
1. Modelo de medicion optimo: Y = f(X;, X5, ..., X)), donde Y es la magnitud de salida, X; es la

I-eésima magnitud de entrada, y m la cantidad de magnitudes de entrada

2. El modelo de medicidn puede aproximarse mediante una secuencia de Taylor truncada
en la primera derivada (existe la primera derivada de Y)

3. Experimento bien hecho:
3.1. Medias (X3, X,, ..., X,,,) de las magnitudes de entrada son representativas de las variables (X, X, ..., X;,)
3.2. Las incertidumbre de las magnitudes de entrada son relativamente pequeinas

C; = Cy. = of
m m l - X - _ _ _ _
booXilig, %, %)
{63} uy = Z Z{Ci ¢ - U5} u; = u? varianza de la magnitude i
i=1 \Jj=1 u;; es la covarianza entrei y j
\ ij ]
4. Las magnitudes de entrada no estan auto n; (x; — X-)Z
: - 2 2 /o k=1\"ik [
correlacionadas, en mediciones y Ui =u; =u (X;) =
calibraciones de estado estacionario (no (n; — 1)

dinamico), puede ser:

5. Las magnitudes de entrada

, . {64‘} uY =
no estan correlacionadas
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@

e entre fuentes de incertidumbre

¢, Cual es el RM o la fuente mas impactante?
e Coeficientes de contribucidon de Kessel”

# Kessel, R., Kacker, R. and Berglund, M. (2006). Coefficient of contribution to the combined
standard uncertainty, Metrologia 43(4): S189-S195. DOI: 10.1088/0026-1394/43/4/S04

of 2
(%)
of
Z?:l(a—xi-uxi)

O marjor CK;es el que mas impacta en la magnitud de salida
Es la parcela que se debe colocar mas atencion

* Incertidumbre tipica relativa
(5%,
= T’ donde i es la incertidumbre tipica combinada, do Tipo A o do
Tipo B
O menor u,., , en general, mejor la medicion

CKy, = 5, donde n es la cantidad de magnitudes de entrada

ry

Se usa para comparar mediciones con diferentes RM
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Medicidon Directa

En general, modelo de medicion
lineal

No es funcion de otras mediciones
directas o indirectas

Ej:RM=1+C+R
Incertidumbre do Tipo A: |
Incertidumbre do Tipo B: Cy R

En general, los coeficientes de
sensibilidad = 1 y sin dimensiones

Las magnitudes de entrada,
si experimento bien hecho,
no estar correlacionadas

Ej.: cov(I,C) = cov(I,R) = cov(C,R) =0

(64} w = |y {c?uf)
i=1

Medicidon Directa e Indirecta

QINPE i '

Medicion Indirecta

En general, modelo de medicion
no lineal

Funcion de otras mediciones
directas o indirectas

Incertidumbre do Tipo A: no hay
Incertidumbre do Tipo B: todo

En general, los coeficientes de
sensibilidad # 1 y con dimensiones

Las magnitudes de entrada
pueden o no estar correlacionadas

>

\1 =1 \j=

m

{63} uy = {ci ¢y}
1
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Medicion Directa

Medicion utilizando solo un instrumento »
Ejemplo: medicion de temperatura usando un termémetro &
5 datos experimentales: 4
24,0 °C; 24,1 °C; 24,1 °C; 24,0 °C; 24,2 °C

)

Incertidumbre de calibracion: 0,05 °C Imagen de
. o Projekt Kaffeebart
Sesgo: -0,2 °C por Pixabay

Resolucion: amplitud 0,1 °C

Objectivo: evaluar la incertidumbre de medida de la magnitud de la
temperatura

Magnitud de salida: temperatura medida (RM)

Magnitudes de entrada: Indicacién (1), Correccion (C), Resolucion (R)
Hipotesis: LPI sin correlaciones entre magnitudes de entraday R = 0
Modelo de medicién: RM =1+ C+R

Modelo de propagacion de incertidumbres: ugy = \/27{11{%2 -u?}
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@

FOrmula

de
Welch-Satterthwaite



¥4 Demonstracion de la formula de
Welch-Satterthwaite

« Lavarianza de una grandeza (y) con NE=m magnitudes
de entrada (x;) no correlacionadas es:

{63} u?(y) = c2.u?(xy) + c2.u?(xy) + -+ c2.u?(x,,)

« Lavarianza de la varianza de la magnitude (y) es, se
supone que las varianzas de las varianzas tambien son
no correlacionadas:

{64} u?[u?(Y)] = u?[c?.u?(xy) + c5.u?(xy) + -+ 2. u?(x)]

{65} w[u*()] = wlcf u?(x)] + -+ u?[ci. u? ()]

{66}:  ul[u(y)] = cf. uP[u?(e)] + ez u?[u? (x)] + = + e u?[u? ()]
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ol N

X8 Demonstracion de la formula de™
Welch-Satterthwaite

e Suponiendo gue una magnitud (w) tiene um FDP normal;

4
2 - Oy

(67} u [t w)] = —

« Reemplazando {67} en {66} :

{66}:  u?[u?(y)] = cf. u?[u?(x)] + ez u?[u? (x)] + - + e u?[u? ()]

2ok 2 ut(x 2 ut(x,)’ 2 ut(x
y=C1. (1) c§- (2) 4. C;%' (m)

{68}:
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4 Demonstracion de la formula det

Welch-Satterthwaite
* De {68}
(69}: ut(y) _ o u*(xq) 4ot ut(xy)” gt u* (o)
Vy Vi Vy Vi
4
- Entonces {70} v, =—— &) :
fu£f1)+§u1§;€2)+ +f;lu1§:lm)
u*(y)
714 v, =
71 v L G
=1 vl

C. Q. d.




« GUM: G.4 Grados efectivos de libertad u*(y)

+ GUM: cita 11 veces Grados efectivos de liberdad 71} vy = "
« GUM: cita 1 vez Grados de liberdad efectivos =1 p;

 Incertidumbre estandar combinada: u,
 Incertidumbre estandar de el Tipo A: uy
* Incertidumbre estandar de el Tipo B de la fuente i : ug,

 Grados efectivos de libertad de la incertidumbre estandar
combinada es el Grados efectivos de liberdad

Ue

GLep = Ve = A4 cd ol A A
A A + Bl Bl _I_ v _I_ Bm Bm
Uy Up Up

1 m
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Grados de liberdad do Tipo A

« Grados de liberdad, para evaluciones Tipo A de la
Incertidumbre estanda es

VAZGLAZn—].

« La varianza do Tipo A:

V{X} = Sz = ?=1(xi _ f)z — 7l:'y=1('xi _ f)z _ Z?=1 dlel
4 n — 1 VA VA
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Grados de liberdad do Tipo B

 Frenkel 2003 5 Tabla GL-i: Relacién entre grados de
demostré que si V(s) = 12 (s) = g libertad y credibilidad de la fuente de
EDP es normal: 2V incertidumbre.

_ _ Credibilidad de la

* Entonces La incertidumbre de la fuente de Grados de
incertidumbre tiene una relaciéon con incertidumbre / % Liberdade
los grados de libertad dada por: : 100,0 infinito

5 5 99,9 5,00E+05
o S

vV = — 99,5 2,00E+04

2u?(s)  2u*(s) 99,0 5,00E+03

1 ofuN\"2 1 fuw)) "2 95,0 200
V=—-\—" =—-— 92,9 99

2 > 2 U 90,0 50

GUM G.4.2) 87 1 30
80,0 12
=/

u(u) 1 /100 —-Cr 75,0 8
=5\ =35 100 60,0 3
\ 50,0 2

Cr : Credibilidad % 22 0
=




Grados de liberdad do Tipo B @
Con V; = « (infinito)
procedimiento mas utilizado pero no es consistente

Con V; dada pela tabla (NMI-AU), procedimiento
consistente:

Credibilidad |
alo pero
de la P Razonable | Buena | Excelente
informacion | aceptable
Graus de
liberdade 3 10 30 100

Bentley, R. E. (2005). Uncertainty in measurement: The ISO guide, Technology
transfer series monograph n 1. National Measurement Institute of Australia.
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» Util para comparacion entre magnitudes

» Util para verificacion de atendimiento a
especificaciones o criterios de aceitacion

U=k-u,

Incertidumbre Expandida

U: Incertidumbre expandida
k: Fator de cobertura
u.. Incertidumbre estandar combinada

k= f(GL; PC)
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“La funcion de dlstrlbumon de probabilidad 940

0.35¢
de la variable = es la funcion de
Sx/ \/_ 0.30}

distribucion t, si la variable aleatoria x esta
normalmente distribuida con esperanza u,,,
donde x es la media aritmética de n 015
observaciones independientes x; de x, s(x;)

.y , . 0.10}
es la desviacion estandar experimental de n 0 0s
s(x l) |

7 €S la 0.00

desviacion estandar experimental de la

media x , con v = n — 1 grados de libertad.”
GUM, C.3.8

0.25}¢
0.20¢

observaciones, y s(x) =

T -9 @

X = - Sx—\/ — s(x)—\/ﬁ

R®: k=t=-qt( (1-PC/100)/2,GL) MATLAB®: k=t= -tinv( (1-PC/100)/2 , GL)
Excel®: k=¢t=INV.T. 2(:(1 _ m GL)

Excel®: k=t=INV.T.BC(1—1=;GL) = INV.T(1— (1-12) /26L) ¢



Quantiles para el FDP de Student,
para diferentes probabilidades p = PC

Tabla k: Fator de cobertura para diferentes grados de liberdad (GL) y
probabilidades de cobertura (p), suponiendo uma FDP de Student.

Probabilidades de cobertura (p) / %

Una cola 75 84,13 95,0 97,5 97,73 99,5 99,87 99,95
Dos colas 50 68,26 90,0 95,0 95,45 99,0 99,73 99,90
1 1,000 1,837 6,314 12,706 13,968 63,657 235,784 636,619
— 2 0,816 1,321 2,920 4,303 4,527 9,925 19,206 31,599
] 3 0,765 1,197 2,353 3,182 3,307 5,841 9,219 12,924
@) 4 0,741 1,141 2,132 2,776 2,869 4,604 6,620 8,610
~ 5 0,727 1,110 2,015 2,571 2,649 4,032 5,507 6,869
% 6 0,718 1,090 1,943 2,447 2,517 3,707 4,904 5,959
S 7 0,711 1,077 1,895 2,365 2,429 3,499 4530 5,408
E 8 0,706 1,066 1860 2,306 2,366 3,355 4,277 5,041
e 9 0,703 1,059 1,833 2,262 2,320 3,250 4,094 4,781
" 10 0,700 1,052 1,812 2,228 2,284 3,169 3,957 4,587
15 0691 1,034 1,753 2,131 2,181 2,947 3,586 4,073
% 20 0,687 1,026 1,725 2,086 2,133 2,845 3,422 3,850
N 25 0,684 1,020 1,708 2,060 2,105 2,787 3,330 3,725
o 30 0,683 1,017 1,697 2,042 2,087 2,750 3,270 3,646
@) 50 0,679 1010 1676 2009 2051 26/8 3,15/ 3,496
E 60 0,679 1,008 1671 2,000 2,043 2,660 3,130 3,460
O 80 0,678 1,006 1664 1990 2,032 2,639 3,096 3,416
100 0,677 1,006 1,660 1984 2,025 2,626 3,077 3,390
oo 0,674 1000 1645 1960 2,000 2576 3,000 3,291 g4




Evalucion de la
Incertidumbre Expandida

@

Hipotesis:

1. Magnitude de entrada es FDP normal

2. Magnitude de salida es FDP normal

3. Incertidumbre de las magnitudes de entrada no estan
correlacionadas

4. Incertidumbre de las incertidumbre de las magnitudes
de entrada no estan correlacionadas,

5. Incertidumbre de las magnitudes de salida no estan
correlacionadas;

6. Incertidumbre de las incertidumbre de las magnitudes

de salida no estan correlacionadas.
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