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Método de maxima verosimilitud @

Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)

de los erros experimentales

P(z,. |z, V,) es la FDP conjunta de las medidas experimentales,
condicionadaazyV,

xe]

Z,. vector con las variables independiente (x, ) e Ze = |y,

dependiente (y,.) experimentales

X
z. vector con los datos reales (desconocidos) £ = [y]

V,. matriz de varianza-covarianza de los erros experimentales
V,. matriz de varianza-covarianza de los erros experimentales

£,. vector de los erros experimentales (desconocidos)

Hipotesis 1: La PDF conjunta de los erros experimentales

es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~N(z,|z,V,)

1 1
N(z,|z,V,) = cexp|—=-(z, —2)T - V;1-(z, — 2)
\/2 -1 - det(V,) 2




Método de maxima verosimilitud @

Hipotesis 1. La PDF conjunta de los erros experimentales
es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~N(z,|z,V,)
1

P(Ze |Zr Vz)NN(Ze |Zr Vz) = \/2 e det(V ) exp [__ (Ze - Z)T V_l (Ze - Z)]

Hipotesis 2: Las medidas no se influyan mutuamente
n

P(Ze |Z' VZ)N 1—[ Pi(zei |Zi ) VZl')
i=1

Hipotesis 1 + Hipotesis 2 :

1 1

exp| =3+ (@ =207 V3l (26 — )

P(z, |z, VZ)~N(ze |z;,V,, ) 1_[
11\/2 ‘T - det(V )



Método de maxima verosimilitud @

Hipotesis 1: La PDF conjunta de los erros experimentales
es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~N(z,|z,V,)

Hipotesis 2: Las medidas de las magnitudes no se influyan mutuamente
Hipotesis 1 + Hipétesis 2.

P(z,|z,V,)~ N(ze |z;,V,. ) 1_[
llJZ 7T det(V )

1

exp|~3+ (2o ~ 2T V3 (2 — )

Hipotesis 3: Las medidas de las variables independientes e dependientes
no se influyan mutuamente ,

]P(Ze |Z' VZ)~ H[Pxi (xei |xi ) Vxl-) ) ]P)yi (yei |yl ) Vyl- )]
=1

Hipotesis 1 + Hipdtesis 2 + Hipotesis 3 :
( 1
n \/2 1~ det(Vy,)
P(z |x, ¥,V V) = 1_[< |

i=1 " exp [—— (xe — J’i)T°V§i1 (Ve — Vi )]

L\/z.n.de::(vyi) J

exp[ c(xe —x)T -V (ye —xl)] |




Método de maxima verosimilitud @

Hipotesis 1: La PDF conjunta de los erros experimentales
es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~N(z,|z,V,)

Hipotesis 2 Las medidas de las magnitudes no se influyan mutuamente

Hipotesis 3. Las medidas de las magnitudes independientes e dependientes
no son auto correlacionadas

Hipodtesis 2 + Hipotesis 3: V, y V,, son matrices diagonales

]P)(Ze |Z, VZ)Nl l l l Xij xeljlxl]’o-xlj H[Pylk(yelklylk’ Uylk)]

l .—

Hipotesis 1 + Hipotesis 2 + Hipotesis 3 :

T

2
x 1 1 (xel] xl]) \
1_[ FeP\ Ty o2
i) \/2-71-0,?1.]. R
P(z |x,¥,Vy,Vy) == 1_[< - 1
i=1 | |1~ 1 1 (Vey, — Vite)
1_[ FEXP\ Ty a2
L k:1\/2 - oy, Yij |




Método de maxima verosimilitud @
Maximizar P(z, |z, V,)

Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)
de los erros experimentales

Hipotesis 1 + Hipotesis 2 + Hipotesis 3.

| 2\ |
e 1 1 (xeij_xij)
[l
n : 2 X ;

tj

j=1 \/Z-n-axij
P(z, |x,y,V,, V) == 1_[< - b

=1 1 1 (yeik o yik)z
1_[ cexp| — E - 5
. ° 2.  j




Método de maxima verosimilitud
Maximizar P(z, |z,V,)

2 n, 2
iy = Xij (eik_ i)
P(z, |z, V,) = H[HW <_%(X Gfijx])> - H\/ﬁ'e@<_%. % inj]k )H

Pero Uxij Yy ink son fijos (constantes), entonces

INPE

maxP(z, |z,V,) ©®maxQ(z, |z,V,)

n

. exp —_—— 2
l [ 2 ay..
k=1 9]

Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)
de los erros experimentales

Hipotesis 1 + Hipotesis 2 + Hipotesis 3




Método de maxima verosimilitud
Maximizar Q(z, |z,V ,)

2
Ny ny 2
1 (xeij B xif) 1 (Vey = Vir)
exp| ——=- 5 : exp| —=- 5
_ 2 - 2 Oy,
j=1 k=1 Yij

Pero aplicando [n , que es una funcion
monotonicamente creciente:

max P(z, |z,V,) ©maxQ(z,|z,V,) ©® maxS(z, |z,V,)

INPE

\

(0 27 : i
I ny 2
1 \Xey; — Xij 1 =Y
S(Zelz;Vz):z<z —E( i > U) _|_Z _E,(yelko_zylk) |
=1 1 k=1 Vij

=
Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)
de los erros experimentales

Hipotesis 1 + Hipotesis 2 + Hipotesis 3




Método de maxima verosimilitud @

Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)
de los erros experimentales

Hipotesis 1: La PDF conjunta de los erros experimentales
es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~N(z, |z, V,)

Hipotesis 2: Las medidas de las mgnitudes no se influyan mutuamente

Hipotesis 3: Las medidas de las magnitudes independientes e dependientes
no son auto correlacionadas

n (| ny - 4] ny [ 21)

1 \Xey; = Xij 1 (Yey — Yir)
SR 5 b ROl I o RRCAES
i=1 kJ=1 | Xij i k=1 ] yl] -j

Pero x;; Yy yix son los valores reales, que son desconocidos,

entonces los errores Ex;; = (xeij — xij) y &, = (yeij — yij) también son

desconocidos! O que hacer? 10



Método de maxima verosimilitud @

regunta: Pero xij Y Yik Son los valores reales, que son

desconocidos, entonces los errores Exi,-Z(xei,-_xij) y g

(yel.j — yl-j) también son desconocidos! O que hacer?

Respuesta:

Presupuesto 2: Se conocen un modelo perfecto,
por lo que los valores reales pueden ser

reemplazados por la respuesta del modelo

IOnmlxmp) =0 = y, =flxnp)

f: vector con ecuaciones del modelo explicito o funcién de medicion
X,,. vector de magnitudes independientes
Y. vector de magnitudes dependientes

p. vector de parametros
T,.. vector de residuos independientes

r,,. vector de residuos dependientes
11

(xeij - xmij)

yij - yml-j = Eyij - ryij — (yeij _ ymij)

xij - xmij = Exij - rxij



Método de maxima verosimilitud @

Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)
de los erros experimentales

Presupuesto 2: Se conocen un modelo perfecto y,,,, = f(x.,¥e,P),

por lo que los valores reales pueden ser
reemplazados por la respuesta del modelo

Hipotesis 1. La PDF conjunta de los residuos (r = z, — z,,))
es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~N(z, |z, V,)
Hipotesis 2: Las medidas de las magnitudes no se influyan mutuamente

Hipotesis 3: Las medidas de las magnitudes independientes e dependientes
no son auto correlacionadas (coeficientes de auto correlaciones = 0)

2
xl l 1
L(x.,y. |xm,ym,Vx,Vy) Z Z 1 \Teyj mJ ] Zl (J’elk lek)]

L(xc,¥e |%m,Ym,Vy V) es la funcién verosimilitud (Likelihood function)




Método de maxima verosimilitud
max P(z, |z,V,) © max L(x,, Y. |xm Ym Ve Vy)

E nEx 1 (x Xm; n 1 y y )2
€ij i e; mii
L(xe,ye |xm,ym,Vx,Vy) == J J E: - k j
k=1 l]

=11 j=1

INPE

L(xe,Ye |Xm,Ym, V. V) es lafuncion verosimilitud (Likelihood function)

Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)
de los erros experimentales

Presupuesto 2: Se conocen un modelo perfecto y,,, = f(xe,¥Ye,P),

por lo que los valores reales pueden ser
reemplazados por la respuesta del modelo

Hipotesis 1: La PDF conjunta de los residuos (r = z, — z,,)
es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~N(z,|z,V,)

Hipotesis 2: Las medidas de las magnitudes no se influyan mutuamente

Hipotesis 3 : Las medidas de las magnitudes independientes e dependientes
no son auto correlacionadas (coeficientes de auto correlaciones = 0)



Método de maxima verosimilitud @
INPE

Pero max f < min — f entonces

Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)
de los erros experimentales

Presupuesto 2: Se conocen un modelo perfecto y,,, = f(xe,Ye,P),

por lo que los valores reales pueden ser
reemplazados por la respuesta del modelo

Hipotesis 1: La PDF conjunta de los residuos (r = z, — z,,,)
es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~ N(z, |z V,)
Hipotesis 2: Las medidas de las magnitudes no se influyan mutuamente

Hipotesis 3 : Las medidas de las magnitudes independientes e dependientes
no son auto correlacionadas (coeficientes de auto correlaciones = 0)



Método de maxima verosimilitud @
INPE

Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)
de los erros experimentales

Presupuesto 2: Se conocen un modelo perfecto y,,., = f(x¢,¥Ye,P),

por lo que los valores reales pueden ser
reemplazados por la respuesta del modelo

Hipotesis 1: La PDF conjunta de los residuos (r = z, — z,,,)
es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~N(z,|z,V,)

Hipotesis 2: Las medidas de las magnitudes no se influyan mutuamente

Hipotesis 3 : Las medidas de las magnitudes independientes e dependientes
no son auto correlacionadas (coeficientes de auto correlaciones = 0)

(Yeik - Ymij)z]

Meéetodo dos I\/Il'nimos Cuadrados Ortogonias



Método de maxima verosimilitud

INPE

Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)
de los erros experimentales

Presupuesto 2: Se conocen un modelo perfecto,
por lo que los valores reales pueden ser
reemplazados por la respuesta del modelo

Hipotesis 1: La PDF conjunta de los residuos (r = z, — z,,,)
es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~N(z, |z, V,)

Hipotesis 2: Las medidas de las magnitudes no se influyan mutuamente

Hipotesis 3 : Las medidas de las magnitudes independientes e dependientes
no son auto correlacionadas (coeficientes de auto correlaciones = 0)

Hipotesis 4 : Las incertidumbre de las magnitudes independientes son mucho
mejores que las incertidumbre de las magnitudes dependientes

Méetodo dos Minimos Cuadrados Ponderados

e 2 Regresion ponderada
2 zy: l()’eik — ymij) Regresion lineal ponderada,
2
i1 \k=1 i)

min

si v..... es lineal en los parametros
xm ) }’m ) p yml] p

WLS (Weighted Least Square) 16



Método de maxima verosimilitud

INPE

Presupuesto 1: Se conocen la PDF conjunta P(z, |z, V,)
de los erros experimentales

Presupuesto 2: Se conocen un modelo perfecto,
por lo que los valores reales pueden ser
reemplazados por la respuesta del modelo

Hipotesis 1: La PDF conjunta de los residuos (r = z, — z,;,)
es normal (o gaussiana) P(z,|z,V,) ~N(z,|zV,)

Hipotesis 2: Las medidas de las magnitudes no se influyan mutuamente

Hipotesis 3 : Las medidas de las magnitudes independientes e dependientes
Nno son auto correlacionadas (coeficientes de auto correlaciones = 0)

Hipotesis 4 : Las incertidumbre de las magnitudes independientes son mucho
mejores que las incertidumbre de las magnitudes dependientes

Hipotesis 5 : Las incertidumbre de las magnitudes dependientes son iguales

Meétodo dos Minimos Cuadrados Ordinarios

n (ny Regresion

: [( )2] Regresion lineal,
min E =y : : .
oy ; Yey, — Ymy; si ym,; €s lineal en los parametros

i=1 \ k= OLS (Ordinary Least Square) 17
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Calibracion unidireccional con

Incertidumbres IGUALES
Regresion Ordinaria
0 Regresion o
Minimos Cuadrados Ordinarios

OLS - Ordinary Least Square

18



Calibracion unidireccional con
Ll incertidumbres IGUALES @

upuesto 1: un modelo lineal en los parametros representa
correctamente los datos experimentales: X =p; +p, - W

Supuesto 2: las incertidumbres de las variables
Independentes son insignificantes: V,, KV,

A

X/mV

def o
= Xi —Xj

/\def/\ N
Xi = P1 T D2 Wi
Xi =pP1 T P2 W;+7;

. Residuos r de um modalo ajustado son las diferencias
. ' entre las indicaciones e:los respectivos valores calculados

>

Wi W /K

p = [P1 P2]": vector real de parametros reales, desconocido
p =[P, P2]": vector de parametros estimado a determinar 19



Calibracion unidireccional con
Incertidumbres IGUALES @

>
W.
v ‘ Regresores /K
rx1=131+132‘W1+7”1 X117 1 wyT (71 ]
Hay g, X 1 w ) r
. C Xy =P1+ Py Wy +1 2 _ 2| . [P1 2
realizaciones 2 SRR N N S 252] T
experimentales: | - . Xl 11 wg, 74, ]
qu = P1 + P2 - WCIe + rCIe

L - x=R-p+r7



Calibracion unidireccional con
Incertidumbres IGUALES @

Regrisores
C X1 ] "1 (717

Wi
X2 1 W, . [ﬁ]_] n )
' P D2 :

xQe- ! qu_ _TCIe_

Supuestol: x=R-p+r

(SR, S

-

W/K

o~
—
A

=

\ 4

 Idealmente, todos los residuos de r; deben ser cero, pero debido a las
incertidumbres experimentales, esto nunca ocurre

 Por lo tanto, el objetivo puede ser minimizar la suma de los médulos de residuos,
pero la funcion del médulo no es diferenciable

* Pero, la suma de los cuadrados de los residuos es diferenciable y tiene muy
buenas propiedades estadisticas

Supuesto 2: las incertidumbres de las variables
independentes son insignificantes: V,, KV,

Funcidn objetivo: minimizar la suma de los cuadrados de los residuos

de de
min {Z(Tz)z} — {Z(xi — By + Pz W)

i=1 i=1 21



Funcion objetivo: minimizar la suma de I()slcuaWdls

de . .
B o

=1

Podemos reescrlblrccl:on algebra matricial la funcion:
e

0§ resi
1
2]2?

Calibracion unidireccional con
Incertidumbres IGUALES

Regresores

':iL,L%s

QINPG i ’

ih

T

| "(e

F@ixR) = ) (=177 =(x~R-p)"-(x—R-P)

=1

Funcién objetivo: min{F (P; x, R)} = min{(x —R-p)" - (x — R - p)}
p p



Calibracion unidireccional con
Incertidumbres IGUALES

Regresores
C X1 ] ’_'1—';;'-\ (171
x:2 _ 1 W1 . Z?1]_I_ 7":2
. . : pz .
_xQe 1 qu_ qu
X=R-p+r

Funcion objetivo: min{F (p; x, R)} = min{(x —R-p)" - (x — R - P)}
p p
Sin restricciones = solucion: primera derivada igual a cero

(AR (% ]
OF (p; x, R) —0 Gradiente de F(p; x,R) = 0

oF (p; x,R) 0P,
=0 R
ap :><6F(p;x;R):O %- VpF(ﬁ)x}R):O

\ dp> 4

23



Calibracion unidireccional con
iIncertidumbres IGUALES @

Funcién objetivo: min{F (p; x,R)} = min{(x —R-p)T - (x — R - p)}
p P

Fp;x,R)=(x—-R-p)"-(x—R-P)
F(p;x,R) = (x" —p"-R") - (x — R - P)
FP;x,R) =xT-x—xT-R-p—p"-RT -x+p"-RT-R-p

JoF(p; x, R
(p/\ )=0—RT-x—RT'X+2RT'R'ﬁ=0
ap
aF(giﬁx,R):_ZRT.x_I_ZRT_R./ﬁ:O:>RT.R.’ﬁ:RT.x
5= (RT-R)"1-RT - x IF®xR) _ )RT . R > 0 = P es minimo

op*

Supuesto 1: un modelo lineal en los parametros representa
correctamente los datos experimentales, x; &< p; + p, - w;
Supuesto 2: las incertidumbres de las variables independentes
son insignificantes, V,, K V,,

Supuesto 3: 3 (RT-R) 04



Algebra matricial @

obTx _ o Sila matriz A es
a"’;fb simétrica:
xT.
= b T 4.
o0x f) a(xa:x)=2A-x
d(xT-Az) _a.
T A-z 9) 92(xTAx) Y
d(xT-A-x) 0x"
— —A-x+tA-x h) SizA™
92(x"-A-x) 2>UAH =AD"

25



Incertidumbre de los @
parémetros estimados
F'"RY™1.Rl-x=A-x=>E{P} =E{A-x}

p 2L E{(P—E(PY - - EPN}=E{(A-x—E{A-x})-(A-x— E{A-x})"}

Vs =E{(A-x—A-E{x})-(x"- A" — E{x}" - A7)}
Vp=E{A- (x—E{x})- («" — E{(x}") - A"} = E{A- (x - E{x}) - (x - EQx})" - A"}
Vo =A-E{(x—E{x})- (x—E{(x}DT}.-A"=4-v,-A"

Vy=4-V,-A" A=@R"-R) -RT

La varianza (incertidumbre) de los parametros
estimados depende de |la varianza experimental
(incertidumbre) de las variables dependientes. "



Incertidumbre de los @
parametros estimados

— S — —_ T
Vs =V{P}=V{A-x}=A-V, A
Supuesto 4: x es homoscedastic, tiene varianza constante = IV, = g2 - [
Vo=A4-07-1-A"=07-4-4"

Vo=A-07-1-A"=0?-(R"-R)™*-(R"-R)- (R" -R)™!

Vs=07-(R"-R)™*

La varianza (incertidumbre) de los parametros
estimados depende de |la varianza experimental
(incertidumbre) de las variables dependientes. .




Incertidumbre de los parametros estimados @
ﬁ: (RT°R)_1'RT‘x=A'x
Vy=E{(A-x—p)-(A-x—p)T}

“E{@-p)-®-p"}

Vs =A-E{r-rT}-AT =A-E{v,}-AT
Supuesto 6: r es homoscedastic, tiene varianza constante = V- = g2 « |
Vo=A-E{of-1}-A"=A4.07-1-A"=07-A-A"
Vy=0?-(RT-R)™*-RT-((RT-R)” 1-RT)
Vs=0f-(R"-R)"*-(R"-R)-(R"-R)" =07-(R"-R)!
V5. matriz de varianza-covarianza de los parametros

o, . Incertidumbre de residuos

28



Incertidumbre de residuos (e

r¥x—x=x—R-D

E{r} =E{x} —E{R-p} =E{x}—R-E{p} =E{x}—R- E{p} =E{x}—R- p
v{r} = E{(r — E{r})?}
Mas E{r} = 0 = V{r} = E{r?}

V{x} & E{(x — E{x})?} = E{(x — E{x})?} = E{(x — R - p)?}

X=R-p+r=>E{x}=E{R-D+r}=E{R-p}+ E{r}=E{R-p}=R-E{p} =
R-p
Sep=p=>x—-R-p)=x—-—R-p)=r

V{ix} = E{(x — R-p)?} = E{(x — R-P)?} = E{r?} = V{r}

V{x} = V{r} = La varianza (incertidumbre) de los
residuos puede ser aproximada por la varianza
(incertidumbre) de las variables dependientes

29



Incertidumbres IGUALES

Supuesto 1: un modelo lineal en los parametros representa
correctamente los datos experimentales

Supuesto 2: las incertidumbres de las magnitudes
Independentes son insignificantes

Supuesto 3: 3 (RT - R)1

Calibracion unidireccional con @

p=(RT-R)'-RT .x=A4-x
Supuesto 4: A e r sdo independentes © E{A - r} = E{A} - E{r’}
Supuesto 5: E{r} = 0 > A e r sdo ortogonais @ E{A-r} = E{A} - E{r} =0

V,=E{(4-x—p)-A-x—p)'}=E{4-r-1"- A"}
Supuesto 6: r es ruido blanco (homodasticidad) = V,, = [ - g2 = [ - g2

V,=A-E{r-r"}-AT=A-E{V,}-A"=0? -A-A"= g2 - (R"-R)™*
30



Demostraciones estadisticas (w

Regresores w;;: dato experimental i de la variable independiente j
N T J; Wi . }5 ) e x: datos experimentales de la variable dependiente
xl 1 11 Wy P Al rl X: vector de variable dependiente estimada
52 < W.21 . p:2 + 52 r=x—X=x— R-p: vector de residuos
| Xq, | 1 Wg1 -+ Waeqy) ﬁqp_ g, q.. cantidad de experimentc.)s
def = ~ p: vector de parametros estimados
X=X+T1= R ) p T r q,- cantidad de parametros

Funcién objetivo: min{F (P; x, R)} = min{(x —R-p)" - (x — R - P)}
p p

(0F (; x, R . ~

dF (; x, R) (g,af =0 p=@R"-R'R' -x=A-x
0p =O:><6F(f9;x,R)_0 ~ L

T, E{p}=(R" -R)™"-R" - Eix]

Se E{x}=R-p=>E{p}=R"-R)™'-(R"-R)-p

E{p} = p, es dicer, p es un estimador insesgado (no sesgado) de p
31



INPE

Regresores

2
| =1 i=1
de
_zwi de
L =1

32



x — pl +p2 * W INPE

o[BG
T (S (5 (5

i=1

P1 var(p;) cov(py,D2) 2 T _1
Vy = V( ) [ n n =o0s (R ‘R

D2 cov(py,02)  var(p,) v )

- de de 7
2 Z Wiz B Z Wi 2 qu w2
V.= b | i=1 i=1 _ Ox ) Zi=1"1 Y
P 2 de 2 e ~ ye T2 de
e * j— 1W ( i=1 Wi) _Z - o ZL=1(WL W) oy 1
i=1

de de de de de qu (W) de
Z(Wi —w)? = Z(le —2w; - W+ w?) = Z(Wiz) — 2w - Z(Wi) + q, - W= Z(le) —2W - q, % +q, - w? = Z(le) —q, - W?

€ i=1

o So-orea - S () o S0 B So-(5)



g T W — (3%, w)’ _<2W><qlx>+q<

de 2

V. — V(P1) _ [ var(p,) cov(ﬁpﬁz)] _ o2 | i wi
p P2 cov(py, P2) var(p,) Z?il(wi _ )2 Qe_ 1

—w

de 2
0'2 . <2i=1 Wy ) -
X X 02
5.) = de var(p,) = =
var(p;) = Zii1(Wi — )2

Z?il(wi o W)Z

—0Z W

Z?il(wi o W)Z

COv(ﬁlt ﬁZ) —
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Variable centrada na media (-

Disminuye la covarianza entre los parametros que se
estimaran

w=w-—-w,
w, €s exacto

w, ho tiene incertidumbre

w,, generalmente, igual a la media aritmética del
resultado de medicion = w =w —w

xX; =p1+ D2 (W —w,) + 17
Xi =P1— P2 Wo + P2 W;+T;

x;i =p; +py-w;+1; donde pi=p; —py-w,
por lo tanto p; depende de p,

pero p; independe de p,
35
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INPE
Ersoe reoc

Calibracion Unidireccional con

Incertidumbres DESIGUALES

Regresion Ponderada
O
Minimos Cuadrados Ponderados

WLS — Weighted Least Square

36



Calibracion Unidireccional con
‘ Incertidumbres DESIGUALES @

upuesto 1: un modelo lineal en los parametros representa
correctamente los datos experimentales: X =p; +p, - W

Supuesto 2: las incertidumbres de las variables dependientes son desiguales

Supuesto 3: las incertidumbres de las variables
A independentes son insignificantes: V,, KV,

X/mV

Xi |m——==— == mm———— == .

def
= Xx; — X

Xi =Py +P2 W
=p1 + P2 Wi +7;

Xi |m———=——"=—"=—========2

|
I
|
|
|
|

Residuos r de um modelb ajustado son las diferencias

r
entre las indicaciones e Ips respectivos valores calculados W;K
<
v w; uz, 0 0
w, = [Ux; -~ Ux,,]T: vector de las incertidumbres de  Vx = 8 0 2
uxCIe

las magnitudes independientes



Calibracion Unidireccional con @
Incertidumbres DESIGUALES

P2 - Wi
Wi + Ti
>
v ' Regresores  W/K

rX1=ﬁ1+}§2‘W1+T'1 —xl_ -1 Wl- —rl-

Hay g, X2 1 w ) r
e Xo =P1 +PD, W, + 7 S 1], |P1 z

realizaciones 2 SRR N N S 252] T
experimentales: | - Xq.l 11 wg,l 7qe |

qu = D1 + P2 WCIe + rCIe

L - x=R-p+r7



Calibracion Unidireccional con
Incertidumbres DESIGUALES ineé

Regresores

p— xl - _1 W1 - _T‘l —
X2 I w, [231] "

def Fo
=X —Xj . —

oo X w T
Xi =P+ P w; T e 11 de- [ "de.

Supuestol: x=R-p+r

(SR, S

o~
R

-
Cal

Wi W/K

\ 4

» ldealmente, todos los residuos de r; deben ser cero, pero debido a las incertidumbres
experimentales, esto nunca ocurre

» Por lo tanto, el objetivo puede ser minimizar la suma de los modulos de residuos, pero la
funcion del modulo no es diferenciable

» Debido al supuesto 2, se debe considerar la incertidumbre de las magnitudes dependientes

» Debido al supuesto 3 la incertidumbre de las magnitudes independientes non son
consideradas

» Pero, la suma de los cuadrados de los residuos es diferenciable y tiene muy buenas
propiedades estadisticas

., o q 2
Funcion objetivo: minimizar _ Ze ( T ) mm z (xl (p1 + Dy Wl))

la suma de los cuadrados min —

de los residuos ponderados: P (5 \Ux;
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Calibracion Unidireccional con
ncertidumbres DESIGUALES @

Regresores

-1 Wl rl - _
1 W1 ' pA]_ rz X5 1 Vl{l . 1?1]+ 7”.2

I
>
-

Il
=
N

_xqf;_ _1 qu_ _TQE_ x=R- ﬁ +7r
Funcion objetivo: minimizar la suma de los cuadrados de los residuos

q 2
. (T (Xi — (P1+ D2 Wi))
mﬁm{ E (—) } mm{ E el

i=1 t
Podemos reescribir con algebra matr|C|aI la funcion:

de 2
F(ﬁ;x}R):Z(rl> =rT.V;1.r=(x—R.’ﬁ)T.Vgl.(x_R.’ﬁ)

U,
i=1 \ i

Funcién objetivo: min{F (p; x,R)} = min{(x — R -p)" -Vl (x — R - D)}
P p



Incertidumbres DESIGUALES

Regresores

Calibracion Unidireccional con @
INPE

________________ b Y -
-! Ty xl 1 W’]_ rl
________________ ! T = X — X X B 1 Wy }51] n )
! J’Ei g ﬁ +ﬁ - W; E - . i * N .
: X =P -:ﬁ iv +lr pz
| = . W .
- : i 1 2 i [ xQe- 1 qu ’rqe
! ! > AN
} wiK X=R-p+r

Funcion objetivo: min{F(p; x,R)} = min{(x —R-p)T - V- (x — R-P)}
p p

Sin restricciones = solucion: primera derivada igual a cero

(OF (D 7
~ OF(p; %, R) =0 Gradiente de F(p; x,R) = 0
OF(P;x,R) _ 04 Ob %_
Y Z 3
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Calibracion Unidireccional con
Incertidumbres DESIGUALES @

Funcién objetivo: min{F(P; x, R)} = min{(x — R-p)T - V- (x — R-P)}
P P

F(p;x,R)=(x—R-p)" -Vi'-(x—R-P)
Fo;x,R) =& —p" -R")-V;'-(x—R-D)
Fo;x,R)=x" -Vt x—xT-V;* R-p—p"-R"-V;'-x+p"-RT-V:'1-R-D

OF(p; x,R)
I;A :0_RTV;lx_RTV?;lx_FZRTv;lR/ﬁ:O
p
OF (P;x,R) _ T -1 T, -1 = _ T, -1 = _ pT . y-1
5 =—2R"-V;* x+2R" -V, R-p=0=>(R"-V;'R)-p=R" -V, '-x
ol — — — 62F(A;,R) — ~ Y
p=QR"-V;1-R)1-RT .Vl -x %=2RT-Vx1-R>O:pesmm|mo

Supuesto 1: un modelo lineal en los parametros representa
correctamente los datos experimentales, x; & p; + p, - w;

Supuesto 2: las incertidumbres de las variables dependientes son desiguales

Supuesto 3: las incertidumbres de las variables independentes
son insignificantes, V,, <K V,

Supuesto 4: 3 (RT-Vz!-R) 42



Algebra matricial @

obTx _ o Sila matriz A es
a"’;fb simétrica:
xT.
= b T 4.
o0x f) a(xa:x)=2A-x
d(xT-Az) _a.
T A-z 9) 92(xTAx) Y
d(xT-A-x) 0x"
— —A-x+tA-x h) SizA™
92(x"-A-x) 2>UAH =AD"
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Incertidumbre de los @
parametros estimados

p=R"-V1-R1-RT.V;' - x=A-x=>E{p} =E{A-x}

Vﬁ = E{(/ﬁ - E{/ﬁ}) : (/ﬁ - E{ﬁ})T} = E{(A X — E{A . x}) . (A cx — E{A . x})T}
Vp=E{(A-x—A-E{x})- (x7- AT — E{x}" - AT))
Vp=E{A- (x— E{x})- (x" — E{(x}7) - A"} = E{A-(x — E{x}) - (x — E{(xD)" - A"}
Vy=A-E{(x—E{x})-(x—E(xDNT}-AT=4-V,- AT

Vﬁ:A'Vx‘AT A= RT-V;1-R)1-RT.-V !

La varianza (incertidumbre) de los parametros
estimados depende de |la varianza experimental
(incertidumbre) de las variables dependientes. 44



Incertidumbre de residuos (e

r€x—xXx=x—R-'Dp

E{r} =E{x} —E{R-p} =E{x}—R-E{p} =E{x}—R- E{p} =E{x}—R- p
v{r} = E{(r — E{r})?}
Mas E{r} = 0 = V{r} = E{r?}

V{x} & E{(x — E{x})?} = E{(x — E{x})?} = E{(x — R - p)?}
x=R-p+r=>E(x}=E{R-p+7r}=E{R-p}+E{r} = E{R-P} =R - E{p} =
R -
Se’ﬁzp:(x—R-g) =(x—R:-p)=r
V{ix} = E{(x — R-p)?} = E{(x — R-P)?} = E{r?} = V{r}
V{x} = V{r} = La varianza (incertidumbre) de los

residuos puede ser aproximada por la varianza
(incertidumbre) de las variables dependientes
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Calibracion Unidireccional con
Incertidumbres DESIGUALES

Supuesto 1: un modelo lineal en los parametros representa

INPE

correctamente los datos experimentales, x; < p; + p, - w;

Supuesto 2: las incertidumbres de las variables dependientes
son desiguales: V, = uz - I

Supuesto 3: las incertidumbres de las variables independentes
son insignificantes: V,, <KV,

Supuesto 4: 3 (R" - V;'-R)™! xX=R- /ﬁ + 7T
1wy
p=A-x R=|, "7
1w,

Voy=A4-V,-A"

A=R'-V;1-R)1-RT.Vv/1
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iVamos a practicar!

Calibracion
Unidireccional

47



Practica: Calibracion unidireccional
Archivo: 7_Calibracion_unidirecional.xIsx INPE

ssssssssssssssssss

Procedimiento sugerido para calibracion:

1) Establecer los objetivos de la calibracion

2) Conocer el mensurando

3) Conocer el sistema de medida

4) Establecer la forma de la curva de calibracion (funcién de calibracion)

5) Realizar los experimentos y identificar las indicaciones, su unidad, el sistema de
medicidn, la fecha, el horario y el lugar de los experimentos, el experimentador, el
técnico responsable, el certificado de calibracion del instrumento de referencia
(padrdn), los registradores de datos, el software aprobado que se utilizara; otra
informacion segun sea necesario; fecha, hora, ubicacion de los calculos de
incertidumbre

6) Evaluary seleccionar indicaciones en regimen permanente
7) Eliminar los puntos experimentales divergentes
8) Realizar célculos para obtener los parametros de la curva de calibracion

9) Avaliar la matriz de covarianza del parametros; se es diagonal avaliar la
incertidumbre estandar del parametro

10) Identificar las fuentes mas importantes de incertidumbre
11) Decidir si la calibracion y sus incertidumbres son apropiadas
12) Obtener las funcion(ones) de medicidon (funcion inversa de la curva de calibracion);

13) Informar y verificar que el resultado de la calibracion y su incertidumbre cumplan con
las especificaciones. 48



INPE

Calibracidon bidireccional:
Simultanea
estimacion de parametros

y
reconcilliacion de dados
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Calibracion
Bidireccional




Calibracion bidireccional @

* Otras denominaciones:
— Error instrumental: no utilizo debido la palabra “error”

— Error en las variables independientes: no utilizo debido la
palabra “error”

— Regresion ortogonal o OLS ortogonal (Orthogonal Least
Square): es o0 método de solucion, no descripcion del
problema

« Vatajes de usar la denominacion “unidireccional” e
“bidireccional’:
— Existe as palabras “unidireccional” e “bidireccional”
— Presenta una relacion geomeétrica con el escenario
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Calibracion Bidireccional @

« Sila incertidumbre del instrumento de referencia (padron)
esta cerca de la incertidumbre del instrumento a calibrar
(objeto) no se pude utilizar regresion lineal

 Soluciones:

() Hacer nuevo experimento con instrumentos de
referencia (padron) con incertidumbre 10 x mas
pequeno que la incertidumbre del objeto

(i) Eliminar cifras decimais das indicaciones del objeto

(i) Curva de calibracion bidireccional intermedia entre
dos curvas de calibracion unidireccionales,

(iv) Propagar la incertidumbre de las medidas del padréon
para las medidas del objeto;

(v) Hacer simultaneamente la estimacion de parametros
e la reconciliacion de dados.

52



(il1) Curva de calibracion @

bidireccional intermedia
entre dos curvas de calibracion
unidireccionales

Yh

Fig. 3 Diﬁ'erent linear least squares models.
J"'i. N FAY

B, B, Ay and A,
are the estimates of B,, B,, A,, and 4,

« Referencia: IUPAC Recommendations 1998. GUIDELINES FOR
CALIBRATION IN ANALYTICAL CHEMISTRY - PART 1.
FUNDAMENTALS AND SINGLE COMPONENT CALIBRATION.
Prepared for publication by Klaus Danzer & Lloyd A. Currie
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=0 Calibracion Bidireccional
Propagacion de la incertidumbre de la magnitud independiente {inee

“Procedimiento
1) Tomar un valor para a incertidumbre da calibracion del objeto uy,

2) Calcule la incertidumbre estandar de las indicaciones experimentales
3) Realice la calibracion unidireccional, obtener p;, y p,,

4) Utilizando la curva de calibracion (X = p,, + p,, - W) de la etapa 1,

propague la incertidumbre de la magnitud independiente (W) a la
Incertidumbre de la magnitud dependiente (X):

2 2 2
0X 2 0X 2 (6X) 2
u = ‘U — ) S ‘U
Xk+1 \/(aplk) P1k + (apzk) sz + ow w

— 2 2
Uy, 41 = Jl : u2291k + (W)? 'u2292k + (pa,) - ufy = \/uzz,lk + (pa,) - ufy
LPI para p;, y p,, no correlacionados y datos centrados en la media

5) Calcule le criterio de convergencia: |uy, ., — ux, |
6) Hazlouy, « uy,,,

7) Regrese a la etapa 2 hasta que el criterio de convergencia sea
alcanzado 54



1)
2)
3)
4)
5)

6)
7)
8)

9)

10)

11)
12)
13)
14)

Practica:; Calibracion bidireccional & curva intermedia
Archivo: 9 Calibracion_bidirecional.xlsx INPE

Procedimiento sugerido para calibracion bidireccional pelo método de la curva intermedia:

Establecer los objetivos de la calibracion bidireccional

Conocer el mensurando

Conocer el sistema de medida

Establecer la forma de la curva de calibraciéon (funcion de calibracién)

Realizar los experimentos y identificar las indicaciones, su unidad, el sistema de medicion, la
fecha, el horario y el lugar de los experimentos, el experimentador, el técnico responsable, el
certificado de calibracion del instrumento de referencia (padron), los registradores de datos, el
software aprobado que se utilizara; otra informacion segun sea necesario; fecha, hora, ubicacion
de los célculos de incertidumbre

Evaluar y seleccionar indicaciones en régimen permanente
Eliminar los puntos experimentales divergentes

Comprobar si la incertidumbre estandar de la magnitud independiente es mucho menor que la
incertidumbre estandar de la magnitud dependiente; si es hacer calibracion unidireccional, si no
es proseguir a etapa (9)

Realizar calculos para obtener los parametros de la curva de calibracién unidireccional en las dos
direcciones

Calcular el coeficiente angular de la curva de calibracion intermedia (eq. 47 IUPAC 2003), y
obtener el coeficiente linear (eq. 20, IUPAC 2003)

Propagar la incertidumbre para los coeficientes angular e linear, para hacerlo use la LPI
Decidir si la calibracion y sus incertidumbres son apropiadas
Obtener las funcion(ones) de medicion (funcién inversa de la curva de calibracion);

Informar y verificar que el resultado de la calibracion y su incertidumbre cumplan con las
especificaciones.
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1)
2)
3)
4)
5)

6)
7)
8)

9)
10)

11)
12)
13)
14)

Practica: Calibracion bidireccional & LPI
Archivo: 9 Calibracion_bidirecional.xlsx INPE

Procedimiento sugerido para calibracion bidireccional pelo método de la curva intermedia:

Establecer los objetivos de la calibracion bidireccional

Conocer el mensurando

Conocer el sistema de medida

Establecer la forma de la curva de calibraciéon (funcion de calibracién)

Realizar los experimentos y identificar las indicaciones, su unidad, el sistema de medicion, la
fecha, el horario y el lugar de los experimentos, el experimentador, el técnico responsable, el
certificado de calibracion del instrumento de referencia (padron), los registradores de datos, el
software aprobado que se utilizara; otra informacion segun sea necesario; fecha, hora, ubicacion
de los célculos de incertidumbre

Evaluar y seleccionar indicaciones en régimen permanente
Eliminar los puntos experimentales divergentes

Comprobar si la incertidumbre estandar de la magnitud independiente es mucho menor que la
incertidumbre estandar de la magnitud dependiente; si es hacer calibracion unidireccional, si no
es proseguir a etapa (9)

Calcular la curva de calibracién unidireccional

Propagar la incertidumbre estandar de la magnitud independiente para la incertidumbre de la
magnitud dependiente, para hacerlo use los parametros obtenidos en el paso anterior

Repita los pasos (9) y (10) hasta lograr la convergencia
Decidir si la calibracion y sus incertidumbres son apropiadas
Obtener las funcion(ones) de medicion (funcién inversa de la curva de calibracion);

Informar y verificar que el resultado de la calibracion y su incertidumbre cumplan con las
especificaciones.
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