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NUO\:O METODO 
PER LO STUDIO DELLE COXGRUENZE E I)EI COMPLESSI I)I RAGGI. 

Nota di 13 u s t a v o S a n n i a (Torino). 

A d u n a n z a  dcl Io  m a r z o  I912 ,  

I N T R O D U Z I O N E .  

x. In due precedenti Note ') ottenni, per alcuni problemi relativi alle congruenze 

di raggi, delle risoluzioni di una semplicit,'t mai prima raggiunta. Ma, se quelle risolu- 

zioni son semplici, lo stesso non pub dirsi dell'analisi, complicata ed artifiziosa, con cui 

vi pervenni. D'altra parte ~ ben naturale il pensare che esse non possono trarre la loro 

origine da meri artifizi di calcolo felicemente scelti, ma da cause ben pifl intime. 
Ricercando queste cause, son riuscito a ritrovare quelle risoluzioni, ed a sempli- 

ficarle ancora notevohnente ~), mediante un procedimento privo di ogni artifizio e che 

interessante di per sb stesso, in quanto the costituisce un nuovo metodo per la rap- 

presentazione e per lo studio delle congruenze e dei complessi di raggi. Questo metodo 

si collega all'altro da me fondato precedentemeute a) (e the riduce 1o studio delle con- 

gruenze e dei complessi di raggi allo studio di una coppia di forme diffcrenziali qua- 

dratiche) e 1o rende pith maneggevole nella trattazioue di molti problemi. 
Vedremo che esso 8 dovuto essenziahnente all'introduzione di ccrte nuove coordi- 

nate di retta che hanno grande analogia con le coordinate tangen(iali introdotte da 

WEINGARTEN hello studio delle superficie. 
2. In seguito indicheremo costantemente con X, Y, Z i coseni direttori di una 

retta generica r, con senso positivo assegnato, e con x, y, Z le coordinate cartesiaue 
ortogonali di un suo punto (di partenza) M. La retta sar~ individuata da questc sei 

quantit~ oppure dalle sue coordinate radiali 

( , )  X, Y, Z, l = ), Z - -  Z r ,  ,,, = z X - -  ., Z,  , , = . ~ r - - y . . X ' ,  

~) Su due forme di}Qren(iali cbe it~dividuano un.~ congruen~a o u,t complesso di rette I questi Rendi- 

conti, tomo XXXI (H semestre I9II) ,  pp. 244-256 e tomo XXXIII (1 ~ semestre I912 ), pp. 67-743. 

2) eliminando moire operazioni di quadratura. 
;3) Nuova esposi(ione della geometria it~nitesimale delle conr re#ilinee [Annali di Matematica 

pura ed applicata, serie III, tomo XV (r9o8), pp. I43-I851 ; Saggio di geometrla differen~.iale dei com- 

plessi di retie [Ibid., tomo XVII (i9Io),  pp. I79-224]. 
Le citazioni che si riferiscono a queste due memorie saranno precedute rispettivamente da ~,.4, I ~, 

e da , A ,  II~. 
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legate &lle relazioni 
(2) 

(3) 
X~-{- y'nt- Z'--- t, 

Xl + Ym + Zn = o. 

Coordinate radiali ridotte nelle congruenze. 

3. Supponiamo che il raggio r descriva una congruenza; perci6 supponiamo che 
X, Y, Z, x, y, ~ (e quindi l, m, n) sieno funzioni di due variabili u, v e che queste 
sieno essenziali in X, Y, Z 4). 

Due raggi infinitamente vicini r(u, v), r'(u -~- du, v ~ dr) determinano un an- 
golo d s' dato dalla formola 

che, se si pone 

(4) E - -  \ au  ) ' F = - -  c)u Ov  ' z'-k Ov ] ' 
diventa 
(I) ds '~ = Edu' Jr- 2Fdud v  + GdvL 

La forma (I), prima forma fondamentale della congruenza (d ,  I, w 2), rappresenta 
anche il quadrato dell'elemento lineare d s' dell'immagine sferica della congruenza, de- 
scritta da[ punto di coordinate X, Ih Z, variando n, v. Essa 6 definita e positiva, quindi 

a = ] l / e ~ -  F~I > o, 
ed ha la curvatura x. 

Supponendo note le funzioni ( I ) ,  le equazioni 

i 3X t,~X l = a b , +  FF + c x '  

3 Y  bOY 
i ,, = a-o ,; + 0 v + c Y, 

~z ~ z  
, n = a b u  + Ov + c z  

(s) 

determinano in modo unico a~ 

OX 
0 u 

b, c, poich6, per le (2) e (4), si ha 

OX I t 
b~,- X 

c) g OY 
Ou 3v Y I = E G - - F 2 > ~  

3Z  3Z  I 
8u Ov Z 

4) Con ci6 escludiamo soltanto le congruenze i cui raggi si appoggiano ad una curva all'infinito 
e Ie stelle improprie. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. x x x n I  (t ~ ~em. t912) . - -S tampato  il 28 marzo tgt2. 42 



~ 0  G U S T A V O  S A N N I A .  

Ponendo 
y . x a l  ox (6) _ ~ - - - - Z I } ? ~  = A, 

si trova facilmente 
F B - -  GA 

(7) a - -  a' , b - -  

dunque 
I F B _ G A O  X 

~x ~ c) u 
F B  - -  G A O Y  (II) ' m -  I • c) u 
F B -  G A O Z  

n - - -  , . i2 0 zl, 

Date X, Y, Z, le (6) e le (U) da,no ,4, 
dunque le cinque funzioni di u, v 

(8) X, Y, Z, 

di cui le prime tre son legate dalla relazione 
del raggio r(u, v) della congruenza. 

c91 lOX = - Y  

F A - - E B  
3' 2 ~ C - - O ;  

F A  ~ EB 3 X  
+ a ~ Ov ' 
_~_ _ F A  - -  E B  3 Y 

. V  O v  ' 

F A  - -  EB OZ 
+ .v Or" 
B quando son note l, m, n, e viceversa; 

A, B, 

(I), si possono assumere come coordinate 

Le chiameremo coordinate radiali ridotte di r. 
4. Con le funzioni A, B possiamo costruire la forma differenziale lineare 

(9) A d u  -+- Bay  

che ha un significato geometrico semplice. Se osserviamo che le prime tre coordinate 
radiali ( I )  di r sono le componenti di un vettore unitario preso su r e che le rimanenti 

"iT" sono le componenti del momento~ di questo vettore rispetto all onbme 0 delle coor- 
dinate, otteniamo 

(~o) I = ~cos(X, x), m = Xcos0,,  3'), " = ~co~(X, ~); 
quindi, tenendo presenti successivamente le (6), (3) e (IO), avremo 

A d u  + Bdu  = -  Z Id X - -  - - Z  l (X  -Jr- d X ) =  - -  ?, Z cos(;',, x) cos (,", x) 

ossia 
A d 1 * + B d v z - - k c o s ( ; %  r'), 

essendo r' il raggio (u ~t_ d u, v -J- d v). 
Dunque: la forma lineare (9), cambiata di segno, rappresenta la proie(ione ortogo- 

nale su r' del momento rispetto all'origine 0 di un vettore unitario preso su r. 
5. Le due espressioni (r)  e (II) di l d~.nno 

( F O X  G c)X)  d ( F  OX E O X ) B  
y Z - - ~ Y =  ,.I 3v  • 3u ~ - +  a 3u • Or .  • 

o, per certe note identith s), 

[ r a z  z a r .4 / , r a z  z a 8 ) , z  - ~ Y = \ ~ 3-v ) \ ~ N ; - ]  ,-X- 

,5) Cfr. BIANCItI, Lezioni di geometria differen~.iale, 2 a edizione (Pisa, Spoerri), vol. I ( I9o2),  ~ 77. 
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Questa uguaglianza si pu6 scrivere 

( ( Y ~- X b~  -Jr- X 0-v - - Z  y 

e, con le altre due analoghe che si otterrebbero 

' B O X  ,4 
x - -  • Ou 1 

B O Y  A 
(III) Y - -  I 0u .X 

B OZ A 
~ - -  I Ou 1 

B O Y  A ) O Y  
A O. + ~ by 

partendo d a m  e da n, d~t 

0X  
Ov -}- tX, 

O Y  
Ov -~- t Y, 

OZ 
Ov -t- tZ, 

ove t ~ una funzione arbitraria di 11, v. 
Le formole (III) danno le coordinate di un punto di parten~.a per ciascun raggio 

della congruen~a definita dalle coordinate radiali ridotte (8). I[ luogo di questo punto, 
variando u, v, ~ una superficie di parten(a dei raggi della congruenza. 

In particolare, per t - - o  si ha una superficie che si pub chiamare la podaria della 
congruenza rispetto ali'origine O, perch6 6 il luogo dei piedi P deile perpendicolari 
condotte da O ai raggi della congruenza. 

6. Sul raggio r(n, v), t ~ l'ascissa del punto di partenza M(x,  y, zO rispetto al 
punto P. Per ottenere Pascissa dei punti pifi notevoli di r, conviene anzitutto di espri- 
mere in funzione de[le (8) i coett]cienti della secondaformafondamentale della congruenza: 
(IV) ~ ~. = Ddu  ~ d r - 2D' dudv  -~- D" dv". 

Questa forma, cambiata di segno, rappresenta il momento dei due raggi r(u, v), 
r' (u .qt_ d u, v qt_ d v) ed insieme con (I) imtividna la congraen;(a a meno di un movi- 

(II) 

mento (A, I, ~ 4, 2I). Le Iormole 

D = - - F  ~ - O X  Ox 
..x Ou Ou 
F s - O X O x  

D ' n t - ) ' =  i ~_ O u O v  

G O X O x  
D' - -  ), = -~- ~- Ou Ou 

D" G ~ - O X O x  
= X - -  O.~ O v 

E ~ . O X  Ox 
,X c)v Ou' 
E y - O X  Ox 
a ~v Or' 
F ~-_.OX Ox 
,,.X Ov Ou' 
F oXO~x 
a Y ~  o~' 

ove (x, y, z,.) 6 un punto quahmque di r, definiscono i coefficienti 
funzione ),(u, v) della quale ci occuperemo in seguito. 

Derivando la prima delle (III), si ha 

0 X  ( I 0 B  B 01og,X t~OX 
U . =  X ~ :x 0.  + !~-s 

,X O u a c) u -0~ Jr- A r u 2 a d u d v 

di (IV) ed una 

~t + xo-.; 
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eliminando la derivata di log ..i mediante la prima delle formole 6) 

( I 2 )  03 log .l t l I t  i I2 t  
03. - t i t + f z i  ' 

e le derivate seconde mediante le formole 7) 

I 
O3~X 
3 / ~ a  - -  

03~ X 
(13) 03,,O3v - -  

03=X 
03v = 

si ha 

( I4)  o3u = - -lt-t o3u -X o3v 

analogamente si trova 

3 x  ~ 03X 
(I5) b y -  a o3,, 

In queste formole si 6 posto per breviui 

O3A (tIII I i t  - 
~' - -  O3u I d - - 1 2 j  B' 

(i6) 

] ' ' - - ~ t  - -  I 1 " 4 - -  t 2 t  B '  

Dalle ( i4 )  , (15) e dalle analoghe in y, 

03X o3x E 7 - -  F~  
Y--" 03u 4u  - -  • 
y 03X 03x Ea  - -  F ~  

03 u c) v - -  • 

quindi le ( I I )  diventano 

e dhnno 
( I7)  

031og.l t~,t 51~ t 
o3~ - - t 2 5 + t I t  

lIiI103X ~It03X 
OV~ + 12 t O3 v - -  EX, 

li~t03x " +!1~t03x Fx,  
It 03u tgi o3~ - 

17I  

D = ~ ,  

03t F A  - -  E B ) x ;  
+ ~ +  

(i8) 

Jr- Et ,  

~- Ft, 

o3s 5i~t 

- - o 3 v  A - -  B f2t 
Y e in Z, Z, si deduce the 

03X 03x F ' : - -  Go~ 
75- o3 v 03 u - -  ,a Jr- F t, 

~- 03X c)x F~ - -  G~, Gr" 
~ 03v 03v - -  a 

D ' + X - - - ~ - - A t ,  D ' - - X - = T + •  , 

D = o ~ ,  2 D ' = ~ - J - y ,  D " = ~ ,  

), I 
t [- • - -  2 a ( ~ - - ' r ) .  

DtP ~ ~ 

Infine, sostituendo nelle ( I7)  i valori (16) di 2, ~, 7; ~, si ha che: i coefficienti 

della seconda forma fondamentale (IV) della congruenza definita dalle coordinate radiali 

~r s t 6) loc. cit. s), ~ 72. I simboli di CHRISTOFFEL ~ t ( sono funzioni note dei coefficienti di (I). 
7) loc. cit. s), ~ 56. 
8) Queste funzioni ~, ~, ~', 8 sono le derivate prime covarianti delle due funzioni A, B rispetto 

alla forma (I). Cfr. RIcci, Delle derivazioni covarianti e contravarianti (Padova, I888). 
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ridotte (8) hanno le espressioni seguenti: 

0~1 till ~II t 
D - -  c)u I . 4 - - 7 2 t  B' 

(V)  2D'  82t O B lI:l  l I: l  
- -  O V "-{- -O u - -  2 . ' 1 - - 2  B ,  

D" c3B ,22~ i2:I - ~ v  t~S " 4 -  B 9). 

7" Tra le funzioni formate con i coefficienti delle due forme fondamentali (I) e 

(IV) sono particolarmente notevoli gli invarianti algebrici comuni alle due forme: 

2 F D '  - -  E D "  ~ G D  D D "  ~ D '~ 
(19) H - -  K - -  

E G  - -  F ~ ' E G  - -  F ~ " 

Se 2 f  ~ la distanza dei fuochi e 21 b la distanza dei punti limiti del raggio r(u, v), 

si ha (A,  I, ~ '5,  i 6 )  

(20) f = ( - -  K, 21 = I/H ~ -  4K,  
quindi 

(20 4( l~ - ? )  = H~. 

Queste formole d~nno delle interpretazioni geometriche per H e K. Mediante le 

(V) si possono esprimere H e K in funzione delle coordinate (8). Particolarmente sem- 

plice ~ l'espressione di H (parametro medio della congruenza). 

Si ha infatti 
( ~ A  c)B ) _ _ E C ) B  O A  

a ' ~ I = F  Fv + 0,, by G O~ 
- 2i12! ~II G] -- 2 ii 

+ [ i ? l  E -  t I ,F * I i I _"4 + [171 17IF + I 2 l G] B; 
m a l e  formole di CODAZZI, applicate all'immagine sferica della congruenza, &tnno ~o) 

l ?  I i71 lllIl (~,V F 0 ~ G)  E - - 2  F +  G = •  X 0 u  a ' 

12:I li2I il;f ( O  F O~ E )  E ~ 2  2 F+ G - - - A  c)u ..i Ov A ' 
quindi 

i o F B - - G . 4  0 F , 4 - - E e  t 
(22) H = T t O u  • + c)v ~ J" 

8. Una congruenza normale ~ caratterizzata da H - - o .  Infatti una congruenza 

normale se su ciascun raggio r (u ,  v) esiste un punto (x, y, Z~) tale che sia 

Ox xOX ZX, x=o o yx _ y 0v=o 

o) I coefficienti delle due forme fondamentali (I) e (IV) di una congruenza sono legate da una 
equazione differenziale che ~ lineare nei coeflqcienti di (IV)e nelle loro derivate prime e seconde 
(A, I, S 20- Le formole (V) risolvono questa equazione. 

z o) loc. cir. 5), ~ 72 . 
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ossia, per le (~4) e (~5), 
Ot E B -  F A  c)t F B -  G A  

(23) c) u - -  .l ' O v - -  • 

La condizione di integrabilit',i delie (z3) ~ appunto H = o. Se nelle (III)si pone 
in luogo di t quella funzione che si deduce (con quadrature)dalle (23) , si hanno tutte 
le superficie S ortogonali ai raggi della congruenza. 

Dalle (23) si ha 

(24) A------X- F i s u  O v } '  B = T  0 ~ - -  O u I ;  

dunque: le coordinate radiali ridotte X, Y, Z e (24) , ore t ~ ana f u n @ n e  arbitraria 

di u, v, definiscono la piit generale congruen~a normale. 

La funzione t rappresenta su ciascun raggio la distanza tra la podaria della con- 
gruenza rispetto all'origine 0 ed una superficie ortogonale S, cio~ la distanza d d  piano 
tangente di S da O. Insomma X, Y, Z, t sono le coordimtte tangenziali (di WEINGAR- 
TF.S) per la superficie S. 

9. Pifi generahnente, consideriamo le congruenze aventi il parametro medio H co- 

stante. Dalla (21) risulta the esse hanno ia seguente propriefft caratteristica: la differenza 

dei quadrati &lle dislanze dei punti limiti e dei flwcbi ~ costante. 

Io ho gi~, dato iL modo di costruire tre classi particolari notevoli di queste con- 
gruenze: I a l e  congruenze W " ) ;  2 ~ le congruenze aventi per inviluppata media (in- 
viluppo dei piani medii, cio6 dei piani normali ai raggi nei punti medii) una superficie 
ad area minima '~); 3 a le congruenze aventi il parametro medio costante e che inoltre 
conservano questa propriet',i quando una superficie di partenza, convenientemente scelta, 
si deforma per flessione trascinando seco i raggi delia congruenza ,a). 

Ora possiamo costruire tutte le congruenze con H costante. Infatti, in tale ipotesi, 
la (22) Si pu6 scrivere 

O tFB--GA Hj' a.) 
0 tr ,A 2 

e per6 ~ soddisfatta se si pone 

F B  G A  H "• = 
2 c ) v '  

3v( ) =--- .X -37 -2 A d v , 

E B  - -  F A  H f 
• - + T  a d v - - -  c)u '  

ore ~ (u, v) ~ una hmzione arbitraria, da cui 

(2s) 
B - -  - ~  F G ~ F .xdu 2 I - G A d v  

Ov ~ " 

L t) Sul teorema di MOUTARD e la sua interpretazione geometrica per le congruenze W [Atti della 
Reale Accademia delle Scienze di Torino, vol. XLIII 09o8), pp. 745-762]. 

tu) Sull'inviluppata media di una congruen~.a di rette [Ibid., volume XLV (19Io), pp. 56-78]. 
~) Congruenze rettilinee the possono deformarsi conservando il parametro medio [Giornale di Ma- 

tematiche di Battaglini, volume XLVI (i9o8), pp. 299-312 ]. 
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Dunque: la pii~ generale congruenza di parametro medio H costante ~ ctefinita dalle 
coordinate radiali ridotte (8), ore A e B sono funzioni della forma (25). 

IO. Ora consideriamo la (18). In questa formola t ~ l'ascissa sul raggio r(u, v) 

del punto M(x,  y, 4) rispetto alla proiezione P dell'origine O su r (~ 5) e a ~ 

l'ascissa del punto medio M ~ di r rispetto ad M (d,  I, ~ 14) ; dunque il primo mem- 
bro h l'ascissa t o di Mo rispetto a P. Se nel secondo membro sostituiamo a ,~ e a y le 
loro espressioni (16), otteniamo per questa ascissa l'espressione: 

( ~ A I  
( 2 6 )  t o - -  I o3B 

2 a 3v ~ -  " 

Si ha inoltre dalle (20) che le ascisse dei fuochi e dei punti limiti di r rispetto al 
punto P sono rispettivamente: 

to +__ I / ~  K, to ~ l IH~ - 4K. 

Da tutto ci6 raccogliamo che: la superficie media, le dt~e falde della superficie fo- 
tale e le superficie limiti della con?,ruenza definita dalle coordinate radiali ridotte (8) sono 
date dalh formole (IlI), nelle qnali si ponea rispettivamente 

t--_to, t - - t  ++I /~ K ,  t - - - t , - [ - ] / H ' - - q K .  

Inoltre: la invihSpata media della congrttenza ~ definita dalle coordinate tangenziali 

X, Y, Z, to. 
In particolare, si ha t .~ o solo quando A e B sono le derivate parziali prime 

di una funzione ?(u, v); dunque: le coordinate radiaIi ridotte 

X, Y, Z, A = ~v , 37~ ' 

ore ?(u, v) ~ mla funzione arbitraria, ddniscono la pit~.r con~ruenza i cui piani 
nledii colzcorrono in un pnnto ~4). 

II .  Quanto abbiamo esposto finora gi,~ mostra i vantaggi dell'uso delle coordinate 
radiali ridotte nella rappresentazione e nello studio delle congruenze di raggi. Date 
queste coordinate (8) come funzioni di due parametri, possiamo calcolare, mediante le 
(4) e le (V), i coefficienti delle due forme fondamentali (I) e (IV) della congruenza, 
e quindi tutte quelle funzioni di questi coefficienti avanti qualche significato geometrico 
notevole, nonch6 scrivere le equazioni differenziali delle superficie sviluppabili, delle su- 
perficie principali, etc. Possiamo poi costruire la congruenza: o calcolando le coordinate 
radiali (ordinarie) dei suoi raggi [le prime tre son gi~. note, le rimanenti si calcolano 
mediante le (II)], o calcolando le coordinate x, y, z di un punto di partenza per ciascun 
raggio, mediante le (III). Infine possiamo ottenere le equazioni paranletriche di super- 
ficie notevoli collegate alla congruenza (superficie media, superficie focale, superficie 
limiti, etc.), ponendo nelle (III) al posto di t funzioni convenienti di u, v (~ 9)- 

Tutto cib senna alcuna integrazione. 

x4) In loc. cit. ~) avevo gi~. costruito queste congruenze, per altra via. 
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Ma la grande utilitY, delle coordinate radiali ridotte spicca principalmente in tutti 
i problemi nei quali si tratta di costruire congruenze avanti una immagine sferica asse- 
gnata. Vedremo infatti che mediante esse si ottengono risoluzioni molto pi~ semplici 

di tutte quelle finora conosciute. 

C o n g r u e n z e  c o n  a s s e g n a t a  i m m a g i n e  sfer ica .  

I2. 8uperpoie svi/uppabfli.- Sulla sfera che ha per centro l'origine O e per raggio 

z supponiamo tracciato un doppio sistema di linee che assumiamo come linee coordi- 

nate u, v. Supponiamo anche note in funzioue di n, v le coordinate cartesiane X, IT, Z 

del punto (u, v) della sfera ~s), e proponiamoci di costruire hate le confrteenze le cui 

superficie svihtppat, ili hanno per immagini le linee u,, v. 

Sia C u n a  qualunque delle congruenze richieste. Di ciascun suo rag<io si conoscono 

tre coordinate radiali ridotte, cio~ X, Y, Z; dunque basta calcolare le altre due .4, B 

affinch~ C sla individuata. La prima forma fondamentale di C 8 nota ed ~ (I);  la se- 

conda (IV) egnagliata a zero dfi evidentemente l'equazione differenziale delle superficie 

sviluppabili; quindi affinch~ queste sieno le superficie rigate lr v occorre e basta che 

sia D - -  D" = o ossia, per le (V),  

(27) 8 3  __ I f /  8 B  

Osni solu~ione (A, B) del sistema (27) individua una delle confrnen~e richieste. 
La risoluzione nota finora a quella del GUICTtARD t6), the esige l'integrazione del- 

l'equazione di LAPLAC~ 

Ogni soluzione f ( u ,  ~,) determina una delle congruenze richieste. Per costruirla 
basta conoscere la superficie media e questa si determina, con quadrature, mediante le 

formole 

r 171 ] a +2 x -  = x+IjF 
e le analoghe in y e :0 

Evidentemente la mia risoluzione ~ pifi semplice. [nfatti, se uno dei due sistemi 

sferici dati u, v ~ costituito da circoli massimi (geodetiche), si ha ,7) 

o = o  

,s) Se fosse noto soltanto il quadrato (I) dell'elemento lineare sterico, per calcolare X, F, Z 
bisognerebbe integrate uu'equazione differenziale di RICCATI. 

,6) Surfaces rapportges ~ leurs asymptofiques et congruences rapportr ci leurs dgveloppables [An- 
hales scientifiques de i't~cole Normale Sup~rieure, 3 ~ s~rie, t. VI (~889), pp. 333-348]. 

fT) loc. cir. s), ~ 43. 
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ed allora il sistema (27) si integra con sole quadrature. In ogni altro caso l'elimina- 
zione di A o di B fra le (27) conduce ad una equazione del tipo (28) in B o in A. 
Dunque fin qui le due risoluzioni sono generalmente equivalenti. Ma poi, per la costru- 
zione della congruenza, mentre quella del GUICHARO esige deHe quadrature, la mia non 
esige alcuna ukeriore integrazione. 

La funzione f rappresenta la semidistanza tra i fuochi del raggio (u, v) della cor- 
rispondente congruenza; quindi~ per la prima delle (2@ si ha 

D' 
j = 1 K = - a -  

ossia, per la seconda delle (V), 

- ~ 2  . 4 - - 2  B 
f = ~  b-v- + a u  f i t  

Questa relazione L~ il ponte di passaggio fra le due risoluzioni. 
13. Sistem/ /sotermo-o:n/ttgat/.--I due sistemi di superficie sviluppabili sono reali 

e distinti solo nelle congruenze a raggi iperbolici, nei quail il parametro assoluto K 
negativo. Nelle congruenze a raggi ellittici, nei quail tl" ~ positivo, vi sono infiniti doppl 
sistemi reali di rigate che per molti riguardi si coaaportano come il doppio sistema delle 
sviluppabili. Questi sistemi, the possono chiamarsi isotermo-conit~gati (A, l, ~ I2), assunti 
come coordinati fanno prendere alla seconda forma fondamentale (IV)della congruenza 
la forma isoterma, cio~ rendono 

D - - - D " ~  D ' - - o .  

Sostituendo a D, D', D" i valori (V), si ha 

(29) io3A o3B i i i l _  [ t l i ,  = [I 171] 
, O~V O~li. - - ' -  2 i I t 

Come nel ~ pre.:edente, si deduce che: ad ogni solu<ione (A, B) del sistema (29) 
cor,'isponde una conuuen:a cbe a,n,,~ette il dato doppio sistema sferico u, v come im;na- 
gine di un cloppio sistema isotermo-coniugato. 

14. 8@erlToie pr/oe/pal/ e r/gate mecl ie . -  In ogni congruenza esistono due sistemi, 
sempre reali e distinti, di superficie principali e due sistemi, pure reali e distinti, di ri- 
eate mealie '~). Le loro immagini sferiche formano un doppio sistema ortogonale (d ,  

I, % 9 e 
Or proponiamoci di costruire tutte le congruence nelle quali le superficie principali 

o le rigate medie h,lnno per immagini sfericbe le linee di un dato doppio sistema orto- 
gonale. 

,s) Cosl chiamate dal BURGATTI the pel primo le consider6 nella Nora: Sopra alcune formole 
fondamentali relative alle congru~n(e di rette [Rendiconti delia Reale Accademia dei Lin:ei, vol. VIII, 
2 ~ semestre, IS99 , pp. ~I5-52o b In A, I le cbiamai superficie distributr~ci. 

Rend. Circ. Matem. P4~ermo, t .  X X X I I I  (I  ~ sere.  a9a2 ). - - S t a m p a t o  il $ apri le  ,912.  43 
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Assunte queste linee come linee coordinate u, v, il quadrato del corrispondente 
elemento lineare sferico assumer2t la forlna canonica 

ds '~ = Edtd -t- G d r  

e sara prima forma fondamentale colnune a tutte le congruenze richieste. 
I simboli di CHRISTOWEL avranno i valori ,9) 

llI! I 0E lI;f i 0 E  tI2t I 0 E  
I - - 2 E O u '  - -  2 G c ) v '  t l t - - 2 E 0 v  -' 

quindi i coefficienti (V) della seconda forma fondamentale di una qualunque delle con- 
gruenze richieste avranno la forma 

(30) 

D ___ I/~ c) A B c) E 
O u ~  + 2G Ov ' 

O A  L B  
2 D ' - - E c )  v E + G -G ' 

- - 0  B A ~ G  
D" = "l/ G o v l/-~ - J r - .  2 E c) u 

I5. Affinch8 le linee sferiche ortogonali l/,1 
principali occorre e basta che sia (A, I, ~ I r) 

ossia, per le (30), 

v sieno le immagini delle superficie 

D G = D " E  

Gr3o- A c~ B 
(31 ) u 1/-E---G - -  E o v  I'E-d" 

Detto E GP it valor comune dei due membri, ove P 6 una funzione arbitraria di u, v, 
possiamo concludere che: la piit generale congruen~a che ammette le linee sferiche date 
u, v come immagini delle sue superficie principali b individuata dalle coordinate radiali 

ridotte 

f j (32) X, Y, Z, A - ~  1/E-G E P d u ,  B = I/E-G GPdv ,  

ore P(u, v) ~ una flcn(ione arbitraria. 
I6. Affinch6 le linee sferiche ortogonali u, v sieno le immagini delle rigate medie 

occorre e basta che sia D ' - - - o  (A, I, ~ 9) ossia, per le (3o), 

(33) E 0  A _ G . O B  
Ov E ~u  G" 

Detto E G P  il valor comune dei due membri, ne deduciamo the: le coordinate radiali 

xg) loc. cit. 8), S 43- 
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ridone 

(34) X, Y, Z, A = E f G P d v ,  B - -  - -  GfEPdu, 
ore P(u, v) ~ una funzione arbitraria, determina~w la pii~ generale congruenz~a cbe am- 
metre le linee sfericbe date u, v come immagini delle sue rigate medie. 

Le risoluzioni ora ottenute esigono soltanto le quadrature (32) o (34), mentre 
quelie finora conosciute, dovute rispettivameute al BLaNCm ~o) e al BURGATTt ~*), esi- 
gono la determinazione di coppie di fimzioni di u, v soddisfacenti un'equazione diffe- 
renziale alle derivate parziali seconde e poi deile quadrature. 

Coordinate radiali ridotte nei complessi. 

x7. La retta 

r = ( x ,  r ,  z,  .,, ),, z , )=- (x ,  Y, z ,  t, m, n) 

descriva un complesso; perci6 supponiamo the X, Y, Z sieno funzioni di due variabili 
essenziali ~') u, v e che x, y, ~ (e quindi I, m, n) sieno funzioni di u~ v e di una 
terza variabile w. 

Come al ~ 3, possiamo costruire con le funzioni X, Y~ Z la forma (I) e possiamo 
introdurre le funzioni A, B di u, % w mediante le (6). 

Le cinque funzioni 

(35) X(, , ,  v), r ( , , ,  v), Z(u ,  v), .4(u, v, w), B(,,, v, ~,) 

si possono assumere come coordinate (radiali ridotte) del raggio r del complesso. 
Sussistono integralmente i ~  4 e 5; siccM, note le (35), si pub costruire i[ com- 

plesso calcolando le coordinate radiali (ordinarie) dei suoi raggi, mediante le (II), o le 
coordinate di un punto di partenza dei raggi stessi, mediante le (III). 

Un complesso ~ individuato (a meno di un movimento) dalle sue due forme qua- 
dratiche fondamentali (I) e 

(VI) - -  ~. = D d u  ~ + 2 D ' d u d v  2 r - D " d v  ~ + 2 M d u d w  n t- 2 N d v d w ,  

ore I* e i l  momento di due raggi infinkamente vicini (A, II, gw 3, 5); quindi per 
introdurre le coordinate (35) nello studio dei complessi basta cercare le espressioni dei 
coefl-icienti di (VI) in funzione di esse. 

Or le espressioni di questi coefficienti in funzione di X, IT, Z~ x, y, Z sono date 

so) loc. cit. s), ~ I4S, 
"') loc. cit. ,s). 
2~) escludendo i complessl i cul raggl si appogglano ad una curva alHnfinlto. 
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(A, II, ~ 3) dalle formole ( i  I)  e dalle seguenti 

F . -  OX  Ox E O X  c?x 
2 M = T ~.. ~;  o~zv A Z C)v O~x" 

(36) 
G c)X Ox F O X  cgx 

2 N = - A Z  Ouc)zv a ~-OvO~v; 

sicchb per ottenere le espressioni volute basta sostitu[re in queste formole ad x, ),, ~( i 
valori (III). 

La sostituzione nelle ( i i )  b stata gi~t fatta al ~ 6 e conduce alle formole (V). 
Si ha poi dalle (III) 

c)x I c)X OB I OX OA 

O w - -  a c3u c3zv ,X Ov O w '  "'" 
quindi 

N - O X  Ox __ E OB F c~A 

~-- 0 u c) zv a 0 zv .X c) .zc, ' 

N- c) X O x F c) B G cg A 
Ov c~zu - -  a c9~c, a o~zc, 

e, sostituendo nelle (36), 
O A  0t3 

(vii)  25I - -  0 ~ z , '  2 N - -  ..... . 
Ow 

Le (V) e (VII) dhnno le espressioni richieste dei coefficienti di (VI). 

Torino, 22 febbraio 1912. 

GUSTAVO SANNIA. 


