NUOVO METODO
PER LO STUDIO DELLE CONGRULENZE E DIT COMPLESSI DI RAGGIL.

Nota di Gustavo Sannia (Torino).

Adunanza del 1o marzo 1912,

INTRODUZIONE.

1. In due precedenti Note ') ottenni, per alcuni problemi relativi alle congruenze
di raggi, delle risoluzioni di una semplicitd mai prima raggiunta. Ma, se quelle risolu-
zioni son semplici, lo stesso non pud dirsi dell’analisi, complicata ed artifiziosa, con cui
vi pervenni. D’altra parte & ben naturale il pensare che esse non possono trarre la loro
origine da meri artifizi di calcolo felicemente scelti, ma da cause ben pili intime.

Ricercando queste cause, son riuscito a ritrovare quelle risoluzioni, ed a sempli-
ficarle ancora notevolmente *), mediante un procedimento privo di ogni artifizio e che
¢ interessante di per sé stesso, in quanto che costituisce un nuovo metodo per la rap-
presentazione e per lo studio delle congruenze e dei complessi.di raggi. Questo metodo
si collega all’altro da me fondato precedentemente *) (e che riduce lo studio delle con-
gruenze e dei complessi di raggi allo studio di una coppia di forme differenziali qua-
dratiche) e lo rende pit maneggevole nella trattazione di molti problemi.

Vedremo che esso ¢ dovuto essenzialmente all’introduzione di certe nuove coordi-
nate di retta che hanno grande analogia con le coordinate tangenziali introdotte da
WeNGArRTEN nello studio delle superficie.

2. In scguito indicheremo costantemente con X, Y, Z i coseni direttori di una
retta generica r, con senso POSitivo assegnato, ¢ con X, y, g le coordinate cartesiane
ortogonali di un suo punto (di partenza) M. La rewta sard individuata da queste sei
quantitd oppure dalle sue coordinate radial:

(1) X, Y, Z I=yZ—zY, m=3X—xZ, n=xY—yJX,

Yy Su due forme differenziali che individuano uni congruenza o wu complesso di rette [questi Rendi-
conti, tomo XXXI (1° semestre 1911), pp. 244-256 ¢ tomo XXXIII (1° semestre 1912), pp. 67-74].

2} eliminando molte operazioni di quadratura.

3) Nuova esposizione della geometria infinitesimale delle congruenze rettilinee [Annali di Matematica
pura ed applicata, serie IIT, tomo XV (1998), pp. 143-185] ; Saggio di geometria differenziale dei com-
plessi di reite [Ibid., tomo XVII (1910), pp. 179-224].

Le citazioni che si riferiscono a queste due memorie saranno precedute rispettivamente da « 4, I»
e da « 4, II»
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legate dalle relazioni

(2) X4+1r42=r1,
(3) X4+ Ym+Zn=o.

Coordinate radiali ridotte nelle congruenze.

3. Supponiamo che il raggio r descriva una congruenza; percid supponiamo ‘che
X, Y, Z, x, y, z (e quindi I, m, n) sieno funzioni di due variabili 4, v e che queste
sieno essenziali in X, Y, Z *).
Due raggi infinitamente vicini r(u, v), r'(u + du, v 4 dv) determinano un an-
golo ds' dato dalla formola
ds" =dX* -4V +dZ2 =D dX
che, se si pone
oX\? 0XoX . 0X
@ E=X(5 ) F=Xhbe 6=2(%
diventa

M  ds"=FEdw + 2Fdudv + Gdv.

La forma (I), prima forma fondamentale della congruenza (4, I, § 2), rappresenta
anche il quadrato dell'elemento lineare ds' dell’immagine sferica della congruenza, de-
scritta dal punto di coordinate X, Y, Z, variando u, v. Essa ¢ definita e positiva, quindi

s=WEG—F|>o,

ed ha la curvatura 1.
Supponendo note le funzioni (1), le equazioni

/ 0X 0X .
l=ag, +l35; +X
) oY Y
(5) m_aér”-{—bﬁ—{—cY,

07 oZ
= a—au——{— bra%}— +cZ

determinano in modo unico a, b, ¢, poiche, per le (2) e (4), si ha

0X 0X |*

du  Jv X

aY aY 1 2
a’ﬁ 755 Y =EG—F >0
oZ o7 ‘

Su v 2

*) Con cio escludiamo soltanto le congruenze i cui raggi si appoggiano ad una curva allinfinito
e le stelle improprie.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIII (19 sem. 1912). — Stampato il 28 marzo Ig12. 42
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Ponendo
-, 0l o0X ol 0X
(6) DX =—=2ls =4, JX=—215 =5
si trova facilmente
_FB—G4 b_FA—-EB o
@) A= ——fF ) 0=, (=03
dunque
| — FB—GAJX FA—EBoX
A du +- A? ov’
(i) ,m_FB—GAaY FA-—EBJY

FB— GAoZ | FA—EBJZ
A Ju +— YR
Date X, Y, Z, le (6) e le (II) ddnno 4, B quando son note /, m, n, e viceversa;
dunque le cinque funzioni di u, v
(8) X, Y7 Z7 A, B’
di cui le prime tre son legate dalla relazione (1), si possono assumere come coordinate
del raggio r(u, v) della congruenza.
Le chiameremo coordinate radiali ridotte di r.
4. Con le funzioni 4, B possiamo costruire la forma differenziale lincare

(9) Adu -+ Bdv

che ha un significato geometrico semplice. Se osserviamo che le prime tre coordinate

A? o +- A’ ov’
( "=

radiali (1) di » sono le componenti di un vettore unitario preso su r e che le rimanenti

sono le componenti del momento A di questo vettore rispetto all’origine O delle coor-
dinate, otteniamo
(10) I =12cos(}, x), m=2ncos(, y), n="1rcos(} 3);
quindi, tenendo presenti successivamente le (6), (3) e (10), avremo
ddu+Bdu=—1dX=—3 I(X+dX)=—212 cos (% x)cos(r, x)
ossia
Adu 4 Bdv = — acos(}, r"),
essendo 7’ il raggio (u 4 du, v 4 dv).
Dunque: la forma lineare (9), cambiata di segno, rappresenta la proiegione oriogo-
nale su v’ del momento rispetto allorigine O di un wvettore unitario preso su r.
5. Le due espressioni (1) e (II) di / danno
X\ 4 F oX EoX\B
o= (EE SR L (FR 132
o, per certe note identitd °),
oZ 0 Y) ( oZ Za Y) B _

)'Z_(Y=<Yav 25 S %%

5) Cfr. BiaNcar, Legioni di geometria differenziale, 2* edizione (Pisa, Spoerri), vol. I (1902), § 77.
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Questa uguaglianza si pud scrivere

BoZ 4 07 BoY | 40Y
iy Gt T o) =~ Tt %)

e, con le altre due analoghe che si otterrebbero partendo da m e da #n, di

B oX 40X
= 13s 3y a0 T%

B oY 40Y

(11D V=T e Ty g0 T
BdZ A3Z
=150 Ty 90 TS

ove ¢ ¢ una funzione arbitraria di #, v.

Le formole (IIL) danno le coordinate di un punto di partenza per ciascun raggio
della congruenza definita dalle coordinate radiali ridotte (8). Il luogo di questo punto,
variando u, v, &€ una superficie di partenza dei raggi della congruenza.

In particolare, per t == o si ha una superficie che si pud chiamare la podaria della
congruenza rispetto all’origine O, perché ¢ il luogo dei piedi P delle perpendicolari
condotte da O ai raggi della congruenza.

6. Sul raggio r(u, v), ¢ & l'ascissa del punto di partenza M(x, y, z) rispetto al
punto P. Per ottenere 'ascissa dei punti piti notevoli di r, conviene anzitutto di espri-
mere in funzione delle (8) i coefhcienti della seconda forma fondamentale della congruenza:
Iv) —w=2Ddvw 4 2D'dudv -+ D"dv’.

Questa forma, cambiata di segno, rappresenta il momento dei due raggi r(u, v),
r'(u 4 duy v+ dv) ed insieme con (1) individua la congruenza a meno di un movi-
mento (A, 1, §§ 4, 21). Le formole

_ EyoXox EyoXo

du du ov ou’

, 90X dx  E 93X ax

Z Fii
D'”:*Zmé—u—fzé‘m@’

ove (x, y, 2) ¢ un punto qualunque di r, definiscono i coefficienti di (IV) ed una
funzione A(u, v) della quale ci occuperemo in seguito.
Derivando la prima delle (III), si ha

ox _ (1 0B B dloga
ou

_L%_ialogAQE_l_Ba’ 4 X

(A ou A 6u) —au_Adudv+ au

90X
Th s e )%
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eliminando la derivata di log.& mediante la prima delle formole ©)

alog_\ 12) ologA _ y22) | 12
(r2) §+ z)’ ov "(2“—{1%
e le derivate seconde medlante le formole 7)
o'X _ {1)oX 11)90X ,
S =15 a5 — B
o' X 12)0X \Iz)aX
(13) dudv |1} du + — X
0*X 22)0 X szeax
S ou +(2 Jv G X,
si ha
ox [+ o0X @ 0 FA4—EB
= (T"th)azl’“Té (et )
analogamente si trova
3 ox 893X B oX ot 4—FB
0D =g () (S TT)x
In queste formole si & posto per brevitd
1:8/1 gIIEA_sngB (ﬁ:%—IZA—SIZEB,
(16) ou I ) ov I [ 2
___ 0B 12) (12 0B (22) (22] 1 g
- Y S P T R S P
Dalle (14), (15) e dalle analoghe in y, Y ¢ in z, Z, si deduce che
0Xox Ey—Fux 0Xdox _Fy— Gua
“Qucu A + Eh “~3vou < +
0Xox ES—Fp 0Xox _ F3 —G§p )
“~9udv A + zavav A — G

quindi le (11) diventano
D=2 D +)=0§—214 D'—X:Y—'—At, D' =3

e danno

(17) D=« 2D =(+y, D" =3,
A I

(18) t+ 5 =537 ="

Infine, sostituendo nelle (17) i valori (16) di =, §, ¥, 8, si ha che: i coefficienti
della seconda forma fondamentale (IV) della congruenza definita dalle coordinate radiali

%) loc. cit. 5), § 72. I simboli di CHRISTOFFEL % ;:‘ sono funzioni note dei coefficienti di (I).

7y loc. cit. S), § 56.

8) Queste funzioni o, B, v, 3 sono le derivate prime covarianti delle due funzioni 4, B rispetto
alla forma (I). Cfr. Ricct, Delle derivagioni covarianti e contravarianti (Padova, 1888).
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ridotte (8) hanno le espressioni seguenti:

04 II {11)
—W* EA_MB,
D 12 12
) 2D av +au 231§AM2§2EB’
., _OB 22) ,  (22) 54
b T ov ISA 32 B ).

7. Tra le funzioni formate con i coethcienti delle due forme fondamentali (I) e
(IV) sono particolarmente notevoli gli invarianti algebrici comuni alle due forme:
2FD'— ED"— GD _DD"—D"
(19) H=""pc 7 K= fpc—p
Se 2f ¢ la distanza dei fuochi e 21 & la distanza dei punti limiti del raggio r (u, v),
si ha (4, I, §§ 15, 16)

(29)d' f=1V—K, 20=VH —4K,
quindi
(21) 4 — ) = I

Queste formole ddnno delle interpretazioni geometriche per H e K. Mediante le
(V) si possono esprimere ¢ K in funzione delle coordinate (8). Particolarmente sem-
plice & Uespressione di H (parametro medio della congruenza).

Si ha infatti

e (A 3) - o3
[l e s [ [+ o]

ma le formole di Copazzi, applicate all'immagine sferica della congruenza, dinno ™)

23 (12 11 o F d G
e TE o =a (5 v —aus )
3222€}3_23122 F+§121€G:A(i£_i£)’
quindi

_1{0FB—G4, o FA—EB
(22) H=—lse 3 taw 2 f

8. Una congruenza normale & caratierizzata da H = o. Infatti una congruenza &
normale se su ciascun raggio r (s, v) esiste un punto (x, y, ) tale che sia

Yde—o ) ZX _..ZX

9) T coefficienti delle due forme fondamentali (I) e (IV) di una congruenza sono legate da una
equazione differenziale che & lineare nei coefficienti di (IV) e nelle loro derivate prime e seconde
(4, 1, § 21). Le formole (V) risolvono questa equazione.

1°) loc. cit. 3), § 72.



334 GUSTAVO SANNIA.

ossia, per le (14) e (15),
(23) oo _EB—F4 ot :FB-—Gﬁ_
du A ’ dv A

La condizione di integrabilitd delle (23) & appunto H = o. Se nelle (III) si pone
in luogo di ¢ quella funzione che si deduce (con quadrature) dalle (23), si hanno tutte
le superficie S ortogonali ai raggi della congruenza.

Dalle (23) si ha

I ot at I ot ot
(24) A:_:\_(Fé‘u av) B:T(FW—GGE);
dunque: le coordinate radiali ridotte X, Y, Z ¢ (24), ove t ¢ una funzione arbitraria
di u, v, definiscono la pite generale congruenza normale.

La funzione ¢ rappresenta su ciascun raggio la distanza tra la podaria della con-
gruenza rispetto all’origine O ed una superficie ortogonale S, cioe la distanza del piano
tangente di § da O. Insomma X, Y, Z, ¢ sono le coordinate tangenziali (di WEINGAR-
TEN) per la superficie S.

9. Piu generalmente, consideriamo le congruenze aventi il parametro medio H co-
stante. Dalla (21) risulta che esse hanno a seguente proprietd caratteristica: la differenza
dei quadrati delle distanze dei punti limiti e dei fuochi & costante.

Io ho gid dato il modo di costruire tre classi particolari notevoli di queste con-
gruenze: 1° le congruenze W ''); 2 le congruenze aventi per inviluppala media (in-
viluppo dei piani medii, ciot dei piani normali ai raggi nei punti medii) una superficie
ad area minima *?); 3* le congruenze aventi il parametro medio costante e che inoltre
conservano questa proprietd quando una superficie di partenza, convenientemente scelta,
si deforma per flessione trascinando seco i raggi della congruenza *3).

Ora possiamo costruire futte le congruenze con H costante. Infatti, in tale ipotesi,
la (22) si puo scrivere

o0 (FB—GA 0 EB—-FA
W(ﬁ ———‘./.\dt):éb-( L fAdv)

e perd ¢ soddisfatta se si pone

FB— G4 H p o EB—FA
— s T Aduzjg—, + fAd'U.———

ove ¢ (#, v) ¢ una funzione arbitraria, da cui
_ L (F9o¢ o9 H (g [ya
14_.A(Fgg——Egg)——;I(FjAdvﬁ-E/xdu»
1 0¢ 09 H
B_,TQ%;_GEJ—ZKV/LM+G/MO.

'Yy Sul teorema di MOUTARD e la sua interpretagione geometrica per le congruenze W [Atti della
Reale Accademia delle Scienze di Torino, vol. XLIII (1908), pp. 745-762].

13) Sullinviluppate media di una congruenza di rette [Ibid., volume XLV (1910), pp. 56-78].

18) Congruenze rettilinee che possono deformarsi conservando il parametro medio [Giornale di Ma-
tematiche di Battaglini, volume XLVI (1908), pp. 299-312].

(25)
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Dunque: la pin generale congruenza di parametro medio H costante & definita dalle
coordinate radiali ridotte (8), ove A ¢ B sono fungioni della forma (25).
10. Ora consideriamo la (18). In questa formola ¢ & Pascissa sul raggio r(u, v)

del punto M(x, y, z) rispetto alla proiezione P dellorigine O su r (§ 5) e %— e

Pascissa del punto medio M_ di r rispetto ad M (4, I, § 14); dunque il primo mem-
bro ¢ lascissa t, di M, rispetto a P. Se nel secondo membro sostituiamo a & eavyle
loro espressioni (16), otteniamo per questa ascissa [’espressione:

1 (0B 04
(26) t o= EXY (871,7 — 577)

Si ha inoltre dalle (20) che le ascisse dei fuochi e dei punti limiti di r rispetto al
punto P sono rispettivamente :

t +V—K, t4+1VH —4K.

Da tutto cid raccogliamo che: la superficie media, le due falde della superficie fo-
cale ¢ le superficie limiti della congruenza definita dalle coordinate radiali ridotte (8) sono
date dalle formole (III), nelle quali si ponga rispettivamente

t=t, t=t + 1/-— K, t—=1t + 1/H"7:-—4[—€.

Inoltre: la inviluppata media della congruenza ¢ definita dalle coordinate tangenziali
XY Zt.

In particolare, si ha ¢ = o solo quando 4 e B sono le derivate parziali prime
di una funzione 9(u, v); dunque: le coordinate radiali ridotte

X,V Z A:g——z, B:g%,
ove p(n, v) ¢ una fungione arbitraria, definiscono la pin generale congruenza i cui piani
medii concorrono in un punto '*).

11. Quanto abbiamo esposto finora gid mostra i vantaggi delluso delle coordinate
radiali ridotte nella rappresentazione e nello studio delle congruenze di raggi. Date
queste coordinate (8) come funzioni di due parametri, possiamo calcolare, mediante le
(4) e le (V), i coefficienti delle due forme fondamentali (I) e (IV) della congruenza,
¢ quindi tutte quelle funzioni di questi coefficienti avanti qualche significato geometrico
notevole, nonché scrivere le equazioni differenziali delle superficie sviluppabili, delle su-
perficie principali, etc. Possiamo poi costruire la congruenza: o calcolando le coordinate
radiali (ordinarie) dei suoi raggi [le prime tre son gid note, le rimanenti si calcolano
mediante le (I)], o calcolando le coordinate x, y, z di un punto di partenza per ciascun
raggio, mediante le (III). Infine possiamo ottenere le equazioni parametriche di super-
ficie notevoli collegate alla congruenza (superficie media, superficie focale, superficie
limiti, etc.), ponendo nelle (IIT) al posto di ¢ funzioni convenienti di #, v (§ 9).

Tutto cid senza alcuna integrazione.

'4) In loc. cit. @) avevo gia costruito queste congruenze, per altra via.
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Ma la grande utilitd delle coordinate radiali ridotte spicca principalmente in tutti
i problemi nei quali si tratta di costruire congruenze avanti una immagine sferica asse-
gnata. Vedremo infatti che mediante esse si ottengono risoluzioni molto pit semplici
di tutte quelle finora conosciute.

Congruenze con assegnata immagine sferica.

12. Superficie sviluppabili, — Sulla sfera che ha per centro I'origine O e per raggio
I supponiamo tracciato un doppio sistema di linee che assumiamo come linee coordi-
nate n, v. Supponiamo anche note in funzione di #, v le coordinate cartesiane X, Y, Z
del punto (u, v) della sfera *°), e proponiamoci di costruire tutte le congruenze le cui
superficie sviluppabili hanno per immagini le linee u, v.

Sia C una qualunque delle congruenze richieste. Di ciascun suo raggio si conoscono
tre coordinate radiali ridotte, cioé¢ X, ¥, Z; dunque basta calcolare le altre due 4, B
affinché C sia individuata. La prima forma fondamentale di C & nota ed & (I); la se-
conda (IV) eguagliata a zero dd evidentemente 'equazione differenziale delle superficie
sviluppabili; quindi affinché queste sieno le superficie rigate #, v occorre e basta che
sa D=D"=o ossia per le (V),

A+ %2222 B.

(27) au ; EA+; EB 97B §212

Ooni soluzione (A, B) del sistema (2 individua una delle congruenze richieste.
4 X &4
La risoluzione nota finora & quella del Guicnarp ™), che esige lintegrazione del-

'equazione di Laprace
a'f 12) 0 f s .
(28) auav ; du gav [-au +8'u E—I_F-lf o

Ogni soluzione f(u, v) determina una delle congruenze richieste. Per costruirla

basta conoscere la superficie media e questa si determina, con quadrature, mediante le

formole

ox _[9 12 0X ox _[of ; (12 o0X
=l +e 2 5]’( I3 @“[a7+~31§f]x+fa7
e le analoghe in y e 7.

Evidentemente la mia risoluzione & pili semplice. Infatti, se uno dei due sistemi
sferici dati u, v & costituito da circoli massimi (geodetiche), si ha '7)

522 11

[ 1

= 0 o] == 0

I5) Se fosse noto soltanto il quadrato (I) dell’elemento lineare sterico, per calcolare X, V, Z
bisognerebbe integrare un’equazione differenziale di Riccatr

16) Surfaces rapportées & leurs asymptotiques el congruences rapportées & leurs developpables [An-
nales scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3¢ série, t. VI (1889), pp. 333-3481.

17y loc. cit. 5), § 43.
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ed allora il sistema (27) si integra con sole quadrature. In ogni altro caso Ielimina-
zione di 4 o di B fra le (27) conduce ad una equazione del tipo (28) in B o in 4.
Dunque fin qui le due risoluzioni sono generalmente equivalenti. Ma poi, per la costru-
zione della congruenza, mentre quella del GuicHarD esige delle quadrature, la mia non
esige alcuna ulteriore integrazione.

La funzione f rappresenta la semidistanza tra i fuochi del raggio (4, v) della cor-
rispondente congruenza; quindi, per la prima delle (20), si ha

D
f=V—K= e

ossia, per la seconda delle (V),

f= 2_\[8v+au glzéA—zgn B].

Questa relazione ¢ il ponte di passaggio fra le due risoluzioni.

13. Sistemi isotermo-coniugati, -— I due sistemi di superficie sviluppabili sono reali
e distinti solo nelle congruenze a raggi iperbolici, nei qualt il parametro assoluto K &
negativo. Nelle congruenze a raggi ellittici, nei quali K ¢ positivo, vi sono infiniti doppi
sistemi reali di rigate che per molti riguardi si comportano come il doppio sistema delle
sviluppabili. Questi sistemi, che possono chiamarsi isotermo-coniugati (4, I, § 12), assunti
come coordinati fanno prendere alla seconda forma fondamentale (IV) della congruenza
la forma isoterma, cioé¢ rendono

D=D", D' =o.
Sostituendo a D, D', D" i valori (V), si ha
(04 0B _[in) 114
Voo =5 =Lt e+ [0
0od d9B _ (12) 12
aﬁz‘m—zzls‘“zizgﬁ
Come nel § precedente, si deduce che: ad ogni soluzione (A, B) del sistema (29)
corrisponde una congruenia che ammette il dato doppio sistema sferico u, v come imma-

gine di un doppio sistema isotermo-coniugato.
14. Superficie principali e rigate medie, — In ogni congruenza esistono due sistemi,

)

{

222” &

(29)

sempre reali e distinti, di superficie principali e due sistemi, pure reali e distinti, di ré-
gate medie **). Le loro immagini sferiche formano un doppio sistema ortogonale (4,
L §§ 9 e 1)

Or proponiamoci di costruire tutte le congruenze nelle quali le superficie principali
o le rigate medie hanno per immagini sferiche le linee di un dato doppio sistema orto-
gonale.

18) Cost chiamate dal BURGATTI che pel primo le considerd nella Nota: Sopra alcune  formole
fondamentali relative alle congruenze di rette [Rendiconti della Reile Accademia dei Linzei, vol. VIII,
2° semestre, 1899, pp. 515-520). In A, I le chiamai superficie distributr:ci.

Rend, Girc. Matem. Palermo, t. XXXII (1° sem. 1912). — Stampato il 5 aprile 1932, 43
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Assunte queste linee come linee coordinate u, v, il quadrato del corrispondente
elemento lineare sferico assumerd la forma canonica

ds* = Edw 4 Gdv*

e sard prima forma fondamentale comune a tutte le congruenze richieste.
I simboli di CHriSTOFFEL avranno i valori *9)

=328 [1)-

1 oF glzg_ 1 0F

1Y 2E ou 2 T 2Gov? |1y 2E dv’
12) 1 222 1 0G 22 1 0G
5*2Gau’ 1Y~ 2FE Qu’ =32G ov’

quindi i coefficienti (V) della seconda forma fondamentale di una qualunque delle con-
gruenze richieste avranno la forma

-0 4 B oF
D=VEg, mt3630
, g 4 o B
() D' =Eg g+ 05,50
Dn___:V—G“_a_E ABG

5o7c T 2F u
15. Affinche le linee sferiche ortogonali u, v sieno le immagini delle superficie
principali occorre e basta che sia (4, I, § 11)
DG=D'E
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ossia, per le (30),

(1)

Detto EGP il valor comune dei due membri, ove P & una funzione arbitraria di #, v,
possiamo concludere che: la pii generale congruenza che ammette le linee sferiche date
u, v come immagini delle sue superficie principali ¢ individuata dalle coordinate radiali
ridotte

(32) X, Y, 7 4= VEEfEPdu, B :Vﬁ;fcpd»u,

ove P(u, v) & una funzione arbitraria.
16. Affinché le linee sferiche ortogonali u, v sieno le immagini delle rigate medie
occorre € basta che sia D' = o0 (4, I, § 9) ossia, per le (30),

0 4 o B
(33) Eg;‘g— - G<9—za_§'

Detto EGP il valor comune dei due membri, ne deduciamo che: le coordinate radiali

19) loc. cit. 5), § 43.
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ridotte
(G4) X, Y, 7 A :E/GPdv, B=— GfEPdu,

ove P(u, v) ¢ una fungione arbitraria, determinano la pise generale congruenza che am-
mette le linee sferiche date u, v come immagini delle sue rigate medie.

Le risoluzioni ora ottenute esigono soltnto le quadrature (32) o (34), mentre
quelle finora conosciute, dovute rispettivamente al Brancur *°) e al Burcartt '), esi-
gono la determinazione di coppie di funzioni di #, v soddisfacenti un’equazione diffe-
renziale alle derivate parziali seconde e poi delle quadrature.

Coordinate radiali ridotte nei complessi.

17. La retta
r=X Y Z x,0=XY, Z, 1, m n)

descriva un complesso; percid supponiamo che X, Y, Z sieno funzioni di due variabili
essenziali **) u, v e che x, y, (e quindi /; m, n) sieno funzioni di 4, v e di una
terza variabile .

Come al § 3, possiamo- costruire con le funzioni X, ¥, Z la forma (I) e possiamo
introdurre le funzioni 4, B di #, v, w mediante le (6).

Le cinque funzioni

(35) X(u, v), Y(u, v), Z(u, v), A(u, v, w), B(u, v, w)

si possono assumere come coordinate (radiali ridotte) del raggio r del complesso.
Sussistono integralmente i §§ 4 e 5; sicche, note le (35), si pud costruire il com-
plesso calcolando le coordinate radiali (ordinarie) dei suoi raggi, mediante le (II), o le
coordinate di un punto di partenza dei raggi stessi, mediante le (IIT).
Un complesso ¢ individuato (a meno di un movimento) dalle sue due forme qua-
dratiche fondamentali (I) e

(V) —wp=Ddw 4 2D'dudv+ D"dv* 4 2Mdudw + 2Ndvduw,

ove ¢ ¢ il momento di due raggi infinitamente vicini (4, II, §§ 3, 5); quindi per
introdurre le coordinate (35) nello studio dei complessi basta cercare le espressioni dei
coefticienti di (VI) in funzione di esse.

Or le espressioni di questi coefficienti in funzione di X, Y, Z, x, y,  sono date

39 Joc. cit. 5), § 143.
21y loc. cit. 18),

33y escludendo i complessi i cui raggi si appoggiano ad una curva all’infinito.
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(4, II, § 3) dalle formole (11) e dalle seguenti
F «0X ox E -0X ox
M= 55w~ 2250w
G <9X ox F <3dXox
N =3 2 5usw T T2 5u 5w’
sicché per ottenere le espressioni volute basta sostituire in queste formole ad x, y, z i
valori (III).

La sostituzione nelle (11) & stata gid fatta al § 6 e conduce alle formole (V).
Si ha poi dalle (II)

(36)

ow A ou Jdw A v duw’

quindi

voXoxr EJB_ Fod

“~duow A oJw Aow’

vOXodx FoB God

~9Jvow A dw A ow
e, sostituendo nelle (36),

;.04 __ 9B

(VID) 2M=50,  N=3o.

Le (V) e (VII) dinno le espressioni richieste dei coefficienti di (VI).

Torino, 22 febbraio 1912.

Gustavo SANNIA.



