
l ber die Anzahl der Klassen positiver ter. rer 
quadratiseher Formen y o n  gegebener Determinante*). 

Von 

A. Hurwitz t.  

Die Damtellung der Klassenzahl positiver bin~irer quadratischer Formen, 
die ich in einer friiheren Arbeit 1) entwickelt habe, l~l~t sich, wie ioh im 
folgenden zeigen m~chte, auf don Fall der terniiren Formen ausdehnen. 
Die analytischen Hilfsmittel, deren es hierzu bedaff, werde ich dabei in 
etwas allgemelnerer Form darstellen, als es ~iir den vorliegenden Zweck 
n~tig w~re, da sie mir an sich yon Interesse zu sein scheinen und in dieser 
allgemeineren Form auch flit die Darstel]ung der Klassenzahl positiver 
quadratischor Formen yon beliebig vielen Variablen ausreichen diirften. 
Die arithmetischen Hilfsmittel liegen im Falle der tern/iren Formen in 
der Reduktionstheorie yon Selling 2) vet, im Falle der Formen yon beliebig 
vielen Variablen in den schSnen Untersuchungen von VoronoTS). 

*) Die vorHegende Arbeit f~nd sich unter den n ~ c ~ e n e n  Manuskripten yon 
A. Hurwitz mit der Bemerkung ,geschrieben Sept. 1918". Die Arbeit ist bier unge- 
iindert &bgedruckt. Die gen~ue Pri~ung des M&nuskriptes und die Hinzufiigung 
ein'i~er Fu0noten verdanken wir Herrn A. Speiser in Z~rich. Die Redaktion. 

1) Uber die Darste]lung der Klaseenemzahl bin~rer quadrstischer Formen durch 
unendlicho ReJhen, Crelles Journal 139, S. 187--213. 

~) E. Selltng~ ~ber die bin~ren und terni~ren quadratiechen Formen, Crelles 
Journal 77, S. 143--2~9. 

s) G. VoronoI: Nouvelles applioations des par&m~tres continue ~ la th~orie des 
formes quadr~tiquee. Prmier m~moire: Sur quelquee propri6t6s des formee quadra- 
tiques lz~dtives psdaitee, Orellee Journld 1811, S. 97--178. Deuxi/mle m~moire: 
Reehvrvlzes stir lee psrsll61obdrm primitifs, Crelles Journal 114, S. 198--287, und 
1141,' S. 67--181, 
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w 

Projektive Integrale .  

In der Theorie der vielfachen Integrale ist es zweckmiil]ig, die Diffe- 
rentiale der Variablen sis alternierende Griil]en im Sinne Gral~manns an- 
zusehen. Es bedeutet dann z. B. das Produkt  

dz~ dx,~ d z  3 . . .  dz, ._ 1, 

wenn x~, x~, . . . ,  x~ _ ~ Funktionen der unabhiingigen Variablen ux, u~, . . . .  u ,  _ 1 
bezeichnen, also 

~zt dx~--aYZdu - b ~ d u ~ - q -  ~ a~, d u ~ _ l .  ( i = 1 , 2  3 . . . , r - - l )  
( ,~ t  I 1 �9 �9 * i 6 t 1 5 r _  1 ~ 

zu setzen ist, niehts anderes als die Funktionaldeterminante dieser Funk- 
tionen multipliziert in d u  I d u ~ . . ,  du~_~. 

Ferner bedeutet das Symbol 

(1) d g2 = xxdx . ,dx~ . . ,  d x ,  - -  x~dx~dxa . . ,  d x ,  -q-. . .  :1: x~dz~ dx~ . . ,  a~x,._ ~, 

wenn such x r eine Funktion yon u~, u~, . . . ,  u~_~ bezeichnet, das Produkt  

(2) d.Q--~ D (xa, x.,, . . . ,  x,.) du~du~  . . .  du,._~t, 

wobei 

(3) D ( x , ,  x 2 , . . . ,  x,) = 

8z~ ~x~ ~xr 

~u l '  ~t61~ . . . ,  ~3~t 

ai,,_,' aye._,' ""ai , , ._~  
gesetzt ist. Diese Determinante hat  die Eigenschaft ,  den Faktor  0 r auf- 
zunehmen, wenn ]ede der Funktionen xl ,  z~, . . . .  x~ mit  9 multipUziert 
wird. Dies ist evident, wenn 6) eine Konstante  bedeutet, gilt aber auch 
noch, wie eine einfache Reehnung zeigt, wenn unter 9 eine beliebige 
Funktion yon u 1, u.,, . , . ,  u r_~ verstanden wird. Bezeichnet daher 
f ( x  1, zg, . . . ,  xr) eine Funktion der Argumente z l ,  x~, . . . ,  x,, die homoggn 
vom Grade - - r  ist, so daft also 

1 a~ .'. 
~4) f (~z , ,  ex~ , . . . ,  ex~)=  b-~f( 1, z,,  ., x,.) 
gilt, so wird das Produkt  

(5) f (x , ,  x~ , . . . ,  ~,) D(x~, x , , . . . ,  x,) 
nur yon den Verhiiltnissen 

X l  : X 9 - "  . . . . ' ~ 1 ~  r 

tier Fanktionen ~1, xs, - - ' ,  x~ der Variablen u l ,  u~, . . . ,  u.r,  1 abhiin~en 
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n~imlieh sich iibexh~upt 

mit demselben Faktor 0 

so stellt sieh (5) in der 

nicht ~ndern, weiln 

multipliziert werden. Nimmt man z. B. 9 = 

Gesta]b 

' ~-q . . . . .  ~ a--~,~, , , . . ,  a , , ,L ,  

dar, we der zweite Faktor gem~il~ (8) die Funktionaldeterminan~e von 

z,  x--z" vorstellt. ~Z 1 .  . . . ~  ~Zx 

An diese Eigenschaft des Produktes (5) kniipft sich nun die Definition 
des ,,~roj~k~ven'" Integralos 

( 7 )  . 

wobei /iT ein ( r -  1)-dimensionales Oebiet im projek-tive~i Eaume R yon 
r - - 1  Dimensionen, clessen einzelne PnnL~te dutch die Verhl ta ime 
x~ : z~ : . . .  :~,  festgelegt werden, bezeichnet. 

Wir setzen venus,  da~ die Linearformen 

diese Funktionen sitmtlich 
1 

27 t 

l = "1 z l  + % x.~. + . . .  + ~, x ,  

( s )  + . . .  

eine nicht versohwindende Determinante besitzen und da~ l im Gebiete F 
(einschliel~lieh der Begrenzung) nirgends versohwindet. Betrachton wit nun 

(9) ~ , - - -  , u , = T ,  " ' "  ~ , - ~ =  

als Koordinaten in einem Raume yon r -  1 Dimensionen, so wird in 
diesera der Punkt (ul, u l , . . . ,  ur_l) ein ganz im Endliehen liegendes Ge- 
~i~" 6; besehreiben, ~enn den Pnnkt x I : xi : . . .  : x~ alle Lagen im Gebiete E 
amaimmt. Das Gebiet 6; ist ein koHineares Abbild des Gebietes F .  Ver- 
m6~e (9) kSnnen wit die Ve~hitltnisse m, : zi : . . .  :z ,  als Funktionen yon 
~1, ~ , ~ ' "  u~_l darstellen. 

Uate= d e n  Integrale (7) wollen wit nun niehts anderes verstehen, 
~ls dis ( r -  1)-fsche Integral 

(1@) J . v . ~ f f ( m x ,  x~ . . . .  , m , . ) D ( m t ,  x , ,  . . . .  x , . ) d u a d u , . . . d u , _  1 
6; 

genomm~n ;im. Raume (u~, u~ , . . . ,  u ,_ l )  tiber das eebiet  G. 



Klassenzahl posltiver terniirer quadratis~her Formen. 29 

Der so definierte Wer~ des Integrals J is~ yon der Wahl der Linear- 
formen (8), abgesehen veto Vorzeichen, unabh~ingig, wie aus folgendem 
SaCze hervorgeht: 

E~ mdge der Punter 

(11) xl:x~:  . . .  :xr 

da~ (~ebi~ 1e beechrdben, wenn der Punkt  (v 1, v+, . . . ,  v+_ ~) im Raume 
vc~ ( ~ -  1) D~mensionen atle Lagen in einem gewi~aen Oebiete H an- 
nimm$. Dann ugrd der Weft de8 Integrals (7) a ~ h  dutch 

(12) ...,x,)dv, 
11 

( e = 2 r l  oder - -1)  

dargestdl$, wobei in leSz~rem Integrale x~ , x~, . . . , ~ beziiglich durvh 

.setzen sind. 

Nach den hier gemaehten Voraussetzungen trSanen wiz namlioh 
~1, us, ' " ,  u~-a als Funktioaen yon vz, vg',.~., v~=1 ansehen und zwar 
wird der Punkt (u~,~g, ...,u~_~) das (ilebiet q.beschreibeu, wenn tier 
Pankt (v~, vs, ..., v,_~) Rile Lagen im GebieteH ann(mint. Fiihren wir 
<laher im Integrale (I0) start der Variablen u~, us,... , u~_ I die neuen 
Variablen v~,vs .... ,v~_~ ein, so wird (10) in die Gestalt (12) iiber- 
gehen. Der Faktoz e gib~ dabei das Vorzeichen der Funktlonaldeterminante 

an, welche als stetig und yon Null vezschieden im G~bi~be H vorausge- 
gesetzt wird. 

Die Gleichung (12) gibt nun die Darstellung des pzojektiven Integrals J ,  
die yon der Wahl der Linearformen (8) g~nzlieh unabh~ingig (st. Was 
die Definitionsgleiehung (10) angeht, (die arch sis spe~ieIlsr FaU de~ 
Gleiehung (12) aufge~al}t werden kann), so l~i]t sioh dieselbe-in die~ ein- 
iaehe Form 

I f  ( ~  ~, ~') du~ du,  .. d~,_~ (13) J----Z f ~ '  l ' ' ' " T  " . 
o 

setzen, we A die Determinante der Linearformen'~(8) ~'e~eiehnet. Dean 
alas Determinanten-Multiplikationstheorem ergibt sofort, <la~ das Produ_~ 
<ter be(den Determinanten 
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A = 

I 

I '~'1 i' fl*2~:* " ' ' '  ~ r  

und  D ~- ~ ' ~ ,  . . . . .  -o.~ 

, o . }  - _ 

na'chdem in der DeterminantB D an Stelle yon x l ,  x , , . . . ,  x,. beziiglich 

x~ ~ z~ gesetzt worden ist, sich wegen der Gleichungen (9) auf den l '  | ' ' ' "  l 
W~rt 1 reduziert.  

Das Integral  J verh~lt sioh im Sinne des folgenden Sat~.es invariant  
gegentiber linearen Transformationen. 

E8 8ei6n 
/ ' x~ = e .  x~ + e l ,  x l  + . . .  + e .  x " 

P l 

I P P t :Vr ~--- erl:Vl + er~X~ + . .  �9 + err r r 

die, aleic, hungen  , i n e r  .Kollineation, wrmdge  wdcher  d a ,  Gebia F dea 

Rauraee ( x  I : x t : . . .  : x,.) in  dae Gebiet F '  des Raumea (x~ : x~ : . . .  :x~) 
4ibcfgeh$, E e  gil t  d a n n  die Gleichung 

(]5) ,ff(x"x~"'"x')d~=• . . . .  , x , ) d ~ ' .  

I'Iierbei sind in dem Integrale rechter  Hand xl ,  x~_,. . . ,  x r vermiige 
der Gleichungen (14)  dutch  x~, x~ . . . .  , x~ aaszudriicken und es ist analog 
zu (1)  

d~J' ' ' ' " ' ' " ' ' ' --= x l  d x ,  dxs  .. . dx~ - -  x ~ d x l  d x n . . ,  dx~ + . . .  "4- x r d x l d x ~ .  . . dxr-1 

Zu setzen. 
�9 t P &l~. Zum Beweise der  Gleichung (15)  denken wit uns xl ,  x~, . . . ,  xr 

Fuak t ionen  der Variablen vl, v ~ , . . . ,  v,_~ so darg~te l l t ,  daft der Punk-t 
( z~ :x~  : . . .  :x~) das Gebiet F '  beschreibt, wenn der Punk t  (vt, v s, , . . ,  %-1)  
alle Lagen in emem gewissen Gebiote H annimmt.  VermSge (14)  werden 
dann auch x l ,  x~, . . . ,  x~ Funkt ionen dot Variablen % ; %, . . . ,  v,._ 1" 

Nach dora vorhergehonden Satze wird nun einerseits 

, f f (x , ,  z,, . . . ,  

amiererseits: 

~ f ( x , , ~ r  . . . ,  x , . ) dD '  = - t - / f ( x , ,  z , ,  . .  ., x,.) D' d r ,  d r , . . ,  d r , . _ , ,  
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wobei D und D' die Determinanten 

D _~ 

31 

~ - '  o~-7' " ' "  ~ 

bx~ ~z~ bz, 
�9 o 

D , _  

I P �9 

bezeichnen. VermSge der Gleichungen (14) wird aber 

D = 18,~t "D', 

woraus nun die Oleiehung (15) hervorgeht. 
Ein besonde~es Interesse verdient dan spezie]le projektive Integral, 

welches der knnahme 

f(x~, x,,.. . ,  x , )~  ~, (16) 

entspricht, wobei 

(17) 

eine Lineadorm bezeiolmet, die im Gebiete ~ nirgends Null wird. Den 
absoluten Wert des betreflenden Intog~le~ 

(18) J - -  ( ~ + , , ~ . + . . . + , , x , ) "  

bezeichne ich als ,,Volumen des Gobietes F beziiglich der Lineadorm l". 
Der Grund hierfiir ist dieser: 

Fiihren wir gemg6 ('9) das Gebiet F in das kollineaxe Gebiet G des 
Raumes ( ~ ,  ~ ,  . . . ,  u~_~) iiber, so haben wit eine Ko]]iueation ausge- 
fiihrt, bei weleher der lineare Raum /----0 in das UnendlioMsrne des 
Raumes (u 1, u~, . . . ,  %-11 iibergeht. ZugIeich wird g e n ~  Formel (13) 
das Integral (18) dutch 

(19) j =  1 f du l ,duu  ' . .  du,. 
1 

q 

darge~ellt. Die den versvhiedenen Oebiet~n F entdpreehamt~zt Int~ral- 
werte (I8) sind also proportional den Inhalten der il~.~k'~lliJaear ent- 
sprechenden Gebieten G. 

w 
Bereelmung einiger projektiver Integrale. 

Drei Gerade zerlegen die p~je]rtive Ebene in vi~r "~enn~e  Gebieii~h. 
vier Ebenen den projektiven Raum yon drei Dimensionen in ach~ Gebie"~. 
und aligemein r lineare Rgume 
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(1) l~ : ~ + ~ + . . .  + f l~r  : 0, 

l~ : ~ x~ ~- ~x~ -~- . . .  § ~x~  : 0, 

die keinen Punkt gemeinsam haben, den pro~ekCiven Raum (x~ :x: : . . .  :x,.) 

yon ( r - - l )  Dimensionen in 2 t-~ Gebiete. Dean fiir einen Punkt 
x ~ : z ~ : . . . : x r ,  flit welchen keine der Lineadormen (1) verschwinde% wird 
jedev dot r -  1 Quotienten 

~inen positiven oder negativen bestimmtea Weft erhalten. Den 2 '-~ 
m6glichen Vorzeiehenkombinationen, die ]tier vorliegen, entspreohen die 

erwiitmten 2 '-~ Gebiete. 
Man erkenn~ nun leieht, dab yon diesen G~ebiet~n immer ein einziges 

vorhanden ist, wolches mit einem linearen Raume 

keinen Punkt gemeinsam hat. Dabei wird vorausgesetzt, dal~ ' je:r , '~er 
f q- 1 Riiume (1) und (3) keinen Punkt gemeiu haben oder, was auf dab- 
~elbe hinauskommt, dal~ die Unterdeterminanten r - ten  Grades der Matrix 

~im~heh yon Null verschieden 
"Gleichung 

l, r ~s, ' " ,  Cr 

l~, ~l, 2~., . .., ,~, 

45 I ,  ~ ,  �9 ~  8r r 

i l ,  ~.,~, . . . ,  ~ r 

s[nd. In der Tat zeigt die identische 

--= ~ lq-~111- l - . . .  q -~ l~  -- 0, 

d,a~ flit einen Punl~ (zl ,  x ~ , . . . , x r )  , flit welche die Quo~ienten (2) be- 

z i l~ch  die Vorzeichen yon ~---f . ~--~" erhalten, unm6glich l = 0 werden 

lr~n.  Denn fiir einea solchen PunI~ is~ 

(6) 4 ~_L t, 

unter ~ , . . . ,  Pr positiver Zahlen ve~standen, und es wii~de aus (5) die 

l + .  + . . .  + ~  ~ - -  o, 
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oder 
1 + p s  + . . .  + ~ o , . =  o 

folgen, die offenbar widersinnig is~. 

Das in Retie stelaende Gebiet, in welches der Raum 1 = 0 nieht ein- 
dringt, m68e mit  2v be~.eiehnet und der Wer t  des Volumens yon F be- 
zfiglich der Linearform l, also der Weft  des Integrals 

(7) d - -  •  (ctst+c~ar~+...+e,.s,)" 3 l r 
F 

aafg~udat werden. 

Du~h die KollineaCion 
�9 t r (S) x~ "= x x l 1 , % = -.~ l~, . . . .  x ,  ~- u,. 1, 

gehe das Gebiet av in das Gebiet F '  des Rattmes (x~ 'x '  ... �9 ~: :x~) tiber. 
Naeh 15) wird d~nn 

t = - (x~ + zJ + . . .  x;) 

and daher, ~ufolge des zweiten Satzes yon w 1, 

7~r d f . . . .  dO p (9) J =  + ,a~ ' ( m ~ + ~ + ' ' - ' + % ) ; ; '  . 

unter J den retiproken Wert de~" Determinants  der Linoarformen ~x la, 
xg l s , . . . ,  N~l, veret~nden, so dalt 

I (10) -~---- xxx ~ . . .  :r ~r 

wird. Das Gebiet F '  ert~teht zufolge (6) ,  wenn 

T. 1 

gesetzt wird und ~0, , . . . ,  p, atle posi~iven Werte yon 0 bib co durch- 
laufen. Demnaeh kommt 

~ ' -~  _ f  d~v~ dp,  . . .  "dp, (11)  J - • ~, ~-~:7' ~ ' -  i~ +p., + . . -  + p , ) "  ' 

wo in dem ( r -  1)faehen Integral jede der Variablen p~, Pa, . . . ,  P,. yon 
0 bib co lau.fen mul~. Der Weft dieses Integrals ergibt sich leieht dutch 
,akzeeeive Aueffihrung 
hndet so 

(12) 

Dt~bei bedeuten ~, ~1, %, - . . ,  Y-r 
trix (4), so daf~ diese Werte darch 
Gleichtmg 

Ma~e~tilche Annal~n. 88 

der Intagrationen nach p.~, p,,..., Io~ und man 

J= • ~,~. . . , , .  

die Unterde~erminanten der ~ a -  
die in u,  ul ,  %, . . . ,  % identtsche 
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(18) 

definiert werden kfnnen. 

Es seien jetzt die linearen R~ume (1) 
punkte gegeben, die wir mit 

( 14 ) (x~'), x(..", . . . ,  ~,-('~, 

bezdiehnen wollen. Wir kSnnen dann 

(15) 

nehmen. 

(16) 

r 
XI~  ~'~' " ' ' ~  ~ r  

(~) --(~) ~(?) 
i X : : , - ~  , x~  ' ' ' "  r 

~o I , X . ~(r) 

dutch ihre Durchschnitts- 

gezetzt. 
liefert 

~ i ~  l ,  2, . .., r)  

X(11}) ~2 (1)' "" ' x(lir 

x ( r )  :~(r), ~ ( r )  
l ~ " ' ' ~  r 

�9 (11 

�9 , , , , . . . . .  

( r - - l >  ( r - - l )  . ~ (r-- l )  

X 1 , X~, �9 . �9 ~ ~ 

Zur Abkiirzung sei ferner 

, ( r }  ~1 (r), X(: r) . . ,  X§ 

( i =  1, 2 , . . . , 0  

Die Substitution yon ~ , ,  . . .  

(~7) 

fernor ist 
I 

L 1 * ' ~  

in die Gleiehung (5) 

(i----1, 2, . . . ,  r) ;  

~, O, O, . . . .  0 
0, ~, 0, . . . ,  0 

(), O, 0 , . . . ,  (~ 

w,i l  ~ ,x ,  (*~ + ~ ,z ,  C~' + . . .  + ~,x,") = t, (xI ~) , x ,  c*) , . . . ,  ~,--"~,) _- e ,.~olg~ ( 15 ) 
iat u. a f. Drt[cken wir verm6ge (17) und (18) die Werte x und ~i aus, 
so ergibt sich aus (12): 
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Das Volumen de~enigen yon de~ r linearen Verbind~zngsrdume~ 
der Punkte 

begre~zte~. Gebie~.~ F, welches mi~ dem [i~earen Raum 
B 

l ~ • l X l  - ~  r  --V " " " -7-- V r 2 r  ~ 0 

keinen Pu•k$ 9emein hat, dies Volumen bezi~l~vh der Liuear/orm I ge- 
~ ,  lugt de~ Weft 

Die Bedeutung yon ~ and l(i)  erhellt aus (16). 
Die Formeln (12) und (19) sind Verallgemeincrangea bekannter 

Forme]n ffir das Volumen eines Simplex ira gew6hn|ichen (EuklMischen) 
Raume yon ( r - - I )  Di~ensionen. 

Ein weiteres projek-tives Integral, dessen Weft fiir unsere Zwecke 
zu bereehnen ist, entsteht folgenderma~en. Wit ordnen jeder quadratischen 
Form mit reellen Koeffizlenten 

1 . . . N -  

(20) r~- f ( ~ , ,  ~ , , . . . ,  u.)  =fl_.7,a,. ~ ~ (~,. = ~.,) 

yon n Var~ablon u~, u~, . . . ,  u, denjenigen Puukt im projektiven Raume yon 

n ( ~ + l )  

Dimensionen zu, de,sen Koordinaten zu a~,  ag, ,.. . ,  a~,,, r a~,, ..., a, - t . ,  
proportional sind. Der betreffen4e Punkt mSge der Kiirze ha]bet als 
,,Punkt f "  bezeiehnet werden. Jeder Form f entsp~icht also eia ha~ 
stimmter Punkt f, wobei aber dieser Punkt sich nicht ~,ndert, wenn die 
~orm f durch die Form ~ f e~etzt wird, unter e eine beliebig ~gew~thlte 
nicht verschwindende reelle Konstante ver~t~nden. Der betrachtete Rau~' 
h~ii~e der Raum der quadratisehen Formen und derjenige Teil dieses 
Raumes, dessen Punkte die posibiven Formen repr~sentiezen, werde mit 
~' bezeiehnet. Die Punkte yon P wezden dureh den Ansa~z 

(2]) f = ~ (u~ + ~,~, ~, + ~,~ u, + . . .  + ~ u . ) '  
+ p., (u, + ~,~ u, +. . . .  + ~..%)~ + . . .  + p.u',, 

geliefert, wobei p~, p~, . . . ,  p,, alle positiven Werte und Pa ;  i~,, "", :P,,-~. ,, 
alle reellen Werte durchlauien miissen. Dabei liefezn zwei Wertsystem~ 

? 

dana und nut dann denselben Punkt v~n ~ ,  wenn 
�9 o ~ .  ? ,' 

3* 
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ist. Im Raume der quadratischen Formen betrachten wir nun einen 
linearen Raum 

= cigar,.= 0 li,  z = 1, 2, ..., n) ,  

wobei a~, die laufenden Koordinaten und c~, = c~. zun/ichst n ( n + l )  be- 
2 

liebige, nut nicht siimttich verschwindende, reelle Werte bezeichnen. 
Se~zen wit fiir ae~ die Koeffizienten von f aus (21), so kommt 

" "  + ~, r  1, p~..~ . . . .  , p ~ )  + . . .  + p ~ ( 0 ,  o,  . . . .  o, i ) ,  

wenn zur &bkfiramg 

g~o~t~ wit& W~alen wit, was jetzt gesehehen ~'oll, die Kosffizienten ~ 
so, dait dis letztere Form ~ (u~, u : , . . . ,  u , )  eine positive Fo~m iat, so 
wird naeh (23) der Weft yon . ~ c ~  a~  > 0 und der lineare Raum.(22)  
hat daher mit dem Gebiete F keinen Punkt gemein. 

Es soil aJch hun zun~ichst um die Berechnung des Volumens yon F 
beziiglich der Linearform l - _~'c~ ai~ hande]n, also um die Berec]~nung 

des Integrals 

Zu diesem Zw~ke  bringen wit die positive Form ~ (u~, u~ , . . . ,  u,)  
dutch eine unimodulare reelle Substitution 

(9.6) 
auf die Form 

(27) 

Der Vergleich der Det~rminanCen gibt fiir x ~ den Welt  

C n l  ~ C n ~ ,  �9 . . ~  Cnn 

wit das Integral 

(28) " X 

~amdar transformieren 
Sub~t~ l~ in  

(25) dutch die lineare 

(29) ~, .=Za'pto ,  t~,. (i,~=1,2,...,~; ~,~=1,2,...,~),. 

welehe 'd i~ '~dn~e  des Raumes al, : aa~ : . . .  : a , _ , ,  n e~ndeut;ig umkehrbar 



[31) 

w e P . l l  
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auf die Punkte de~ Rsumes a ~ l  : ~2 : . . .  : ~ ' ~ - - 1 . "  bezieht. Die Gleichungen 
[29) kSnnen dutch die eine, in den Variablen u~,u~, . . . , u ,  identische 
Gleichung 

ersetzt werden, welche zeigt, dal~ wenn a~ das System der Koeffizienten 
einer positiven Form vorstellt, das N~imliche yon den a~  grit. Dem Ge- 
bie~e ~ entspricht daher vermSge tier Kol[ineation (29) dasjenige Gebiet 
~ '  im Raume a ~ : a "  ~ : . . .  : a',_~.,~, welches in diesem die Gesamtheit 
der positiven Formen reprRsentiert. Die Determinante der Substitution 
(29) ist nach bekann~en Sgtzen eiae Potenz der Determinante I t~I, also 
g[eich 1. Endlich ergibt sich 

gesetzt wird. Naeh Gleichang (271 wird abet 

und also 
eh --- ~ - - . . .  c~.  ~ x,  c: 

so da~ (31) in 

( ~ )  Z c .  a,. ~(a;1 + a'  = ~ + . . . + a ~ , )  

iibergeht. Aus alle diesem folgt, da~ vermS~e der Substitution (29) das 
Integral J die GestaIt 

Ff dgJ' J = •  ~(a~a+a,.,+.:_~a~.nV, 

annimmt. Hier dad man statt a~l, a '  wieder . - . ,  n - l . n  a l l , . . . ,  a n - L n  r i n d  

und start F '  wJeder F schreiben, so daft in R~eksicht auf (28) kommt: 

Das Volumen de~ Gebiet~ F der positiven Forme~ bezi~livh der 
Linear/or~ 

iet der absolute Weft yon 
C. 

~ + 1  ~ 
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~ o  die numeeische Kon#tante  C .  den W e f t  de8 Integrats  
[ .  dr2 ( 34) C,  = | . . . . . . . . . .  

/ ( t t l t - V a . z ~ + . , . Q - a . , . )  2 
| 

r e p ' ~ e n t i e r t .  

Um dieses Integral zu berochnen, setzen wir 

1,2 . . . . .  ~ 2 . . . . .  

(as) + . . .  + 
i ,  *t i, .. 

wo" die Summe aut der rechten Seite die a[lgemeinste positive Form yon 
( n -  1) Vaxiablen u , , . . . ,  u ,  vorsSellt. Wit erhalten, diesem Ansatz (35t 
entsprechend, das Oebiet F,  wenn in den Gleichungen 

(86) a ,  = 1, a , ,  ~ P , , ,  . " ., a, ,, ---- p , , , ,  a ~  . -  p , ~ p , .  ~ b~ 

( i , u = 2 , . . . ,  n)  

P i g , ' - ' ,  l~,, alle reellen Werte und die b~ alle Koeffizientensysteme der 
positiven Formen yon n -  1 Variablen durchlaufen. Da all = 1 ge- 
setzt ist (was erlaubt ist, da nut die Yerhiiltnisse a , ,  : ae, : . . .  : a , -1. ,  in 
Frage kommen), wird ~ ..... . 

d ($ = dal,z . . .  d a l ,  , H d a ~ .  
i , k  

oder, da gemiifl (3fi) 

d a  n = d:pl~, . . . ,  d a , ,  - -  d p l  . ,  da~,, = p~dp , ,~  Jr- p ~ . d p ~ q -  d b ~  

wird, ~ ..... 

dr2 = dpl~ . . .  dp~,, I l d b ~ , , ,  

und somit ~'~ 

(aT) c. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - - 
- - , J  (1 + ~ h + . . . + p ~ , + b . , ~ + . . . + b , , ) "  2 

Die Integration naoh den Variablen T~, . . . ,  P~, liil~t sich leieht 
austiihren mit Hilie der bekannten Gleiehung 

+ ~  

(38) ( ~ + ~ . ) ,  z.) ~ = A- - t  r(~.) , 

in we|chef A eine beliebige positive Konstante bezeichnet. Man finder so 

+ b,..),n- ~-~ -" 



( + t )  

also 
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Das bier auftre~ende Integral i~t nun nieht molar eia projektive~, da 

es zu erstrecken ist iiber das Gebiet des (~ - I) n dimensionalen Raumes tier 2 
Punkte (b~, b~s, . . . ,  b,_.,~_~), welcho~ den positfiven Formen ~ b ~ , , u ~  
yon ( n -  1) Variablen entspricht. Um den Wert dos Integrals ~.u be- 
stimmen, betraehten wir allgemoiner d ~  Integral 

t . . . . .  ~t 

.~ da,~ 
( 4 o )  D . . . . .  ' , -  

l I - a~a + a~ + . . .  + a~,.,) 

we r einen beliebigen Exponenten bedeutet uad das Integratiowgebiet 

der Teil des ~('~ -l!-dimensionalen R~umes ist, welcher den positiven 
2 

Formen \ ' a + , u ~  entspricht. Das in (39) auftretende Integral ontsteht 

n + l  aus D,,, wenn wit n dutch n -- 1 and dann r duroh --~-- ersetzen. 

Analog zu (35) ersetzen wir jetzt;: 
1 . . . . .  tz J . . . . .  ~, 

~m..+,.,+,,,+ = ~, ( . ,  + ~,+o'.,~, + . . .  + :p,. ,,,..)' + +~b,,....,..,, 
+i,.,< i , , ,  

und 

da~l 

(42) 

al,_ ~ PITI~,  ' .  " ,  at, ,  "-  P t f l l , , ,  

(i, ~, - - -  2 , . . . ,  ~) 

-~ dpj ,  d a ~  =- p t :d p l  + pldpl~,  . . . ,  d a l .  ---= p~,,dpt + Pt dP l . ,  

da~,,= d ( p l ~ . ~ l ~ )  + db~,, ( i ,  u ---- 2 , . . . ,  ~). 

Dadurch geht das Integral 2),, tiber in 
$ , - . . ,  n I p~-~ dpldp~.+,  dpl,, .lldb~,, 

D,, = ~'" 
Pd ~-{_a§ 

(1 - - p x  ( I  -Fps + . . . + ~ x ~ . ) + b ~  . . . .  ~b~ ,m)  I 

Die Ausfiihrung der Integration nach lo t ergibt, unter Anwendung 
der Oloichung 

zun/ichst  

f r  r (= ) r (z - , )  t ,q. 

F(n) r ( r  f D ,  = - - r~. )  - - - j  

all% . . .  dp~./'Id b~u 
�9 , ~ :~ 

(i +~I~ +-.. + pl.)"(~ +b= ,+... + ~..)~-" 

~) Sohl6miloh, Kompendium dor hSher~a hfialysis, 2, 4. Anti., 8. 277. 



40 A. Hurwitz 

und dazau~ die Integration nach p~.~, . . . ,  p, .  

19'" 
r(~) r(~) (i-+-b= + . .  + ~..)'-" 

( ~ -  ~ = r  + ( n - ~ ) , ~ )  
2 

Diese Gleiohung stellt nun einr Rekursionsfozmel fir das zu berech- 
hondo Integral vor, da des Integral rechter Hand aus D~ dadurch ent- 

steht, dab man n d~ch n -  1 ersetzt. 

Da nun 

! ~  da~l 1 
/)1 ~ I +ate) ~+1 ---- 7" 

bt ,  so kommt 

I ' ( r  + ~  

D~--  r ( r +  

und schliel]lich 

"(V 
(V~) ~ r \ - y - / . ~ . _ ,  (,,-~,),,) 

r~)_ _ 
/ . (~.+ (,, + 1),,) �9 2 

U n t ~  Bemlta~ag die~es Reaul~ates kommt schiiel~]ich nach ]eiehter 
Rechuung 

s (~ - 1) 

Naeh dem Fuak~ionaltheorem der F-Funktion Js~ der Wer~ yon C~ ein 
rationales Multiplum einer Potenz yon T/~. 

t i .  
Die B~dukfion der terni~ren poslflven quadratisehen Forme~.  

Wiv otx]nen der tern~en quadratischen Form 

denjeni~'~ 21~_nlrt de8 fiinfflimenJionalen projektiven Raumes R zu, dessen 
K o o ~ i n a t ~  

(2) a~, :a,g :a,s :a~g : a ~  :a,~ 
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sind. Der Punkt werde kurz als ,,Punkt f "  bezeichnet, und F sei da~ 
Goblet derjenigen Punkte f, die den posi~iven Formen f entsprechen. 

Wit bringen die Form f auf die Gestalt 

+ Pso (u, - u..,) ~, 
so dab 

(4) / los~ ~- a._.,. ~ a~.~ q- a,~, p~.~ ----- a~a + aa~ q- an. ~ 

zu setzen ist. Ist nun f r positive Ferns, so heil~t sie nath Selling 
,,reduziert", wenn die Werte ~ s~imtlich nicht-n~at!v sind. Um dieae 
Definition geometriseh zu formulieren, bemarken wir, daft der Punkt f 
ein gewisses Goblet beschreibt, wean in dem Ansatz (3) die seehs Koeffi- 
zienten p~ unabhhngig voneinander alle hie]at-negativen Werte durchlaufen. 
Dies Gebiet entsteht folgendermal~en: Wir betraeh~en die sec~ Punkte, 
welehe die Formen 

u2, (u : -  u.)", 
reprii~entieren, and verbinden sis zu je fiinfen dutch lineare Raume. Diese 
seohs Verbindungsr~ume begrenzan dann das in Redo stehende Oebiet, 
welohe~ in der Folge als Gtbie~ $'o be, eichaet words. Eine positive Form f 
ist demnaeh reduziert, wean der Funkt f dem Gebiete F o angehSrt. 

Wir betrach~en jetzt f~rner eine unimodulare ganzzah]ige Substitution 

1,2,3 
durch welohe die Form ! in die ii, q~valento Form f 8  = f '  ~ ~ a~,, ~ u~, 
iibergehen mSge. ~'" 

Es mSgen dann such die beiden Punkte fund f S  ikluivalent" heil~en, 
und Ei~r.ze halber m6ge gesagt werden, der Punkt f ~  (a~,) gehe verm6ge 
der Substitution 8 in f 8 - - - - f ' =  (a~,,) iiber. Da die Zuord~ung yon f" 
zu f durch die Gleichungen 

I,IL8 

(7) a~,, = 2 a,,r~s~,,s, ~. (i, x =  1, 2, 3) 
a, f l  

vermittelt wird, so bedeutet ,dieselbe sine Kolliaea~;ion des Raumes /~ .  
DurctLli~uft der Punkt f das Goblet ~o, so duroht~LCr der zugeordnete 
P u n ~  f~q sin Gebiet, welches mit ~'o S bezeichnet wj~rde. Dieses ent- 
steht aus den sechs den Formen i5) zugeordneten Pun~en, also ausd4m 
Punkten 
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+ e,, + ,,8 us) , 
(**t u, % + '88 us) 

genau so, wie das Gebiet F 0 aus den Punkten (5). 
Die 8eliingsche Reduktionstheorie liil~t sieh nun, ihrem wesentlichen 

Inhalte nach, in den Satz zusammenfassen~): 

DurehlZiufl ,~ alle unimodularen ganw.ahl~gen Subs$~tuga'r~en, so erhdl$ 
man ihnen ents~rechend unendlieh viele Gebiete F~S,  welche in ihrer 
Gesamtheif dam Gebief F ein]aeh und l~ckenlos i~erdecken. 

Dabei ist za beachten, dal] das Gebiet 2"0 dureh 24 Substitutionen S, 
niimlich dutch diejenigen, we]ehe die 6 Punkte (5) unter sich vertauschen, 
in sich iibergeht. Info]gedessen entsteht jedes einzelne Gebiet FoS , wenn 

alle Substitutionen (6) durchl~uft, genau 24 real, und in dem vorstehenden 
Satze sind natiirlich nu~ die voneinander versehiedenen Gebiete FoS gemeint. 

w  

Die Fundamcntalformel. 

Wir betrachten jetzt ein projektives Integral 

(1) J---- f f(a11, a,~, ass, al~, a.~s, a~l)dD a 
ausgedehnt fiber ein Gebiet G des Raumes Rs, welches ganz in dem 
Oebiete F enthalt~n ist. Da wit die integrierte Funktion f ( a n , . . . ,  a81 ) 
festhalten wollen, k6nnen wir den Weft dea Integrals kurz dutch J (G) 
andeuten. Um diesen Weft auch dem Vorzeichen naeh festzulegen, denken 
wit uns ilm gem~fl Formel (10) in w 1 berechnet, wobei in dieser Formel 
natiirlich xl ,  zz, . . . ,  x~ dutch all , a~z, ass, al~, a ~ ,  aal zu ersetzen sind 
umd die Linearformen l, Zl, l~ . . . .  , l~ der letzt~ren Variablcn so gew~ihlt 
werden, dal~ der Linearraum l ~ - 0  mit dem Gebiete 2' und also auch 
mit G keinen Punk-t gemein hat. Da nun na~h dem vorigen Paragraphen 
die Oebiet, F o S  , we ~ alle garmzahligen Substitutionen der Determinante 1 
durehll~uft, g~trade das Oebiet F 24 real ausfiillen, so besteht die Funda- 
mentalformel 

(2) ~ J ( F o S ) - - - - - 2 4 J ( F  ). 
8 

6) [Ygl. A: Hurwi~:  ?3her die l~duktlon der binllren quadra~iscBen Formen, 
. l~th. &nnLhm ~ ,  ft. ~ 1 1 7 .  Yon der dolt  sm SohluJ~ emgekiindigten Abhemdhmg 
bolt~lon aioh etnige Btuoh~iioke im Nemhl~ yon Hurwitz unter dora Tirol: Uber die 
Reduktton der tern~ren qut~iratiemhen Formen. A.S.] 
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w  

Darstellung der Klassenzahl. 

Wir spezialisieren zungchst die Fundamentalformel auf den Fall, wo 

' ( . 2 ~ , , . . )  ~ 
$ ,~  

l 

genommen wird, wobei die r so zu wghlen sind, da~ 

eine positive Form iat, deren Determinante mit 

(:~) D = 

bezeJchnet werde. Der Wert yon 
be~glieh der Line~rform .... c~.a~ 

~,~ 
wil~ nun 

J(G) stellt dann das Vo[umen yon G 
vor. Naoh w 2, Yormel .(88) und~ (41) 

(4) J ( F )  ffi 24o 

Ferner kommt nach (19) in w 2 
1 J 

(~"~ J(FoS)  = ~ ? ' ~ 1 ) 1 ( 2 ) . . .  i (6) '  

wobei die rechter IIand auft~etenden Zeiehen folgende Bedeutung haben. 
Die Eckpunkte des C-ebietes FoS sind die sechs Punkte (8) in w 8, al~o 
die Punkte mit den Koordinaten 

(6 )  8 ,1 ,  8~18z~ , a~ssxa , 81sStl, ttSW. 

Es is~ nun ~ die Determinante 6. Grades gebildet bUS diesen Koordinaten, 
al~o' ~ '= 1. 

l~b~n6/ist: l ( i )  der Werb der Linearform V c ~ a # .  fiir" d~l 't--~ra F ~ -  

(7)  

Die Werte Z(i) k6nnen wir noeh in anderer Weise ~l~ste~len. Es ~ei 
niimlich S' die transponier~e (konjugierte) 8ubstitution~i~ 8 und 

gesetzt. 
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Fiir u 1 -----1, u~----0, u s ~ 0 kommt dann /(1 ) =  Cll und analog 

O) I(1)--0,,, 

Nun ist noch ~u beachten, dal~ Lq' glcichzcitig mit S allc ganzzahligen 
unimodularen Substitutionen durchliiuft und Iolglich ~ '  die Klasse dcr 
zu T iiquivalenten Formen, wobei die einzelne Form der Klasse ersicht- 
lich /~.mal auftreten wird, wenn p angibt, wie viele Sabstitutionen die 
Form ~ oder irgendeine andere Form der Klasse in sich zul~t .  

Demnach liefert nun die Fundamentalformel die Gleichung 

(10) 12~' 1 Z 1 

wobei die Summe auazudehnen ist fiber die Formen (8) einer Klasse unter- 
einander ikluivalenten Formen dcr Detcrminante D. Die Zahl /~, wclchc 
angibt, wic viele Substitutionen die einzelne Form der betrachtcten Klasse 
in sich zuliiflt, ist im allgemeinen gleich 1 und kann iiberhaupt nut die Werte 

# = : 1 ,  2, 4, 6, 8 ,12,  24 

annehmen. Den reziproken Weft yon /~ nenn~ Eisenstein die Dichtigkeit 

der Klasse; ich werde den Wert I bier als ,,Gewicht" der Klasse bezeichnen. ?e 
E s s e i  jetzt D speziell cine ganze Zahl und es werde die Gleiehung 

(10) ffir jede einzelne Klasse yon ganzzahligen terr~ren Formcn der Deter- 
minante D, deren Anzahl bekanntlich endlich ist, gebitdet und alle so ent- 
stehenden Gleichungen addiert. 

Es entsteht so, mit Einfiihrung neuer Bezeichnungen, die Gleiehung: 

(11) 12~' H (D) = ~.~Y 
D ~ 

wobei nun 

1 

a b r  ' 

(12)  H(D)= ~, 1 

die Anzahl der Klassen positiver quadratischer gar~zahliger Formen der 
Determinante D bedeutet, jede Klasse mit ihrem Gewichte gez~ihlt, and 
die Summation auf der rechten Seit~ der Gleichung (11 ) iiber die siimt- 

lichen Fonnen (a, b, c~ auszudehnen ist. Die Summationsbuchstaben \ e$ t , b t, c v / 
a, b, c, a*, b', r haben also alle Systeme ganzzahliger Werte zu durch- 
]alden, welehe den Bedingungen 

a,  c p, b l 

(13) o', b, a' ~ -D a ~ 0 ,  a b - c ' ~ > O  
b'~ a s, c 

gentigen, die die positiven Formen der Determinante D charakterisieren. 
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w 

Allgemeine Darstellung der Klassensahl. 

Wit wollen nun die Fundamentalformel (2) w 4 auf d~  IategrM 

It  a'~ a'~ a~s d~ 
(1) J =  a~, a~, a,~ (Zc~:.) "s'§ 

as~ ~s-~ ass 

anwonden, wobei s e i n e  nicht negative Zahl bedeutet. Iet G dt~ Into- 
gratiomgebiet, so m6ge wiederum J ( O )  don Weft dos Integrah b~iohaen.  

Betrachten wit allgemein das Integral" 

(1") J(O)-- (Zq. o.)..+" ~ = -  , 

O 

ausgedehnt tiber ein Gebie, O des Raumes (a~1 : a u :... :a._z..) yon 

(m- I) Dimensionen, so k~nnen wir, wenn G mit dem G~biete 2r der 
positsiven Formen zusammenf~llt, den Weft de~ Integrals mu~ denmll~n 
Methode beetimmen, wie es im Falh s = 0 im w 9. g ~ n  i~. Die 
Substitution (29) da~elbst ergibt co:loft 

f l a~.l'dU' 
2p, 

und also in giicksieht auI (28) w 2: 

(2) J ( F ) =  ~- 
- - -  ~ - 1  ~ 

Icr 
wobei die numerisohe Kons~aute c. dutch 

o.---y 
( r  7::. + ~---..)"'+" 

definiert ist. Die Berochnu.ng yon r liil~t sioh auf den~olben W ~  be- 
werkstelligen wie die dor Konstanten O, in w 2. Ea ergibt air to: 

sin-l} 

' 

wetcher Weft, wie es soin muff, liir ~ = 0 in O. iiborgeh~. Anderereeite 
bereclmen wir da~ Integral 

j f f i ~ "  f (~ ,z ,  . . . .  , x , )da  
J 
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unter f ( s l ,  z~ , . . . ,  xr) eine homogene ganze Funktion r-ten Grades ver- 
standen fiir dasjenige Simplexgebiet mit den Eeken 

( 6 )  �9 . . . .  

welches mit dem linearen Raume 

(7) l ~ c ~  § ~z.~ §  + c , ~  = 0 

keinen Punkt gemeinsam hat. 

Zur Abkiirzung sei 
(i)  ( i)  ( i)  (8) l, = c,x,  + c ~ .  + . . .  + ~,x, 

g~etzt. Die Substitution 

g ( l )  : ~ 2 )  (r)  
1 

(9) 

( i = 1 , 2  . . . .  , r) ,  

( i = l ,  2 . . . . .  r )  

' - ( t )  _ {2) _ (r)  

x, --- Yl -t7 § y~ -l;- § "'" + Y~ ~,. ' 
dureh welche 

wird, f i i ]~ des Simplexgebiet in dasjenige des Raumes (Yl : Y~ : . . .  : Y , )  
fiber, wetehe8 durch die Ecken ( 1 , 0 , . . . ,  0), (0, 1 ,0 ,  ..., 0), ..., (0, 0, ..., 1 ) 
b~t immt,  also yon den Ebenen Yl --  0, y~ = 0, . . . ,  Yr=  0 begrenzt wird 
matt welches keinen Punkr mit Yl ~ Yg q - . . .  q- Y~ = 0 gemein hat. Die~es 

Gebiet ist offenbar dadurch charakterisiert, dal~ fiir seine Punkte Y-~ Y-~ 
Yt' '" " Yl 

poaitiv sin& Wir erhalten also alle Pmakte dieaes Gebiete~, indem wit 
Yl-----1 aetzen und y~ , . . . ,  y~ alle positiven Werte durehlaulen lessen. 

Somit kommt fiir das Integral (5) 

(11) j __~ ~ f f(z~,x, . . . . .  x , ) d y ,  d y , . ~ d y ,  

yr 

wobei Li die De~erminante der Substitution (9), also 

i ='*') [ 2, , , - )  (t2) J - - -  , , , , . . . , ,  . . .  

ist, und flit zt ,  x g , . . . ,  z~ die Auedriioke (9), nachdem in denselben Yl = 1 
gesvtzt ist, eiazutragen sind. Die Entwicklung yon f ( x l ,  x~,  . . . ,  x~) nach 
Potenzen yon Yl, Yg, . " ,  Y~ sei nun 

(18) f ( z ~ , z , , . . . , z ~ ) =  ~ ( 7 . , . , ,  ..... % :*, ~;-S"" ,;--~' 
�9 a 1 4 - a | §  . . .  -~ a r ~ ) t  



Klassenzahl positiver tern~rer quadratischer Formen. 47 

wobei die Koeflizienten C,~,~,, noeh die x (') enthalten. 
*"~ Qr 

sich das Integral in (11) aus solehen der Form 
Dann setzt 

~t 

(14) r y .~' . . .y '~, 'dy,  d y a . . . d y ,  
�9 d ( l + y . , + y ~ + . . . + y , )  

o 

zusammen. Die integrationen sind vermSge der Formel 

~_y"dy . r ' (v+l )r (q-v+l)  1 
d ( a + y ) r  F(q) " - -  aq-~+l 
*3 

leicht ausfiihrbar, und es ergibt sieh so fiir das Integral (14) der Wert 

_ _ 1  . . . . . .  F r (~  +~-) (a~ + 1).U (% + 1 ) . . .  f '  (t~ + 1). 

Demnach kommt ffir das Integral (5) 

A ~ -  ~ C  al! as! at! (15) J = r ( , , + ~ ) ~  o,,o, ..... % z~: z ~ " "  ~:%' 

wobei d dutch (12) und die Koeffizienten C~,,~, ..... % dutch (18) be- 
stimmt sind. 

Im Falle n -~  3 finder sich nun fiir das integral (1) aus (2)und (4): 

/ ' ( s+  1)/' (. + 3 ) r ( s  + 2) , 
J(~ ')---  ( v~/)~ r ( 3 , + 6 )  D'+"-' 

oder, naeh leiehter Umformung 

(16) J ( F )  ~ (8+1)! (2,+1)!.  ,t, 
2~s+1 (3s+ 5) ! DR+2' 

wobei D die Determinante der terni~ren Form 
1, ~, 8 

(17) ~(~1, ~,, u,) -- Z e , .  ~ .  
Lr.n  

bedeutet. 

Um flit dasselbe Integral (1) den Wert yon J($'o~q) za bereclmen, 
miissen wit beachten, dab FoB das Simplexgebiet mlt den Punkben (8) 

1,S, 8 
in w 3 als Eeken vorstellt, welches mit dem linearen Raume • e~M ad. ~ (~ 

~,~ 
keinen Punkt gemein hat. Nach Formei (15) kommt demnaoh 

J(~o~)--r(~,+6)Zc. , .~  ..... ~ z2' ~ ; , " "  z;. 
wobei 11, l~ , . . . ,  l e dutch die Oleiohungen (7)  oder (9) in w 5/beetimmg 
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1 
sind, ~ nach(12) den Weft/~/~., .  l-~ besitzt und die Koeffizienten C~,.., ....... 

folgendermaBen entstehen. Wit setzen in 

(/'~1 a99 t~".T.8 

a . l  a89 %s 
~'i~ ,~n /7 (~) " ~ ( r  ~ ( e )  

(1} a ~  a~ ) bzw. die Koordinaten der Punkte (8) in w 3 be- WO a i ~  , �9 �9 � 9  

d e . t e n ,  u n d  en twioke ln  dann  n a c h  P o t e n z e n  y o n  y l ,  y..~, . , . ,  ye.  Die~e 
Entwicklung lautet dann 

A. Hurwitz. 

I 8 
r a l t  �9 

- -  Z c,,,.,,, ..... ,,~ y ; , , . .  ~,:.. 
�9 a a ,  ~ 

Nun w~rd !a~.~ die Determinante der Form 

§ y~ (8,, u,  § ,,~.~ u~ § s ,  u , ) '  §  -4- y, ((s,, - , = , ) , ,  + . . . ) ~ ,  

der Form 

y,u~ + ~:u~ + ~,u~ + ~, (u.. - u~)"+ ~, (u~ - ~ ) '  + ~ ( u , -  u.,) ~ 

die 

hquivalent ist. 

Daher ist 

it311 al~ ttla !s 

Iris1 a ~  ~18 ~-- 

Yl A- Y, -5 Y6 , -- Ye , --  Y6 !" 

- Y6, Yt  -4- Y .  "? Y6, - -  Y' i �9 
! 

Daher sind 

(19) 
bestimmt. 

(20) 

die Koeflizienten C~, ~s .... , ~. durch die Gleiehung 

[ ~ , ( ~ , y , , . . . , ~ , ) ] ' = Z c o , , . .  ..... ~y~  ~, . . . ~ ,  

Demnach kommt schliefllich 

( 8 , + 5 ) :  ..,.  C,,,,,,., .... ~. e~, 1+~ c'~,+~ C,~. +~ 

%t %! %t 
( q , . . . I - ~ - ~ ' g . , )  "+ '~  ( V . + c ' . - ~ ( . ' s d  ' ' + ~  ( c .  + c n - ' ~ e , . )  ",~-~" 

Die Entwicklung tier letzteren Determinsnte, die mit V' (Y~, Y~, . . . ,  Y6) 
beaeichnet wexde, liefert 

(18) ~ ( y ~ , y , , . . . , y , )  = Y~Y~Ya -i- Y~Y, (Y,  § Ys ) -?  Y, Ys(Ys t -Yn )  
+ y,y~(y, +y,)  + ( y , + y , + y , ) ' ( y , y ~  + y~y, + y , y , ) .  
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Wir tragea nun die Werte (16) und (20) in die Fundamentalformel (2) 
w 4 ein. Das Resultat l~ig~ aich dann iibersichtlich folgenderma[]en 
Iormulieren: 

Es durchlau/e 
. , , { a , b ,  e )  

(21)  qS--~ au~ + bug-r- cu~ + 2a  u._,u a -[- 2b u a u l +  2 c ' u l u  ~ -  I,a',b',r 
] 

die sdmtlichen Formen einer Klasse positiver tern~rer Former, der Deter- 
minante D. Zur Abki~rzung e) werde ferner 

(22) I 
Z '  ~ . , * ,  b", ~' c". + '  ( b -  c - 2  a')",+' (~ +~-~b~)~, +' (~+ ~ -  2~')'.+' 

ge,etz$, unter ~l, a.~, . . . ,  a,, nichf negative Zahlen ver,$anden. Da~n ist: 

(23) Cs+ 1)! (2s+l)!  . 12___n~.l 
29. D#+m u 

= Z C . , , . .  . . . .  .{a 1, r r aa, ~r .1! a~! . . ,  ae! 

wobei die Koellimienten C.,,,~. ..... ., posiav~ gan~ Za2d~ bezeiohae'a, dir 
dutch die Gleichung (19) bes$imm$ aind. Die Zahl u bodougo~ die An- 
zoM. der tmimodalaren Subatittt~ionon, die die einzelae l~orm (21 )do t  
Kluse ia sioh besig~.t. 

Im Falle 8 ~ 0 reduziort sich die Oloiohung (23) auf 

~2"' ~ = { o , o , o , o , o , o }  /9 s 

in Ubereinsfimmung mit (10) in w 5. 

Von den Summen (22) sind immer gewisse, verschiedenen 8ystemen 
at,  a~., . . . ,  e~,, entsprechende, einander gleich, wie man folgendermal}en er- 
kennt. Wenn die Form ~ die siimtliQhen Formen eiaor Klasse durehliiuft, 
so wird such die Form ~ S  es tun, untor S irgendeine unimodulare gsnz. 
z~hlige Substitution vcrs~andcn. 

/", ~,, ~' ) 
Es ist nun, wenn S =  [ . ' ,  ~, ?' gesetzt wird, 

\~ ,8 ,r" 

, ~ S ~  �9 (au~ + [~u~ + ~,u~ , .'.a~ + ~'u~ + r' u~, [r"ua ~.t~ou, + r" u~), 

mad es gehen daher, wenn �9 dutch 4i~ ersetzt .wird, 

a - - - ~ ( l ; O ,  0), b-----as(0,1, "0), c - - - r  0,1), 

a t = @ ( O , l , - - 1 ) = b + c - - 2 a ' ,  b t = ~ ( 1 , 0 ,  '--I)f" ~ t ~ @ ( 1 , - - 1 , 0 )  

~) [Dio zwai~o Abkiirzung i~t yon Hurwi~ naoh~iglich eingef~gt worden..A./~.] 
Mathemati~che Annalen. 88. 4 
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iiber in: 

a = ~(~, ~ ' , .") ,  ~ = ~(~ ,~ ' ,~" ) ,  
//' ~" _ _ a ~ = ~ ( f l - r ,  - r ' ,  - / ' ) ,  b~= ~ ( ~  , , , r ' - - ~ ' , / '  ~"), 

8obald also dtm System 

7, 

f l-~, ,  
7--r  

abgesehen yon der Reihenfolge 

4- 

+ l ,  

•  

~lj. ~pr 

f l ' ,  j~"  

7 ', ~" 

f l ' -v ' , f l"- / '  

u '  - -  f l ' ,  a "  - -  f l "  

der Hori~.ontalreihen, mit dcm System 

1, 0, 0 

0 , + 1 ,  0 

O, O, + 1  

+1 ,  ~:1 
O, zV1 

~ 1 ,  0 

iibereimtimmt, werden daher ~, b, e, a~, b~, ~ eine Permutation yon 
a ,  b ,  �9 o 1, b x, c~ bilden. Es gibt nun 24 Substitu~ionen ~ von dieser 
Beschaffenheit, n~mlich diejenigen, fiir welche die Kollineation 

t t ? ~p? ? 

p F ? r~ ?? If 

t r t ~ ? ?  t us = r u~ + )" u~ + u. 

die Punkte (1, O, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1), (0, 1, --  1), (1, O, -- 1), (1, -- 1, O) 
tm~x~inander ver~uscht. Diese Punk~ sind die seohs Durohsohnittapunkte 
der Oeraden 

mad es g ibt  senau 24 Kollineationen, die diese vier Geraden auf alle m6g- 

lichen Weiaen vertauschen. 
Es genflgt, diejenigen Kollineationen zu betrachten, die 

u 1 -= 0 mit  u~ = 0 vertauacht, ~ = 0, u~ = 0 feat ]~flt, 
f~ner 

~ 0 mit ~ == 0 vertauscht~ ~1 = 0 ,  u~ = 0 feat l~iit, 
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endlich 

u ~ = 0  mi t  % = 0  vertauscht,  % ~ 0 ,  u s ~ - O  lest ls 

Denn aus diesen drei Kollineationen lassen sioh alle iibrigen zusammensetzen. 

Da 

,. , ,, ( b + c _ a l ) u , u  ~ + ( c + a - - b l ) u a u  t r ( u , ,  u~, u 8 ) ~-- a u,  T b u.: 4- c u:'~ ;- 

-~ (a 1-  b - c, )u~ u.,. 

wobei u , - = - -  ( u , - t - u ,  L u~) zu seCzen ist, oder also u~ dutch 

u~ -k u., -+ % -4- u, = 0 

best immt ist, so entsprechen jenen Kollineationen die Vertaasehungen 

(a) (a~) (bc~) (cb~), (b) (b,) (r  (r (c~) (abe) (ba~), 

Demnacb wird z. B. 

a,,,+~ b,**+~ c,,~+~ a~,,+~ b[,~+ a c~,,+ ~ a,~t+t c~.+~ b~,+l a[,,+~ cos+t b~,+ l ' 

[o, o. ~ %,~] 
~,, ~ ,  % ~-tt~ k &,, 

und ebenso 

-_-r,,,, %, ::],~ r~ 
lm  Falle s =-= 1, sind gemii~ (19) und (18) die Koeffizienten C,,,,,,,,,,:~,,,,,,,,, 
sgmtlich gleich Null, bis auf die Koeffizienten C~110oo, C110~cc , . . . .  die 
den einzelnen Giiedern yon ~? (y~, y ~ , . . . ,  y , )  entsprechen, welche den 
Weft 1 besitzen. 

Es kommen daher in der Summe (23) nur die Summen 

' " ~  [ '~ E~ol ~ LO 0 oJ, 1 0 ' 0J '  ' "" 

vor, von welches den vorstehenden Gleichungen ffir diese Summen 

[ ] [ -  ,7 r,,,.0 7 e~, a~, ~ entsprechend sich 4 auf 0 0 0J und die iibrlgeh i2 auf L],0,0 

reduzieren. Somit kommt  fiir s = 1 

wo a~, b~, c~ zur Abkiirzung fiir b + ~ - - 2 a ' ,  ~+a..-:~P,,b'~, a §  
stehen und die $ummationen i~ber die siimtlichen p o s i t i ~  ~' t~rniiren Form'~ti ~ 
der Determinante  D 

4* 

d. h. 
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die e[neT bestimm~en, iibrigens aber  beliebig gew~d~en Formenkla~se an- 
gehSren, zu ersbrecken sind. 

Dutch Summierung fiber die Klassen ganzzahliger Formen der Deter- 
minante D, kommt 

9:*~H (D~ 1 I 
a ~ b e  e ~ a t b~ c t 

we die Summation ~iber alle positiven ganzzahtigen Wertsysteme 
a, b, e, ~ ,  b,, c a auszudehnen ist, fiir welehe 

au~ + bu.~ + e ,~  + (b + e - -  al) u.aus+( ~ + a - b~) % u t +  (a + b  -- c, )ui u~ 

eine positive Form der Determinante Dist. 

(Ei~geg~ngea am 4.1. 1922.) 


