Uber die Anzahl der Klassen positiver ternirer
guadratischer Formen von gegebener Determinante?*).

Von

A. Hurwitz 7.

Die Darstellung der Klassenzahl positiver binérer quadratischer Formen,
die ich in einer friiheren Arbeit!) éntwickelt habe, laBt sich, wie ich im
folgenden zeigen mochte, auf den Fall der ternidren Formen ausdehnen.
Die analytischen Hilfsmittel, deren es hierzu bedarf, werde ich dabei in
etwas sllgemeinerer Form darstellen, als es fiir den vorliegenden Zweck
notig ware, da sie mir an sich von Interesse zu sein scheinen und in dieser
allgemeineren Form auch fiir die Darstellung der Klassenzahl positiver
quadratischer Formen von beliebig vielen Variablen ausreichen diirften.
Die arithmetischen Hilfsmittel liegen im Falle der ternaren Formen in
der Reduktionstheorie von Selling?) vor, im Falle der Formen von beliebig
vielen Variablen in den schonen Untersuchungen von Voronoi?).

*) Die vorliegende Arbeit fand sich unter den nachgelassenen Manuskripten von
A. Hurwitz mit der Bemerkung ,geschrieben Sept. 1918“. Die Arbeit ist hier unge-
andert sbgedruckt. Die gensue Pritfung des Manuskriptes und die Hinzufiigung
einiger FuBnoten verdanken wir Herrn A. Speiser in Ziirich. Die Redaktion.

1) Uber die Darstellung der Klassenanzahl binérer quadratischer Formen durch
unendliche Reihen, Crelles Journal 129, S. 187 —218.

?) E. Selling, Uber die biniren und terniren quadratischen Formen, Crelles
Journal 77, B. 143229,

%) G. Voronol: Nouvelles applications des paramétres continus A la théorie des
formes quadratiques. Premier mémoire; Sur quelques propriétés des formes quadra-
tiques positives parfaites, Crellee Journal 138, 8. 97178, Deuxidme mémoire:
Recherches sur les paralléloddres primitifs, Crelles Journal 184, 8. 198 —287, und
189, 8, 67—181.
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§ 1.
Projektive Integrale.

In der Theorie der vielfachen Integrale ist es zweckmiBig, die Diffe-
rentiale der Variablen als alternierende GréBen im Sinne GraBmanns an-
zusehen. Es bedeutet dann z. B. das Produkt

dz, dx,dz, ... dx, |,

wenng,, &,, ..., «,_, Funktionen der unabhéngigen Variablen «, , u,,

T
bezeichnen, also

7 0 .0 . .
dx,.:(.%dul—i—é%dug—l—...ﬁ*dfildu,_l. (§=1,2,8,...,r—1)

zu setzen ist, nichts anderes als die Funktionaldeterminante dieser Funk-
tionen multipliziert in du, du, ... du

Ferner bedeutet das Symbol
(1) dQ=zxdx,dw,...dx, — x,dx,dzy...dx, ... Tz dx d,...dz,_,,

r—1°

wenn auch z, eine Funktion von %, u,, ..., u,_, bezeichnet, das Produkt
(2) d2=D(z,,z,,...,z)du,du, ... du,_,,
wobel

bz, Tgs .0y &,

ox, éx, E

Coou? w7 du,
(3) D‘:xuxg’-”,z,-):‘ .l .1 .l

1 . . .

| _om on 9%¢

DOy ey T T DUy

gesetzt ist. Diese Determinante hat die Eigenschaft, den Faktor o' auf-
zunehmen, wenn jede der Funktionen 2, z,,...,z, mit ¢ multipliziert
wird. Dies 18t evident, wenn ¢ eine Konstante bedeutet, gilt aber auch
noch, wie eine einfache Rechnung zeigt, wenn unter ¢ eine beliebige
Funktion von w,,u,,...,%,_, verstanden wird. Bezeichnet daher
f(y, ,, ..., x,) eine Funktion der Argumente z,, z,, ..., z,, die homogen
vom Grade — r ist, so dal also ‘

1
(4) f(ga:l,gxﬂ,...,gz,)——:a;.f(xi,x,,.-..,a:,.)
gilt, so wird das Produkt
(5) f(z,, zq, ..., 2, ) D(%y, 2, ...,x,)

nur von den Verhiltnissen
Ty Tgia.o i

r

der Funktionen «,, x,, ..., z, der Variablen u,, u,, ..., % abhingen

r+1



28 A, Hurwitz.

nimlich sich iiberhaupt nicht #ndern, wenn diese Funktionen samtlich
1

L]

mit demselben Faktor ¢ multipliziert werden. Nimmt man z B. o — .
1

8o stellt sich (5) in der Gestalt
: X, z, @ Z,
(0) f(la;!9!?)D< P "9_)

3Ty
1 x, z

250260 e 2)

T Zr ——
=f<1’7z:""’ du, dug ... du,_,

z

dar, wo der zweite Faktor gemaB (3) die Funktionaldeterminante von
il z
z vorstpllt.

An diese Eigenschaft des Produktes (5) kniipft sich nun die Definition
des ,,projektivent Integrales
(7) J=i|‘f(x1,x,, v x,)d R,

wobei F ein (¢ — 1)-dimensionales Gebiet im projektiven Raume R vop
r — 1 Dimensionen, dessen einzelne Punkte durch die Verhadtnisse
Z, %, ..., festgelegt werden, bezeichnet.

Wir setzen voraus, da8 die Linearformen
I =ez 4oz, + ...+,
(8) 11. =fx +fay+ ... + B, 2,

lr~1=11x1+iﬂx2+ “‘+1rxr

eine nicht verschwindende Determinante besitzen und daB !im Gebiete F’
(einschlieBlich der Begrenzung) nirgends verschwindet. Betrachten wir nun

b—y
(9) 'u1=Tllr uz:%’ cers Uy =7

als Koordinaten in einem Raume von r — 1 Dimensionen, so wird in
diesem dér Punkt (w,, ug, ..., u,_,) ein ganz im Endlichen liegendes Ge-

aonimmt. Das Gebiet G ist ein kollineares Abbild des Giebietes F. Ver-
mbge (9) konnen wir die Verhiltnisse z, :z,: ... :%, als Funktionen von
Uy, Ugy 0 U, o darstellen,

Unter dem Integrale (7) wollen wir nun nichts anderes verstehen,
als dis (r — 1)-fache Integral

(10) J!,=fo(x1,x2,...,x,)D(xl,x,,...,x,)duidug...dur_l

genomien ;im. Raume (u,, %,, ..., u,_,) ilber das Gebiet Q.



Klassenzahl positiver terndrer quadratischer Formen. 29

Der so definierte Wert des Integrals J ist von der Wahl der Linear-
formen (8), abgesehen vom Vorzeichen, unabhingig, wie aus folgendem
Satze hervorgeht:

Hs moge der Punkt
(11) Xy 1Tyt iR,
=¢i(”1”‘3’ Lo vr"~1):99‘2(v1’vﬂ’ ret r—l): e :(pr(vl’ ?)29 s vr‘—l)

das Gebiet F beschreiben, wenn der Punkt (v,,v,,...,9,_,) im Raume
von (r — 1) Dimensionen alle Lagen in einem gewissen Gebicte H an-
ngmmié. Dann wird der Wert des Integrals (7) auch durch

(12) J=sz(w1,x2,...,xr)D(a;l,mg,...,x,)dvldvg...dv,_l
(g=+1 oder —1)

dargestellt, wobei tn leizterem Integrale z,,2,, ..., x, beziglich durch
‘?01('01= gy o+ oy vr-—l)? Pq (”1: Yas - - - ”7--—1)2 s @y ('”1» Yy - 05 ”r-l) 2 er-
selzen sind.

Nach den hier gemachten Voraussetzungen konnen wir némlich
Uy, Ugs ++os %,y 8l8 Funktionen von w,,®,,.:., v, ansehen und zwar
wird der Punkt (u,,%,,...,%,.,) des Gebist G -beschreibeu, wenn der
Punkt (v, %;,...,9,_,) alle Lagen im Gebiete H snnimmt. Fiihren wir
daber im Integrale (10) statt der Variablen w,, u,, ..., %,_, die neuen
Variablen ®»,,9,,...,%,.,; ein, so wird (10) in die Gestalt (12) iiber-
gehen. Der Faktor ¢ gibt dabei das Vorzeichen der Funktionaldeterminante

du, du, ... du,.

dv, dvg ... dv._,
an, welche als stetig und von Null verschieden im Gebiete H vbral_lsg,e-
gesetzt wird.

Die Gleichung (12) gibt nun die Darstellung des projektiven Integrals J,
die von der Wahl der Linearformen (8) ginzlich unabhbingig ist. Was
die Definitionsgleichung (10) angeht, (die auch als spezieller Fall der
Gleichung (12) aufgefaBt werden kann), so 148t sich dieselbe in die ein-
fache Form

(19) T=5[r( %) dud,. . du,,
4]

setzen, wo 4 die Determinante der Linearformen™(8) beézeichnet. Denn
das Determinanten-Multiplikationstheorem ergibt sofort, -daf das Produ};g
der beiden Determinanten
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P z, Zg, +eey &

. r
Gy Ogs 00y &, 1

L im o 0n o,
A= ﬂl’ ﬂ’,.‘.,ﬂr und D: ! aul, au’l, T aul
I : B : :
I 113 12, ey )'r ?ﬁ_ Ba;,! axr
! OUp ’ Oty 4 > "3“,__1

nachdem in der Determinante D an Stelle von z,,z,, ..., z, besiiglich

%‘—, 5;—', . ff gesetzt worden ist, sich wegen der Gleichungen (9) auf den

Wert 1 reduziert.

Das Integral J verhilt sich im Sinne des folgenden Satzes invariant
gegeniiber linearen Transformationen.

Hs seien
’ ’
[aa =81 %yt 819 %y + ... + 81, &/

(14) f2=3213{+822x;+-~-+3wxr’

lmr = 8,1513; + 8,-3.%; + ..ty x;

dve (leschungen einer Kollineation, vermoge welcher das Gebiet F des
Raumes (z,:2,:...:2,) sn das Gebiet F' des Raumes (xj:z}:...:2})
iibergeht, Es ¢ilt dann die Gleichung

(15)  Jhle gy 5080 = £ 8,11 (21, 200 2,) A2

Hierbei sind in dem Integrale rechter Hand z,, x,,..., >, vermoge
der Gleichungen (14) durch z], 3, ..., x; anszudriicken und es ist analog
zu (1)

dQ' =g!dzsdzs .. da:, zidzidz) ... da) + ... T x)dx{dz].. . dx;_,

‘zu setzen.

Zum Beweise der Gleichung (15) denken wir uns z;,zj,...,z, als
Punktionen der Variablen Vi, Uy, -5 Vyy 8O dargestellt, da8 der Punkt
(zf:2y:...:2;) das Gebiet F’ beschre:bt wenn der Punkt (v, vy, ..., v,_,)
alle Lagen in einem gewissen Gebiete H annimmt. Vermoge (14) werden
dann auch x,, #,, ..., #, Funktionen der Variablen v,;v,,..., v _,.

Nach dem vorhergehenden Satze wird nun einerseits
Ji@s - 2)d0 = :tnff(a:l, Zgr -, 7,) Ddv,de, ... dv,_,
andererseita:
Sz, . 2)de = £ [ F @ty 2,) D dvydvy v,
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wobei D und D’ die Determinanten

; 2 Zas .0y R, 5 zy, Ly ooy Xy |
9%, 0%y 2z, ! oz oy
po| | |
1 . . . . . .
om m om e ew
lav,_,’ ey ' v, ey B0, " 0w, _,

bezeichnen. Vermoge der Gleichungen (14) wird aber
D=|g,-D "
woraus nun die Gleichung (15) hervorgeht.

Ein besonderes Interesse verdient das spezielle projektive Integral,

welches der Annahme
1

(16) f (@0 800 8) = 1,
entspricht, wobei
(17) l=w 2 4+ a2, fog25+ ... 4o, %,

eine Linearform bezeichnet, die im Gebiete F nirgends Null wird. Den
absoluten Wert des betreffenden Integralee
dh
18 - f
(18) J P (e, @y +ogZyt.. . +eapp)’

bezeichne ich als ,,Volumen des Gebietes F beziiglich der Linearform [¢.
Der Grund hierfiir ist dieser:

Fithren wir gemiB (9) das Gebiet F in das kollineare Gebiet G des
Raumes (u,, u,,...,u,_,) iber, so haben wir eine Kollineation ausge-
fiihrt, bei welcher der lineare Raum I= 0 in das Unendlichferne des
Raumes (u,, %,, ..., 4,_,) iibergeht. Zugleich wird gema8 Formel (13)
das Integral (18) durch '

(19) J=%fdu,,du.,,...,du,_1
@

dargestellt. Die den verschiedenen Gebieten F entsprechender Integral-
werte (18) sind also proportional den Inhalten der ihnep. kollinear ent-
sprechenden Gebieten G.

§ 2.

Berechnung einiger projektiver Integrale.

Drei Gerade zerlegen die projektive Ebene in vier ‘gotrennte Gebiets,
vier Ebenen den projektiven Raum von drei Dimensionen in acht Gebiete:
und sllgemein r lineare Réume
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L=ux +er,+. . +ez =0,
{1) Z_9:51x1+ﬂsxe+“-+ﬁrxr:03

L= Ao, + gy + ... + 4z, =0,
die keinen Punkt gemeinsam haben, den projektiven Raum (z,:z,:...:x,)
von (r —1) Dimensionen in 2""' Gebiete. Denn fiir einen Punkt
&, :%y:...:%,, fir welchen keine der Linearformen (1) verschwindet, wird
jeder der r — 1 Quotienten
(2) L L L

Lot
einen positiven oder negativen bestimmten Wert erhalten. Den 277"
moglichen Vorzeichenkombinationen, die hier vorliegen, enteprechen die
erwihnten 2"~' Gebiete.
Man erkennt nun leicht, daB von diesen Gebieten immer ein einziges
vorhanden ist, welches mit einem linearen Raume

{3) l=cx +ez,+...+¢2,=0
keinen Punkt gemeinsam hat. Dabei wird vorausgesetzt, daB ‘je 'rader

7 + 1 Rdume (1) und (3) keinen Punkt gemein haben oder, was suf dak-
selbe hinauskommt, da die Unterdeterminanten r-ten Grades der Matrix

Ciy €y v ey G,

A A

{¢)

Ays Ayy uny A,
sémslich von Null verschieden sind. In der Tat zeigt die identische
‘Gleichung
I, ¢, ¢y .-y,
(3) l§’“1’“‘2""’“r =ultul+...+xl =0,
Ly das ooy A,
daf fiir einen Punkt (z,, #,,...,%,), fiir welche die Quotienten (2) be-

r

rilglich die Vorzeichen von -:-'—, . ;— erhalten, unméglich [ = 0 werden

1 1
kann. Denn fiir einen solchen Punkt ist
4 x i
{6) 'i:‘=,7:'p2:---ai:=:_:pra
unter p,, ..., p, positiver Zahlen verstanden, und es wiirde aus (5) die
Gleichyng

1+_’2%+...+:—:§:,=0,

X
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oder
1+pe+'+pr=0
folgen, die offenbar widersinnig ist.
Das in Rede stehende Gebiet, in welches der Raum 7 = Q nicht ein-
dringt, mége mit F bezeichnet und der Wert des Volumens von F be-
ziiglich der Linearform I, also der Wert des Integrals

d0 an

7 - == j:f__

(7) J j:f(c;l'm"b‘sa‘ +. e i
F

sufgeaucht werden.
Durch die Kollineation

’
(8) o= x Ly By =l o Bp= 2,0,

gehe das Gebiet ¥ in das Gebiet F' des Raumes (x{:a:g':.,.:x,{) iber.
Nach (5) wird dann

l=—(z{+ 24+ ...%)
und daher, zufolge des zweiten Satzes von § 1,

(9) chtx'dlf-- a9

PRI

r

unter 4 den resiproken Wert der Determinante der Linearformen x, L,
%41y, ...y %l verstanden, so daB

(10) —}—fxlxg...x,.x
wird. Das Gebiet F' entsteht zufolge (6), wenn
z, ;

r

2 = Pgs -+ 5‘1;:1’,

-

gesetzt wird und p,,..., p, alle positiven Werte von 0 bis co durch-
laufen. Demnach kommt

P —

(11) Je= 2 o dpy. Ay
“r¥eeRed (14py+...4+p,)"

wo in dem (v — 1)fachen Integral jede der Variablen Das Pgs -+ +» P, von

0 bis co laufen muB. Der Wert dieses Integrals ergibt sich leicht durch

sukzessive Ausfiihrung der Integrationen nach Py Py -2 P, und man
findet so

(12) J=+ 1 *

(r=D1 5 a

-1

Dabei bedeuten x, x,, x,,..., %, die Unterdeterminanten der Ma-
trix (4), so daB diese Werte durch die in U, U, Uy, ..., 4, identische
Gleichung

Mathematische Annalen. g8 3
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U, €y, Gy ey €

(18) Upy Cys gy eos @ | gy Loy, e+ 2

,
§ Uy Ayy Agy ovy A

definiert werden konnen.

Es seien jetzt die linearen Réume (1) durch ihre Durchschnitts-
punkte gegeben, die wir mit

(14) (@9, zL0, . .., 2 (=1,2,...,7)

bezeichnen wollen. Wir kénnen dann

( ! . ;
Ty By - X, | 2V, xV, .., e
(2 9 (2 i
I::le’,x;),...,x’ By, T, V2,
1 L. K] 9 —- . is
. ' “ .
Lz, T, .zl Lz, w0, ..., w0
15
(15) z®, z !
* .y lr;- x(f"‘l) x('—l) x(f—l)
1 2Ty 2
| gl Xy g ceey X,
nehmen.

Zur Abkiirzung sei ferner

g, 2, ...,z
: @) gl @ . , .
(16) o=|%Fb B0, 1(4) =20+ ca®+ ...+, T
zl, z, ...,z

(i=1,2,...,7)

gesetzt. Die Substitution von (z®,z®,...,x%) in die Gleichung (5)
liefert

(17) wl($)+%6=0 (t=1,2,...,7);
ferner ist
‘“1, “’, [EXEY a" l xil)’ m’(l)l “ s ey x"(l) g’ g’ g’ ceme g!‘
(18) x2= | z =[98 0,
Ay s A, | ezl 20 16,00, ..., 8]

weil e,z + g2l +...+og =1 (22,2, ..., z") = é zufolge (15)
ist u. 8. f Driicken wir vermdge (17) und (18) die Werte » und x; aus,
so ergibt sich aus (12):
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Das Volumen desjenigen von den r lnearen Verbindungsrgumen
dey Punkte

(0, 2, ..., z ), (x®, z@®, ..., z®) ... (" 2, .. 2l

begrenzien Gebictes F', welches mit dem linearen Raum
l=c,a,+ eyt ... 0% =0

keinen Punki gemein hat, dies Volumen beziiglich der Linearform 1 ge-
nommen, kat den Wert

ds >
(19) J= :tf = (,,__1)' TI(1yI(2).. . Ur)”

Die Bedeutung von 6 und I(¢) erhellt aus (16).

Die Formeln (12) und (19) sind Verallgemeinerungen bekannter
Formeln fir das Volumen eines Simplex im gewéhnlichen (Euklidischen)
Raume von (r — 1) Dimensionen.

Ein weiteres projektives Integral, dessen Wert fiir unsere Zwecke
zu berechnen ist, entsteht folgendermaBen. Wir ordnen jeder quadratischen
Form mit reellen Koeffizienten

; <
(30) f={f(u,, u,,...,uﬂ)=2l G U U (a‘,‘—_-ax‘)
€ »
SV ; . » - . .
von n Variablen u,, ,, ..., «, denjenigen Punkt im projektiven Raume von
a{nt+1) 1
5
Dimensionen zu, dessen Koordinaten zu @, , Gy, +vs Gy s Gyas ooy Gy iy 1oy Gy

proportional sind. Der betreflende Punkt mége der Kiirze halber als
»Punkt 7 bezeichnet werden. Jeder Form f entspticht also ein bew
stimmter Punkt f, wobei aber dieser Punkt sich nicht &ndert, wenn die
Form f durch die Form ¢f ersetzt wird, unter ¢ eine beliebig gewi’thlﬁe
nicht veraschwindende reelle Konstante verstanden. Der betrachtete Rautd
beie der Raum der quadratischen Formen und derjenige Teil dieses
Raumes, dessen Punkte die positiven Formen reprisentieren, werde mit
F bezeichnet. Die Punkte von F werden durch den Ansatz

(21) F=2, (% + Pty + P+ ... +2,,4,)
+ 0y (U + Pog g+ F B, o p, U

geliefert, wobei p,, p,, ..., p, 8lle positiven Werte und Paas Dig> > Pu-1,n
alle reellen Werte durchlaufen miissen. Dabei liefern zwei Wertsystemp.

Pis Pas -ors Py Prgs Pigs +ovs Paey,w W4 DL P, ..o, D> Digs Pisgs - ,p,.__k_,

denn und nur dann denselben Punkt von F, wenn

2% JEI P =D, 1P P, und p‘.,‘»——p“ (6 <x, Syn=1,2, ~sB)
3‘
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ist. Im Raume der quadratischen Formen betrachten wir nun einen
linearen Raum

(22) 1= a,.=0 (i,2=1,2,...,n),
i
wobei ;. die laufenden Koordinaten und ¢, == ¢;, zunichst 24D e

2
liebige, nur nicht sidmtlich verschwindende, reelle Werte bezeichnen.
Setzen wir fir a;, die Koeffizienten von f aus (21), so kommt

(23) Zci"a’f’*:pl(p(l’pn’ Prgs -+ > Pyp)
v +qu?(0, 19 pqgs'--)pg,,)"i'---"*'p“(p(on 09---a03 l)\
wenn zur Abkiirzung

(24) D Cox Ut = (U, U, -, Uy)

gesetzt wird. Wihlen wir, was jetzt geschehen soll, die Koeffizienten ¢;.
so, dal die letztere Form ¢ (u,, u,,..., ) eine positive Form ist, so
wird nach (23) der Wert von S'¢;, a; > 0 und der lineare Raum .(22)
hat daher mit dem Gebiete ¥ keinen Punkt gemein.

Es goll gich nun zun#chst um die Berechnung des Volumens von F
beziiglich der Linearform [ - S cica, handeln, also um die Berechnung

des Integrals
a9 nin-Lt1l)
(25) J=:tf W om=
F (izy‘c""a“")m ’

Zu diesem Zwecke bringen wir die positive Form ¢ (u,, ,, ..., %,)
durch eine unimodulare reelle Substitution

(26) U= bt U b fg, (E=1,2,..., )
auf die Form
(27) Zc;xu;u,.=xu;‘+:cu§’+...+xu,;’.

Der Vergleich der Determinanten gibt fiir 2" den Wert
. " €11 Cias -0 > Oy l
(28) z == : |
cnl’ cnﬂ’ R 3 | }

Nunmehr transformieren wic das Integral (25) durch die lineare
Subétitetion

(29) Bie== D, Glplasbin  (5,2=1,2,..,m; ¢,8=1,2,...,n),
a,
welche ‘di: “Punkte des Raumes a,, :a,,:...:a,_,,, eindeutig umkehrbar
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auf die Punkte des Raumes a4, : @iy : ... : Gp—y.n bezieht, Die Gleichungen
(29) kénnen durch die eine, in den Variablen u,,u,,..., %, identische
Gleichung

(30) > a, = )00 pbur s+ un s - . 1~ B ) (b2 %+ B B+ oo - i )
(3] a.p

ersetzt werden, welche zeigt, dal wenn aj,. das System der Koeffizienten
einer positiven Form vorstellt, das Némliche von den g, gilf. Dem Ge-
biete F entspricht daher vermdoge der Kollineation (29) dasjenige Gebiet
F' im Raume af, :als:...: a4 1., welches in diesem die Gesamtheit
der positiven Formen reprigentiert. Die Determinante der Substitution
(29) ist nach bekannten Sitzen eine Potenz der Determinante |4, [, also
gleich 1. Endlich ergibt sich

{31) Zc;,‘ g, = chaqﬂtu,tp,-_ ZCqﬁa’nﬁ’
i

€., ff
wenn

’ T
Cag == 2, Cos bas tﬂx

=
gesetzt wird. Nach Qleichung (27) wird aber
Dokpuiup =D coulbieul+tayuf -+ ...+ byitg) (ol + o+ - I wd)

=gu*Fazu ... =zu?

und also
ehi=1Cl=...Cop =2, Cir = 0 (1 == )
so daB (31) in
(32) Dt o=z (aly + af + ...+ any)
g, %

iibergeht. Aus alle diesem folgt, daB vermdge der Substitution (29) das
Integral J die Gestalt

J =
j:f m(“u"*‘”“n’*" +an_,,)"‘

annimmt. Hier darf man statt afi, ..., Gn-1,, wieder a,;, ..., Gy-3.» und
und statt F' wieder F schreiben, so daB in Riicksicht auf {28) kommt:

Das Volumen des Gebietes F der positiven Formen beziglich der
Linearform
[ = 2 Cin Ags
£ %

18t der absolute Wert von
(33) L
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wo die numerische Konstante C, den Wert des Integrals
(34) c = - 49

" ninsi)
P (B + 8+ aax) 2
reprdsentiert.
Um dieses Integral zu berechnen, setzen wir

1,3, n 2., ”
(35) Zaixu’iun = (u] + Praty + R + plnun)g —{'_ Zbixui Uy,
1, 4 M
wo die Summe auf der rechten Seite die allgemeinste positive Form von
(n — 1) Variablen u,, ..., u, vorstellt. Wir erhalten, diesem Ansatz (35)
entaprechend, das Gebiet F, wenn in den Gleichungen

(36) a,, =1, Qyqg = Pras+++> &, = P1y> a;, = PyiPix + b;..
(t,x=2,...,m)

Pygs -+-» Py n 8lle reellen Werte und die b;, alle Koeffizientensysteme der
positiven Formen von n — 1 Variablen durchlaufen. Da a,=1 ge-
setzt ist (was erlaubt ist, da nur die Verhiltnisse @,; : @y : ... @p_y, 10
Frage kommen ), wird

dQ=da,...da,, [[da,
oder, da gemaB (36)
da,n =dpygs .- 48, ==dpy,, D= P1id Pyt pr.dpii+ db;,

wird, 2,0

dgzdpl‘l e dplnﬂdb‘.’”

und somit
d dp,s [Tdb
Pra-. - GPyn ] i x
(37) C,— f*._ L% s
(l+p{‘l++plgﬂ+b.‘24‘-+bnu)

Die Integration nach den Variablen p,,,..., p,, 8Bt sich leicht
ausfithren mit Hilfe der bekannten Gleichung
. 1
(38) ¥ __173;1_- =____}H ¥ dz — yi:n_ d (ﬂ—§>
J(A+p2)" 4] (142 Ax) (=) 7

-0

in welcher 4 eine beliebige positive Konstante bezeichnet. Man findet so

T ("‘“15“1) f | Hdb

(89) C” == (Vl;)n_t “‘]—r(h‘T e

n—1
(14 bpgt...+byu)” 2

( n-l__n*ig)
m— =g
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Das hier auftretende Integral ist nun nicht mehr ein projektives, da
€s zu erstrecken ist iiber das Gebiet des (—”—_2-27—‘ dimensionalen Raumes der

Punkte (bg,, by, - > Bn-g,n-1), Welches den positiven Formen 3 | T TR
von (n — 1) Variablen entspricht. Um den Wert des Integrals zu be-
stimmen, betrachten wir allgemeiner das Integral

H;at‘x
(40) D =f~— .

]

,+“_(_“f}l’
(1 —ay+8,+... +ay,) b

WO ¢ einen belleblgen Exponenten bedeutet und das Integrationsgebiet

der Teil des "("2'— - dimensionalen Raumes ist, welcher den positiven

Looan
Formen “a;.w;w, entspricht. Dss in (39) auftretende Integral entsteht
i~
aus D , wenn wir n durch n — 1 und dann r durch n—;—l ersetzen.
Ansalog zu (35) ersetzen wir jetzt:

R
(A1) Dttt = 9y (4 + Bty o Pyaty) Zb...m.,
also b
a, =P, a,, :plpw,'-';alnt?n?zm Qi ™= D1 PrsPrn+ Be.
(tyx=12,...,1)
und

da,, =dp,, da,=p,dp,+p,dP,,...,da,, =p, dp, + P, 8D, s
dai~=d(p1p1‘pn)+dbik (":x=2s---aﬁ)'

Dadurch geht das Integral D, iiber in

%....0n
731”—1 dp,dPyg. .. 8Psn Hdbs'n
(42) D — _ L 1%

n '+n-(n+l)

(1=p (A +pfs+ -+l + b~ +b,,) i

Die Ausfiihrung der Integration nach p, ergibt, unter Anwendung
der Gleichung

( 24 _‘dp,, I'(n)I‘(h--n) 1 ‘)

(ap, +b)* D} onpien’
0
zunachst
d n db“
n F(J) (1‘*‘?1,'*' +p1“)ﬂ(l+bn+ +b.,‘))““
(1 74 2020

4) Schlémilech, Kompendium der hSheren Amnalysis, 2, 4. Aufl,, S. 277.
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und darauf die Integration nach p,,,...,p,,

n+1 ?’.ﬁ,(llb'/
I'in)I'(2—n) '(V“‘)”—’-r( 2 )f . '
{1+ byt

48) Dy==—Fy— W=l Ty .+bm.)"‘"

Diese Gleichung stellt nun eine Rekursionsformel fiir das zu berech-
nende Integral vor, da das Integral rechter Hand aus D, dadurch ent-
steht, daB man n durch n — 1 ersetzt.

Da nun

d 1
D =f—-—-—9‘-—l-——— —_ e
1 p (l+a“)'+‘ r

ist, so kommt

b — I'(r+ﬂ?—— ))

= V)" (242)- D,

und achlieBlich

nin—~1)

Y= SIS A NP AW IYEA TN oY o VR (L0
= (V=) F(z)P(a)l(z) F(2>F<r+(n+21)n)

Unter Benutiimg dieses Resultates kommt schlieBlich nach leichter
Rechnung
nin-1)

T2\ (8 nbly 1
(44) Cp=(Va) P(z) P(z)"'P< ) ) F(n(n;l))'

Nach dem Funktionaltheorem der I'-Funktion ist der Wert von O, ein
rationales Multiplum einer Potenz von Vax.

g 3.
Die Reduktion der terniren positiven quadratischen Formen.
Wir ordnen der terndren gquadratischen Form
(1)'- e, f(“v Uy, “8)
= qy, U]+ Ggy Ug ' Gyg g+ 23yq Uy Uy 2atgy U, U +- 2ag, Uy u,y

denjenigén, Punkt des fiinfdimensionalen projektiven Raumes R zu, dessen
Koordinsken

(2) By iOyg Gy i Gyg i Gug & @y,
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sind. Der Punkt werde kurz als ,,Punkt f* bezeichnet, und F sei das
Gebiet derjenigen Punkte f, die den positiven Formen f entsprechen.

Wir bringen die Form [ auf die Gestalt

(8) =Py ¥+ Py1 %3 + Pra %5+ Py (g — “s): + Pao (24 — uxf
s daB + Py (% — %),

Pio= —Qags Pap= — @35 Pgo= — Gpas Pag = gy T Gyy T yg,
@ [pom o -

Dy, = Gy, Qg + Byy>  DPya = Qyg + @y + Qgq

zu setzen ist. Ist nun / eine positive Form, so heiBt sie nach Selling
,reduziert, wenn die Werte p,, sdmtlich nicht-negativ sind. Um diese
Definition geometrisch zu formulieren, bemerken wir, daB der Punkt f
ein gewisses Gebiet beschreibt, wenn in dem Ansatz (3) die sechs Koeffi-
zienten p;. unabhingig voneinander alle nicht-negativen Werte durchlaufen.
Dies Gebiet entsteht folgendermafien: Wir betrachten die sechs Punkte,
welche die Formen

| 3
(5) u;'.l’ 'u:’ u,;", (u-z - us)xs (us - ui)u, (ux - 'u’s)

repriisentieren, und verbinden sie zu je fiinfen durch lineare Réume. Diese
sechs Verbindungsriume begrenzen dann des in Rede stehende Gebiet,
welches in der Folge als Gebiet F, bezeichnet werde. Eine positive Form f
ist demnach reduziert, wenn der Punkt f dem Gebiete F, angehort.

Wir betrachten jetzt ferner eine unimodulare ganzzahlige Substitution

Uy = 8y3 Uy T 8 Ug F S35y,
(6) (8) { %y = 8y Uy ~+ 8ng Uy ~+ 829 Uy,

Ug == Bpy U |~ Spg Us + 83y Uy,
durch welche die Form ¢ in die dquivalente Form f8 = f' =
ibergehen moge.

Es mogen dann auch die beiden Punkte fund /8 &quivalent- heilen,
und Kiirze halber moége gesagt werden, der Punkt f= (a;.) gehe vermoge
der Substitution § in f8 = f"=(aj.) iiber. Da die Zuordmung von f’
zu f durch die Gleichungen

1,838

b

Qi g Ue

+

x

1,8.8

(7) a{'x=2a’uﬂ8aisﬂx (€,x=1$2’ 3)
af

vermittelt wird, so bedeutet dieselbe eine Kollineation des Raumes R,.
Durchlguft der Punkt / das Gebiet F,, so durchliuft” der zugeordnete
Punkt /8 ein Gebiet, welches mit F, S bezeichnet warde. Dieses ent-

steht aus den sechs den Formen (5) zugeordneten Punkten, also ausdén
Punkten
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(818, + 8% + 8,4 “a)ﬂ’ (82, Uy + 855 %, + 84y ua)::,
(891 %, + 8y Uy + 833 5",
(8) I(sn — 83, ) Uy + (8g9 — 859) Uy + (843 — 8y3) "‘s]g’
[(85y — 8,4) %y + (830 — 819) Uy + (835 — 8y5) ua]g,
[(811 — 82)) g + (819 — 839) g + (835 — 8-:3)“s]g’

genau so, wie das Gebiet F, aus den Punkten (5).
Die Sellingsche Reduktionstheorie laBt sich nun, ihrem wesentlichen
Inhalte nach, in den Satz zusammenfassen®):

Durchiguft S alle unimodularen ganzzahligen Substitutionen, so erhdlt
man thnen entsprechend unendlich viele Gebiete F, S, welche sn ihrer
Gesamthest das Qebiet F einfach und liickenlos iiberdecken.

Dabei ist zu beachten, daB das Gebiet F, durch 24 Substitutionen S,
némlich durch diejenigen, welche die 6 Punkte (5) unter sich vertanschen,
in sich iibergeht. Infolgedessen entsteht jedes einzelne Gebiet ¥y S, wenn
8 alle Substitutionen (6) durchléuft, genau 24 mal, und in dem vorstehenden
Satze sind natiirlich nur die voneinander verschiedenen Gebiete F,8 gemeint.

§ 4.

- Die Fundamentalformel.

Wir betrachten jetzt ein projektives Integral
(1) J=éff(an:as'naas’am:a‘m:a’m)d!‘?

susgedehnt iiber ein Gebiet G des Raumes R,, welches ganz in dem
Gebiete F' enthalten ist. Da wir die integrierte Funktion f(a,,,..., a;,)
festhalten wollen, konnen wir den Wert des Integrals kurz durch J (@)
andeuten. Um diesen Wert auch dem Vorzeichen nach festzulegen, denken
wir uns ihn gemé8 Formel (10) in § 1 berechnet, wobel in dieser Formel
natiirlich z,, %,, ..., z, durch a,,, a,,, @, a,,, Go5, Gy, 20 ersetzen sind
und die Linearformen 1,1,,1,,...,1, der letzteren Variablen so gewihlt
werden, daB der Linearrsum ! =0 mit dem Gebiete F' und also auch
mit @ keinen Punkt gemein hat. Da nun nach dem vorigen Paragraphen
die Gebiete ¥, .8, wo § alle ganzzahligen Substitutionen der Determinante 1
durchliuft, gerade das (Gebiet F' 24 mal ausfiillen, so besteht die Funda-
mentalformel

(2) D J(Fo8)=24J(F).
8

% [Vgl. A Horwits: Uber die Reduktion der biniiren quadratischen Formen,
Math. Annslen 48, 8. 85—117. Von der dort am SohluB angekiindigten Abhandiung
befinden sich einige Bruohstiicke im NachlaB von Hurwitz unter dem Titel: Uber die
Reduktion der terndren quadratischen Formen. A. S.]
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§ 5.
Darstellung der Klassenzahl.

Wir spezialisieren zunichst die Fundamentalformel auf den Fall, wo
(1) f(@,, gy -y Byy) =  =—— —5

1
(€1 811 + Cogliyg F Coa Byy + 2619810 + 2050035 + 2511“:1)”
genommen wird, wobei die ¢;, 80 zu wihlen sind, daf

(2) Pty Uy, Uy) = €4, U + Can U + Cgq U5 + 2,9, Ug+ 200 Uy Uy + 205y Ug Y,
eine positive Form ist, deren Determinante mit

0y €12 Cag
(3) D=|cy, ¢y css‘[

Cs1 Cas Cps
bezeichnet werde. Der Wert von J (@) stellt dann dag Volumen von @
beziiglich der Linearform Y ¢;ua:» vor. Nach § 2, Formel (88) und (41)
wird nun -

'y
(4) J(F)= == 555" 7%
Ferner kommt nach (19) in § 2

(5 J(FyS) = i

5 (1) 1(2Y)...i(8)’

wobei die rechter Hand auftretenden Zeichen folgende Bedeutung haben.
Die Eckpunkte des Gebietes F S sind die sechs Punkte (8) in § 8, also
die Punkte mit den Koordinaten

(6) 851s 81as 81> 81381q, 81985y Syg8yy, UBW.
Es ist nun 6 die Determinante 6. Grades gebildet sus diesen Koordinaten,
aléo' 3 =

F&nei' ist' 1{i) der Wert der Linearform 3'c;.aix fir defi “4-tom Bek-
punkt ‘dds ‘Bobistes ;8 aldo i

(7) {1(1) = Q815 8105 849)s  1(2) =0 (85 830, ag)> o
1(8) == (8, 834, 85s); L{4)==0p (85, — 3, T by f"is' 4ys), USW.
Die Werte I(4) konnen wir noch in anderer Welse darste‘llen Be sei
namlich 8’ die transponierte (konjugierte) Substitution*su & und
(R) 78" == (8,40, 8, by 85, Uy, 81Uy 800 Uy 859 U, Sy thy 835 Uy T Epg )
= O uf + Coquy + Cppug + 20 30,0, + 209:“:% + 2Cs Ut
gesetat.
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PFir 4, =1, u,=0, ;=0 kommt dann /(1)= C,, und analog

(9) 1(1)=0,, l('2)=0n, l(3) =Cyy, 1{4)=Cp + Cy5 — 20,
1(5) = Cg + Cy; — 2Cy,, 1(6)=Cy + Cy — 2C,,.

Nun ist noch zu beachten, daB S’ gleichzeitig mit S alle ganzzahligen
unimodularen Substitutionen durchliuft und folglich @8’ die Klasse der
zu @ #quivalenten Formen, wobei die einzelne Form der Klasse ersicht-
lich u-mal auftreten wird, wenn u angibt, wie viele Substitutionen die
Form ¢ oder irgendeine andere Form der Klasse in sich zuldft.

Demnach liefert nun die Fundamentalformel die Gleichung

12=z 1

(10) o = 2 G G0 G O 2 G TG O 5} (T G 8 G

wobei die Summe suszudehnen ist iiber die Formen (8) einer Klasse unter-
einander équivalenten Formen der Determinante D. Die Zahl ux, welche
angibt, wie viele Substitutionen die einzelne Form der betrachteten Klasse
in sich zulaBt, ist im allgemeinen gleich 1 und kann iiberhaupt nur die Werte

n=1,2,4,6,8,12, 24
annehmen. Den reziproken Wert von x nennt Eisenstein die Dichtigkeit
der Klasse; ich werde den Wert v hier als ,,Gewicht** der Klasse bezeichnen.

Es sei jetst D speziell eine ganze Zahl und es werde die Gleichung
(10) fiir jede einzelne Klasse von ganzzahligen terniren Formen der Deter-
minante D, deren Anzahl bekanntlich endlich ist, gebildet und alle so ent-
stehenden Gleichungen addiert.

Es entsteht so, mit Einfihrung neuer Bezeichnungen, die Gleichung:

12 =% 7 1 .
(11) 3 _2'abc(a+b—2c')(b+c—2a’)(c+a~2b')’
wobel nun 1
(12) H(D)=

die Anzahl der Klassen positiver quadratmcher ganzzahliger Formen der
Determinante D bedeutet; jede Klasse mit ihrem Gewichte gezihlt, und
die Summation auf der rechten Seite der Gleichung (11) iiber die samt-

lichen Formen (a, 5, c) auszudehnen ist. Die Summationsbuchstaben
¢

a’, b, ¢
a,b,¢,a’, b, c’ haben also alle Systeme ganzzahliger Werte zu durch-
laufen, welche den Bedingungen

a, ¢, b
(18) _i‘c', b, a’'|=D a>0, ab—¢c*>0
b, a

gonfigen, die die positiven Formen der Determinante D charakterisieren.
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§ 6.
Allgemeine Darstellung der Klassenzahl.
Wir wollen pun die Fundamentalformel (2) § 4 auf das Integral

all al? alﬁ d!)
(1 J = a,, G G e
) 1 a3 a8 (20.-,.0;,)3"'
By @yy Ggy
anwenden, wobei s eine nicht negative Zahl bedeutet. Ist @ das Inte-

grationsgebiet, so mége wiederum J(G) den Wert des Integrals beseichnen.
Betrachten wir aligemein das Integral’

’ _ ax|*d 2 (m+1)
o[t
¢

ausgedehnt iiber ein Gebiet G des Raumes (@,,: 8y :...2@,_, ) von
(m — 1) Dimensionen, so konnen wir, wenn G mit dem Gebiete F der
positiven Formen zusammenfillt, den Wert des Integrals nach derselben
Methode bestimmen, wie es im Falle 8= 0 im § 2 geschehen ist. Die

Substitution (29) daselbst ergibt sofort

jal 240
J(F)= e
() i;[[z(a{1+a.’,+...+¢:.)]"+'
und also in Riicksicht auf (28) § 2:
(2) J(F)= ,_9'_”__“’

|c‘~':+-—-—-

wobei die numerische Konstante ¢, durch

_ la, |*dQ n(n+1)
(3) Cn —'r r‘n+%+-~~+all)“.+m (m T)

definiert ist. Die Berechnung von ¢, 1aBt sich auf demselben Wege be-
werkstelligen wie die der Konstanten O, in § 2. Es ergibt sich so:

2

el e o)

i
nin+1 j'
ﬂl""""“e‘- -2

welcher Wert, wie es sein muB, fir 4=0 in C, iiberge'h\‘:.' Andererseits
berechnen wir das Integral

[t 2040
(5) J f(clz:+c,z.+--~+c.z.)"*"

(4) ¢,=(Va)
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unter f(2,,%,...,,) eine homogene ganze Funktion r-ten Grades ver-
standen fiir dasjenige Simplexgebiet mit den Ecken

(6) 2@ 2¥ L x® (i=1,2,...,1),
welches mit dem linearen Raume
(7) l=cz +cz,+ ... +cx.,=0

keinen Punkt gemeinsam hat.
Zur Abkiirzung sei

(8) L=cx + oz + ... + ¢zl (1=1,2....,7)
gesetzt. Die Substitution

1= Y17 Y27, e T Y
(9) :

- 2V 2 2"
L=ttt YT

durch welche

(10) CF, +Cayt . T B, =Y T Yo+ T Y,

wird, fiihrt das Simplexgebiet in dasjenige des Raumes (y,:y,:...: y,}

itber, welches durch die Ecken (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1)

bestimmt, also von den Ebenen y, =0, y,=0, ..., y.= 0 begrenzt wird

und welches keinen Punkt mit y, + 4y, + ... + y,= 0 gemein hat. Dieses

Gebiet ist offenbar dadurch charakterisiert, daB fiir seine Punkte "f' ey "f’
1 1

positiv. sind. Wir erhalten also alle Punkte dieses Gebietes, indem wir
¥, =1 setzen und y,, ..., y, alle positiven Werte durchlaufen lassen.

Somit kommt fiir das Integral (5)

(11) f (xlxxi:' :“‘r)d.'hd!la dy"
o (htvat ¥t Y )x+'

=0
wobei A die Determinante der Substitution (9), also
!=‘")|
L ..
ist, und fiir @,, @,, ..., %, die Ausdriicke (9), ‘nachdem in denselben y, =1

gesetzt ist, eingutragen sind. Die Entwicklung von f(z,, %,, ..., z,) nach
Potenzen von y,, ¢35 ..., ¥, sei nun

(18) f (%0 Bgs - s B) =D, Cayran, ... T SR

e, Jay 7a a ?
a3 +ag+ .. +a =N l ' l . lr'

(12) A= (6, %x=1,2,...,7)
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wobei die Koeffizienten C,,,q,,...,, noch die ™ enthalten. Dann setzt
sich das Integral in (11) aus solchen der Form

f_y yr'dyndys
J (14
0

14
(. ) !/ +y3+ +y’)’¢+f

zusammen. Die Integrationen sind vermége der Formel

o

J‘ yPdy _ T(p+D)I(g—-p+1) 1
(aty)? I'(g) ad—Pt1

leicht ausfiihrbar, und es ergibt sich so fiir das Integral (14) der Wert

I(y+r) (e, +1)I'(e;+1)... I (e, +1).

Demnach kommt fiir das Integral (5)

4 % ol oy! a,!
1 = = - ay, a a _1‘ "'!" . .-"L’
( 5) J F(x+lr)2/0 108 FlE )0 12

wobei 4 durch (12) und die Koeffizienten 0“1'“!'---'% durch (13) be-
stimmt sind.

Im Falle n = 3 findet sich nun fiir das Integral (1) aus (2) und (4):

I’(s-}-l)l"( ")r(s+2) .

J(F)‘—(V ) I'(35+6) 'Du—e’

oder, nach leichter Umformung

(1)1 (2a41) m
(16) J(F) - 230+1(3s+5)! Dl+2’

wobei D die Determinante der terndiren Form

1,28
(17) @ (s thys Ug) == D) € Ut
i.x
bedeutet.

Um fiir dasselbe Integral (1) den Wert von J(F,S) zu berechunen,
miissen wir beachten, daB F, 8 das Bimplexgebiet mit den Punkten (8)

1,28
in § 3 als Ecken vorstellt, welches mit dem limearen Raume 2 Cin Bgn = O

keinen Punkt gemein hat. Nach Formel (15) kommt demnach_
S Gl ot !
J(FOS)"‘r(3c+6)20“h"'-“~-°' o e ,5.’

wobei I,,1,,..., 1, durch die Gleichungen (7) oder (9) in § 5 -bestimmt
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sind, 4 nach (12) den Wert ] l, besxtzt und die Koeffizienten C,, ,,,

folgendermaBen entstehen. Wir setzen in
@1, @y Gy '
@3y Gyg Gyg
Ggy Qgq Ggg
Gix=¥,685 + Y 4+ ... + Y0,
wo aiY, ai¥, ..., al¥ baw. die Koordinaten der Punkte (8) in § 3 be-
{ 1] ?

deuten, und entvnckeln dann nach Potenzen von y,,¥,,...,y,. Diese
Entwicklung lautet dann

‘au'

R ]
{ A ) =Zcu,.u, ..... e, y“l . 0'

T gy

Nun wird |a;, die Determinante der Form

Yy Zaz(i)mux +oe T Y, 2/ aa(:)'”'z U =Y, (8, %, + 81a uy -+ 311"3)2
T+ Yo (8gg %y - 85y %y - 84 “3) ooy (8, — 8y u, 4 )
die der Form
vl + v ud + yud oy (— u) g, (g — )y (0, — )
dquivalent ist,

Daher ist

|Gy G Gy Y Yt Yo - Y _%!"
[“n Gge asai=. — Ysr Yo+ Yst Yo — U

| Ggy Ogy g | . — Y — Y Y5+ YT Ys

Die Entwicklung der letzteren Determinante, die mit v (y,,¥,,...,¥,)
bezeichnet werde, liefert
(18)  w(Y1 ¥ s¥s) = Ya¥a¥s + ¥1% (¥ + %) + Y2 ¥s (Y5 + 44)
+ %Y (Y +¥.)+ (Y2 ¥+ ¥s) (Yt + ¥ % 4, 9.)
Daher sind die Koeffizienten C,, durch die Gleichung

) &gy avey Og

(19) [9(¥0 Yas s U6)] = 2 Cop gy Y2 2" - Y5
bestimmt. Demnach kommt schlieBlich

1 oy ! og! !
(20) J (FOS) = m 20"!:‘1."-"“' ol‘irl'l ' G“';rl-l ) G":rl'l-

o! L ! . oy !
(Gt Gi =¥ s )™+ (G + €y —BCy) ™11 (€ 1 Gy —2G )1
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Wir tragen nun die Werte (16) und (20) in die Fundamentalformel (2)
§ 4 ein. Das Resultat 1aBt sich dann iibersichtlich folgendermaBen
formulieren:

Es durchlaufe

(21) @Eauf-}-bu‘f—rcﬁ;‘ + 2 u,u, + 20 wgu, + 2¢'u, u, = (:: z; z’)

die similichen Formen etner Klasse positiver terndrer Formen der Deiler-
msnante D. Zur Abkirzung®) werde ferner

1
(22) Zauﬁ"b"’ ”c“"“(b—~ c—2a‘)"‘+1 (c+a—2b—’)"‘+1(a+b—2c’)"‘+‘

o, &, oy
= {ey, 0y, ¢, 0, 0, g} = [u:, %, a:_l
gesetzt, unter «, o,, ..., &, nicht negative Zahlen verstanden. Dann ssi:
(s+1)(28+1) 12a% 1
(23) 9% pivEw

=ZC.,I,L.,‘ ag A Oys Oay lhgy @y O, g} €0 By Lo gy !

wobes die Koeffizsenten C., o, ...,o, positive ganze Zahlen bezeichnen, die
duréh die Qleichung (19) bestimmi sind. Die Zahl u bedeutet die An-
zabl. der unimodularen Substitutionen, die die einzelne Form (21) der
Klasse in sich besitzt.

Im Falle ¢ == 0 reduziert sich die Gleichung (23) auf
122% 1
—i 5 =1{0,0,0,0,0,0}
in Ubereinstimmung mit (10) in § 5.
Von den Summen (22) sind immer gewisse, verschiedenen Systemen
&, , 0, ..., &, entsprechende, einander gleich, wie man folgendermafSen er-
kennt. Wenn die Form @ die samtlichen Formen einer Klasse durchlauft,
so wird auch die Form @S es tun, unter § irgendeine unimodulare ganz-
zahlige Substitution verstanden.
«, B,y
Es ist nun, wenn S = (a', g, y') gesetat wird,
o’ ﬂ”, y"
P =@ (cu,+ fu,+ yy, «"u+ f %+ 7 Uy, a”uf:l.'!&"ﬁ”us + " ug),
und es gehen daher, wenn @ durch &S ersetzt -wird,
a =®(1,0, 0), b =¢(0,1, '8), ¢ =&(0, 0,1),
a,=®(0,1, —1)=b+4c—2a’, b,=0(1,0,-1) &, =I(1,—1,0)

%) [Die zweite Abkiirzung ist von Hurwitz nachteiiglich eingefiigt worden. -A. 8.]
Mathematische Annalen, 88. 4
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iiber in:
a=9o(ec, ),
=P B—y. 8=, 8 — "),
¢ =D,y ") .
o= P(e—p. e’ — B, u"—B").
Sobald also das System

(8,8.,8"),

=90
by=®(y—u,p —e, p" —a"),

o, a/’. a”
B, B B’
;” ;/I, 7”

’ ”
B—y, B —v, 8 —»"
7_“, }""" al, l./ll__ “II
«—p, o' —f, " —p"

abgesehen von der Reihenfolge der Horizontalreihen, mit dem System

(1, 0, 0
0, £1, 0
0, 0, &1
0, +1, F1
+1, 0, F1
+1i, 1, O

tibereinstimmt, werden daher @, b, ¢, @,, b,, ¢, eine Permutation von
a, b, ¢, a,, by, ¢, bilden. Es gibt nun 24 Substitutionen 8§ von dieser
Beschaffenheit, nimlich diejenigen, fiir welche die Kollineation

B ’ LN ", .
Uy == 00Uy + € Uy - Ug,

uy = fuf +pu) + g,
Uy = puy -+ p Uy + 7" U
die Punkte (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0,0, 1), (0,1, —1), (1,0, —1), (1, —1, 0)
untereinander vertauscht. Diese Punkte sind die sechs Durchschnittspunkte
der Geraden
%, =0, =0, =0, % +u%+y=0
und es gibt genau 24 Kollinea‘wtionen, die diese vier Geraden auf alle mog-
lichen Weisen vertauschen.
Es geniigt, diejenigen Kollineationen zu betrachten, die

%, = 0 mit u, = 0 vertauscht, wu; =0, u;=10 fest liBt,
ferner
%y = 0 mit %, = 0 vertauscht, u, =0, u, =0 fest libt,
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endlich
uy, = (0 mit u, = 0 vertauseht, wu, =0, uy =0 fest labt,

Denn aus diesen drei Kollineationen lassen sich alle iibrigen zusammensetzen.

Da
D(uy, Uy, ug) = auy -+ buf+cuf - (b+c—a )u,uy +(c+a—b)uy,

4 {a b —¢ ) uu,
= —au,u, — bu,u, — cugu, — a,uyu— by uu, — c,u,u,,
wobel %, = — (%, - %, - u,) zu setzen ist, oder also u, durch
u, -+ u, - uy4-u, =0

bestimmt ist, so entsprechen jenen Kollineationen die Vertauschungen

{aV(a,)(be) (eby),  (B) () (eay)(ac), (¢)(c)(ab,)(ba,).

Demnach wird z. B.

’ : 2 ’
—t gtat) ast1 a1 al’““ bl"-"“ Cxu'ﬂ gatl cf"“ bf"'“ a,"‘“ cdstl pagtl *

d. h.
[ocl, Uy a,] - [o:l, ttg, a,]
@y, gy Kg “‘l\&n oy

—_ [“c: &g, “c] - [0‘5: &gy “3}
gy Xy & Oy, &, Xg

und ebenso

Im Falle ¢ ==1, sind gem&B (19) und (18) die Koeffizienten Co,, oy, ¢y, 2, , a4, 4
samtlich gleich Null, bis auf die Koeffizienten €\ 0005 Ciros00s «++» die
den einzelnen Gliedern von % (¥,, %,,...,%,) entsprechen, welche den
Wert 1 besitzen.

Es kommen daher in der Summe (23) nur die Summen

(T 1 171 110] [1,10
‘_nooJ'[loo’ 010J""

vor, von welchen den vorstehenden Gleichungen fiir diese Summen

[““ e “"] entsprechend sich 4 auf [3 3 (])} und die tibrigen 12 auf [:’:”g]

Gy, By O
reduzieren. Somit kommt fiir 8 =1

gt 1 _ v 1 1 e
(24) D' & —2“ a'b'c’afﬁe‘q +324'b’ca{§1q"

w0 a,, b,, ¢, zur Abkiirzung fiix b+c¢—2a’, ¢+ a= 23, a+b—2¢;
stehen und die Summationen iiber die sémtlichen positivelt’ térniren Formeti-
der Determinante D

aul-+bul+cud+ 2a uu, + ..
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die einer bestimmben, ibrigens aber heliebig gewihlten Formenklasse an-
gehoren, zu erstrecken sind.

Durch Summierung iéiber die Klassen ganzzahliger Formen der Deter-
minante D, kommt

Gl 1 1
—_— H (D)= — 1§ S
p* ) ath’ e? a b e, + Zasbgca;{"blc,’

wo die Summabion #ber alle positiven ganzzahligen Wertsysteme
@, b, ¢, a, b, c, auszudehnen ist, fiir welche

wul+bu+ouf +(b-e—a) uyugt(c+a—b,) ugt+ (a+b—c,)u
eine positive Form der Determinante D ist.

{Eingegangen am 4.1, 1922.)



