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LO SPOSTAMENTO DEL PERIELIO DI MERCURIO 

E L& DEVIAZIONE DEI RAGGI LUMINOSI 

s e c o n d o  l a  t e o r i a  d i  : E i n s t e i n .  

~OTA DI A T T I L I O  P A L A T I N I .  

Prefazione. 

La  relativitk generale ~) sorts nel pensiero di Einstein per 
l 'amplifieazione geniale del eoneetto relativistico si ~ imposts 
aIl 'attenziono di tutti gli studio~i dope che ha dimostrato la 
sun feconditk con la spiegazione dello spostamento seeolare 
del perielio di Mereurio. 

Questo risultato fu ottenuto la prima volta da Einstein *) 
mediante l ' integrazione approssimata clelle sue equazioni gra- 
vitazionali. Suceessivamente Schwarzsehild a) e poi Hilbert  *) 
hanno date di queste equazi .ni  una integrazione rigorosa, nel 
case di un eampo gravitazionale simmetrico attorno a d u n  centre, 
da identifiearsi col eampo di attvazione solare ~). 

') L'idea direttiva e l'impostazione matematiea della relativit~ gene- 
tale ~ richiamata hells Nots di T. Ievi Civita, •ulla eapresslone analiNea 
spcttantc al ten~ore g, avitazlonale hells leoria di Einstein, [Rendicontl della 
R. Aceademia dei Lineei V. XXVI, serle 5 a, 1 ~ sere. 1917, pp. 881-391]. 

*) A. Einstein, E~'klSrung der Perihelhewegung der Merkur eus der 
allgemeinen Relativitat.~theorle, [Sitzu,.gsberichte der K6niglich Preussischen 
Akademie der Wissensehaften~ 1915, pp. 831-839]. 

s) K. Schwarzsehild, ~)ber das Gravitationbfeld eines Massenpunktes 
nach der Einste,nsr Theorie, [b'itzunysberichte der K6nlglieh Preussichen 
Akademie der Wisaenschaften, 1916 pp. 189-196]. 

') H. Hilbvrt, Die Grundlagen der Physlk, (Zweite Mitteilung), [2~a- 
chriehten der K. Gesellschaft der Wissenaehaften zu G6ttingen~ $lathemati. 
svhphysikabaehe Ktasse, 1915, seduta del ~0 novembre 1915]. 

~) In relazi0ne al presente lavoro vedi pure: W. de Sitter. On Eln- 
stein's theory of gravilatb,n, and its astronomical consequences~ ( First paper), 
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Noi, nella presente comunlcazlone, ritornlamo aneora una 
volta su questo problema, coll 'intendinmnto di esporne la so- 
luzione nel mode pib. elementaro posslbile, evitando sopratutto 
ogni calcolo laborioso. 

La  natura  del nostro problema ci consentirb, di non far 
cape direttamente alle equazioni di Einstein propriamente 
dette (aventi earattere invariantivo rispetto ad u n d s  ~ quadri- 
dimensionalo), bensl ad una lore forma particolare, valida in 
eondizione statiehe, assegnata dal Levi-Civita 6). Queste nuove 
equazioni hanno c.urattere invariantivo rispetto al dP dello 
spazio ambiente tridimensionale e permettono quindi di seguire 
lo svolgimento del problema senza abbandonare i eoneetti e le 
formule che ei sono abituali, faeilitando inoltre l ' interpreta- 
zione geometrica e meecaniea dei vari passaggi. 

L ' importanza della celebre spiegazione del fenomeno e i 
raggiunti perfezion~.menti di metodo giustifichino la presenta- 
zione di questa Nota anehe se in essa non compariseono ri- 
sultatl essenzialmente nuovL 

Come sarb~ specificato in seguito, la risoluzlone del problema, 
ehe vogliamo trattare, richiede lo studio di questi tre punti 
prineipali : 

12 ~ C, aratterizzazione della metrica pi~. generale di 
~mo spazio S simmetrieo attorno ad un punto (ogge.tto del w II).  

2. ~ ~ Determinaziun~ completa di questa metrica in base 
alle equazioni di Einstein (oggetto del w l I I ) .  

3. ~ ~ Moto di un punto hello spazio S (oggetto del w IV). 
In ordine alia prima qaestione ci place rilevare, the essa 

era gig stata esaurientemente risoluta dal Levi-Civita 7) fino 

[Mo,thly 2r of  the Royal Astronomical Society, 1916, V. LXXVI, n. 9, 
pp. 699-728]. 

J. Droste, The field of  a single centre in Einstei~' s therJry of  gravita- 
tion, and the motion of particle in that field [ Proceedl,gs of  the Academy 
of Sciences at Amsterda% 1916~ V. XIX, n. 1, pp. 197-~15]. 

6) T. Levi-(3ivita~ Statica einsteinlana, [Rendicontl della R. Acca- 
demia dei Lincei, V. XXVI, serio 5 ~, 1 ~ sere. 1917, pp. 458470]. 

7) T. Levi-Civita, Sul mote del si~temi con tre gradi di libertY, [Ren. 
d&ontl del Lmoei, V. V ~ serie 5~. 2o sem. 1896, pp. 164-171]. 
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dal 1896, in uno studio sulla dinamica dei sistemi olonomi in 
relazione ad aleune caratteristiche gruppali. 

In fine abbiamo aggiunto an paragrafo diretto ad illustrate, 
eollo stesso eriterio di far valere quanto possibile i coneetti e 
i risultati della meeeanica classiea, un'altra importante conse- 
guenza della nuova teoria di Einstein. Vogliamo alludere al- 
l'azione she subisce un raggio di ]uce in un campo g,'avita- 
zionale, azione ehe ha per effetto un ineurvamento del raggio. 

iN'el caso partieolarmente interessante di un eampo gravi- 
tazionale dovuto ad un'uniea massa (p. es. eampo solare), un 
noto teorema di equivalenza fi'a traiettorie dinamiehe, permetto 
tosto di riportarsi alle traiettorie iperboliehe del problema dei 
due eorpi, con che l'angolo degli asintoti misura senz'altro la 
deviazione asintotiea di un generieo raggio. 

Se il fenomeno esiste, dalla misura di questo angolo - -  
molto piccolo invero (approssimativamente eguale a 1".75) ma 
par tuttavia aeeessibile all'osservazione diretta in eondizioni 
favorevoli (p. es. durante un'eclissi solare 8)) __ si attende una 
nuova eonferma della validitk delle ipotesi the permisero ad 
Einstein di innalzare l'edifieio della relativitk generale. 

w  

P r e m e s s e .  

1 .  - -  :Nella teoria della relativitk generale di Einstein, la 
natura metrica dello spazio viene influenzata dai fenomeni 
fisici, ehe vi si svolgono. Le misure dello spazio e del tempo 
vengono poi eonglobate nella forma differenziale quaternaria 
(non essenzialmente euclidea) 

8 
(1) ds ~ ~-- Ei] gi] dx i  dx] , 

o 

8) Sul modo di verificare sperimentalmente il fenomeno cfr. G. Zappa, 
Per una verifica sperimentale della teoria dl relativit~ di Einstein, [Ren- 
diconti della R. Accademia dei Lincei. V. XXVI, Serie 5.% 12 Sere. 1917, 
pp. 329-326]. 
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rispetto alla quale le equazioni della meceanica devono avere 
carattere invariantivo. 

La  forma differenziale (1) non pub esser data naturalmente 
a priori, ma viene definita, in ogni case, dalla natura del fe- 
nomeno ehe si studia. I suoi coeffieienti gij (funzioni dei pa- 
rametri z) sono legati dalte 10 equazioni gravitazionali di 
Einstein, le quali sono atte a caratterizzare il corrispondente ds ~. 

Se ei limitiamo a studiare i fenomeni fisiei in an campo 
statico, il ds t si presenta sotto la forma 

(2) ds ~ --- V' dr '  - -  all' , 

dove 
3 

d l  ~ "-- ~ i k a i k  d ~ i d x k  
1 

il quadrate  dell'elemento lineare dello spazio ambiente. La 
funzione V (che deve interpretarsi  quale velocit~ della lace 
hello spazio fisico) e le aik vanno ritenute indipendenti dal 
tempo. 

Nel ease statieo, le equazioni gravitazionali di Einstein si 
ridueono naturalmente a sette. 

Reeentemente il Levi-Civita ha assegnato a queste equa- 
zioni una forma invariantiva rispetto al dl" dello spazio am- 
biente, equazioni the qui riportiamo dovendo ad esse esplici- 
tamente riferirei 9) : 

Too 
(I) ~rC = x -V- ' 

V;k ~, V 
(II) r162 V V a i k ~ - - x T i k ,  ( i , k - - ~ 1 , 2 , 3 ) .  

In queste equazioni: ~ b la curvatura  media dello spazio 
ambiente;  le a ~  sono i simboli di Ricci ,o); Vik le derivate 

' )  Levi-Civita, l. c. (6) p. 464. 
to) I simboli r di Ricci sostituiscono con van~gg io  i simboli a r s ,  lu 

di Riem~nn nelle varietA a ire dimensioni. La  relazione formale 6 la se- 
guente .  Mediante le posizioni 

~(t.k)_~ a i + l  i + 2 ,  k-~-i k-~2 : a 



16 A. PALATINI 

seeonde covarianti  delia funzlone V; T ~  il tensore energetico; 
x la costante di Einstein 8~f/c ~ ( f  costante di a t t razione uni- 
versal% c velocit~ delia luee nelIo spazio euclideo). 

Dalle (I) e ( I I ) s c e n d e  l 'equazione [(14) della sopra ci ta ta  
Nota  di Lev i -C iv i t a ]  

(3) h~V 1 ( T oo~ 
v - = ~ \ r +  V']' 

dove T b l ' invariante  l ineare del sistema degli sforzi rispetto 
al dP delIo spazio ambiente .  

2. - -  Avendo di mira  lo studio del mote di un planets  
a t torno al sole in t rodurremo le seguenti ipotesi: 

a) la massa del pianeta ~ t~'aseurabile di f ron te  a quella 
del sol% 

b) il fenomeno 6 dovuto eselusivamente alia presenza  
della massa solare, e lo spazio ~ quindi supposto vuoto da 

qualsiasi a l t ra  massa e non soggetto ad aleuna azione od elet- 
trica o magnetics,  

c) l ' influenza della mason solare va  at tenuandosi  quando 

ci si a l loatana indefinitamento dal sole; all'~o lo spazio si 
pub ri tenere quiadi euclideo. 

Lo spazio fisico, che noi dovremo considerate,  b dunque 
influenzato da un 'uniea  massa loealizzata in un panto e in or- 
dine al nostro problema dovremo di conseguenza: 

1 2 -  assegnare la natura  metriea dello spazio fisico in- 
fluenzato dall 'unica massa coneentrata  in un sue punto;  

2. ~ - - s t u d i a r e  il mote di un punto in quello spazio. 

(dove si ritengono equivalenti gli indic/ che differiscono tra lore per mul- 
tipli di 3 ed a 4 il discriminante della forma quadratics dl~) si definisce - -  
per n ~ 3 - -  un sistema doppio controvariante. Le ~r richiamate nel testo 
non sono altro ehe gli elcmenti del sistema eovariante reciproeo. 
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w II. 

Cara t t e r i zzaz ione  del la  pifi gene ra l e  espressione 
di un dP s immet r i co  a t to rno  ad un punto.  

1 . -  Per  assegnare la metrica cercata noi sfi.utteremo 
l ' intuizione - -  debitamente preeisandola - -  che lo spazio fisico 
risulta simmetrieo attorno al punto O~ nel quale si suppone 
localizzata la massa influenzante, il che f'ornisce una proprietg 
fondameJltale delia metriaa in questiono ~). 

Sia S lo spazio fisico perturbato dalla presenza della massa 
ed S' lo spazio medesimo dal quale la massa sia stata sottratta.  
S' dovrs ritea,ersi euelideo: in esso indieheremo con O' il punto 
0 dope c h e l a  massa ~ stata tolta. F r a  i due spazi S ed S' 
fissiamo la co~-rispondenza biunivoca, che nasce associan:lo ad 
ogni punto P di S, il medesimo put,to (vorrei dire (~ materiale >) so 
non si tratta~se di spazi privi di materia ponderabile) concepito 
come appartenente ad S': aella quale aceezmne lo chiameremo P'. 

I punti di S saranno rii'~riti ad un sistema di coordinate 
polari r ,  O, ~ eel centre nel punto O' ed i punti di S al si- 
sterna di superficie coordinat% che rimane subordinate dalla 
suaccennata corrlspondenza biunivoca. Come parametro delle 
famiglie di superficie r ~ c o s t ,  ei sar~ comodo assumere non 
proprio r ,  ma una sua conveniente funzione R( r ) ;  lascielemo 
invece inalterati  gli altri due parametr i  0 e ~. 

2. - -  Per  la corrispondenza biunivoea conslderata segu% 
che ad ogni trasformazione fatta subire ai puntl di S' corri- 

11) Per essere preeisi conviene aggiungere ehe, nella determinazione 
della metrica in questione, r ichiederemo come si fa ordinar iamente  in geo- 
metria differenziale, che siano soddisfatre, per i coefficienti del d s  ~, le 
propriets quali tat ive necessarie alia validith dei ragionamenti .  Con ci5 
non si eselude a priori ehe i deTti coefficienti possano presentare, in qualche 
punto del[o spazio, ta lune ~,ingolarit'~ (nel sense della teoria delle fm,zioni), 
ma si esige soltauto - -  nel case specifico - -  the anche in questi  eventuali  
punti  singolari, si possa par lare  di geodetiche e di lunghezza (finita) di 
un arco di linea. 

8erie VI, Vol. X I V  2 
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sponde una trasformazione dei punti di S: in particolare alle 
rotazioni di centre O' corrispondono delle trasfbrmazioni che 
laseiano fermo 0 e ehe hanno carattere di movimento rigido. 

~Ie segue immediatamente qaesta importante proprietk: 
Allr geodetiche useenti da O' eorrispondono geodetiche uscenti 
da O. Infatti ,  s i a g '  una geodetiea useente da O' e s i a g  la 
la linea eorrispondente uscente da O. Oonsideriamo le ~ .  ro- 
tazioni r~, che hanno O' P'  per asse; ad esse fanno riseontro ~ i 
movimenti rigidi T nello spazio S, i quali lasciano fermi tutti 
i panti della linea g (e quelli soltanto). 

Suppongasi era che la geodetiea O P sia una g* diversa 
da g: per l'effetto dei movimenti T la g* verrebbe ad occu- 
pare una semplice infinitb~ di posizioni e segnerebbe sempre 
le stessa (minima)dis tanza fra i due punti O e P. Cib risulta 
ovviamente dal earattero fondamentale dei movimenti eonsi- 
derati e l'assurdo a euL si giunge b evidente le quante volte 
si eseluda ehe il punto P s i  trovi in una posizione singola~'e. 
Ne eoneludiamo dunque ehe la g b una geodetiea, c . d . d .  

Ai punti di eguale distanza geodetiea da O' eo~'rispondono 
cosl pnnti di eguale distanza geodetiea da O ed abbiamo eosl 
il eorollario: alle sfere di centre O' fanno riscontro sfere di 
ce~ttro O. 

3. -- Consideriamo era una sfera Y,' di centre O' e ]a cor- 
rispondente sfera geodetiea Y, di centre O ' e  eonsideriamo poi 
la eorrispondenza -- sabordinata da quella spaziale - -  fra 
i punti Q' di ~, e i punti Q di E. 

L~t co,'rispondenza f , 'a  Z' e E ~ conforms. 
lnfatti~ siano da' e da'o due elementi lineari qualunque della 

sfera E';  da e dao i corrispondent~ elementi di Z. 

Suppongasi dapprima che sia da'/da'o = 1. Allora esisteri~ 
una rotazione riglda T' di centre O' mediante la quale si potr~ 
sovrapporre l'elemento da'o all'elemento da': alia T' corrispon- 
der.~ un movimento rigido T, il quale farh. sovrapporre all'ele- 
mento da l'elemento dao. Iqe consegue ehe se d a / d a ' o = l  
anehe da/dao =: 1. 

Se d a ' ] d a ' o ~ m  (con m numero intero) esiste una rota- 
zione T' di centre O' ehe fa sovrapporre d~'o alla emmesima 
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parts  dell'elemento do'. Ad essa eorrisponderk un msvimento 
rigido T she lark sovrapporre d %  alia emmesima parte di 
do, per eui si inferisce che g anshe do[dzo ==m. 

Infine se do']do'o = m ] n  (mt'n numero fi'azionario razio- 
hale), oppure se da ']do 'o- -  ~ (con e numero incommensura- 

bile), mediante ovvi ragionamenti elassici si deduce ehs ~ pure 
da/doo = m/n , o~ rispettivamente, do]dzo - -  ~. 

In ogni ease nsi possiamo dunciue affermars ehe 

dr do 
do'o ~ doe 

sssia the il rapporto do'[do b indipsndents dall'elemento da'  
presselto. 

Questa conclusione ci permette appunto di affermare che 
la corrispondsnza tra 13 s 13' (subordinata da quella spaziale 
tra S ed S') g una corrispondenza conforme e che il modulo 
della sorrispondenza do]dz' ~ indipendente da Q ed ~ quindi 
funzione della s o l a r .  

4. - -  Possiamo dunqus porre 

d a = H 0") d a' ; 

e psich~ notoriaments 

d o  '~ - - -  r 2 (dO' + sin~O dr ) , 

risulterh 

(4) dz ~ = R  ~(dO ~ + s i n ' O d ~  *) , 

avendo posto 

W ( ~ ' )  �9 ~ ' ~ = R  , ( r ? .  

Dalla (4) si deduce intanto questa notevole interpretazione 
geometrica dal parametro R: '~) 1/R ~ } Ic~ curvatura (costante) 

12) cfr. L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, [Pisa, E. Spoerri, 
I I ~ edizione, 1902] w 100. 
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delle s fere degli slgazi S con un  centro di  s immet r ia  (sfere col 
centro nel centro di s immetria)  t3). 

5. - -  Se noi ora indichiamo con dg  l 'elemento l ineare di 

una linea geodetica spEccata da O, il quadrato del l 'e lemento 
lineare dello spazio S risulter~ determinato da 

dl '  ~ dg  ~ -4- d~" . 

E poiehb d g  dipende esclusivamente da R, possiamo por re  

dg  = A (R)dR  

ed av remo di conseguenza, per  la (4), 

(5) dP - -  A ~ d R  ~ -4- R ~ (dO 2 -I- s in~0 d ~  ~) �9 

L a  (5) rappr~senta la cercata espressione di u n d P  sim- 
metrico at torno ad un pm~to. 

@ I f I .  

C a r a t t e r i z z a z i o n e  del ds ~ del n o s t r o  s p a z i o  f i s i e o .  

1 . -  L 'e lemento  li,ware dello sl,azio fisic% che ci inte- 

ressa, sar's d~' termi.ato dalla (2)~ complctata nel senso the il 
dl  "~ che vi eomparisce dove ritenersi dato dalla (5). 

Restano natura lmente  incognito le funzioni A e V. Circa 
alia V possiamo agg iu ,ge re  che essa dipende, per la s immetr ia  

dello spazio attoruo ad O, dalla sola R. Le espressioni di A e V 
vanno desunte dalla integrazione delle equazioni gravitazionali  

13) Schwarzschild neq'as-egnare la metri~a dcl nostro spazio fisico in- 
trodusse per primo questo p,rametro R, ma per via puramente fotmale, 
senza poi determinarne il sig~tifi'ato. E eosi fece sueeessivamente Hilbert. 
Q~i v,ene, per la prima volta, rilevato il preeiso signifieato geometrico di 
R. Si tralta di un,t eurvatura, ossia di an elemento di seeondo ordine e 
cib rondo ragione del va,,l;agg'o ofl~erto da questo parametro in confrouto 
di altri (del primo ordine), the pure si potrebbero a priori ritenere onve- 
nienti, come la distanza geodetiea ovvero il eammino ottleo (quest'ultim(> 
effettivamente .adottato da Lorentz). 
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di Einstein. Trattandosi  perb di un fenomeno in un campo 
statieo, noi potremo con vantaggio usuf'raire delle equazioni 
(I) e (III di Levi-Civita.  :N'el caso presente - -  poich5 si i~re- 
seinde da ogni azione che non sia dovuta ella masse solare - -  
sono nulle tutte le Tik ( i , k =  1 , 2 , 3 ) .  Dalle (3) segue tosto 

A~V = 0 

a di eonseguenza le ([) e (II) si semplifieano come segue: 

(6) = o ,  

Vik - - 0  . 
(7) ~ -4- V 

La  (6) ci fornir~ la couoseenza delia funzione A e le (7) 
(assieme alia espressione di A) quella della V. 

2. - -  La  (6) esprime the ~ nulla la cu rv a tu r am ed ia  dello 
spazio S. Eeco come si pub ottenere l'espressione di ~1~ evi- 

tando ogni ealeolo mater~ale. 
Sia P un punto qualunque dello spazio S c si consideri 

la st'era 2] passante per esso. Poichb esistono c~ 3 movimonti 
rigidi che trasformano E in s~ medesima, possiamo a f f e r m a r e -  
teorema dovuto al Ricei t*) - -  all. nel punto P l e  direzioni 
principali sono date della normale e da due qualisivogl,arm 
tangenti (ortogonali) a v ehe pas~a~lo per 1o sWsso pu~to e 
the le curvature  r iemanniane prineii~ali , di cui coineidono 
quelle coordinate alle due direzioni ta~genziali, conservano 1o 
stesso valoro sopra og~,i 2]. Indicheremo allora con ~% la cur- 
va tura  r iemanniana relative alia supevficie geodetiea tangente 
alia sfera E in P;  con w~ ed ~%---t% le cu, 'vature dehe due 
superficie prineipali, normali alia precedente e che contengono 
la direzione della geodetica OP.  

") Cfr. G. Ricci e T. Levi-Civita, M~;th,des de calcul cTifferentiel absolu 
et le~trs applications, [J~athematische Annalen, B. 54~ 1901, pp. 125 201] w 6. 
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Per qaanto precede possiamo matare la (6) nella 

(8) r  . 

3. - -  r si calcola immediatamente in base alla stessa de- 
finizione di curvatura secondo Riemann: essa non ~ altro the 
la curvatura della superficie (geodetica) luogo di tutte le geo- 
detiche useenti da P e appartcnenti al fascio individuato dalla 
direzione della geodetica O P  e da una qualunque direzione 
ad essa ortogonale. 

Tale superficie gcodetica ~ la ~ = cost. Infatti ~ note che 
le equazioni differenziali parametriche delle gcodetiche (di una 
varietk di elemento lineare dl) coineidono con le equazioni di 

1 dP 
Lagrange, provenienii dalla forma differenziale T - - -  2 dt  ~ 

e r a  nel nostro case 

T - - ~  %- ( -4- s in 'O~')  

(il punto sovrapposto indicando derivazione rispetto al para- 
metro t) e quindi 

a T __ R~ a T __ 0 . 
~ sin-'0~ e O~ 

Dalla equazione di Lagrange per l'angolo 

d o t  a T  --0~ 
at 

scende cosl una delle equazioni delle geodetiche sotto la forma 

R' sin ~ 0 ~ - -  cost . 

:Da questa equazione ne conseguc che se le geodetiehe 
uscenti da P toccano iniziahnente la superficie ~ ~ cost (con 
c h e s i h a  in P ~ 0 ) ,  ~ si annulla sempre lunge le geode- 
tiehe stess% le quali pereib appartengono aUa detta superficie. 
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Pe r  ottenere era la cu rva tu ra  delia superfieie qo - -cos t . ,  
basterk de te rminare  la cu rva tu ra  della forma differenziale 
binar ia  

A_~dR I -I- R ' d 0  ~ 

ehe esprime il quadrate  dell 'elemento l ineare della de t ta  su- 
perficie. 

Ot teniamo eosl i~) 

1 
(9) % - -  A R  a R  A ~ 2 R  OR 

Osservazione.  - -  La  proprietk  r i levata  poc 'anz i  per  le su- 
perficie ~0 ~ cost. si pub enuneiare  dicendo ehe queste super- 
fieie sono geodeticlle per ogni lore punto. Anzi non solo a tali 
superfieie meridiane q~ = cost . ,  ma, per la s immetr ia  attorno 

ad 0 ,  la stessa propriet~ di esser geodetiche compete a tutte 
le superfieie, the eorrispondono a piani euclidei passanti per 
il e~utro O'.  Ne eonsegae che gli spazi S simmetriei  at torno 

ad un punto 0 ammet tono ~ ~ superfieie geodetiehe passanti 
tut te  per  0 iG). 

4. - -  Pe r  caleolare era  to( usufruiremo della formula  (37) 
a pagina 373 delle citate Lez ion i  del Bianchi, la quale formula,  
notando the  il K del Bianchi altro non b c h e l a  cu rva tu ra  

I IR '  delle sfere di centre 0 e ehe il Ko ~ il nostro %,  si pub 
presentare  sotto la forma 

1 1 
(10) t~ = R i R ,R ,  ' 

15) L. Bianehi, l. e. (19), form. (18), p. 93. 
~') Ci5 si poteva rilevare auehe dall'espressione del lore elemento li- 

neare, il qual~ rientra, come sarebbe facile eonstat, ro, nel tipo generale ea- 
ratterlstieo per gli spazl a tre d,mensioni, ehe anamettono delle s perfieie 
g,Jodetiehe dipendenti da due parametri, assegnato da J. Hadamard [Sur 
los dldments tindaires ?t plusieurs dimensions, ( Bulletin de Sciences Math4- 
matiques, t. XXV, 1901, pp. 3"/-40). 
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essendo R, ed R 2 i raggi prineipali di e u r v a t a r a  delle sfere 
stesse. 

So indichiamo ,7) con do s e ~( la p r ima e la seconda forma 

fondamentale  della sfera E passante per P, la cttrvatt tra di una 
linea geodetica di Z g data dal rapporm x / d o  ~ ,s). 

I I  d V  dello spazio S ha, come sappiamo, la forma geo- 
detica 

d P  = d g  ~ + R '  (dO ~ + s in  ~0dq0 ~) , 

c o n  
d g = A d R  . 

II  quadrato dell 'elemento lineare della sfera E g invece 

da  ~ - -  R s (dO ~ -t-  sin s 0 d :~s) , 

ehe. rappresenta  la p r ima forma fondamentale.  
Si consideri ora la sfera geodetiea ,nf in i tamente  vieina at- 

t r ibuendo a g u n  incremento it~finitesimo 8g~---e (con z co- 

stante infinitesima): nel passaggio dalla pr ima alla seconda 
i l d a  ~ subisce una var iazione ~ d a '  data da 

) 2 d a S ;  8 d a S ~ - 2 R $ R  d 0 2 - I - s i n S 0 d ~  ~ - - - S R  �9 R, 

m a  

per eui 

A ~ R - -  ~g = s , 

2 ~  
8 d a  ~ __ d a  ~ . 

A R  

D'a l t r a  parte, avendo indieato con X la seconda forma fon- 
damentale ,  si ha '~) 

d a  ~ = - -  2 eX 

~') Le eonsiderazioni che seguouo sono tutto basate sul contenuto del 
w 164, pag. 357 delle citate Lezioni del Bianchi. 

is) L. Bianehi. 1. a. (12) form. (33"~ p. ~:66. 
19) L. Bianehi, 1. c., (lI~ form. (ITS), p. 359. 
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e cosl dal confronto di questa con la precedente segue tosto 

X 1 

do ~ A R  

Poichb questo rapporto dipende dal]a sola P~, i raggi  prln- 
cipali di eu rva tu ra  della sfera Y~ sono eguali t ra  lore e si ha 
quindi 

1 1 
R, R, - -  A ~ R ~ " 

L a  (10) diventa di eonseguenza 

1 1 
(11) to, _ R '  A ~ R '  - -  R ~ I " 

5. - -  Sostituondo nella (8) i valori  di % ed % trovati  [for- 

mole (11) e (9) r ispett ivamente] si ha 

1 1)'I 

da cui integrando e indicando con ~ una costante di integra-  

zione 

1 
(12) A s - -  

- -  1 - - a / R  

6. - -  :Passiamo era alia determinazione della funzione V, 

per la qual cosa ei serviranno, come fu detto, le (7). 
Rieordiamo in primo luogo, che quando il dP dello spazio 

ambiente ~ ridotto alia forma 

8 
dl* ~ Z i His d %  s , 

1 

se le conseguenze principali sono normali, come nel nostro case, 
valgono per le ~r del Ricei lc forme canoniehe 
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Per il nostro dl '  [form. (5)] si avr~: 

13) 

a ~ k : 0  ( i : # : k )  ; ~ , , - - A ' R -  ~ ; 

1 1 
c t , , - - - - ~ R  ~ (~ - ) '  ; %s~----- 2 R s i n ' 0  ~ ( 1 )  ' 

Per determinate era l'espressione delle V~k prooediamo nel 
mode seguente. 

Si eonsideri la funzione 

3 

f : -  Y~i V~ :i'i , 
I 

risguardando le xi come funzioni del parametro t ,  ehe veri- 
fieano le equazioni delle geodetiehe. 

Per la d f  (sostituendo ad ogni ~ il vhlore fornito dalle 

dette equazioni) si ha allora l'espressione .o) 

(18) d f  __ a . 
d t ~  1 

Prendiamo era in partieolare x, = R , x, --- 0 , x s = ~0 ed 

f = V ' ~  ; 

si ha ovviamente 

(15) d___f _ V"I~' + V'R 
d t - -  

Dalle equazioni delle geodetiche si pu6 ricavare R espresso 
per le derivate prime di R, 0, q0~ basta serivere la equazione 

~o) Questa espressione si ottlene immediatamente dalla form. (2) del 
cap. V, dol l.c. (14), nella quake formula si ponga X(i) = 0 c si tenga 
inoltre conto della espressione eho compete allo derivate seconde covarianti 
di una funzione. 
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di Lagrange relativa al parametro R ,  nella quale, come ab- 

1 d l  '2 Si ottienc im- biamo notato al n. 3, si ponga T - -  2 dt:  " 

mediatamente 

~, = A' ks R - -X-  + X -  , ( ~ ' +  si~O ~e) 

e la (15) diventa di conseguenza 

Dal confronto dl questa espressione con la (14) (siccome 
l ' identit~ deve sussistero qualuuque siano i valori iniziali - -  
e qaindi anche generici - -  delle x c delle ~) si ha 

(16) 

V r A w 
V~k---0 ( i = ~ k )  ; V . ~ - V "  A 

RV f RV' 
Vt~ - -  _h~ ~ V~3 ~ -A~- sin ~ 0 

Ed ora tenendo presenti le (13) e (16), prendiamo a con- 
siderarc lo equazioni (7). Si constata~ con tutta faciliti~ che 
sono identicamente soddisfatte quelle per cui si scelga i diverso 
da k e che l'equazionc per i~---k:= 3 b identica a quella che 
si ottienc facendo i ~ k-~- 2. Restano cosl le due uniche equa- 
zioni 

(17) ~ R ~ - I - ~  V" A ~--0 ~ 2 0 R  - - V A '  " 

Dalla seconda, mediante una quadratura~ si ha 

(is) 
( ~  

~ 2  _ _ .  _ _  

A' 
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(con c 2 eostante di integrazione) ossla, per la (12), 

(19) 

Con questa espressione di V l a  prima delle (17) risalta iden- 
ticamente soddisfatta. 

Per  l' ipotesi che l ' intensit~ del campo fisico vada attenuan- 
dosi a l l 'c~,  rieordando poi il signifieato di V,  dalla (19) si de- 
duce che c si deve interpretare come la velocit~ della lace nello 
spazio euclideo. 

7. - -  In eonclusione di quanto precede possiamo affermare 
che il ds  ~ del nostro spazio fisieo 

,COIl 

ds  2 ~ V j d t  ~ ~ d P  

d l  2 - -  A~dR ~ -I- R 2 (dO ~ --[- sin~0 dr j) , 

ed  ~ costante a priori arbltraria. 

Osservaz ione .  - -  :L'espressione rieavata in questo w per il 
ds  9 di ano spazio simmetrico attorno ad an punto 0 (e che 
contiene una sola costante a priori indeterminata) ~ stata de- 
dotta supponendo che ]a massa perturbante fosse sehematiea- 
mente concentrata in O. Ma ~ facile convincersi eho essa 
valida, nello spaz io  esterno a l la  m a s s a  p o t e u z i a n t e ,  anche so 
questa, inveee di essere ridotta ad un punto, oecupa an campo 
sferieo di eentro O, purch6 la distribuzione, entro la sfora, sod- 
disfi aneora alle condizioni di simmetria. Infatt i  l'espressione 
fna le  del nostro ds  ~, in  u n  generlco T u n t o  esterno a l la  m a s s a  

po t enz ian t e ,  si deduce come necessaria conseguenza delle equa- 
zioni differenziali (6) e (7), assoeiando ad esse unicamente con- 
dizioni di simmetria e di comportamento all ' infinito. La  ha- 
ta ra  del nueleo centrale inflairebbe invece essenzialmente sul- 
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l'espressione del ds * nei punti interni, nei quali al posto delle 
(6) e (7) varrebbero pib. generalmente It (I) e (I[) con le de- 
terminazioni dtlle T,.k, ehe eonvengono alle speeiali eondizioni 
delllambiente oeeupato dalla materia. Se questa si supponesse, 
in partieolare, distribaita a stcati toneentrici t sottoposta a 
pressione normale, si dovrebbe r i tener t  

Too=-t~?;  T , I = T * * = : T 3 3 - - - T  , 

con ~t (densitb~) e T (pressione) funzioni della sola R e 

T,k~-~O per i=~=k . 

w IV. 

Moto di un punto materiale.  

l .  - -  Seeondo Einstein, le equazioni del moto di un punto 
materiale in uno spazio fisico, si cumpendiano nel prineipio va- 
riazionale 

d s  = o (20) 

quahmqut  sia il ds ~ quadridimensionale. 

/ dl') 
:Posto L :  I /V ~ - v  ~ ~ V ~ = d p  ' la (20) si serivt~l)  

~ f L d t ~ O  

e mostra the le eqfl~zloni differenzlali del moto rlentrano nel 
tipo generale di Lagrange. Qaando L non dipende esplicita- 

~l) T. Levi-Civita, 1. % (6), w 3, p. 464 e seg. 
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mente dal tempo t ,  come aceade ogni qualvolta si tratta di 
fonomeni statlei 7 si ha il note integrale primo 

3 OL 
(21) E i x r  (Vo costante) x a~r 

la eostante Vo risultando necessariamente negativa e in valore 
assoluto maggiore di V per i moti che seguono con velocitg 
v < V ,  che sono i soli che hanno interesse fisico ,). 

Sempre nel case statieo, le eose si specifieano in mode pill 
espressivo grazie a un teorema, dovuto al Levi-Civita, ~) seeondo 
il quale le traiettorie di un panto materiale eoineidono con 
quelle di un ordinario problema meeeanieo conservative, nel 
quale: la forza viva T* 

1 d l  "~ 
T * - -  

2 dt  *~ ' 

dove d l '  ~ il quadrate  delt'elemento lineare dello spazio S e 
t* una variabile ausiliaria che lunge da tempo; la funzione 
delle forze (limitandoei a considerare moti nei quali la velo- 
citg del punto b minore di V) 

%. c"(1 1 ) 
= 2  V ~ Vo' ; 

l 'energia totale ~ nulla. 
Le equazioni ehe reggono il mote del punto non sono dunque 

ehe le equazioni di Lagrange  nelle quali la funzione lagran- 
giana 

L*= T* q- ~r  , 

equazioni poi, che si compendiano nel principio variazionale 

(22) 

"") T. Levi-Civita, 1. % (6), p. 467. 
"J) T. Levi-Civita. l. v., (6), p. 468. 
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2. - -  Pr ima di procedere dimostriamo eho il dP dello spazio 
ambiente si pub presentare sotto la forma 

d P  - -  H* dl'* , 

indicando con dl' relemento lineare dello spazio euclideo S' 
( introdotto nel w I I )  e con H una funzione della so l a r  (raggio 
vettore di un punto nello spazio S' ). 

A tal uopo baster~ dimostrare che si possono determinare 
t~ ed r in modo the 

A ~ dR' q-- R* (d0' q-- sin*0 d~0 *) ~ II~(r) { d r '  -t-  r '  (dO' -+- sin s 0 dq0') }, 

per la qual cosa baster~, the sia 

(23) II  �9 r "-- R , 

e quindi 

(24) 

t t  d r  ~ A d R  

d r  A d R  
r R 

Ora si ricordi che [vedi form. (12) e (18)] 

c 1 
A - -  

v - 1 / ~ -  ~/R ' 

per cui, posto 

(2~) v = ~ = r 1 - ~ j R  
C 

risulta 

(26) R _ 
1 _ ~  ~ 

e, dopo una semplice quadratura,  dalla (24) 

(27) r __ 1 - - ~  ro , (% costante) . 

Con cib risulta dimostrato il nostro asserto. 
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Dalla (23) si ha 
R 

H ~ - -  
9" 

ossia, per le (25), (26) e (27) , 

(28) H = 
ro ( 1 + V[c) ~ 

Dalle (26) e (27) ricaviamo pure ehe R b esprimibile per la 
sola r e quindi che W (dipeadente soltanto dalla R)  si pub 
ritenere funzione della s o l a r .  

Cib premesso, l 'equ~zioue variazioaale (22) si pub mature 
nell'altra 

dalla quale si deduce, ~) the le traiettorie del punto materiale~ 
nel nostro spazio fisieo, coincidouo con quelle di un punto mo- 
bile nello spazio euchdeo, sotto l'azione del potenzlale W H  ~ 
(con energia totale nulla). 

Da qui l ' importante conclusioue, she, essendo il potenziale 
dipendente dalla s.ola ~', il mot,) ~ centrale e quindi in partieolare 
piauo (in un piano passante pel centro di forza). Questo piano 
si pub evidentemente assumere come piano equatoriale del si- 

sterna di eoor&nate polari 0, ~.  Con ci5 risulta 0--= = 2 du- 

rante tutto il movimento e ei si trova ricondotti ad un pro- 
blema con due gradi di libertb.. 

3. - -  Ritornaudo ora allo spazio ambiente S,  segue da 
quanto precede, che la traiettoria del punto mobile appart iene 

7g 

tutta alla superficie 0 : 2  (corrispoudente al piano equato- 

riale deHo spazio S') passante per il centro di attrazione 0 . 

2~) Cfr. per es., P. Appell, Traltd de mdca,r rationelle [Paris, Gau- 
thier-Villars, IIIe edit. 1909] V. I ~ n. 487. 
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Abbiamo per tal modo (indieando d'ora in poi col punto 
sovrapposto derivate rispetto a t*). 

e di eonseguenza 

I(R  ,) 
L * = 2  A S -4-R * -~- ~ V, ~fo, 

Essendo A e V funzioni della sola R~ 

quindi dalla equazione di Lagrange per qo 

d aL* aL* 
- - - 0 :  

dr* a~ a~ 

si ottiene 

ossia 

aL* 
--  C ~ (C costante) a~ 

si ha ~ L *  
acP 

_ _ 0 e  

(29) R ~ ~ - C  . 

Questo integrale, nella nuova teoria, corrisponde all'inte- 
grale delle aree: nel seguente n. 5 vedremo quale ne sia l'in- 
terpretazione geometriea. 

Per ora aggiungiamo alla (29) l'integrale delle forze rive, 
ehe sussiste per ogni sistema lagrangiano~ rieordando che deve 
ritenersi nulla l'energia totale 

(30) + - - ~  v' vo' = o .  

4. - -  Prima di procedere apriamo una breve parentesl per 
determinare la relazione che corre tra il tempo vero t e i l  
parametro ausiliario t*, o~ pib. preeisament% tra i differenziali 
delle due variabili. 

Serie VI.  Vo/. X I V  :J 
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L'espressione di dt ~ la seguente ~s) 

dl  / u  1 
d t = - v -  1 1 - - -  - ~  VoQ 

L'espressione di dt* pu6 esser desunta dall'integrale delle 
forze r ive (30)~ il clua|e pub scriversi sotto |a forma 

dl ~ c~ ( V ' )  
d t * ' ' - - ~  1 - -  Vo, ' 

da cui ( w) d t * ~  -" dl  V 1 - -  - ~  
c -z  V~; 

Dal eonfronto di queste due espressioni, rieordando [cfr. for- 
mula (18)] che 

C ~ 

segue la relazione eercata 

(31) dt - -  A'  dt* . 

5. - -  Vogliamo era vedere come si interpreta l'integrale 
(29). Questo integrale, attesa la relazione (31) test~ determinata, 
assume l'aspetto 

dqo 
(32) r d ~  = G , 

dove abbiamo posto 

~ = A 'R  ~ . 

~5) T.  Levi-Civita,  1. c., (6) ~ 3 e, p. 467. 
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1 
Sebbene si conosca il significato dell ' invariante 

A R  
nello spazio S [eft'. n. 4 del w  giover~ dedurne il si- 
gnificato invariante rispetto alla varietb~ a due dimensioni 

7~ 
0---  2 , c h e  6, come sappiamo [w III ,  n. 3], geodetica rispetto 

ad  ogni sue punto e nella quale 6 tutta eontenuta la traiet- 
toria del punto mobile. 

]~ note ~) ehe se 6 data una varieth V s di elemento li- 
neare 

E d u  ~ -q- G d v  s , 

la eurvatura  geodetiea per le lineo u- - -cos t .  

espressione 
1 ~ 1/~ 

1/EG au 

6 data dalla 

Se il quadrate dell'elemento lineare della V. ~ delia forma 

(33) A'  d R '  q- R 2 dqo ~ , 

ne segue, ehe, per le linee R ~ cost., si ha la curvatura  geo- 
1 

detica - -  - -  
A R "  

Poiehb la (33) 6 la determinazione metrica della superfieie 

0 - - - ~  ~ se ne inferisee che t9 ~-- - -  A R  si deve interpretare 

come raggio di curvatura dei circoli R----cost. appartenenti 
alia detta superficie. 

Ritornando alla (32), ne coneludiamo ehe durante il  mote 

sl mantiene costante il Trodotto della velocit~ angolar~ del mo- 
bile pe~ �9 il quadrate del raggio di curva tura  del circoli R ---- cost. 

Osservazione. - -  L ' in tegra le  delle aree in un mote piano 
nello spazio euelideo si pub ovviamente interpretare sotto una 
delle tre forme seguenti: 

,8) L. Bianehi, I.e., (12), w 84. 
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1. - -  I1 raggio vettore the  va dal centro di attrazione 
al punto mobile descrive aree proporzionali ai tempi impiegati 
a pereorrerle. 

2. - -  Durante il moto, si mantiene c~stante il prodotto 
della velocitg angolare per il quadrato del raggio vettore. 

3. - -  Duranto il moto, si conserva costante il prodotto 
della veloeitg angolare per il quadrato del raggio di curva tara  
del circolo q---cost ,  appartenente al piano del meto. 

Nella nuova meeeaniea di Einstein, il prineipio di propor- 
zionalit~, tra aree e tempi non si conserva e l ' integrale, cor- 
rispondente a quello delle arce, ammette invece un 'unica  in- 
terpretazione e precisamente quella corrispondente alla terza 
forma sopra enuneiata ,7). 

6. - -  Nella metrica dello spazio fisico entra, come abbiamo 
visto, una costante :r t h e  a priori deve ritenersi arbitraria.  
Vediamo ora di fissarne il valore. 

Possiamo, in primo luogo, precisarne il comportamento qua- 
litativo. 

L a  rel~,tivitg generale t rova la sua base nel postulato fon- 
damentale, che la metrica dello spazio ambiente risenta una 
influenza da parte dei fenomeni fisiei~ che vi si svolgono. Tale 
influenza, pur non cssendo nulla, deve ritenersi, in base alle 
nostre intuizioni~ molto piccola, il che importa a ritenere il ds ~ 
dello spazio quadridimensionaI% quale eonviene all 'ipotesi fi- 
sica di una massa (sehematicamente) coneentrata in O~ molto 

27) Ci permetta il lettore di richiamare la sua attenzione sulla inter- 
pretazione geometrica deli ' integrale (29) [o (32)]. Eg|i noters che tale in- 
terpretazione 6 invariante di fronte alia variets nella quale sl svolge il 
fenomeno. 

Di regola sono soltanto le interpretazioni intrinseche che hanno effet- 
tivo interesse. Altr% puramente convenzionali, dipendenti dalla seelta dei 
parametri di riferimento, possono bensl essere suggerite da semplifieazioni 
formali, ma danno facilmente luogo ad equivoci, ed 6 quindi preferibile 
evitat'le. Questo, in sostanza, fu gi~t notato da Hilbert [l. c., (4) p. 10 dvl- 
l'cstratto] e ulteriormente, in una nota critica, da E .B. Wilson [Generalized 
co-ordlnates, relativity, and gravitedion, (The Astrophysical Journal, 
V. XLV, n 4, May 1917, pp. 244-253)]. 
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prossimo alla forma euclidea propria della meccanica relativi- 
stica c ~ dt ~ -  (da:~A - dy" A-dz ' ) ,  almeno a distanza sufficiente- 
mente grande da O. L'espressione effettiva di tale ds ~, gib~ as- 
segnata fin dal w  n. 7, mostra the per ~ - -  0, esso si riduce 
rigorosamente alla forma eaclidea. Siccome questa costante :t 
intcrviene nei coettlcenti (A e V) pel tramite del rapporto ~]R, 
cosl siamo tratti a ritenere molto piccola questa frazione. 

Poich~ poi 

dR 
d g = A d R - - ~ l _ _ ~ / R  ' 

per ~ - - -0  il paramctro R relativo ad un punto t ) di S, si 
riducc alia distanza geodetic/~ di P da O. In prima approssi- 
mazione potremo quindi, per 1' ipotcsi sopra specificata, ritencre 
R molto vicino a tale distanza geodetica. 

La restrizionc qualitativa the sia piccolo il rapporto a i r  
equivale pertanto all'essere rilcvante, ris2etto ad ~, la distanza 
geodetica da O.  

Con tale ipotesi i punti della sfera geodctica t~ = ~ che 
1 

risultano singolari per il ds ~ (il coefficiente A - - ~ / 1 -  :r 

vi divicne infinito e i l  coefficiente V ~ c ]/1 - -  :r zer% di or- 
dine i]~) cadono manifestamentc fuori della rcgione da considc- 
rare. Converr~ anzi limitarci a valori cosl graadi di R~ ch~ 
q'isTetto ad essi (% se si vuol% alle corrispondenti distanze geo- 
dctiche) la sfera singolare si To~sa tranquillamente confoadere 
collo st~sso Tunto O.  

A questo patto diviene effettivamente legittimo risgaardare 
la metrica trovata come rispondente alle circostanze fisiche da 
cui si parte, nella traduzionc delle quali gi~ si assimila ad 0 
tatto an intorno di O.  

Vuol dire ch% facendo una qualsiasi applicazione concreta~ 
dovremo a posteriori assicararci che a i r  risulta effettivamente 
assai piccolo in tatto il campo a cui ci si riferisce. 

Prcmesso tutto cib in linea concettuale~ rimane senz'altro 
intes% nei rigaardi numerici~ che :r va trattato come una 
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frazione cost piccola, che il sue quadrate riesca assolutamente 
inapprezzabile. 

7. - -  Ora applichiamo al nostro case un'osservazione ge- 
nerale del Levi-Civita is) concernente i ds ~ prossimi alia form~ 
euclidea (il divario essendo di primo ordine). L'osservazion~ 
b, the so 

V - -  c (1 + ~,), 

con 7 quantitk di prim'ordine, il mote einsteiniano definite 
dall'equazione variazionale (20), si identifica, in prima appros- 
simazione, con il mote di un puato materiale (hello spazkr 
euelideo e secondo le leggi della dinamica ordinaria) sotto 
l'azione di una forza conservativa di potenziale unitario -- c ' y .  

f M  [ f  costante di attrazione universale ed M massa Poich~ ~ - -  

solare] b la forma di potenziala newtoniano, che competerebbe- 
�9 d 

al mote del~nostro punto rmondotto allo schema ordinari% cosi~ 
nel suaccennato ordine di approssimazion% dovremo ritenere 

- - c ' y =  --R-- " 

e r a  da [form. (19)] 

V - - e  l/1 - - a i R  , 

ricordando cho a i r  va trattato come quantitg di primo ordine r 
appariscc ehe V si pub presentare sotto ]a forma 

da cui risulta ch% nel nostro cas% 

Y - -  2R 

l~) T. Levi-Civita, I.c., (6), w 4 ~ n. 1. 
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Confrontando le due espressioni di y,  si ottiene per la co- 
stante ~ l'espressione 

2 f ~  (34) ~ 
C 2 

8. - -  Possiamo ancora aggiungere, ehela  singolaritk R-~- 
eade a circa 3 kin. dal centro del sole. Infatti si indiehi con d 
la distanza media sole terra e con v la velocit~ di traslazione 

della terra. Po i eh~f .  ~ - - -v  ~ risulter~ 
d 

,V s 

~ = 2 -  ~ , . d  

l~a all'incirea b v ~ 30 km.[s~c.; c - :  30  X 10 ~ km.[sec.; 

d - -  15 X 107 kin. e quindi 

a - -  2 X 1 0 - S X  15 X 10~ kin. = 3 kin. c .d.d.  

Ed ora ei sark facile provare che, avendo di mira 1o studio 
del moto dei pianeti attorno al sole, sono soddisfatte le con- 
dizioni qualitative richieste per il rapporto ~]R [eft'. n. 6], per 
eui si dovranno ritenere senz'altro soddisfatte le riserve spe- 
cificate intorno al campo fisieo nel quale deve svolgersi il fe- 
nomeno. Infatti, considoriamo pure il pianeta pilk vieino al sole, 
eiob Mereurio: poiehb la distanza media di esso dal sole risulta 
egualc a circa kin. 0 ,38 X d ,  il rapporto a]R si aggira intorno 
al valore 3]0,38 X 15 X 107 (all ingrosso 5 X 10-s).  II qua- 
drato di questo valore ~ davvero inapprezzabile. 

9. - -  Apriamo ora uua parentesi per determinare l'energia 
E del punto mobile e preeisamente dimostriamo the essa non 

altro ehe il primo membro dell' integrale (21) moltiplicato 
per - - c  e the si ha quindi 

con che si viene a preeisare il significato della costante Vo.  
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A tal uopo ricordiam% in primo luogo, ehc 

(35) - -  c i ~'i ~ ~ 

l'espressione ehe conviene, nello schema relativistieo elemen- 
tare, all'energia, per unit~, di massa, di un sistema la cui fun- 

zione lagrangiana b L - - 1 / c ~ - - v  ~ . Per rieonoscerlo sotto la 
forma abituale basta notate ehe dipendendo L dalle a~ soltanto 
pel tramite di v ,  

s o L  0 L  - -  v~ 

1 a ~Vi 0 v ~/c 2 - -  v ~ 

per cui l'espressione (35) si riduce a 

(3 3 

~C s _ _  V s 

che si assume effettivamente come l'energia del sistema sud- 
detto 29). 

Ors nella relativit~ generale la funzione lagrangiana non 

proprio ~/c ~ - -  v' , bensl ] / u  -- v' (che alia prima forma si 
riduoe in prima approssimazione). Tuttavia durante il mote si 
h a  a n ( ~ o r a  

- - c  l~i'~# -'=-Oxi~L __ L I _ _  - -  c Vo "-- cost. 

ed b naturale quindi estendere l 'interpretazione di questo in- 
tegrale al case generale, ritenendo cosl il primo membro (ehe 
eonserva valore costante durante tutto il movimento) quale 
espressione dell'energia per unitk di massa di un sistema nella 
relativitb, generale, c . d . d .  

,9) Cfr. M. Laue, Das Relativ~t~tsprinzip, [Braunschweig, Vieweg, II 
Aufl., 1913] w 28, p. 184. 
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10. - -  Ricordiamo aneora che dalla meccanica relativistica 
e dai fenomeni di radioattivitb, si b indotti a ritenere come 
parte integrant% anzi preponderant% dell'energia di un sistema 
qualsiasi, quella che ~, per cosl dire, immagazzinata nella ma- 
teria~ e ehe ammonta a c ~ per ogni anita di massa. Pereib, pel 
nostro punto, l 'energia (unitaria) non i n t r i n s e e a -  quella cio~ 
che deriva dal mote e dalla presenza del c a m p o -  che pure 
si eonserva durante il movimento, vale 

~ c V o  - -  C ~ . 

Cib premesso, si rieordi che nell 'ordinaria meccanica new- 
toniana, per un punto di massa 1~ attratto da una centre di 
massa ]~ ,  il quale deseriva un 'orbi ta  ellittica~ l 'energia totale 
(einetiea e potenziale) vale 

fM 
2Re ' 

essendo Re il semiasse maggiore dell'orbita. 
Ne viene che, introdueendo una costante Re mediante la 

posizione 

(36) - -  c Vo - -  c ~ - -  f M  
2Re ' 

Re caratterizza le dimensioni di un' ipotetica orbita ellittiea 
per eui [con f M  ~---c'a]2 a norma della (34)] il mote keple- 
riano risulta isoenergetico al mote einsteiniano. 

11. - -  Veniamo era alia determinazione della equazione 
della traiettoria deseritta dal mobile. 

Si ponga 

o, eib ehe ~ 1o stess% per la (34), 

2fM ~--- .  
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Per  questa posizione dalla (36) si trae 

~ ( ) (37) ~ =  1 - - ~ ] 4  

Si consideri ora I~ come funzione del parametro t* per  
il tramito dell'angolo ~ ;  poich~ 

d R  
= d ~  ~ , 

la (30) [a norma anehe delle (18) o (37)] diventa 

(A'(dR~ 2 R~ --- - (1--614 t " t ' ~ +  I~" ~ ~ ' -  ) '  

Questa cquazione poi, per la (29) o la nuova posizione 

RO 

si pub mettere sotto la forma 

con 

Ro' C' t 1--6U t (39) ~ (u) = - -  u '  (1 - -  6u) -t- ~ 1 (1 - -6/4) '  

La  (38) g l 'equazione cercata. 

12. - -  Si noti era the d/(u) ~ un polinonio di 3 ~ grade 
in u ,  nel qualc il coefficiente di u s b 6. Se si indicano allora 
con uo ~ u I , u le tre radici di tp (u) si avrk 

(40) r (u) ---- ~ ( ~ -  u )  (u - -  uo) (u, - -  u) 
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e se si suppone che il valore iniziale di u sia compreso tra 
le due radiei Uo ed u I (con ehe queste radici corrispondono 
alia minima e massima distanza a cui giunge il pianeta dal 
sole), rangolo apsidale b dato notoriamente dall ' integrale 30) 

(41) 

U! 

e=fva  , tp (u) 
U 0 

2 3 . -  Ed  era fra tutti i moti kepleriani isoenergetici 

f M  (l 'energia totale e s s e n d o - - ~ o )  al mote eiasteiaiano [con- 

fl'onta n. 10] prendiamo a considerare quello per cui la costante 
delle aree risulta eguale a C.  L'equazione della corrispon- 
dente traiettoria ellittica b allora notoriamente 31) 

con 

(42) - - - -  

f R o  M 
C, 

(2u - -  2) , 

od anehe, essendo 3,) 

(43) f Ro M _ 2 
C* 2 - - e  ~ 

(e eccentriciti~ dell 'ipotctiea orbita ellittica)~ 

1 
(44) tpo (u) -~ - - u "  t -  ~ ( 2 u  - -  1) . 

8o) Cir. per es. L. Lecornu, Cours de mdcanique, [ Paris, Gauthier- 
Villars, 1914] T. I, n. 236, p. 303. 

,l) F. Tisserand, Traitdde mdcanique cdleste, [Paris, Gauthier-Villars~ 
1889] T. I, p. 98. 

,2) L.  e. (31) p. 99. - -  Rimandiamo alla Meccanica celeste del Tisscrand, 
perch6 le formule vi sono riportate proprio sotto l'aspetto materiale a cui 
noi ci riferiamo. Sostanzialmente si potrebbero per6 trovare in qualunque 
trattato di meccanica razionale, per es. in quelli italiani di Burgatti, Maggi, 
Marcolongo. 
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Mostriamo era che per , ~ - 0  il poliuomio + (u) si riduce 
a ~bo (u) ,  ossia the il mote einsteiniano si riduce a quell'ipo- 
tetico mote kepleriano prima considerate. .h_ tal uopo basra 
serivere la (39), tenendo presente il slgnifieato di e ,  sotto la 
fo rn l a  

(45) , I,,I = -  (1 - ,,,I + f r o  2 t 1 1 - I 
C' , ( 1 - - s / 4 ) '  " 

Per  r = 0 ,  applicando al seeondo addendo d e l  seeondo 
membro la regola dell 'H6pital,  si trova immediatamento 

[4> ( ~ ' ) ] , - o  ----- +o (u) . 

Da cib si deduce che, in prima approssimazione, l 'orbita 
einsteiniana coincide con l 'orbita kepleriana ausiliaria. Gli ele- 
menti  dell 'una differiranno quindi dagli elementi dell'altra solo 
per  quantitg infinitesime. In particolare Re si potr~ interpre- 
tare come semiasse maggiore di quell 'orbita planetaria. I1 nu- 
mere ~ --- aJRo risulter~, per  tal mode piccolissimo ed anzi tale 
da  poterne traseurare i quadratl  [cir. n. 8]. 

14: - -  Dalle deduzioni del n. preeedente risulta pure che 
le due radicl del polinomio +o (u), che caratterizzano - -  come 

note - -  la distanza afolia e perielia del pianeta jpotetieo, 
dovranno ritenersi assai prossimo alle due del polinomio ~b (u), 
che, nel n. 12, abbiamo chiamato uo ed u I. 

I1 detto polinomio Sb(u) ~ di 3 ~ grade ed ammette una 
terza radiee ~ .  Tenendo presente la circostanza the t~ ( u ) ,  

per ~ ~---0, si riduce al polinomio di seeondo grado t~o (u ) ,  

b facile discriminare questa terza radiee. Basta pensare ehe 
4o(U) si pub r iguardare come un polinomio di 3 ~ grado in 
cui il eoeffieiente di u 3 b zero, e come tale dotato di tre radiei 
di cui una infinita. La  ,'/7 rappresenta pertanto quella delle 
radici di ~ (u) ehe diventa infinita per s ---- 0 .  Le  altre due de. 
vono manifestamente r imanere finite per ragioni di continuith. 

Posto z u  - -  z ,  requazione ~ (u) - -  0 [dove ~b (u) ~ dato dalla 
(45)] diventa 

2~ t 1--z I (46) z 3 - -  z' -t- 1 - -  e - - - - - ~  1 (1 - -  ~/4)' = O, 
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ehe per e - - -0  ammetto la radiee semplice z---~ 1 e la radice 
doppia z -~-0.  Ne segae, per il teorema genorale dells funzioni 
implieite, ehe la (46) ~ atta a definire univoeamente, come fun- 
zione regolare dl % quella radice ~ she si riduee all 'unitk 

7. 
per ~--- 0 .  In base alia posizione eu  ~--- z~ sarb~ senz'altro 

la eereata radiee ~ .  
Daeeh~ ~- b funzione olomorfa eli e, egaale ad 1 per s ~ 0 ,  

si pu6 svilappare seeondo le potenze d i ~ .  Traseurando s ~, si 
ha semplieemente 

~ - - -  1 q - z ~  

e, sostitaendo nella (46), si rieava per il eoeffloiente ~ l 'espres- 
sione 

2 
~ - "  1 - - e  ~ " 

Otteniamo eosl, per la radiee u ,  il valore approssimato 

(47) srh --- 1 
2s 

1 - - e "  

1 5 . -  Determiniamo era l'espressione dello spostamento 
6~ del perielio di un pianeta. Partiamo, a tal uopo, dall 'inte- 

grale (41), che d~ l'angolo apsidale e poniamo 

ze t -1- ~ o  Uj  - -  Uo 
(48) u = 2 2 cos v . 

D~ qlXt 

1 (% w Uo)~ sin ~ v (~ - -  Uo) ( ~ ,  - -  u )  - -  ~ 

e qaindi 

1 
d u  -=- ~ (Uo - -  u,)  sin v dv 

d u  
---=dr . 

I/(u~uo) (u l--u) 



46 A. P~iLATIiNI 

Mediante questa sostituzione la (41) divefita 

77. 

o 

avendo tenuto eonto della (40). 
Prendendo ora per ~ il valore approssimato (47) si ha 

f i  dv _ 2s 
Q'--  / 1 1 - - e '  su 

e traseurando aneora le potenze di ~ superiori alia prima, 

7r  

d v 1 -4 -  l __ e~--~ -4.- -2 u 
o 

e quindi, in base alia (48), 

g~ - -  ~ 1 -t-- 1 - ~  e--' -4- 2 (% -!-  Uo) 

1 
Poich~ la semisomma ~ (u I -t-uo) ~ moltiplicata per r 

nell'ordine d'approssimazione in cui ci siamo messi, potremo 
ad essa sostituire il valore che le compete nel caso newtonian% 

1 
cio~ 1---~e:' come risulta dall'a espressione (44)  di 4o (u). Si 

ha in tal modo 

~_~7:  ( l _ l  3 s ) 
2 1 - - e  ~ 
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Ed era lo spostamento del perielio del pianeta ad ogni giro 
complete sark misurato da 

16. - -  Dcterminiamo il valoxe numerico di 86) per Mer- 
curio,  supponendo che l'orbita deseritta dal pianeta sia talc 
che si possa traseurare il quadrate della sua eecentrieit{~. Vo- 
lendo esprimere lo spostamento in secondi di angolo bisogner~ 

6 ~ X 103 
moltiplicare 86)per  il note numero 2= (numero dei 

seeondi contenuti nell'arco di lunghezza eguale al raggio) ed 
avremo cosi 

3 
6)"~  ~ X 6  * X 1 0 3 ~ -  

e r a  ~----- all:to ; ma 

~ 3  kin. (cfr. n. 8) ed Ro---0,38 X 1 5 X l O ' k m . ,  

quindi 

86),,__ 3 X 6 ' X l O 3 X 3  
- - 2 X 3 8  X 1 5 X  105 

Escguendo i calcoli si trova chc 86)" ~ poco pih di un de- 
cline di secondo (per ogni rivoluzione); o polch~ Mercurio in 
un secolo compie circa 420 girl attorno al sole, ne segue, per 
qaesto pianeta, il cclebre spostamento secolare di circa 42 
secondi. 

w  

M t r o  modo di dedurre 1o spostamento del perielio 

di un pianeta. 

Vogliamo ancora ottenere lo spostamento del periello di un 
pianeta ncll'ipotesi chc l'orbita descritta sia molto prossima ad 
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un'orbita sircolare, applieando la seguents formula, ehe d~ Fan- 
golo apsidale 33) 

7g 

(49) = Re r  
3 + ,~ (Re) 

nella quale: (I)(R) b la forza eentrale she sollesita il punto 
mobile ed Re il raggio dsll'orbita. 

L'esprsssions desunta per questa via per 1o spostamento ~ 
non deve naturalmente differire da quella ottenuta prscsdente- 
mente, nella quale si ponga egaale a zero l'eesentrieit~ e.  

Per trovars l'sspressione ehe deve attribairsi a (I) (R) perehb 
il punto mobile dsseriva l'orbita einsteiniana, basta eonfrontare 
la (38), ehe qui ripetiamo sotto la forma 

( du~ ~ u' f R o M  2 f l  1 - - ~ u  I 
~ ]  + (1 - - s u ) - -  C s ~ ( 1 - - ~ / 4 ) '  

con l ' equazione  della t r a i e t to r i a  ehe p rov i ens  dal la  t eor ia  new-  

ton iana  3~) 

d r ] + u == ~i- 2 u~ + c o s t . ,  

nell'ipotesi che il mobile sia sollecitato da una forza eentrale 

avente per eompenente radiale ~ (R)  -~ �9 u-- = F (u) . 

Perehg le due equazioni seritte eoineidano bisogna the sla 

e quindi 

F ( u ) -  3 ~ C' u ' +  f M  
2 Re 3 Re (1 - -  ~]4)' u~ 

�9 (R) _ 3 s C' Re f M  
2R* ~ (l - -  s/4)' R ~ 

8a) Cfr. H. Lamb, Dynamics, [ Cambridge, at the University Press, 1914] 
n. 88, form. (1). 

3~) F. Tisserand, I. % (31) p. 44. 
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Da qui 

Re ~'  ( R )  
r (1~o) 

3s (1  - - a ] 4 ) '  C ' A--fMRo 
- -  - -  4 3 s (1 - -  s/4) ~ C' A- 2 f M  R~ 

Ma per orbite circolari f M  Re = C 2, per cui, trascurando 
in pari tempo le potenze di a superiori alia prima, 

R o e ( R e ) _ _  4 3 e - + - 1  
r (Re) 3 s + 2 

Di conseguenza per l'angolo apsidale ~2 [form. (49)] l'espres- 
sione 

V f ~ . _  r .=:~: 2 - - 3 e  
~/ 3cA-- 1 2-4- 3e 

3 - -  4 3e_4---~ ~ 

e mediante Io sviluppo binomiale, con la solita approssima- 
zione, 

da cui per 1o spostamento del perielio l'espressione 

w 

Andamento dei raggi luminosl  in un eampo gravitazionale .  

1. - -  Mentre nell'ordinario spazio eaclideo la vetocit~ della 
lace (nel vuoto) si ritiene costante e le traiettorie luminose sono 
in conformit~ rettilinee, in un campo gravitazionale velocit~ e 
traiettorie vengono modifieate per l'influenza del campo. 

Denotando sempre con ds * l'elemento lineare dello spazio 
quadridimensionale ehe eongloba spazio e tempo, nolla teoria di 
Einstein la propagazione della lute b determinata dall'equazione 

ds-'-O, 
Serle V1, Vol. X I V 4 
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assieme al principio di Fermat, compendiato nella formola 

~f dt=O. 

In un campo statieo, il ds' ~ della forma (2) ed apparisee 
quindi che la velocitg della luee b in tal caso 

d l  V=~. 

Se poniamo poi 

d l  = H dl'  

con dl'  euelideo, il prineipio di Fermat ~ espresso dall'equa- 
zione variazionale 

8 oC' II d l ' - - - O  
V 

avendo introdotto l'inessenziale fattore costante 1/8 % c~/a per 
una ragione ehe apparirh in segaito. 

Questa equazione ci pro:metre di affermare ~), ehe i raggi 
luminosi eoincidono con le traiettorie di un punto materlale, 
nell'ordinario spazio euelide% sotto l'azione del potenziale uni- 
tario. 

4ro~C ~ H ~ 

O~ ~ V "a 

con energia totale nulla. 

2. - -  l~el campo di attrazione di un'unica massa 5[ con- 
centrata in un punto, essendo il dl  2 molto prossimo alla forma 
etmlide% si pu6 ritenere [cfr. w IV n. 7] 

g = c  (1 + ' r ) ,  

con y quantitk di primo ordine. 

3~) Cfr. I. c. (24). 
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D'al tra parte H ha~ in questo cas% l'espressione (28) o, se 
vogliam% per la precedente, 

1. 
H - -  

ro (2 + 7) ~ 

Trasearando i quadrati  di 7,  potremo qaindi ritenere 

H 2 ~ 

V ~ -  16 ro ~ c ~ (1 - -4~ ' )  

e di conseguenza 

1 C2 U * - - - - -  c27 + 

Ne segue, per quanto ora abbiamo detto, che il principio 
the determina la forma dei raggi luminosi in un campo gra- 
vizionale occupato da un 'unica  massa, si pub enunciare come 
segue: Le traiettorie luminose coincidono, in prima approssi- 
mazioae, con q~elle di un puato mater;ale, nell'ordinario spazio 
euclideo~ sotto l'azione dvl yotenziale unitario 

V ~ ~ e2~ 

e con energia totale 

] C2 

Poiehb va ritenato [cfr. w IV n. 7] 

fM 
Pc~Y=--  R ' 

il potenziale U ha la forma che le compete nell 'ordinaria teoria 
neutoniana e siccome poi l 'energia totale E b essenzialmente 
positiva, ne concludiamo the la lute, in an campo gravitazio- 
nale con un unico centro di attrazione, percorre ann traiettoria 
the nella nostra rappresentazione euclidea ha per imagine un 
ramo di iperbole, il cui fuoco (intendiamo quello interno al 
ramo) ~ occupato dalla massa l~I. 
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Si noti che per essere E grandissimo (rispetto ad U) si pub 
gig affermare ehe la curvatura dell'iperbole ~ piccolissima e ehe 
quindi l'andamento doi raggi laminosi ~ poeo discosto da quello 
rettilineo. 

3. - -  I1 campo gravitazionale sin era quello del sole e si 
supponga ehe sulla terra si possa osservare la lace Frovoniente 
da una stella. Il raggio luminoso avrs la forma di ann iper- 
bole; la lace inveee sembrer~ provenire all'ossecvatore terrestre 
secondo la tangente a questa iperbole e in conseguenza di cib 
la stella, ehe emana la lace, apparirg sitaata in an punto di- 
verse da quello realmente occupato. 

La stella sabisee cosi uno spostamento angolare apparente 
misurato dall'angolo formate dalla suddetta tangente e dal raggio 
terra-stella. 

Praticamente si pu6 ritenere infinita la distanza tra la stella 
e il sole e tra questo e la terra, per cui Io spostamento ango- 
lare apparente risulter':~ misurato dall'angolo esterno dei due 
asintoti dell'iperbole pereorsa dalla luee. 

Questo, a rigore, nell'ausiliario spazio euclideo a cui si ri- 
feriseono le preeedenti eonsidcrazioni, il quale sta in rappre- 
sentazione conforme con lo spazio fisico. Tuttavia il risultato 
finale, eio~ la misura della deviazione angolare the ci interessa, 
si riporta inalterata nello spazio fisico attesa la proprieth fon- 
damentale delle rappresentazioni eonformi. 

Indicheremo con 2~ l'angolo interne e con 28 l'angolo 
esterno di questi due asintoti: si avrg manifestamente 

75 

Cerehiamo era di determinare l'angolo ~, introdueendo la 
minima distanza d del centre del sole dalla traiettoria lumi- 
nosa: per l'applieazione ehe ei interessa d coincide ovviamente 
con il raggio della corona solare. 
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S e a  b il semiasse trasverso della traiettoria iperboliea, 
notoriamonte 3e) 

a - -  2 E  

1 
e nel ease nostr% essendo E - - ~  c ~ 

2 f M  

od anehe per la (34) 

Ora d altro non b ehe la distanza tra un vertiee dell 'iper- 
bole e il fuoeo eorrispondente, per eui, indieando con e Fee- 
eentrieit~ dell ' iperbole ,7) 

d : a ( e - -  1) 

e da qui e dalla preeedente 

e ~ a + d  

Essendo d'altra parte ,~s) 

1 1 
c o s  ' 

risulta immediatamente 

sin 8 -~  

- )  Cfr. Z. % (Sl). 
*') Cfr. p. es. L. Bianehi, Lezlonl di Geomet~ia Analltlca [Pisa, Enrico 

Spoerri, 1915], p. 895 form. (12) per o~'-----a . 
,8) L. Bianehi, I.c., (37), p. 891. 
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Poichb ~t ~ eguale a circa 3 kin. [err. w IV, n. 8], mentre d ,  
arrotoadando le r ~ eguale a 7 X 10 ~ kin., il rapporto ~/d 
si pub eonsiderare come quantitk di primo ordine e si ha cosl 
per lo spostamento totalc A - - - 2 ~  l'espressione approssi~nata 

A ~  
d 

Esprimendo ~ in secondi, si ha 

h " ~  2 X 3  6 ~X103 
7 X 1 0  s X - 2 ~ - - -  

cio~ approssimativamente 

t,,, ~ 1.75 . 


