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LO SPOSTAMENTO DEL PERIELIO DI MERCURIO
E LA DEVIAZIONE DEI RAGGI LUMINOSI

secondo la teoria di Einstein.
Nora b1 ATTILIO PALATINI.

Prefazione.

La relativith generale ') sorta nel pensiero di Einstein per
I'amplificazione geniale del concetto relativistico si & imposta
all'attenzione di tutti gli studiosi dopo che ha dimostrato la
sua fecondith con la spiegazione dello spostamento secolare
del perielio di Mercurio.

Questo risultato fu ottenuto la prima volta da Einstein )
mediante l'integrazione approssimata delle sue equazioni gra-
vitazionali. Successivamente Schwarzschild ®) e poi Hilbert *)
hanno dato di queste equazioni una integrazione rigorosa, nel
caso diun campo gravitazionale simmetrico attorno ad un centro,
da identificarsi col campo di attrazione solare °).

‘y L’idea direttiva e !’impostazione matematica della relativita gene-
rale & richiaumata nella Nota di T. I evi Civita, Sulla espressione analitica
spettante al tensore gravitazionale nellu feoria di Einstein, [ Rendiconti della
R. Accademia dei Lincet V. XXVI, serie 5% 1° sem. 1917, pp. 381-391].

*) A. Einstein, Erklirung der Perihelbewequng der Merkur cus der
allgemeinen Relativitdtstheorie, [Sitzur gsberichte der Koniglich Preussischen
Alademie der Wissenschaften, 1915, pp. 831-839].

*) K. Schwarzschild, {ber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes
nach der Einstemmschen Theorie, [Sitzungsberichte der Koniglich Preussichen
Akademie der Wissenschaften, 1916 pp. 189-196].

*) H. Hilbert, Die Grundlagen der Physik, (Zweite Milleilung), [Na-
chrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathemalt-
schphysikalische Klasse, 1915, seduta del 20 novembre 1915].

®) In relazione al presente lavoro vedi pure: W, de Sitter. On Ein-
stein’s theory of gravitation, and its astronomical consequences, ( First paper),
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Noi, nella presente comunicazione, ritorniamo ancora una
volta su questo problema, coll’intendimento di esporne la so-
luzione nel modo piu elementare possibile, evitando sopratutto
ogni caleolo laborioso.

La natura del nostro problema ci consentird di non far
capo direttamente alle equazioni di Einstein propriamente
dette (aventi carattere invariantivo rispetto ad un ds* quadri-
dimensionale), bensi ad una loro forma particolare, valida in
condizione statiche, assegnata dal Levi-Civita ®). Queste nuove
equazioni hanno carattere invariantivo rispetto al di* dello
spazio ambiente tridimensionale e permettono quindi di seguire
lo svolgimento del problema senza abbandonare i concetti e le
formule che ci sono abituali, facilitando inoltre !'interpreta-
zione geometrica e meccanica dei vari passaggi.

L’importanza della celebre spiegazione del fenomeno e i
raggiunti perfezionamenti di metodo giustifichino la presenta-
zione di questa Nota anche se in essa non compariscono ri-
sultati essenzialmente nuovi.

Come sara specificato in seguito, la risoluzione del problema,
che vogliamo trattare, richiede lo studio di questi tre punti
principali:

1.0 — Caratterizzazione della metrica pit generale di
nno spazio S simmetrico attorno ad un punto (oggetto del § IT).
2.2 — Determinazione completa di questa metrica in base

alle equazioni di Einstein (oggetto del § I1I).
3.0 — Moto di un punto nello spazio S (oggetto del § IV).
In ordine alla prima questione ci piace rilevare, che essa
era gia stata esaurientemente risoluta dal Levi-Civita ") fino

[Monthly Notiees of the Royal Astronomical Society, 1916, V. LXXVIL, n,9,
pp. 699-7:8).

J. Droste, The field of a single centre in Einstein’s theory of gravita-
tion, and the motion of particle in that field [ Proceedings of the Academy
of Sciences at Amsterdam, 1916, V. XIX, n. 1, pp. 197-215].

) T. Levi-Civita, Statica einsteiniana, [Rendiconti della R. Acca-
demia dei Lincei, V. XXVI, serie 5% 1° sem. 1917, pp. 458-470].

) T. Levi-Civita, Sul moto dei sistemi con tre gradi di liberta, [Ren-
diconti dei Linces, V. VO, serie 53, 2° sem. 1896, pp. 164-171].
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dal 1896, in uno studio sulla dinamica dei sistemi olonomi in
relazione ad alcune caratteristiche gruppali.

In fine abbiamo aggiunto un paragrafo diretto ad illustrare,
collo stesso criterio di far valere quanto possibile i concetti e
i risultati della meccanica classica, un’altra importante conse-
guenza della nuova teoria di Einstein. Vogliamo alludere al-
Pazione che subisce un raggio di luce in un campo gravita-
zionale, azione che ha per effetto un incurvamento del raggio.

Nel caso particolarmente interessante di un campo gravi-
tazionale dovuto ad un’unica massa (p. es. campo solare), un
noto teorema di equivalenza fra traiettorie dinamiche, permette
tosto di riportarsi alle traiettorie iperboliche del problema dei
due corpi, con che I'angolo degli asintoti misura senz’altro la
deviazione asintotica di un generico raggio.

Se il fenomeno esiste, dalla misura di questo angolo —
molto piceolo invero (approssimativamente eguale a 1".70) ma
pur tuttavia accessibile all’osservazione diretta in condizioni
favorevoli (p. es. durante un’eclissi solare *)) — si attende una
nuova conferma della validith delle ipotesi che permisero ad
Einstein di innalzare Pedificio della relativita generale.

g1

Premesse.

1. — Nella teoria della relativith generale di Eirstein, la
natura metrica dello spazio viene influenzata dai fenomeni
fisici, che vi si svolgono. Le misure dello spazio e del tempo
vengono poi conglobate nella forma differenziale quaternaria
(non essenzialmente euclidea)

3

*) Sul modo di verificare sperimentalmente il fenomeno efr. G. Zappa,
Per una verifica sperimentale dellu teoria di relativita di Einstein, [Ren-
diconti della R. Accademia dei Lincei, V. XXVI, Serie 5.8, 1.° Sem. 1917,
pp. 322-326).
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rispetto alla quale le equazioni della meccanica devono avere
carattere invariantivo.

La forma differenziale (1) non pud esser data naturalmente
a priori, ma viene definita, in ogni caso, dalla natura del fe-
nomeno che si studia. I suoi coefficienti g,; (funzioni dei pa-
rametri x) sono legati dalle 10 equazioni gravitazionali di
Einstein, le quali sono atte a caratterizzare il corrispondente ds’.

Se ci limitiamo a studiare i fenomeni fisici in un campo
statico, il ds* si presenta sotto la forma

2 ds* =V*dt* — dl* ,
dove

3
Al =2 ai do; dxy
1

& il quadrato dell'elemento lineare dello spazio ambiente. La
funzione V (che deve interpretarsi quale velocith della luce
nello spazio fisico) e le @;z vanno ritenute indipendenti dal
tempo.

Nel caso statico, le equazioni gravitazionali di Einstein si
riducono naturalmente a sette.

Recentemente il Levi-Civita ha assegnato a queste equa-
zioni una forma invariantiva rispetto al di* dello spazio am-
biente, equazioni che qui riportiamo dovendo ad esse esplici-
tamente riferirei °):

I M= ’]_'%7‘5’

1}

[ AV .
(1D “ik+VT;“—"—“7‘aik=""%Tik, (¢, k=1,2,3) .

In queste equazioni: 9N & la curvatura media dello spazio
ambiente; le a;; sono i simboli di Ricei *°); V4 le derivate

*y Levi-Civita, L. c. (6) p. 464.

19) T simboli sz di Ricei sostituiscono con vantaggio i simboli ars, tu
di Riem«nn nelle varietd a tre dimensioni. La relazione formale & la se-
guente. Mediante le posizioni

at — @1 ipe, kbR @
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seconde covarianti della funzione V; T, il tensore energetico;
% la costante di Einstein 8wfjc* (f costante di attrazione uni-
versale, ¢ velocith della luce nello spazio euclideo).

Dalle (I) e (IT) scende I'equazione [(14) della sopra citata
Nota di Levi-Civita ]

(3) é’Y — 1 ”° (T+ Epo) R

dove T & l'invariante lineare del sistema degli sforzi rispetto
al d* dello spazio ambiente.

2. — Avendo di mira lo studio del moto di un pianeta
attorno al sole introdurremo le seguenti ipotesi:

a) la massa del pianeta & trascurabile di fronte a quella
del sole,

b) il fenomeno & dovuto esclusivamente alla presenza
della massa solare, e lo spazio & quindi supposto vuoto da
qualsiasi altra massa e non soggetto ad alcuna azione od elet-
trica o magnetica,

¢) I’influenza della massa solare va attenuandosi quando
ci si allontana indefinitamente dal sole; all’o lo spazio si
puo ritenere quindi euclideo.

Lo spazio fisico, che noi dovremo considerare, & dunque
influenzato da un’unica massa localizzata in un punto e in or-
dine al nostro problema dovremo di conseguenza:

1.0 — assegnare la natura metrica dello spazio fisico in-
fluenzato dall’unica massa concentrata in un suo punto;

2.0 — studiare il moto di un punto in quello spazio.

(dove si ritengono equivalenti gli indici che differiscono tra loro per mul-
tipli di 8 ed a & il discriminante della forma quadratica di?) si definisce —
per # = 3 — un sistema doppio controvariante. Le a;x richiamate nel testo
non sono altro che gli elementi del sistema covariante reciproco.
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§ 1L

Caratterizzazione della piu generale espressione
di un 47 simmetrico attorno ad un punto.

1. — Per assegnare la metrica cercata noi sfrutteremo
I'intuizione — debitamente precisandola — che lo spazio fisico
risulta simmetrico attorno al punto O, nel quale si suppone
localizzata la massa influenzante, il che fornisce una proprieta
fondamentale della metrica in questione ).

Sia S lo spazio fisico perturbato dalla presenza della massa
ed 8' lo spaziv medesimo dal quale la massa sia stata sottratta.
S dovra ritenersi euclideo: in esso indicheremo con O il punto
O dopo che la massa & stata tolta. Fra i due spazi S ed &
fissiamo la corrispondenza biunivoca, che nasce associando ad
ogni punto P di 8, il medesimo punto (vorrei dire « materiale » se
non st trattasse di spazi privi di materia ponderabile) concepito
come appartenente ad S': nella quale accezione lo chiameremo .

I punti di S saranno riferiti ad un sistema di coordinate
polari =, 8, ¢ col centro nel punto O’ ed i punti di S al si-
stema di superficie coordinate, che rimane subordinato dalla
suaccennata corrispondenza biunivoca. Come parametro delle
famiglie di superficie » = cost. ci sard comodo assumere non
proprio », ma una sua conveniente funzione R(r); lascieremo
invece inalterati gli altri due parametri 0 e g.

2. — Per la corrispondenza biunivoca considerata segue,
che ad ogni trasformazione fatta subire ai punti di S’ corri-

11y Per essere precisi eonviene aggiungere che, nella determinazione
della metrica in questione, richiederemo come si fa ordinariamente in geo-
metria differenziale, che siano soddisfatre, per i coefficienti del ds*, le
proprietd qualitative necessarie alla validitd dei ragionamenti. Con cid
non si esclude a priori che i detti coefficienti possano presentare, in qualche
puuto dello spazio, talune singolaritd (nel senso della teoria delle funzioni),
ma si esige soltanto — nel caso specifico — che anche in questi eventuali
punti singolari, si possa parlare di geodetiche e di lunghezza (finita) di
un arco di linea.

Serie VI, Vol. XIV

[
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sponde una trasformazione dei punti di S: in particolare alle
rotazioni di centro O’ corrispondono delle trasformazioni che
lasciano fermo O e che hanno carattere di movimento rigido.

Ne segue immediatamente questa importante proprieta:
Alle geodetiche uscenti da Q' corrispondono geodetiche wscenti
da O. Infatti, sia ¢' una geodetica uscente da O’ e sia g la
la linea corrispondente uscente da O. Consideriamo le oo, ro-
tazioni T’ che hanno O’ P’ per asse; ad esse fanno riscontro oo
movimenti rigidi T nello spazio S, i quali lasciano fermi tutti
i punti della linea ¢ (e quelli soltanto).

Suppongasi ora che la geodetica OP sia una g¢* diversa
da g: per l'effetto dei movimenti T la g* verrebbe ad occu-
pare una semplice infinita di posizioni e segnerebbe sempre
le stessa (minima) distanza fra i due punti O e P. Cio risulta
ovviamente dal carattere fondamentale dei movimenti consi-
derati e 'assurdo a cul si giunge & evidente le quante volte
si escluda che il punto P si trovi in una posizione singolare.
Ne conecludiamo dunque che la g & una geodetica. c. d. d.

Ai punti di eguale distanza geodetica da ( corrispondono
cosl punti di eguale distanza geodetica da O ed abbiamo cosi
il corollario: alle sfere di centro O’ fanno riscontro sfere di
centro O.

3. — Consideriamo ora una sfera X' di centro O e la cor-
vispondente sfera geodetica = di centro O' e consideriamo poi
la corrispondenza — subordinata da quella spaziale — fra

i punti Q di £ e i punti Q di 2.

La corrispondenza fra X' ¢ I & conforme.

Infatti, siano da’ e do', due elementi lineari qualunque della
sfera X'y do e do, i corrispondenti elementi di Z.

Suppongasi dapprima che sia do'[do’, = 1. Allora esistera
una rotazione rigida T" di centro O' mediante la quale si potra
sovrapporre l'elemento da’, all’'elemento da': alla T corrispon-
derd un movimento rigido T, il quale farad sovrapporre all’ele-
mento do l'elemento do,. Ne consegue che se do[do’, =1 &
anche dofds, == 1.

Se da'/de’,==m (con m numero intero) esiste una rota-
zione T' di centro O' che fa sovrapporre do', alla emmesima
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parte dell’elemento do'. Ad essa corrisponderd un movimento
rigido T che fard sovrapporre do, alla emmesima parte di
do, per cui si inferisce che & anche do|da, == m.

Infine se do'/do', = mn (m/n numero frazionario razio-
nale), oppure se do’[ds',=a (con « numero incommensura-
bile), mediante ovvi ragionamenti classici si deduce che & pure
dolda, = m/n, o, rispettivamente, do/dc, =— a.

In ogni caso noi possiamo dunque affermare che

da' __do
dd',  do,

ossia che il rapporto do'/do & indipendente dall’elemento do’
prescelto.

Questa conclusione c¢i permette appunto di affermare che
la corrispondenza tra X e X' (subordinata da quella spaziale
tra S ed &) & una corrispondenza conforme e che il modulo
della corrispondenza do/dc' & indipendente da Q ed & quindi
funzione della sola 7.

4. — Possiamo dunque porre
do=H@)dd ;
e poiché notoriamente
do'? = 1* (d6® + sin’0d¢*) ,
risultera
4) da® =R’ (d0® + sin’0 d9’) ,

avendo posto

HA ) -« P =R(») .

Dalla (4) si deduce intanto questa notevole interpretazione
geometrica dal parametro R: ') 1/R® 2 la curvatura (costante)

12y ofr, L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, [Pisa, E. Spoerri,
11+ edizione, 1902] § 100.
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delle sfere degli spazi S con un centro di simmetria (sfere col
centro nel centro di simmetria) *).

5. — Se noi ora indichiamo con dg l'elemento lineare di
una linea geodetica spiccata da O, il quadrato dell’elemento
lineare dello spazio S risulterd determinato da

di’ =dg* +do’ .
E poiché dg dipende esclusivamente da R, possiamo porre
dg—=AR)JR

ed avremo di conseguenza, per la (4),
6) dl' == A*dR? + R* (d6* +- sin*0d¢*) .

La (D) rappresenta la cercata espressione di un d7* sim-
metrico attorno ad un puuto.

g IIT.

Caratterizzazione del ds* del nostro spazio fisico.
P

1. — L’elemento lincare dello spazio fisico, che ci inte-
ressa, sard determinato dalla (2), completata nel senso che il
dl? che vi comparisce deve ritenersi dato dalla (B).

Restano naturalmente incognite le funzioni A e V. Circa
alla V possiamo aggiungere che essa dipende, per la simmetria
dello spazio attorno ad O, dalla sola R. Le espressioni di A e V
vanno desunte dalla integrazione delle equazioni gravitazionali

13y Schwarzschild ne'l'as-egnare la metrica del nostro spazio fisico in-
trodusse per primo questo p.rametro R, ma per via puramente formale,
senza poi determinarne il signifi-ato. E cosl fece successivamente Hilbert.
Qui v.ene, per la prima volta, rilevato il preciso significato geometrico di
R. Si tratta di una curvatura, ossia di un elemento di secondo ordine e
cid rende ragione del vaatagzo offerto da questo parametro in confronto
di altri (del primo ordine), che pure si potrebbero a priori ritenere onve-
nienti, come la distanza geodetica ovvero il cammino ottico (quest'ultimo
effettivamente .adottato da Lorentz).



LO SPOSTAMENTO DEL PERIELIO DI MERCURIO ECC. 21

di Einstein. Trattandosi perd di un fenomeno in un campo
statico, noi potremo con vantaggio usufruire delle equazioni
(I) e (II) di Levi-Civita. Nel caso presente — poich& si pre-
scinde da ogni azione che non sia dovuta alla massa solare —
sono nulle tutte le Ty (7,6 =1, 2, 3). Dalle (3) segue tosto

AV =0

¢ di conseguenza le (I) e (II) si semplificano come segue:

©) =0,
V.
(7) %ir + —:V:]E =0.

La (6) ci fornirhd la conoscenza della funzione A e le (7)
(assieme alla espressione di A) quella della V.

2. — La (6) esprime che & nulla la curvatura media dello
spazio S. Ecco come si pud ottenere ['espressione di O evi-
tando ogni caleolo materiale.

Sia P un punto qualunque dello spazio S e si consideri
la sfera X passante per esso. Poiché esistono o ® movimenti
rigidi che trasformano I in s& medesima, possiamo affermare —
teorema dovuto al Ricei *) — ch+ nel punto P le direziouni
principali sono date dalla normale e da due qualisivogliano
tangenti (ortogonali) a X, che passano per lo stesso punto e
che le curvature riemanniane principali, di cui coincidono
quelle coordinate alle due direzioni tangenziali, conservano lo
stesso valore sopra ogni 2. Indicheremo allora con w, la cur-
vatura riemanniana relativa alla superficie geodetica tangente
alla sfera X in P; con w, ed w,=w, le curvature delte due
superficie principali, normali alla precedente e che contengono
la direzione della geodetica OP.

) Cfr. G. Ricei e T. Levi-Civita, M#thodes de calcul differentiel absolu
et leurs applications, [Mathematische Annulen, B. 54, 1901, pp. 125 201]§ 6.
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Per quanto precede possiamo mutare la (6) nella
(8) w,+20,=0.

8. — o, si calcola immediatamente in base alla stessa de-
finizione di curvatura secondo Riemann: essa non & altro che
la curvatura della superficie (geodetica) luogo di tutte le geo-
detiche uscenti da P e appartenenti al fascio individuato dalla
direzione della geodetica OP e da una qualunque direzione
ad essa ortogonale.

Tale superficie geodetica & la ¢ — cost. Infatti & noto che
le equazioni differenziali parametriche delle geodetiche (di una
varietd di elemento lineare d/) coincidono con le equazioni di

3
Lagrange, provenienii dalla forma differenziale T:;% .

Ora nel nostro caso
14

T g | AR R (B sin'0 ) %

(il punto sovrapposto indicando derivazione rispetto al para-
metro ¢) e quindi

T :
‘Zq.) — R'sin'g o gzo.

Dalla equazione di Lagrange per I'angolo 7

doeT 8T 0
% %2 =0,
dt 99 a9

scende cosi una delle equazioni delle geodetiche sotto la forma
R'sin® 6 ¢ = cost .

Da questa equazione ne consegue che se le geodetiche
uscenti da P toccano inizialmente la superficie ¢ = cost (con
che si ha in P ¢ =0), ¢ si annulla sempre lungo le geode-
tiche stesse, le quali percid appartengono alla detta superficie.
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Per ottenere ora la curvatura della superficie ¢ = cost.,
basters, determinare la curvatura della forma differenziale
binaria

A'dR? - RY6*

che esprime il quadrato dell’elemento lineare della detta su-

perficie.
Otteniamo cosl **)
_ 1 91 1 g (1Y
©) "’s——mgﬁz—'—ﬁaﬁ(z) :
Osservazione. — La proprietd rilevata poc’anzi per le su-

perficie ¢ = cost. si pud enunciare dicendo che queste super-
ficie sono geodetichie per ogni loro punto. Anzi non solo a tali
superficie meridiane ¢ = cost., ma, per la simmetria attorno
ad O, la stessa proprietd di esser geodetiche compete a tutte
le superficie, che corrispondono a piani euclidei passanti per
il centro O’. Ne consegue che gli spazi S simmetrici attorno
ad un punto O ammettono o *® superficie geodetiche passanti
tutte per O '),

4. — Per calcolare ora w, usufruiremo della formula (37)
a pagina 373 delle citate Lezioni del Bianchi, la quale formula,
notando che il K del Bianchi altro non & che la curvatura
1/R* delle sfere di centro O e che il K, & il nostro w,, si pud
presentare sotto la forma

1 1

(10) “ TR TRE,
1772

%) L. Bianehi, I ¢. (12), form. (18), p. 93.

'6) Cid si poteva rilevare anche dall'espressione del loro elemento li-
neare, il quale rientra, come sarebbe facile constatare, nel tipo gencrale ca-
ratteristico per gli spazi a tre dimensioni, che ammettono delle s perficie
grodetiche dipendenti da due parametri, assegnato da J. Hadamard [Sur
les éléments linéaires & plusieurs dimensions, ( Bulletin de Sciences Mathé-
matiques, t. XXV, 1901, pp. 87-40).
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essendo R, ed R, i raggi principali di curvatura delle sfere
stesse.

Se indichiamo ') con do® e y la prima e la seconda forma
fondamentale della sfera X passante per P, la curvatura di una
linea geodetica di X & data dal rapporto y[do* *).

Il d7* dello spazio S ha, come sappiamo, la forma geo-
detica

d' =dg* + R*(d0° + sin* O do?) ,
con
Il quadrato dell’elemanto lineare della sfera X & invece

do’ = R*(d0’ +sin* 6 d¢?) ,

che- rappresenta la prima forma fondamentale.

Si consideri ora la sfera geodetica infinitamente vicina at-
tribuendo a g un incremento infinitesimo g —e (cun & co-
stante infinitesima): nel passaggio dalla prima alla seconda
il do® subisce una variazione 3dc* data da

Sdc’_—_2R5R(d(ﬂz+sin’6dcp”):.-SR . ;lalc:2 ;

ma
A5R25g::e ,
per cui
2e
s ___ “°= 2
ddo __ARdo .

Draltra parte, avendo indicato con ¥ la seconda forma fon-
damentale, si ha ¥)

Sdo'=—2¢y

17) Le considerazioni che seguono sono tutte basate sul contenato del
§ 164, pag. 357 delle citate Lezions del Bianchi.

1#) L. Bianchi. I ¢. (12) form. (83*) p. =66.

19} L. Bianchi, . ¢., (12 form. (23), p. 8569.
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e cosi dal confronto di questa con la precedente segue tosto

X1
de* — AR

Poiché questo rapporto dipende dalla sola R, i raggi prin-
cipali di curvatura della sfera X sono eguali tra loro e si ha
quindi

1 1
RR, AR

La (10) diventa di conseguenza

(11) "":le"‘I’IR_’Zfli’%l_(;)‘%'

5. — Sostituendo nella (8) i valori di v, ed w, trovati {for-
mole (11) e (9) rispettivamente] si ha

9 (1Y 1 gl_ LA
daR\A/ TR A) Y’
da cui integrando e indicando con « una costante di integra-
zione
1
b J—
(12) Al= 1—aR

6. — Passiamo ora alla determinazione della funzione V,
per la qual cosa ci serviranno, come fu detto, le (7).

Ricordiamo in primo luogo, che quando il dI* dello spazio
ambiente & ridotto alla forma

3
AP =3, H de? ,
1

se le conseguenze principali sono normali, come nel nostro caso,
valgono per le a,; del Ricei le forme canoniche

wr =0 (i=Fk) ; ay=uwH
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Per il nostro di* [form. (5)] si avra:

. oc
;=0 (i=k) ; “..-——‘A’Es H

1o 1y 1L 5 (1Y
e _——R——(K) j Oy == §Rsnn GT(K) .

13)

Per determinare ora l'espressione delle V;; procediamo nel
modo seguente.
Si consideri la funzione

3
f:EIi Virs,

risgnardando le a; come funzioni del parametro ¢, che veri-
ficano le equazioni delle geodetiche.

Per la g (sostituendo ad ogni x il valore fornito dalle

dette equazioni) si ha allora l'espressione *)

d 3 . .
(18) 'd{:zlfk.l'i Lk .

Prendiamo ora in particolare o, =R , a,=10 , x,— ¢ ed
f=VR;
si ha ovviamente

(15) %:V"R*+V'R .

Dalle equazioni delle geodetiche si pud ricavare B espresso
per le derivate prime di R, 6, ¢« basta scrivere la equazione

%) Questa espressione si ottiene immediatamente dalla form. (2) del
cap. V, del I e (14), nella qua'e formula si ponga X() =0 e si tenga
inoltre conto della espressione che compete aile derivate seconde covarianti
di una fanzione.
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di Lagrange relativa al parametro R, nella quale, come ab-

R
biamo notato al n. 3, si ponga T:% g—i . Si ottiene im-
mediatamente

.. A , )

R’:-——K R+ A“ (6* 4 sin*0 o)

e la (15) diventa di conseguenza

e (V"—-VAA') OERLAL (e*+sm 6 ¢ )

Dal confronto di questa espressione con la (14) (siccome
I'identith deve sussistere qualunque siano i valori iniziali —

e quindi anche generici — delle 2 e delle ) si ha
A
Vik=0(i:|:k) 5 Vu:V"_VA 3
(16 ,
RV RV
V”..-—_-.T i V= AT sin’® 0

Ed ora tenendo presenti le (13) e (16), prendiamo a con-
siderare le equazioni (7). Si constata, con tutta facilita, che
sono identicamente soddisfatte quelle per cui si scelga ¢ diverso
da k e che l'equazione per ¢ = k=23 & identica a quella che
si ottiene facendo ¢ =k == 2. Restano cosl le due uniche equa-
zioni

Al 1 . \A _ . 1 P 1 2— 'Vr
i ey (W) =0 p (s =i

Dalla seconda, mediante una quadratura, si ha

cﬁ

(18) V=g
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(con ¢’ costante di integrazione) ossia, per la (12),
(19) Vi=¢ ( I—m/R)

Con questa espressione di V la prima delle (17) risulta iden-
ticamente soddisfatta.

Per I'ipotesi che I’intensita del campo fisico vada attenuan-
dosi all’co, ricordando poi il significato di V, dalla (19) si de-
duce che c si deve interpretare come la velocita della luce nello
spazio euclideo.

7. — In conclusione di quanto precede possiamo affermare
che il ds' del nostro spazio fisico &

ds* =Videt —di* ,

€con
a0 = A'dR* 4+ R* (d6° 4 sin’0 do”) ,

1 . o o
=T—aR ’ Vi=c¢ (I—R)

ed o costante a priori arbitraria.

A2

Osservazione. — L’espressione ricavata in questo § per il
ds® di uno spazio simmetrico attorno ad un punto O (e che
contiene una sola costante a priori indeterminata) & stata de-
dotta supponendo che la massa perturbante fosse schematica-
mente concentrata in O. Ma & facile convincersi che essa &
valida, nello spazio esterno alln massa potenziante, anche se
questa, invece di essere ridotta ad un punto, occupa un campo
sferico di centro O, purché la distribuzione, entro la sfera, sod-
disfi ancora alle condizioni di simmetria. Infatti I'espressione
finale del nostro ds®, in un generico punto esterno alla massa
potenziante, si deduce come necessaria conseguenza delle equa-
zioni differenziali (6) e (7), associando ad esse unicamente con-
dizioni di simmetria e di comportamento all’infinito. La na-
tura del nucleo centrale influirebbe invece essenzialmente sul-
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I'espiressione del ds* nei punti interni, nei quali al posto delle
(6) e (1) varreboero pil generalmente le (I) e (II) con le de-
terminazioni delle T,;, che convengono alle speciali condizioni
del’ambiente occupato dalla materia. Se questa si supponesse,
in particolare, distribuita a strati concentrici e sottoposta a
pressione normale, si dovrebbe ritenere

Too =cp; T, =T,= Tu=p,

con | (densitd) e p (pressione) funzioni della sola R e

Tyt =0 per ¢k .

§ 1V.

Moto di un punto materiale.

1. — Secondo Einsteir, le equazioni del moto di un punto
materiale in uno spazio fisico, si cumpendiano nel principio va-
riazionale
(20) 5fds_—_0 ,

qualunque sia il ds* quadridimensionale.

Posto L =} V* — ¢ ,) , la (20) si serive ™)

/Ll
\ "=
Bdet:()

e mostra che le equazioni differenziali del moto rientrano nel
tipo generale di Lagrange. Quando L non dipende esplicita-

21) T. Levi-Civita, I c.,, (6), § 3, p. 464 e seg.
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mente dal tempo ¢, come accade ogni qualvolta si tratta di
fenomeni statici, si ha il noto integrale primo

3 . 9L
21 pI Py L=V,, (V, costante)
1 &4

la costante V, risultando necessariamente negativa e in valore
assoluto maggiore di V per i moti che seguono con velocita
v <V, che sono i soli che hanno interesse fisico ¥,
Sempre nel caso statico, le cose si specificano in modo pin
espressivo grazie a un teorema, dovuto al Levi-Civita, *)secondo
il quale le traiettorie di un punto materiale coincidono con
quelle di un ordinario problema meccanico conservativo, nel

P

quale: la forza viva T'* &

1 ar

T*_E di*?

dove dI* & il quadrato dell’elemento lineare dello spazio S e
t* una variabile ausiliaria che funge da tempo; la funzione
delle forze (limitandoci a considerare moti nei quali la velo-

.

cita del punto & minore di V) &

. ¢/ 1 1 .
W —é(v‘z—v—;) !

I'energia totale & nulla.

Le equazioni che reggono il moto del punto non sono dunque
che le equazioni di Lagrange nelle quali la funzione lagran-
giana &

I = T% + W ’

equazioni poi, che si compendiano nel principio variazionale

(22) 5[ 2W di=0.

*) T. Levi-Civita, I. ¢, (6), p. 467.
*) T. Levi-Civita. L ¢., (8), p. 468.
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2. — Prima di procedere dimostriamo che il d7* dello spazio
ambiente si pud presentare sotto la forma

drr =Hdu?

indicando con dl' I'elemento lineare dello spazio euclideo S'
(introdotto nel § II) e con H una funzione della sola = (raggio

vettore di un punto nello spazio S').
A tal uwopo basterd dimostrare che si possono determinare

R ed r in modo che
A? dR? 4 R? (d0® 4+ sin*0 do*) = H2(») {d2* + r* (d6® -+ sin® 0 do®)},

per la qual cosa basterd che sia

(23) H.r=R,
Hdr=AdR

e quindi

(24) % _ 5“1‘:.5

Ora si ricordi che [vedi form. (12) e (18)]

P

—V y1—aR’

per cui, posto
, \' -—
(25) ;=5=V1—a,R ,
risulta
o

(26) R= T

¢, dopo una semplice quadratura, dalla (24)

_14¢

=7_§" (r, costante) .

270 7

Con cid risulta dimostrato il nostro asserto.
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Dalla (23) si ha
=P
>

2
ossia, per le (25), (26) e (27) ,

o 1
(=9 = r (T Vo
Dalle (26) e (27) ricaviamo pure che R & esprimibile per la
sola » e quindi che W (dipendente soltanto dalla R) si pud
ritenere funzione della sola ».
Cid premesso, I'equazione variazionale (22) si pud mutare
nell'altra

p[yawHA' =0,

dalla quale si deduce, **) che le traiettorie del punto materiale,
nel nostro spazio fisico, coincidouno con quelle di un punto mo-
bile nello spuzio euchdeo, sotto lazione del potenziale W H?
{eon energia totale nulla).

Da qui Pimportante conclusione, che, essendo il potenziale
dipendente dalla sola », il motu & centrale e quindi in particolare
piano (in un piano passante pel centro di forza). Questo piano
si pud evidentemente assumere cowme piano eyuatoriale del si-
stema di coordinate polari 8§, 5. Con c¢id risulta 6 == ; du-

rante tutto il movimento e ci si trova ricondotti ad un pro-
blema con due gradi di liberta.

3. — Ritornando ora allo spazio ambiente S, segue da

quanto precede, che la traiettoria del punto mobile appartiene:
. T . .

tutta alla superficie 0 =4 (corrispondente al piano equato-

riale dello spazio S') passante per il centro di attrazione O .

24y Cfr. per es., P. Appell, Traité de mécanique rationelle [Paris, Gau-
thier-Villars, IIIe edit. 1909] V. I, n. 487.
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Abbiamo per tal modo (indicando d’ora in poi col punto
sovrapposto derivate rispetto a t*).

1

T% =
2

(AzRg—i—R’c.p’)
e di conseguenza
1 ; . {1 1
L*:*" 2 2 2..2 s I
(VB AR )+ ()

#
oL =0 e

Essendo A e V funzioni della sola R, si ha

quindi dalla equazione di Lagrange per ¢

d gL* JL*

A 55 e O
st ottiene
*
& =C, (C costante)
e
ossia
(29) Reo=C.

Questo integrale, nella nuova teoria, corrisponde all’inte-
grale delle aree: nel seguente n. 5 vedremo quale ne sia I'in-
terpretazione geometrica.

Per ora aggiungiamo alla (29) Vintegrale delle forze vive,
che sussiste per ogni sistema lagrangiano, ricordando che deve
ritenersi nulla l'energia totale

1 1 P2 2 et 1 71 —
(30) 2(AR+RCP>—§("7§—'_V;2)_‘O'

4. — Prima di procedere apriamo una breve parentesi per
determinare la relazione che corre tra il tempo vero ¢ e il
parametro ausiliario ¢¥, o, pilt precisamente, tra i differenziali
delle due variabili.

Serie VI Vol. XIV 3
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T espressione di dt & la seguente ™)

dl Viy_ 1
dt:—‘f(l—voﬂ) 2

L’espressione di d¢* puod esser desunta dall’integrale delle
forze vive (30), il quale pud scriversi sotto la forma

dr ¢t \%
am=vll =y

da cui
dl A 1
o —_ - _ 17
dt* = pe \' (1 Vo') 2

Dal confronto di queste due espressioni, ricordando [cfr. for-
mula (18)] che

segue la relazione cercata
(81) dt = A’dt* .

5. — Vogliamo ora vedere come si interpreta 1 integrale
(29). Questo integrale, attesa la relazione (31) testd determinata,
agsume l'aspetto

S

(82) ¢ 5, =0C

H

ae
dt

dove abbiamo posto

p2 — AZRQ .

%) T, Levi-Civita, l. c., 6) § 3, p. 467.
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1
AR
nello spazio S [efr. n. 4 del § III], gioveras dedurne il si-
gnificato invariante rispetto alla varietd a due dimensioni
T
6= 3
ad ogni suo punto e nella quale & tutta contenuta la traiet-
toria del punto mobile.

B noto *) che se & data una varietd V, di elemento li-
neare

Sebbene si conosca il significato dell’invariante —

, che &, come sappiamo [§ III, n. 3], geodetica rispetto

Edu'+ Gdv',

la curvatura geodetica per le linee w==cost. & data dalla
espressione

- /G
VEG du
Se il quadrato dell’elemento lineare della V, & della forma
(33) A'dR R do¢*
ne segue, che, per le linee R = cost., si ha la curvatura geo-
1
AR’
Poiche la (33) & la determinazione metrica della superficie

detica —

0 :g , se ne inferisce che p == — AR si deve interpretare

come raggio di curvatura dei circoli R = cost. appartenenti
alla detta superficie.

Ritornando alla (32), ne concludiamo che durante il moto
st mantiene costante il prodotto della velocitd angolare del mo-
bile per il quadrato del raggio di curvatura det circoli R = cost.

Osservazione. — L’ integrale delle aree in un moto piano

nello spazio cuclideo si pud ovviamente interpretare sotto una
delle tre forme seguenti:

*) L. Bianchi, L ¢, (12), § 84.
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1. — Tl raggio vettore che va dal centro di attrazione
al punto mobile descrive aree proporzionali ai tempi impiegati
a percorrerle.

2. — Durante il moto, si mantiene costante il prodotto
della velocita angolare per il quadrato del raggio vettore.
3. — Durante il moto, si conserva costante il prodotto

della velocita angolare per il quadrato del raggio di curvatura
del circolo r = cost. appartenente al piano del mcto,

Nella nuova meccanica di Einstein, il principio di propor-
zionalita tra avee e tempi non si conserva e l'integrale, cor-
rispondente a quello delle aree, ammette invece un’unica in-
terpretazione e precisamente quella corrispondente alla terza
forma sopra enunciata *).

6. — Nella metrica dello spazio fisico entra, come abbiamo
visto, una costante o, che a priori deve ritenersi arbitraria.
Vediamo ora di fissarne il valore.

Possiamo, in primo luogo, precisarne il comportamento qua-
litativo.

La relativith generale trova la sua base nel postulato fon-
damentale, che la metrica dello spazio ambiente risenta una
influenza da parte dei fenomeni fisici, che vi si svolgono. Tale
influenza, pur non essendo nulla, deve ritenersi, in base alle
nostre intuizioni, molto piccola, il che importa a ritenere il ds’
dello spazio quadridimensionale, quale conviene all’ipotesi fi-
sica di una massa (schematicamente) concentrata in O, molto

21y (i permetta il lettore di richiamare la sua attenzione sulla inter-
pretazione geometrica dell’integrale (29) [o (32)]. Egli notera che tale in-
terpretazione ¢ invariante di fronte alla varietd nella quale si svolge il
fenomeno.

Di regola sono soltanto le interpretazioni intrinseche che hanno effet-
tivo interesse. Altre, puramente convenzionali, dipendenti dalla scelta dei
parametri di riferimento, possono bensi essere suggerite da semplificazioni
formali, ma danno facilmente luogo ad equivoci, ed & quindi preferibile
evitarle. Questo, in sostanza, fu gia notato da Hilbert [Z. c., (4) p. 10 d¢l-
I'cstratto] e ulteriormente, in una nota critica, da E.B. Wilson [Generalized
co-ordinates, relativity, and gravitation, ( The Astrophysical Journal,
V. XLV, n 4, May 1917, pp. 244-253)].
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prossimo alla forma euclidea propria della meccanica relativi-
stica ¢*dt’ — (da® + dy* -+ d2*), almeno a distanza sufficiente-
mente grande da O. L’espressione effettiva di tale ds’, gia as-
segnata fin dal § IIT, n. 7, mostra che per & = 0, esso si riduce
rigorosamente alla forma euclidea. Siccome questa costante a
interviene nei coefficenti (A e V) pel tramite del rapporto o/R,
cosi siamo tratti a ritenere molto piccola questa frazione.
Poiche poi

dR

dg=AdR = o
g y1—«oR

b4

per =0 il parametro R relativo ad un punto P di S, si
riduce alla distanza geodetica di P da O. In prima approssi-
mazione potremo quindi, per I ipotesi sopra specificata, ritenere
R molto vicino a tale distanza geodetica.

La restrizione qualitativa che sia piccolo il rapporto a/R
equivale pertanto all’essere rilevante, rispetto ad «, la distanza
geodetica da O.

Con tale ipotesi i punti della sfera geodetica R —a, che

1
risultano singolari per il ds* (il coefficiente A = ]7:a—/fi

vi diviene infinito e il coefficiente V=c} 1 — a|R zero,di or-
dine '/,) cadono manifestamente fuori della regione da conside-
rare. Converra anzi limitarci a valori cost grandi di R, che
rispetto ad esst (o, se si vuole, alle corrispondenti distanze geo-
detiche) la sfera singolare st possa tranquillamente confondere
collo stesso punto O .

A questo patto diviene effettivamente legittimo risguardare
la metrica trovata come rispondente alle circostanze fisiche da
cui si parte, nella traduzione delle quali gid si assimila ad O
tutto un intorno di O.

Vuol dire che, facendo una qualsiasi applicazione concreta,
dovremo a posteriori assicurarci che «/R risulta effettivamente
assai piccolo in tutto il campo a cui ci si riferisce.

Premesso tutto cid in linea concettuale, rimane senz’altro
inteso, nei riguardi numerici, che a/R va trattato come una
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frazione cost piccola, che il suo quadrato riesca assolutamente
inapprezzabile.

7. — Ora applichiamo al nostro caso un’osservazione ge-
nerale del Levi-Civita *) concernente i ds’ prossimi alla forma
euclidea (il divario essendo di primo ordine). L’osservazione
&, che se

V=c(1+7Y),

con Y quantith di prim’ordine, il moto einsteiniano definito-

dall’equazione variazionale (20), si identifica, in prima appros-

simazione, con il moto di un punto materiale (nello spazio-

euclideo e secondo le leggi della dinamica ordinaria) sotto

'azione di una forza conservativa di potenziale unitario — c*y.
o JM . . .

Poichs ‘f—R~ [f costante di attrazione universale ed M massa
solare] & la forma di potenz:alp newtoniano, che competelebbe
al moto del nostro punto ricondotto allo schema ordinario, cosi,
nel suaccennato ordine di approssimazione, dovremo ritenere

M
g

Ora da [form. (19)]
Ve=c)T—aR ,

ricordando che a/R va trattato come quantita di primo ordine,
apparisce che V si pud presentare sotto la forma

V:c(l—%),

da cui risulta che, nel nostro caso,

_ o
LE)

) T, Levi-Civita, L ¢., (6), § 4°, n. L.
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Confrontando le due espressioni di v, si ottiene per la co-
stante o« l'espressione

(34) L

c

8. — Possiamo ancora aggiungere, che la singolarita R =«
cade a circa 3 km. dal centro del sole. Infatti si indichi con d
la distanza media sole terra e con v la velocith di traslazione

M

della terra. Poichs - = v* risulterd

v
o= 2 . z’ . d
Ma all incirea & v ==30 km.[sec.; ¢ =30 10" km.[sec.;
d= 15> 10" km. e quindi

o= 2> 1078>< 15 > 10" km. = 3 km. e.d.d.

Ed ora ci sara facile provare che, avendo di mira lo studio
del moto dei pianeti attorno al sole, sono soddisfatte le con-
dizioni qualitative richieste per il rapporto a/R [cfr. n. 6], per
cui si dovranno ritenere senz’altro soddisfatte le riserve spe-
cificate intorno al campo fisico nel quale deve svolgersi il fe-
nomeno. Infatti, consideriamo pure il pianeta pitt vicino al sole,
ciod Mercurio: poiché la distanza media di esso dal sole risulta
eguale a circa km. 0,38 > d, il rapporto «/R si aggira intorno
al valore 3/0,38 > 15> 107 (all ingrosso 5> 107%). Il qua-

3

drato di questo valore & davverc inapprezzabile.
9. — Apriamo ora una parentesi per determinare I'energia
E del punto mobile e precisamente dimostriamo che essa non
d altro che il primo membro dell integrale (21) moltiplicato
per — c e che si ha quindi
oL

3
E:_cfz“}i—,—_L =—2cV,,
{1 dx:

con che si viene a precisare il significato della costante V, .
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A tal uopo ricordiamo, in primo luogo, che

3 . 8L
35 el 02T
(O) c lzazawi

& l'espressione che conviene, nello schema relativistico elemen-
tare, all’energia, per unitd di massa, di un sistema la cui fun-

zione lagrangiana & L =1} ¢'—+*. Per riconoscerlo sotto la
forma abituale basta notare che dipendendo L dalle z; soltanto
pel tramite di »,

per cui l'espressione (35) si riduce a

VC*—-—’U* ’

che si assume effettivamente come l'energia del sistema sud-
detto *).

Ora nella relativith generale la funzione lagrangiana non
& proprio | ¢ —o*, bensi | V2 —»* (che alla prima forma si
riduce in prima approssimazione). Tuttavia durante il moto si

ha ancora
3 . 8L
—c !Xz L —L!{=—¢V,=cost.
1 a:i

ed o naturale quindi estendere I'interpretazione di questo in-
tegrale al caso generale, ritenendo cosi il primo membro (che
conserva valore costante durante tutto il movimento) quale
espressione dell’energia per unitd di massa di un sistema nella
relativith generale, c. d. d.

*) Cfr. M. Laue, Das Relativititsprinzip, [ Braunschweig, Vieweg, 11
Aufl,, 1913] § 28, p. 184.
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10. — Ricordiamo ancora che dalla meccanica relativistica
e dai fenomeni di radioattivitd si & indotti a ritenere come
parte integrante, anzi proponderante, dell’energia di un sistema
qualsiasi, quella che &, per cosi dire, immagazzinata nella ma-
teria, e che ammonta a ¢’ per ogni unita di massa. Percio, pel
nostro punto, I'energia (unitaria) non intrinseca — quella ciod
che deriva dal moto e dalla presenza del campo — che pure
si conserva durante il movimento, vale

—cV,—c* .

Cid premesso, si ricordi che nell'ordinaria meccanica new-
toniana, per un punto di massa 1, attratto da una centro di
massa M, il quale descriva un’orbita ellittica, 'energia totale
(cinetica e potenziale) vale

_ M
2R,

essendo R, il semiasse maggiore dell'orbita.
Ne viene che, introducendo una costante R, mediante la
posizione

fM
2Ro ’

(36) —eV,— = —

R, caratterizza le dimensioni di un’ipotetica orbita -ellittica
per cui [con fM=c'22 a norma della (34)] il moto keple-
riano risulta isoenergetico al moto einsteiniano.

11. — Veniamo ora alla determinazione della equazione
della traiettoria descritta dal mobile.
Si ponga

o, cid che & lo stesso, per la (34),

2fM

Roe'

g =
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Per questa posizione dalla (36) si trae

37) "j—',=( 1—¢/d )_2

Si consideri ora R come funzione del parametro ¢* per
il tramite dell’angolo #; poiché &

aR

R:—d*é(?,

la (30) [a norma anche delle (18) e (37)] diventa

(G el = (1mae) |

Questa equazione poi, per la (29) e la nuova posizione

si pud mettere sotto la forma

(38) () =tw
eon
(39) ¢(u)=_u’(1—eu)+5’d’,—“-'§1—ll—:£i),

La (38) & I'equazione cercata.

12. — Si noti ora che ¢ (») & un polinonio di 3° grado
in », nel quale il coefficiente di »* & ¢. Se si indicano allora
con u,, u,, u le tre radici di ¢ () si avra

(40) b(w) =¢e(u—u) (uw—u) (¥, —u)
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e se si suppone che il valore iniziale di w sia compreso tra
le due radici u, ed u, (con che queste radici corrispondono
alla minima e massima distanza a cui giunge il pianeta dal
sole), Pangolo apsidale & dato notoriamente dall’integrale *)

(#D - / /3w

13. — Ed ora fra tutti i moti kepleriani isoenergetici

(I'energia totale essendo — ) al moto einsteiniano [con-

2R,
fronta n. 10] prendiamo a considerare quello per cui la costante
delle aree risulta eguale a C. L’equazione della corrispon -
dente traiettoria ellittica & allora notoriamente ')

() =tw,

¢on
\ R, M
(42) o (W) = —u +f o (2u—1) ,
od anche, essendo **)
fReM 1
(43) C: - 1 —e! ’

(e eccentricita dell’ipotetica orbita ellittica),

(44) bolw) = —u' b (2u—1) .

3y Cfr. per es. L. Lecornu, Cours de mécanique, [Paris, Gauthier-
Villars, 1914] T. I, n. 286, p. 803.

34 F. Tisserand, Traité de mécanique céleste, [ Paris, Gauthier-Villars,
1889] T. I, p. 98.

) L. ¢. (81) p. 99. — Rimandiamo alla Meccanica celeste del Tisscrand,
perché le formule vi sono riportate proprio sotto I'aspetto materiale a cui
noi ei riferiamo. Sostanzialmente si potrebhero perd trovare in qualunque
trattato di meccanica razionale, per es. in quelli italiani di Burgatti, Maggi,
Marcolongo.
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Mostriamo ora che per e=0 il polinomio ¢ (%) si riduce
a o (w), ossia che il moto einsteiniano si riduce a quell’ipo-
tetico moto kepleriano prima considerato. A tal mopo basta
scrivere la (39), tenendo presente il significato di e, sotto la
forma

5 R,M 2 1 —
@) Y=—w (1 —ew+ LN 2 R g

Per ¢=0, applicando al secondo addendo del secondo
membro la regola dell’Hopital, si trova immediatamente

[q) (u')]s'zo = % (u) .

Da cio si deduce che, in prima approssimazione, l'orbita
einsteiniana coincide con l'orbita kepleriana ausiliaria. Gli ele-
menti dell'una differiranno quindi dagli elementi dell’altra solo
per quantitd infinitesime. In particolare R, si potra interpre-
tare come semiasse maggiore di quell’orbita planetaria. I nu-
mero &= a/R, risulterad per tal modo piccolissimo ed anzi tale
da poterne trascurare i quadrati [cfr. n. 8].

14. — Dalle deduzioni del n. precedente risulta pure che
le due radici del polinomio ¢, (%), che caratterizzano — come
© noto — la distanza afelia e perielia del pianeta jpotetico,

dovranno ritenersi assai prossime alle due del polinomio ¢ (u),
che, nel n. 12, abbiamo chiamato u, ed w,.

11 detto polinomio ¢ (u) & di 3° grado ed ammette una
terza radice w. Tenendo presente la circostanza che ¢ (u),
per e=0, si riduce al polinomio di secondo grado ¢, (u),
o facile discriminare questa terza radice. Basta pensare che
Yo (u) si pud riguardare come un polinomio di 3° grado in
cui il coefficiente di %® & zero, e come tale dotato di tre radici
di cui una infinita. La wu rappresenta pertanto quella delle
radici di ¢ (u) che diventa infinita per e ==0. Le altre due de-
vono manifestamente rimanere finite per ragioni di continuita.

Posto eu = 2, 'equazione $ (u) =0 [dove ¢ (1) & dato dalla
(45)] diventa

2e 1—z2

1— ~—% t_y,

1—¢ (1—ef4)

(486) P 2t
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che per e =0 ammette la radice semplice z=—=1 e la radice
doppia # ==0. Ne segue, per il teorema generale delle funzioni
implicite, che la (46) & atta a definire univocamente, come fun-
zione regolare di &, quella radice 7z che si riduce all’unita

per e==0. In base alla posizione eu ==z, sard senzaltro =
€

la cercata radice % .

Dacché ¢ & funzione olomorfa di e, eguale ad 1 per e =0,
si pud sviluppare secondo le potenze di e. Trascurando e*, si
ha semplicemente

T=1+4-¢(

e, sostituendo nella (46), si ricava per il coefficiente § l'espres -
sione

2

Otteniamo cosl, per la radice v , il valore approssimato

47) eu=1— 2%,

1—e

15, — Determiniamo ora l'espressione dello spostamento
26 del perielio di un pianeta. Partiamo, a tal wopo, dall'inte-
grale (41), che da l'angolo apsidale e poniamo

U h % U — U,
(48) = g cos Vv
Da qu
1 L s
(w — uo) (u, —u) == 1 (w, — uo)? 8in’ v,
1 .
du = 3 (wo —u,) sin v dv
e quindi

du

av
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Mediante questa sostituzione la (41) diventa

a— Ty
"/V?ﬁ—u) ’

avendo tenuto conto della (40).
Prendendo ora per u il valore approssimato (47) si ha

dv

_ |/, 2.
&= vl_l—e’_eu

0

e trascurando ancora le potenze di £ superiori alla prima,

. i { € €

e quindi, in base alla (48),

Q:nzl+1—:s;,+%(u.+uo)f .

Poiche la semisomma % (v, + uo,) & moltiplicata per ¢,

nell'ordine d’approssimazione in cui ci siamo messi, potremo
ad essa sostituire il valore che le compete nel caso newtoniano,

ciod »&;2, come risulta dalla espressione (44) di ¢, (u). Si

ha in tal modo
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Ed ora lo spostamento del perielio del pianeta ad ogni giro
completo sara misurato da
&

16. — Determiniamo il valore numerico di 8@ per Mer-
c urio, supponendo che lorbita descritta dal pianeta sia tale
che si possa trascurare il quadrato della sua eccentricita. Vo-
lendo esprimere lo spostamento in secondi di angolo bisognera
6' > 10®

2w

secondi contenuti nell’arco di lunghezza eguale al raggio) ed
avremo cosi

moltiplicare & per il noto numero (numero dei

3@ = -g X6 > 10%e .
Ora e=«/R,; ma
o = 8 km. (cfr. n. 8) ed R,=0,38 > 15> 10" kkm.,

quindi

56 — 3XX6'>10° 3
O = o383 15 < 10°

Eseguendo i caleoli si trova che 3&" & poco piti di un de-
cimo di secondo (per ogni rivoluzione); e poiché Mercurio in
un secolo compie circa 420 giri attorno al sole, ne segue, per
questo pianeta, il celebre spostamento secolare di circa 42
secondi.

s V.

Altro modo di dedurre lo spostamento del perielio
di un pianeta.

Vogliamo ancora ottenere lo spostamento del perielio di un
pianeta nell’ipotesi che l’orbita descritta sia molto prossima ad
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un’orbita circolare, applicando la seguente formula, che da I'an-
golo apsidale *)

™

Q—
(49) R, @ (R,)
Vo b

?

nella quale: ®(R) & la forza centrale che sollecita il punto
mobile ed R, il raggio dell’orbita.

L’espressione desunta per questa via per lo spostamento 8&
non deve naturalmente differire da quella ottenuta precedente-
mente, nella quale si ponga eguale a zero l'eccentricita e.

Per trovare l'espressione che deve attribuirsi a ® (R) perche
il punto mobile descriva I'orbita einsteiniana, basta confrontare
la (38), che qui ripetiamo sotto la forma

du __fR M 2 1—cu
(d‘c)—i—u(l——eu)_ C Egl-—(———l_sm

con l'equazione della traiettoria che proviene dalla teoria new-
toniana *)

du\' R F(u) du
(ag) v = 2 T+ em

nell’ipotesi che il mobile sia sollecitato da una forza centrale
avente per componente radiale ®(R) =& (%) =T (u) .

Perché le due equazioni secritte coincidano bisogna che sia

__3eC SfM
P =g r " *R o=y "
e quindi
O (R)— 3eC’R, M

2R" T (I— ¢4 R

*%) Cfr. H. Lamb, Dynamics, | Cambridge, at the University Press, 1914]
n, 88, form. (1).
1) F. Tisserand, I c., (81) p. 44.
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Da qui

Rd)( 3e(1—¢fd) C' 4 fMR,

3e(1 —¢/4)'C"+2fMR,

R)_
Ro)

Ma per orbite circolari fM R, = C?, per cui, trascurando
in pari tempo le potenze di e superiori alla prima,

R, @ (R,) e+ 1
D [R,) = 3e+2

Di conseguenza per 'angolo apsidale @ [form. (49)] I'espres-
sione

— 2 — 3¢
V3 3e+1 2 + 3¢
35-—{-2

e mediante lo sviluppo binomiale, con la solita approssima-

zione,
3¢
a=n(1+3 )

da cui per lo spostamento del perielio l'espressione

3® = 3mwe

§ VI

Andamento dei raggi luminosi in un eampo gravitazionale.

1. — Mentre nell’ordinario spazio euclideo la veiocith della
luce (nel vuoto) si ritiene costante e le traiettorie luminose sono
in conformita rettilinee, in un campo gravitazionale velocita e
traiettorie vengono modificate per I'influenza del campo.

Denotando sempre con ds* V'elemento lineare dello spazio
quadridimensionale che congloba spazio e tempo, nella teoria di
Einstein la propagazione della luce & determinata dall’equazione

ds=20,

Serie VI, Vol. XIT 4
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assieme al principio di Fermat, compendiato nella formola
b[dt=0.

In un campo statico, il ds* & della forma (2) ed apparisce
quindi che la velocita della luce & in tal caso

dl
V:d—t‘ .
Se poniamo poi
di=Hdl ,

con dl’ euclideo, il principio di Fermat & espresso dall’equa-
zione variazionale

VS8r,e* I ,
Sf - V—dl =0,

avendo introdotto 1'inessenziale fattore costante }8r, cla per
una ragione che apparirad in seguito.

Questa equazione ci permette di affermare *), che i raggi
luminosi coincidono con le traiettorie di un punto materiale,
nell’ordinario spazio euclideo, sotto 'azione del potenziale uni-
tario.

L2 2
U* . 4:1 o C 7I_IN
- 2 2 )
at 'V
con energia totale nulla.
2. — Nel campo di attrazione di un’unica massa M con-

centrata in un punto, essendo il dI* molto prossimo alla forma
euclidea, si puod ritenere [cfr. § IV n. 7]

V=c @+,

con y quantith di primo ordine.

8%y Cfr. 1. c. (24).
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D'altra parte H ha, in questo caso, 'espressione (28) o, se
vogliamo, per la precedente,

o 1

A,

Trascurando i quadrati di vy, potremo quindi ritenere

u a’
V= 5 e L4
e di conseguenza
U*:-—cﬁ’ + 102 .
4

Ne segue, per quanto ora abbiamo detto, che il principio
che determina la forma dei raggi luminosi in un campo gra-
vizionale occupato da un'unica massa, si pud enunciare come
segue: Le traiettorie luminose coincidono, in prima approssi-
mazione, con quelle di un punto materials, nell’ ordinario spazio
euclideo, sotto U'aztone dal potenziale unitario

U=-—¢

¢ con energia totale

E::Zc’ .

Poiché va ritenuto [efr. § IV n. 7]

_— c’y o f;].\} ,
R

il potenziale U ha la forma che le compete nell’ordinaria teoria
neutoniana e siccome poi l'energia totale E & essenzialmente
positiva, ne concludiamo che la luce, in un campo gravitazio-
nale con un unico centro di attrazione, percorre una traiettoria
che nella nostra rappresentazione euclidea ha per imagine un
ramo di iperbole, il cui fuoco (intendiamo quello interno al
ramo) & occupato dalla massa M.
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Si noti che per essere E grandissimo (rispetto ad U) si puo
gia affermare che la curvatura dell’iperbole & piccolissima e che
quindi )'andamento dei raggi luminosi & poco discosto da quello
rettilineo.

3. — Il campo gravitazionale sia ora quello del sole e si
supponga che sulla terra si possa osservare la luce proveniente
da una stella. Il raggio luminoso avra la forma di una iper-
bole; la luce invece sembrerd provenire all’osservatore terrestre
secondo la tangente a questa iperbole e in conseguenza di cid
la stella, che emana la luce, apparirad situata in un punto di-
verso da quello realmente occupato.

La stella subisce cosi uno spostamento angolare apparente
misurato dall’angolo formato dalla suddetta tangente e dal raggio
terra-stella.

Praticamente si pud ritenere infinita la distanza tra la stella
e il sole e tra questo e la terra, per cui lo spostamento ango-
lare apparente risulteri misarato dall’angolo esterno dei due
asintoti dell’iperbole percorsa dalla luce.

Questo, a rigore, nell’ausiliario spazio euclideo a cui si ri-
feriscono le precedenti considerazioni, il quale sta in rappre-
sentazione conforme con lo spazio fisico. Tuttavia il risultato
finale, ciod la misura della deviazione angolare che ci interessa,
si riporta inalterata nello spazio fisico attesa la proprieta fon-
damentale delle rappresentazioni conformi,

Indicheremo con 28 J'angolo interno e con 28& I'angole
esterno di questi due. asintoti: si avra manifestamente

—B .

nol &

Cerchiamo ora di determinare I'angolo 3, introducendo la
minima distanza d del centro del sole dalla traiettoria lumi-
nosa: per l'applicazione che ci interessa d coincide ovviamente
con il raggio della corona solare.
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Se a & il semiasse trasverso della traiettoria iperbolica, &
notoriamonte *)

_JM
I=2E
e nel caso nostro, essendo E = % ¢,
2fM
2N
od anche per la (34)
a=a .

Ora d altro non & che la distanza tra un vertice dell’iper-
bole e il fuoco corrispondente, per cui, indicando con e lec-
centricith dell’ iperbole *)

d=a(e—1)
e da qui e dalla precedente

1 o

e a +d

Essendo d'altra parte )

risulta immediatamente

sin & ==

a+d

) Cfr. I. ¢, (81).

¥} Cfr. p. es. L. Bianchi, Lesions di Geometria Analitica [Pisa, Enrico
Spoerri, 1915), p. 395 form. (12) per ’'=a .

*%) L. Bianehi, . ¢, (37), p. 891.
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Poiché « & eguale a circa 3 km. [cfr. § IV, n. 8], mentre d,
arrotondando le cifre, & eguale a 7 > 10° km., il rapporto «/d
8i pud considerare come quantith di primo ordine e si ha cosi
per lo spostamento totale A ==235 l'espressione approssimata

Esprimendo A in secondi, si ha

23 6_‘7>< 10*

M= X " om

ciod approssimativamente

A7 =1.75 .



