
Ueber  die C r e m  on  a " sche  Charak~ris~ikenformel .  

Von 

E. STUDY in Leipzig. 

Meine auf zwei- und dreifach ausgedehnte Kegelschnltt~ysteme 
beziigliehen Untersuehungen babe ich in die vorstehende Arbeit nicht 
mit aufgenommen, da es mir his jetzt nieht gelungen ist, dieselben 
in ~ihnlich allgemeiner Weise durchzufiihren, wie es bei den vieffaeh 
ausgedehnten Systemen~ zu deren Behandlung das Bgzout'sche Theorem 
ausreichte, noch m5glich war. 

Es mSgen aber wenigstens einige Bemerkungen bier eine Stelle 
linden, welche sich auf den Satz yon C r e m o n a  beziehen, der fiir die 
Zusarnmenstellung eines zweifach- und eines dreifach ausgedehnten 
Systems dasselbe leistet, was der Chasles'sche Satz fiir ein- und vier- 
fach ausgedehnte Systeme. Dieser Satz sagt in seiner urspriingiiehen 
Form aus, dass die Zahl der ,Kegelschnitt~, in welchen sieh ein drei- 
fach ausgedehntes System M und ein zweifach ausgedehntes N durch- 
dringen" dutch einen dreigliedrigen Ausdruck dargestellt wird, we]cher 
sich aus zwei Reihen yon ,Charakteristiken" bilinear zusammensetzi, 
yon welehen die erste nur yon den Eigenschaften des Systems M, die 
zweite nut yon denen des Systems h r abhiingk 

Es steht yon vorn herein zu vermuthen, dass dieser Satz dutch 
die Einffihrung des Begriffes der vollst~ndigen Form eine ebenso all- 
gemein giltige Deutung erfahren werde, als wir in Betreff des Chasles'- 
schen Satzes gesehen haben; und in der That verh~t es sich so. 

Zugleich ergiebt sich eine einfache, bisher, wie es scheint, nicht 
bemerlde geometrische Deutung des Cremona'schen Satzes, "~hnlich der 
w 9 der vorstehenden Arbeit hinsich~lich des Chasles'schen Satzes an- 
gegebenen; und in ihrer Begleitung eine Moduldarstel]ung der zweifach 
ausgedehn~en Sys~eme, welche der yon tterrn H a l p h e n  fiir die dreifach 
ausgedehnten Systeme aufgestellten analog ist. 

Ftir den Fall, class das drei- und das zweifach ausgedehnte System 
vollst~ndige Durchschnitte yon zwei, hez~iglich drei vierfach ausgedehnten 
Systemen sind, ist der Naehweis der ersteren Behauptung als durch die 
Formel VI des w 9 der vorstehenden Abhandlung bereRs erbracht anzu- 
sehen, da es natiirlich gleichgiltig ist, in welcher Reihenfolge man die fiini 
vierfach ausgedehnten Sys~eme, welche in diese Formel eintreten, zum 
Durchschnitt bringS. Der andere Fall aber~ in welchem diese besondere 
Voraussetzung nicht effiillt ist, t~isst sich auf den ersten zuriickftihrenj 
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da man jede Manniehfaltigkeit dl/oder N dutch Hinzuftigtmg geeig- 
neter Mannichfaltigkeiten gleieher Dimension zu einem volls~ndigen 
Durchschnitt ergKnzen kann, und bier, was fiir das Ganze gilt, wie 
nieht schwer zu sehen, auch fiir die einzelnen Theile gelten muss. 

Die in tier Cremona'schea Formel auf~etenden Chaxakteristiken 
besi~zen eine iihnlich einfache geometrische Bedeuhmg, wie die des 
Chasles'schen Satzes; und zwax erh~ilt man, wenn man die in w 7 d e r  
v()rstehenden Arbeit angegebenen S~tze auf Sys~eme M und _hT in 
den einfachen, hier in Betracht kommenden Fiilleu ausdehnt, den Satz 
yon Cremona in der folgenden Form: 

.Sei r die Zahl der Strahlen_~aare eines dreifach ausgedehnten 
Systems M, welche ihren Scheitet in einem gegebenen _Punkt haben; s die 
Zahl der .Kegelschnitte d2sselben, welche ein gegebenes _Poldreieck haben; 
r' die Zahl der Punktepaare desselben, wdche auf einer gegebo~en 
Geraden liegen --  

ferner n die Zahl der ~egelschnitte eines zweifach ausgedehnten 
Systems N, welche (als Curven 2. C1. aufgefasst) sieh auf einen Biischd 
yon Curven 2. O. sti#zen, oder insbeso~ulere zwei gegebene Gerade be- 
riihren ; 1 die Zahl der Kegelschnitte des Systems N, in ;Bezug auf welche 
ein gegebener _Punkt und vine gegebene Gerade t)ol und _Polare sind, 
oder welck~e eine gegebene Gerade in einem gegeb~nen APunlcte beriihren; 
endlich n" die n dualistisch gegeniiberstehende An~ahl. 

])ann ist die Zahl der behlen Systemen gemeinsamen Curven, so 
lunge sie iiberhau2t endlich ist~ gleich: 

r n ' ~  (r ~ s + r') l + r'n 
r (n" - l) + s~ + r" ( .  ~ 1). 

Die Zahlen r, s, r ' - - n ,  l, n' die wit als .CharaMzrislikvm = der 
Systeme 2~/und N bezeichnen, werdea mit den gewShnl~ch als Charak- 
terisiiken gebrauehten Zahlen darch die l~elationen verbunden: 

Me3 --- - s + 3 r '  
Nit  ~ ~ n' Mtt2v--~- 2s + 2~ z 
Nt~v ~-~ 21 M ~ v  2~- 2s + 2r 
N v  2 ~ n  M y  "~ ~-- s +  3r, 

aus welch' letzteren die Identi~t: 

M (2it 3 -- 3t~v + 3t~v 2 -- 2v ~) ~ 0 
nunmehr in allgemeiner Weise sich ergiebt. Umgekehrt erh~lt man: 

I dltr (2~3 - 3t~2 v _ 3 ~ +  2v3), 

a M(2v3 ~v~), r ' ~  1 r ~ -i" - -  X M ( 2 t ~  3 - -  t~ ~ v ) ,  

Ausdriicke, die im Falle M der voUst~dige Durchschnitt zweier vier- 



104 E. STUDY. 

fach ausgedehnter Systeme LI, L~ is~ (wofttr wir M ~ L 1L 2 schreiben), 
die folgenden einfachen, auah direct leicht abzuleitenden Relationen 
exgeben: 

s - -  r - -  r" ~ -  2 Qtl~t 2' ~ ~t2 ;tl ~) 

r = ~1~ r ' ~  Xl"~ / *). 

~Xfir zwei- und dreifach ausgedehnte Systeme liefer~ der Cremona'- 
sche Satz ~ihnliche Moduldarste~ungen, wie wir sie in w 9 hinsichtlich 
der eln- und vierfach ausgedehnten Systeme kennen lernten. 

Ffihren wir diese ein, so kSnnen wit alle in dem Charakteristiken- 
problem der Kegelschnitte einbegriffenen Fragestellungen durch einen 
einzigen Sa~ beantworten. 

Wir fiigen zu diesem Behufe zu den w 9 benutzten Bezeichnungen 
noch die folgenden: 

Es sollen g2, v2 resp. die dreifach ausgedehn~n Systeme bezeiehnen, 

welehe der vollst~dige Schnitt je zweier Systeme ~ und v sind, - ~  

das System der Kegelsehnitte, welche eine gegebene Gerade als Polare 
eines gegebenen Punktes haben; a sell das Kegelschnittsystem bedeuten, 
alas yon allen Punktepaaren einer Geraden, a" dasjenige, welches yon 
allen S~rahlenpaaren eines Punktes gebildet wird; endlich sei ~6 das 
System aller Kegelschnltte~ welche ein gegebenes Poldreieck besitzen. 

Dann is~ mit Bezug auf diese und die w 9 der voranstehenden 
Arbeit eingefiihrten Bezeichnungen fiir vier~ drei-, zwei- und einfach 
ausgedehnte Kegelschnittsysteme L, M, N, Q: 

I. 
~ L~ ~t' ~ L~  

O) L ~- ~ -F zv. 
I I .  

r ~ -  M a "  s ~ M ~  d ~ Ma 
y , y  (2) ~ :  r ~  + ( s - ~ - ~ ' )  -~- + ~'~.  

*) Eine besondere symmetrische Form nimm~ der Satz yon Cremon~. an, 
wenn man Fdr % s, Y neue Charakteristiken einffihrL, die dureh die Gleichn-gen: 

b=r-{-r" a = s - - r  a ' ~ s - - r "  
definir~ sind, und yon welchen die le~zteren die Zahlen der PunkCepaare, beziig- 
lich Strahlenpaare des Systems M darstellen, welehe einen festen Punl~ beziiglich 

eine feste Gerade e~hal~en. Es wird alsdann, wenn man noeh st fiir 1 (a -~- b + a% 
1 und a+ ffir -~- (n-~ ~--]- n') schreibt, 

MlV = (s~ - -  a) n' + (s~ - -  b) z + (s~ - -  a ' ) .  
= a (6~ - n') + b (~1 - Z) + a" (~1 - -  n). 
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~ : v 3 ~ - 4  /~v 4 ~ - 2  v 5 ~ - 1  

a #  ~ ~ 0  a / ~ O  a v  ~ 1  

~i i~  --~ 1 f l y  ~-- 1 ~ , ~  --~ 1 

~' /~  -m- 1 ~'/~v-~- 0 ~ ' ~  ~-- 0 

6~ ,~  ~:v ~-- 0 ~ ~---- ~/~ ~--~ 1. 

Hinsichtlich der .Beweglich/;eit der L6sungen ist mit  Bezug aa f  
die Cremona'sche Formel Aehnliches zu sagen,  wie bei dem Chasles'- 
schen Satze. Es haben innerhalb des zweifach ausgedehnten Systems die 
LSsungea im Allgemeinen die Maximalbeweglichkeit 2; niimlich immer 
dann, wenn das dreifach ausgedehnte System nieht oo ~ oder das zwei- 
fach ausgedehnte nicht oo 1 ausgeartete Curven der dritten Art  ent- 
h~ilt~ und in noch zwei weiteren unsehwer anzugebenden F~llen, wo 
diese Vorkommnisse wirklich zugleich auftreten. In  den tibrigen Fgllen 
finder eine Verringerung der BeweglichkeR einzelner LSsungen yon 2 
auf 1 stat~.*) 

*) Eine Theorie, welche etwa zwei Systeme yon Curven 2. Ordmung einander 
gegenfiberstellte, und nun, ohne dureh die Begriffe der ,,~ollst~indigen Form" und 
der ,,wirklichen Liisung" hindurchzugehen, direct die Zahl der bewegZid~en Curven 
2. O. anzugeben suchte, die beiden Systemen gemeinsam sind, dfiffte nicht unter- 
lassen, hervorzuheben, dass der Cremona'sche Satz da, wo er im Sinne einex 
solchen Theorie richtig ist (n~mlich bei Ausschluss der im Texte angedeuteten 
FS21e), n/ch$ schleehthin die Zahl der beweg~ichen Schnittcurven angiebt, sondern 
die Zahl derjenigen, ~elche die Ma~cimalbeweglicM~eit 2 haben. Denn es giebt 
noch (scheinbare) LSsungen, deren Beweglichkeit 1 ist~ und die in tier Cremona'- 
schen Formel nicht mitgezAhlt aiad. 

L e i p z i g ,  fin Juli  1885. 

m ,  

n ~ N ~  ~ /~---iV ~ n' 

IV.  

(4) Q ---- + 
Um nun <lie Zahl der C/urven zu bestimmen, in denen sich irgend 

welche, in den Dimensionen !)assend gewiihlte Kegdschnittsysteme durch- 
dringen, multiplieire ma~ die dutch die Gleichungen (1), (2), (3)~ (4) 
gegebenen ModuZn derselben mit einander, und ersetze dann die l~ro- 
ducte der ~, v, a, ~, ~, ~ beziiglich durch die Werthe: 


