Ueber -Thetafunctionen, die nach einer Transformation in ein
Product von Thetafunctionen zerfallen.

Voo

Ep. Winrress in Halle.

Bet vielen derjenigen Abelschen Integralen, welche sich anf Abelsche
Integrale von niedererem Range zurlickfiihren lassen, kann man unmittel-
bar eine Substitution angeben, welche gewisse Formen der urspriing-
lichen Integrale ungefindert lisst, obgleich die betreffenden Integrale
niedereren Ranges eine entsprechende Substitution nicht gestatten,
So bleibt z. B. das Infegral

f (xn——a'i—-‘.&' . xl) dx

Vet ag™ £ 0" ot batfaz 1

dessen Reduction Malet (Journal fir Mathematik, Bd. 76, 8. 97) und
Brioschi {Comptes rendus, t. LXXXV, p. T08) gezeigt haben, bei der
Substitution

ungeindert. Ferner, wenn das Abel'sche Integral vom Range III
reducible wird, so kann man die dem Integral zu Grunde liegende
(leichung auf die Form

Ve (pzy+q2,) + Vo (ray+say) + ¥V ay (54 a2 4-ba,) = 0
bringen (vergl 8. v. Kowalevski, Acta mathematica, t. IV, p. 393);
da diese Gleichung bei der Substitution

Ty 1y wy=F 1 &1 — (Bt ok +bE)
ungesndert bleibt, so giebt es auch, wie man leicht nachweisen kann,
gewisse zugehérige Integrale, welche bei dieser Substitution hochstens
ihr Vorzeichen &ndern.

Diesen Substitutionen, welche die Integrale ungefindert lassen,
entsprechen nun Transformationen der zngehprigen Thetafunctionen,
bei welchen die urspriinglichen und die transformirten Parameter der
Thetafunctionen einander gleich sind und somit eine sogenannte
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complexe Multiplication stattfindet, d. i. eine solche Transformation,
welche Frobenius (Journal fir Mathematik, Bd. 95, S. 264) eine ,,prin-
cipale® nennt. Dies findet nun allgemein, nicht in einzelnen Fillen
allein, statt: Sobald eine Thetafunction durch eine Transformation in
eine andere Thetafunction ibergefithrt wird, die in das Produet von
Thetafunctionen von weniger Variablen zerfillt, (was ja eine Reduction
des zur urspriinglichen Thetafunction gehérigen Integrals auf Integrale
niedereren Ranges zur Folge hat), so existirt fiir diese Thetafunction
mindestens eime principale Transformation. — Dies nun nachzuweisen,
diese Transformationen niher zu untersuchen, und sodann aus den-
selben die Beziehungen herznleiten, welche zwischen den Parametern
der urspriinglichen Thetafunction bestehen, ist der Zweck der vor-
liegenden Arbeit.

Die Parameter der Thetafunctionen will ich in bekannter Weise
mit 7ep, (T.z = ) bezeichnen, wo die Indices « und B, wie spiter
auch y und &, die Werthe 1, 2,..., o, anzunehmen haben. Wenn
nun 7,z die transformirten Parameter bedenten, so hingen diese mit
den 7.5 durch die Gleichungen

1) ngtest 2, gt-a, -4y Ty = 2 Ny Tay + 2, Ny, g%y Tgd
Y 7 716

zusammen, wobei das System der ganzen Zahlen n,; den Bedingungen

n, fir L=1p,

@ gézglnx,# "e+x,e+2=2§z§1”ﬂ,x”e+1,e+x=={0, fiir Az‘u

zu geniigen hat, in denen x, 1, u, wie im folgenden auch », die
Werthe 1,2,..., 20 annehmen, und sodann die Indices modulo 2¢
auf die Zahlen 1, 2, ..., 20 reducirt werden sollen; §, soll den Werth
-+ 1 oder — 1 bedeuten, je nachdem x < ¢ oder x > ¢ ist. Die Zahl
n neunt man den Grad der Transformation. )

Zugleich mit den Gleichungen (1) bestehen noch die weiteren
Gleichungen

(3) gy =2 F (%) m:x‘h
2

in denen die @,y beliebig sind und nur der Bedingung geniigen, dass
ihre Determinante von Null verschieden ist, wihrend die @, ¢4 durch
die Gleichungen

4) Da,o+ =2 DayTys
¥

bestimmt -sind. Die ., die dann durch die Gleichungen (3) voll-
kowmen bestimmt sind, hingen mit den 7, durch Gleichungen zu-
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sammen, die den Gleichungen (4) ganz analog gebildet sind. Diese
Transformation will ich entsprechend den Coefficienten n,., mit (N)
bezeichnen. .

Es sei jetzt (N7} eine andere Transformation mit den Coefficienten
7,2, bel welcher also an Stelle der Gleichungen (3) die Gleichungen

(5) Dy = > iy 2
P

treten. Die auns den beiden Transformationen (N) und (N') zpsam-
mengesetzte Transformation, d. 1. diejenige Transformation, welche ich
erhalte, wenn ich zuerst die Transformation (N) und davn die Trans-
formation (N") aunsfiihre, bezeichne ich mit

(N) (V') = (M).
Und die Coefficienten m,; dieser Transformation findet man bekannt-
lick dadpreh, dass man aus den Gleichungen (5) die Ausdriicke fir
@), in die Gleichungen (3) einsetzt:

7 ;
(6) MWy 2 =2 R Vopa .
"

* Ist insbesondere (N') die supplementire Transformation, die ich
mit (N)~! bezeichnen will, d. h. ist
(ON Wz == §uela g 2,045
wo §. die oben angegebene Bedeutung hat, so ist bet der Zusammen-
setzung die Beihenfolge obhne Einfluss:

(M) (N)~t = (N)~*(N),

und das Resnltat der Zusammensetzung ist eine Multiplication mit #;
denn in beiden Fillen wird zu Folge der Gleichungen (2)

(8) mlz—"‘:O, wenn 412%, May = N,

so dass die Gleichungen zwischen w,, und o, die Form o,.—=u e,
annehmen.

Ist ferner N eine principale Transformation, d. h. ist 7,5 = 7,p,
g0 kann man bekanntlich den @,; solche Werthe geben, dass
(9) By == g w:zx
wird, Die Grbssen g, nennt man die Mnultiplicatoren der bei dieser
Transformation stattfindenden complexen Multiplication, und dieselben
sind die Wurzeln der Eliminationsresultante der w,. aus den Glei-

chungen g, e =2 Ne2041, in welche fiir den Fall einer principalen
P
Transformation die Gleichungen (3) sich verwandeln. — -
Wendet man auf die aus den Grdssen w,, gebildeten Thetafune-
tionen, bei welchen die principale Transformation (N) stattfindet,

Mathemagische Annalen. XXVI. 9
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irgend eine Transformation (H) an, so findet auch fiir diese trans-
formirten Thetafunctionen eine principale Transformation statt, und

zwar ist dieselbe
H)y (V) H),
und die Multiplicatoren sind .
Woo »
wenn % der Grad der Transformation (H) bedeutet. Bezeichnet man
pnimlich die durch die Transformation (H) aus den w,, entstehenden
Grbssen mit @.y, so treten durch die Transformation (H)—* an Stelle

der @, die Grossen —}1; @, (siehe (8)), durch die principale Transfor-

mation (N) an Stelle der ., die Grossen ;17 0., (vergl. (9)) und

endlich durch die Transformation (H) an Stelle der- 6y, wieder die
@, ; folglich kommen durch die gesammte Transformation (H)~1(N )(H)

die Grossen —};:—rame an Stelle der @,; zu stehen. Und damit ist die
«

obige Behauptung erwiesen.

Da eine transformirte Thetafunction durch die supplementire Trans-
formation wieder in die urspriingliche zuriickgefiihrt wird, so folgt daraus,
dass eine principale Transformation der transformirten Thetafunction
auch eine solche der urspriinglichen Thetafunction zur Folge hat. Dies
gilt natiirlich auch, wenn die transformirte Thetafunction in ein Pro-
duct von Thetafunctlonen mit weniger Variablen zerfall. Folglich
kann man die simmtlichen principalen Transformationen der urspriing-
lichen Thetafunction herstellen, sobald man diejenigen der zerfallen-
den Thetafunction kennt: Ist (P) diejenige Transformation, welche
eine Thetafunction in eine zerfallende Thetafunction tberfithrt, ist (H)
die principale Transformation der zerfallenden Thetafunction, so findet
bei der urspriinglichen Thetafunetion die principale Transformation

(P) (H) (P)~
statt,
Es handelt sich also darum, die Transformation H herzustellen.

Es sel nun
5
D0y, 02y« - - ”e)=l l 9 (Orgt1s Vrgtzs -~ 3 Vr5 1)
o=0

Wo v, = 1, ¥4y = o sein soll, die in ein Product von Thetafunctionen
zerfallende Thetafunction; dann muss bekanntlich in derselben
(10) Toe == Tog == 0
sein, wenn
¢> v, und zugleich e<w,, fir p=1,2,...,h.
Um die principalen Transformationen dieser Thetafunction zu
erhalten, lisst man in der Gleichung (1) 7op == 7.5 werden, sefat fiir
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die ‘7o, diese speciellen Werthe (10), und bestimmt anter der Voraus-
setzung, dass die von Null verschiedenen v,z = 73, gegenseitig unab-
hingig seien, die Coefficienten 7,13 die erhaltenen Systeme #,: geben
dann die principalen Transformationen. Nach der Substitution dieser
Werthe fiir 7,5 besteht das Systemy der Gleichupgen (1) aus Gruppen
von der Form:

Ngti5+ Z, Wi, ¢+ Tis =2 rj Ty Z N, 045 Tir Tis 5
$ r rs

wo
v < ?:gt‘k.‘_1, V; <j§?lz+1, fﬁl‘ k,l:—O, 1,...,]@,
und die Summation bezliglich » von 2 4 1 bis vy, beziiglich s von
v, + 1 bis v,;; auszefithren ist. Aus diesen Gleichungen erkennt man,
dass erstens, wenn % und I verschieden sind, alle in-den betreffenden
Gleichungen vorkommenden #,; Null sein miissen, denn die 7;, und
7;» sind simmilich verschieden und sollen gegenseitig unabhiingig sein,
und dass zweitens, wenn b =1 ist, die n,; such Null sind mit Ans-
nahme von #;; und #g4j,e4;, die denselben Werth haben miissen:
' Ris = fots0+is Ve < 7:1.7:—<_ Vitt,

denn die in den betreffenden Gleichungen vorkommenden z;, und z;,
sind verschieden, bis auf 7;, das sowohl als Coefficient von #;; als
auch von #, ;¢4 sich findet. Folglich ist allgemein

1’1«,;,1—’:-:0, fiir Z%A,
Wy x =MNg v, obe == fy, Wenn vplulwry,, fir f=0,1,..., 5.
Aus den Gleichungen (2) folgt sodann, dass g = n, so dass man
Wr=p
setzen kann, wo g eine ganze Zahl und
g==-+1 oder —1
ist. Hieraus ersieht man, dass diese Transformation zusammepgesetzt

ist aus einer Mulfiplication mit g und der linearen Transformation,
bei welcher die Coefficienten die folgenden Werthe haben:
Nup =0, fir x%l,

Noe = Nobapta =&, wenn v lal vy, fir f=0,1,..., k.
Da hier die Multiplicationen mit ganzen Zahlen nicht in DBetracht
kommen, so sind diese linearep Transformationen die gesuchten prin-
cipalen Transformationen der in ein Product von Thetafunctionen zer-
fallenden Thetafunction, die wir oben mit (H) bezeichnet haben. Die
dabei auftretenden Multiplicatoren sind ebep diese Grossen %uo = &
=+ 1. — Indem man nun dies Resuliat zu den Betrachtungen auf
Seite 130 hinzunimmt, kann man das Ergebniss in folgender Weise
aussprechen:

9%
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Tramsformirt man eine Thetafunction durch die Transformation [P),
wund die transformirie Thelafunction zerfdllt in ein Product von mehreren
Thetafunctionen, so existiven fiir dic wrspriingliche Thetafunction die prin-
cipalen Transformationen

(P) (H) (Y™ = (K),
und die Multiplicatoren bei denselben sind

Phea=p&r=Fp, Wenn v, <a< vy, fir f=01,...,h,
wo p den Hrad der Transformation (P)) bedeutet.

Von diesen principalen, fiir diese Thetafunction charakteristischen
Transformationen sind h, eine weniger als die Ansahl der Thetafunc-
tionen, m welche bei der Transformation die wrspriingliche Thetafunction
serfillt, gegenseitig vollkommen unabhingiy wnd lassen sich wichi ouf
einander zuriickfiihren. Denn die simmtlichen Transformationen (H)
lassen sich aus den A speciellen Transformationen (H), bei welchen

g=—1,8= 1,&e=1,........... , &= 1,
bez. = 1l,5=—1,86=1,........... =1,
& == 1,54”—‘—‘ 1, £2=1,...,8},_1=1, Gk———-‘l’

und der Transformation, bei welcher
gg=—1,=—1,8=—1,...,,=—1,

zusammensetzen, Da nun die letztere Transformation bei jeder Theta-
funetion moglieh ist, so bleiben nur die ersten h Transformationen als
fir die zerfallende Thetafunetion charakteristisch {ibrig, und diese
lassen sich offenbar nicht anf einander zuriickfilhren. Da nun zu jeder
Transformation (H) eine besondere Transformation (K) gehort, so giebs
es demnach auch genau s wesentlich verschiedene Transformationen (K).

Diese principalen Transformationen (X) sind dadurch ausgezeich-
net, dass sie mit thren supplementiren identisch sind Denn wenn man

die Transformation (X) einmal ausfithrt, so treten an Stelle der w,,
die Grdssen O

”p’ folglich geht beim Wiederholen der Transforma-

(7.7

tion e, In

! 203 - ! [11]
HM,P aXx pg L

iiber, d. h. es findet eine Multiplication mit p? statt. Da nun bekannt-
lich, wenn von zwei Transformationen, welche nach einander ausgefiihrt
eine Multiplication mit einer ganzen Zahl hervorbringen, eine zu der
andern supplementir sein mmuss, so ist die Transformation (K) zu sich
selbst supplementiir. — Wenn nun %,, die Coefficienten der Transforma-
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tion (K') sind, so sind §,Likot1,0+« diejenigen der supplementiren
Transformation (vergl. (7)), folglich muss hier

: T =8 G kg4 2,04
sein, oder:

kaﬂ = kﬂ'l—@:a-!-&“
boore =0, Eugrpg = — K ote,
k(\).}qx,a = O, k@‘*‘“’ﬁ = — ke_l_‘g’a.

Der Grad der principalen Transformation ist p*. Denn bei einer
zusammengesetzten Transformation ist der Grad gleich dem Producte
der Grade der einzelnen Transformationen, aus denen sie zusammen-
gesetzt ist.— Ist aber insbesondere der Grad von (P), d. <. p, eine gerade
Zahl, so kann man die Transformation (X) zerlegen in eine Multi-
plication mit 2 und eine ebenfalls wieder zu sich supplementiren

Transformation (K% vom Grade (%— p)z, die wieder eime principale
Transformation der Thetafunction ist, und zwar wit den Multiplicatoren
—%- Nuap. Um dies zu zeigen, will ich die Ausdriicke der %,z in den

Coefficienten p,; der Transformation (P) angeben, wie sich dieselben
aus den Gleichungen (6) mit Hilfe der Bedingungen (2) unmittelbar
ergeben: Wenn ich die Annahme mache, dass 71,1, 1a2, . - -, gy die-
jenigen der Multiplicatoren seien, welche gleich + 1 sind, whhrend
die iibrigen My41,941,..-)%¢, ¢ den Werth — 1 haben, eine Annahme,
die ich bekanntlich machen kann, ohne dadureh eine Besehrinkung
einzufithren, so ist

byw=p - 28 2 (Dot Progti — P Pote,04) 5

(11)
buq == 24 Z (Pot,i Pr,oti — Pusi Po-td, o+i)  LUT l%x ,

wo die Summe beziiglieh ¢ von g + 1 bis zu ¢ auszudehnen ist. Ist
nun p eine gerade Zahl, so sind die simmtlichen Coefficienten %,
gerade Zahlen, und hieraus folgt, dass die Transformation (K) aus
einer Multiplication mit 2 und einer Transformation (K®) mit den
Coefficienten

) 1
]’vxl == 0} kul

zusammengesetzt ist. Dass diese Transformation (K°) eine principale
Transformation mit den Multiplicatoren % PYaq ist, bedarf wohl kaum

noeh eines besonderen Beweises.

Der Specialfall dieses Satzes fiir p = 2 verdient noch besonders
hervorgehoben zu werden: Wenn durch eine Transformation zweiten
Grades eine Thetafunction in eine Serfallende Thetafunction ibergefishrt
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wird, so existirt fir diese Thetafunction eine principale Transformation,
die linear ist, wnd deren Multiplicatoren die Werthe + 1 wnd — 1
haben.

Mittelst dieses Satzes kann man leicht diejenigen hyperelliptischen
Integrale bestimmen, bei welchen die zugehorigen Thetafunctionen durch
eine quadratische Transformation in zerfallende Thetafunctionen iiber-
gefithrt werden. KEiner linearen Transformation der Thetafunctionen
entspricht niamlich eine lineare gebrochene Substitution der betreffen-
den Integrale:

et B
Der supplementiren Transformation entspricht diejenige Substitubion,
die ich erhalte, wenn ich (12) nach £ auflose:
| Y — dz+B .
yE—a
Sollen nun durch eine guadratische Transformation die Thetafunetionen
in ein Product von mehreren Thetafunctionen zerfallen,-so miissen

beide Substitutionen identisch, also « = — ¢ und demnach
o 28T 6
yE—«

sein, und diese Substitutionen miissen ferner die Wurzelgréssen in den
Integralen ungeiindert lassen. Nun kann man diese Substitution, je

nachdem ¢y = O oder yzo ist, in der Form
L 1
(eo+ 5 8)=— (et + 5 B),

-odexr

il 44

r&—a

schreiben. Und hieraus erkennt man, dass die Wurzelgrossen in den
Integralen durch lineare Substitutionen so umgewandelt werden kdnnen,
dass sie bel der Substitution

7

s k3
zZ = —¥ oder x’=?

re —a)=

ungedndert bleiben; sie miissen also eine der folgenden Formen haben:
(133) Ve—ay@+al@—b@+b - -=yR@,
13y Yow—a) (s—2) @) (e—2)- - -=VE @),

e Y —a)(e—2) @—nle—2) - =VED.
Die beiden letzten Wurzelgrossen lassen sich aber durch die Substitution
w b1




Thetafunctionen von besonderem Charakter. 135

auf die erstere zuriickfithren.®) Fplglich milssen die hyperelliptischen
Integrale, bei demen die sugehirigen Thetafunctionen durch eine quadra-
tische Tramsformation in ein Product von Thetafunctionen von weniger
Variablen sibergefiithrt werden, durch eine lineare gebrochene Substitufion
so umgewandelt werden kinnen, dass die Wuyzelgrisse nur das Quadrat
der Variablen enthilt. — Fiir Thetafunctionen mit zwei Argumenten ist
dies Resultat schon von Konigsberger (Journal fiir Mathematik, Bd. 67,
S. 74) ausgesprochen worden, nur hat sich derselbe dabei der Form
(13b) der Wurzelgrosse bedient.

Das oben entwickelte Hauptresultat kann man in folgender Weise
umkehren: Ist bei einer Thetafunction eine principale Transformation
moglich, bei der die ersten g Multiplicatoren gleich p, die ibrigen o—g
gleich — p sind, so ewistiren zwei Thetafunctionern, von denen die eine
nur g, die andere ¢ — g Variable enthdlt, und deren Product mtzomal
durch jene Thetafunctionen ausgedriickt werden kann.

Dies kann man dadurch nachweisen, dass man die principale
Transformation (K), oder dieselbe mit einer Multiplication zusammen-
gesetzt, in der Weise (P) (H) (P)~? zerlegt, und dann anof dig Theta-
function die Transformation () anwendet. Denn die durch (P) trans-
formirte Thetafunction ist rational durch die urspriinglichep Thetafune-
tionen ausdriickbar, uud sie zerfillt in dasProduct zweier Thetafunctionen,
weil fiir sie (H) eine principale Transformation ist. Fir @ = 2 ist diese
Zerlegung leicht ausfiihrbar. Ist nimlich

ks Ly 0, ki,
k?“ k227 ‘_kuv 0 ?
0, — k417 ]‘7117 ]'721)
by, o, by by,

*) Auf Grund dieser Bemerkung ist die Reduction der hyperelliptischen

Integrale i a
& @£
Jtogaes w [ie5

in einer wohl einfacheren Weise ausfiihrbar, als dies durch Malet (Joprnal fiir
Mathematik, Bd. 76, 8. 97) und Brioschi (Comptes rendus, t. LXXXV, p. 708)
geschehen ist, Durch die Substitution (14) gehen nfmlich diese Integrale in

= F, F,
f © g = J 1B+ O} Y

tiber, und macht man jetzt die Snbstxtut;on =g, so erhalt man

F
f 1(””1/ e )+f (@) — 25 ITW

Und damit ist die Reduction ausgefihrt. Wenn urspriinglich unter den Wurzel-
zeichen ganze Functionen von dem 2xnten, bez. (2u—1)ten Grade standen, so
sind nach der Reduction daselbst nur ganze Functionen von dem nten, besz,

(n41)ten Grade zo finden.
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worin in Folge der Bedingungsgleichungen (2)

By 4 by =0, ki kpky + byky =9, fir i=1,2
das Coefficientensystem der Transformation (K), und setzt man diese
Transformation mit einer Multiplication mit (2%,,+p) zusammen, so

sind, abgesehen von dem Fall, dass gleichzeitig k,, by, &y, by, Null
sind, die Coefficienten der Transformation (P) die folgenden:

by + kyp, 0, kyg,

by by F 2, — by, 0,

0, — ky, by +p, kb,

by 0, by, by Fp.

Ist aber ¢ > 2, so wird eine derartige Zerlegung von (X) sehr
umstédndlich. Wohl aber kann man den obigen Satz leicht beweisen,
wenn man die Kigenschaften der Thetafunctionen zu Hilfe nimmt. Es
bedeute O(,, %,, . . ., %) eine derjenigen Thetafunctionen, welche bis
auf einen hinzutretenden Exponentialfactor ungefindert bleibi, wenn
man %, %, - . ., e gleichzeitig um 2wy, 26,,, . . ., 2w, vermehrt.
Wenn dann g,, g,,..., g, die Multiplicatoren bei einer principalen Trans-
formation sind, so ist in Folge dieser Transformation © (g %, #,%,;..
.., Wotg) eine rationale Function derselben Thetafunctionen mit den
Argumenten wu,, w,, . . ., 4. Setzt man nun in dem Additionstheorem
der Thetafunctionen, d. i. in der Darstellung von

O (v, 1wy, vy s, . . ., v W) O(vy — Wy, Vy— Wy, - . ., Vo— Wp)
durch Thetafunctionen mit den Argumenten 9,, v,, ..., vy, bez.
Wy s Wo,-.., Wo, die Werthe pu,, pu,, ..., pu’ an Stelle von v, v,,...,9,
und die Werthe pu,, pu,, . . ., Py, — Dtlgi1, — PUyis, . - .5 — DPlhp A1
Stelle von w,, w,, ..., w,, so erhdlt man
6 2pu,2pu,,...,2pu,,0,0,...,0) 00,0, ...0,2pugy1, 2p,12,..., 2 1,)
rational ausgedriickt durch Thetafunctionen mit den Argumenten
Pthys PUyy .oy PUgy DELL DUy, Plhyseesy Uy, — PUyia, — Plhgia,. .., —Pitg.
Diese Thetafunctionen aber kann man, die ersteren, weil eine gewdhn-
liche Multiplication vorliegt, die anderen, weil p und — p die Maulti-
plicatoren einer principalen Transformation sind, durch Thetafunetionen
mit den Argumenten u,, u,, ..., %, ausdriicken. Mithin ist

O(2puy, 2puy, .., 2p%,,0,0,...,05 6(0,0,...,0,2pugr1,2pt4yia,..., 2pup)
eine rafionale Function von Thetafunctionen wmit den Argumenten
Uy, Uy, .« -y Ug. — Num ist aber ©2pu,, 2pu,, ..., 2pu,, 0,0,...,0)
eine Thetafunction von g Argumenten: O(u,, #,, . .., %,), denn diese

Fonection ©(2pu,, . . .) bleibt bis auf einen hinzutretenden Exponential-
factor ungefindert, wenn man die g Argumente w,, #,, ..., %4, um



Thetafanctionen von besonderem Charakter, 137

2@y, 2034, . . ., 2@,, vermehrt. Dasselbe gilt auch von der andern
Thetafunction: es ist

0(0,0,...,0, 2pusys, 2PUyrs, - .-, 2PUg) == O (s, Ugyay - - -, ty)-
Folglich ist
O (s thyy - - oy ty) B (Upp, thprs, - 5, Uy)
gleich einer rationalen Function der wvrspriinglichen Thetafunctionen.
Und damit ist obiger Satz bewjesen. —

Wenn eine Thetafunction nach einer Transformation in ein Product
von Thetafunctionen mit weniger Variablen zerfillt, so ist dies auch
bei allen Thetafunctionen der Fall, die aus jener durch lineare Trans-
formationen abgeleitet werden; mithin bestehen auch fiir alle diese
Thetafunctionen principale Transformationen von dieser besondern
Form (K), und alle diese Transformationen werden nach den Be-
merkungen auf Seite 130 gegenseitig in der Weise:

(K') = (L} (K) (L)
aus einander abgeleitet, wo (L) eine lineare Transformation bedeuntet.
Ich will nun eine wmbglichst einfache dieser Transformationen (K')
herstellen, d. h. eine solehe, in der maglichst viele der Coefficienten
Null sind.

Zu dem Zwecke bringe ich die Transformation (P) durch das von
Kronecker (Monatsberichte der Berliner Academie 1866, S. 608) an-
gegebene Verfahren auf die Normalform, d. h. ich zerlege (P) in der

Weise .
By = (L) (By),
wo (L) eine lineare Transformation bedeutet, und in (P,) die Coef- -
ficienten
Potap =0, piy =0, Pesors =0, wemn 0 i j<e.
Fir die ans der urspriinglichen Thetafunction mitielst der Transforma-
tion (L) hergeleiteten Thetafunction gilt nach den obigen Bemerkungen
die prineipale Transformation
() = (L) (E) (L) = (L) (P) (H) (P) (L) .
= (LY LY (By) (H) (B (L) (L) = (B (H)(PD™
und in dieser ist, wie man aus den Gleichungen (11) mit Hilfe der

Gleichungen (2) findet:
p, fir e > g,
= hoty e = =
barg == kete, e+ {__p} fir @ > g,
und ausserdem konnen von Null verschieden sein nur die Glieder:

ka-,¢= ]59.{-1,@-{.5; ko‘,e—{-o == — kq,&a;
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wenn 6 > g, t< g, ¢ < 6 ist. Fiir 9 =2, g = 2 hat demnach das
Coefficientensystem folgende Gestalt:

p O 0 0 0 0O —kyy — kg,
0 p 0 0 0 0 —Fky —ky,
by, by —p 0 Ky kg 0 — ks,
by ko O —p ky by by 0,

0o 0 0 0 » O y . s,

0 0O 0 0 0 »p Fogq kgg

0 0 0 0 0 0 —p 0,

0 o 0 0O 0 0 0 — p.

Im folgenden will ich die keine Beschrinkung enthaltende Annahme

machen, dass

g20—9;
ansserdem will ich iiberall k,, an Stelle von %yy; o0, ferner — ko opc
(wo ¢ < 6) an Stelle von k444 setzen, und dann, wo ich &, oder %, o1,
schreibe, die beiden Glieder des Coefficientensystems verstehen, wo
dieser Buchstabe steht. .

Eine weitere Vereinfachung der principalen Transformation (K
erhalte ich dadurch, dass ich fiir die mit (K) in der Form (L,) (X)
(L,)~! zusammenzusetzenden Transformationen (L,) die folgenden Trans-
formationen nehme:

’ .
(L)t @p, 5= 04, %, QUSZENOMMEN @y ==06; = Daeps, WO << yg;
’ 4 .
(Lg): 0y == 60y, ,,, AUSZELOWMEN @y, pri==Gpti 1+ Gy, WO 0<iLyg;
s ’
(Lig): @g,x = g, ¢, aUSgENOMMEN @4; =0y, — Oy, O ts

== 0o, g5 | Dao: WO 04,5 g3

(Leg): 00,4 ==0a,x, BUSIENOMMEN @, = 6, , -0y, 5, B o 15== O o4
F g, W0 0 < i< g <7< 03

(L)t @g =63, x, auSgenommen w,,,,,;=w;,,~j;m;,e+,, Oy, == 0,
Folypry w0 0 < i< g <7< 05

(Lg): ©g,2 =005, SUSZENOMMEN @, » =g, 7= O, s, De,pps== B, 45
F 4o, Wwo 0 < 1,5< 0.

Denn dadurch treten in (K') bei der Transformation (L,):

koorit-ks: an Stelle von % o5
bei(LZ)‘ kc,i ikﬁ,e"'i 2 ”n 2 kc,i

b&(%){%iééhﬁ I }
kc; e+t kc, o » 2] P k(,-, e+
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bei (L,): {kr,(,_;_c$k,~,e+c an Stelle von %, g4, 021‘,}
ks F+2p » » » Fris
bei (La): {kc,e—}-r—fkc,i 2 ” » kc,e#’ czr,}
kf,e+i+2p I 2 n kfa (H-i;?
k’af :st,f 12 ED ] 2?7 fiir f"" 1; 21- <29
bei (Xg): !]c,,eﬁiks,eﬂ sy m oy Erppe, fir e=1,2, ..., 7 — l,'
r+1,...,0.

Dabei hat ¢ die Werthe g + 1,9 + 2,..., ¢ zu durchlaufen, und % g15
ist durch — kg 410 zu ersetzen, wenn @ < .

Wenn nun durch diese, und auch andere Transformationen erreicht
werden kann, dass die Zahlen, die, abgesehen von k,,= —p, in der
cten Zeile stehen:

(14) Fo,s; o2y < Koygr Fosgirs Fesqtzy - ooy Koygtomts Kott,ghor Fote,otor e o Koiotos
fir c=g-- 1,942, ..., 7, und selbstverstindlich, die mit ihnen in
Folge von &, ppsm=—kp o1z, Ka,5 =Kota,orps gleichwerthigen Coefficien-
ten, noch Null werden, so soll dies schon als ausgefithrt betrachtet
werden, und es sollen also ausser den Zahlen by, == - p nur nogh
die Zablen (14) fir c=yp+ 1, y-+ 2, ..., ¢ von Null verschieden
sein. Indem ich alsdann abwechselnd die Transformationen (L) und
(L,) fiir (L,) nehme, und zwar zuerst fiir i=1, dann fir 1=2,3,...,¢,
kann ich durch das bekannte keftenbrochartige Verfahren naech eipander

(15) Ersvorts Frg o - - o5 Baohgs

und damit zugleich auch die gleichwerthigen Coefficienten %, gy 41, (Was
ich im folgenden nicht immer besonders hervorheben werde), zum
Verschwinden bringen; hierauf mache ich dadurch, dass ich fiir (L,)
die Transformation (L,) nehme, und zwar, indem ick abwechselnd ¢
und j znerst die Werthe 1 und 2, dann 2 und 3, u. s. w. gebe,
auch noch

(16) Bppre, Bypes, <o By

zu Null, so dass in der (p41)ten Zeile nur die Glieder

bpr,1s Bppryn = — P, Eepootpty Brpsebrtas - - o Fpptrtt
von Null verschieden sind. — Jetzt wiederholt man diese Operation:
mittelst der Transformationen (L,) und (L,) fir ¢ =2, 3, .. ., g bringt
man Fyisoia; kyizgis, - - +y byse oy, dann mittelst der Transformation
(L5) noch kypos, bpyo s, - -+ byye, zum Verschwinden. Und so fihrt
man fort, bis endlich, abgesehen von kyr = |1, von Null verschieden
nur noch sind:

ks Bogy - o oy boey, far e=yp+4+1,942,..,,0,

Feetts Fogtes - - o5 bogromy—t } fige=y+2,7+3,...,6
Koorets Kopsppeaty - o <, Ko, oot
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und die damit gleichwerthigen Coefficienten, wie dies aus ko 3= ~FKo1 8,044
bogip= —kpora folgt. Fir ¢=0, g=p =23 haben (g 1)te,
{9 4 2)te, ote Zeile, wenn ich nur @, b;, ¢ an Stelle von k2,
kypo,2, koa setze, jetzt die folgende Gestalt:

e 00 —p 0 0 0 0 0 0 —by —ey,
by b 0 O —p O b, 0 O B, O —C15
6 6 ¢ 0 0 —p ¢ és 0 ¢y oy 0.
Die Gleichungen (2) zwischen den Coefficienten der Transformation
reduciren sich hier anf

(17) Zkr,uks,g-{—u“‘Zkg’vkr,ﬁp——2_@]55’@+r=0, ‘}’<9’<S§9,

wo die Summation fiber % von 1 bis »—y, iiber v von 1 bis r—yp—1
auszufithren ist. Unter diesen Gleichungen befinden sich insbesondere
die Gleichungen
ky—l—l,l'ks,q—}-I — QPks,g+y+l = 0, fiir s= i + 2, s ey 0,

und aus diesen geht hervor, dass k. nicht Null sein kann, denn
sonst wiirden aneh k2 op 11, Eppseiptts « - -5 g orrts Null sein, und
dies ist ein Widerspruch damit, dass die Coefficienten (14) fir e=y 1
nicht verschwinden sollen.

Die weitere Reduction werde ich nur fiir den Fall avsfihren, dass
p eine ungerade Primzahl ist. Dies geschieht in folgender Weise: Es
kann E,i1,; nieht durch p theilbar sein, denn sonst konnte man diese
Zahl, da sie gerade ist, durch mehrmalige Wiederholung der Trans-
formation (I,) fiir » = y 4+ 1, ¢ =1 zu Nunll machen, was, wie eben
gezeigh, ausgeschlossen ist. Dann folgt aber aus den eben schon ein-
mal angefiihrten, in dem System (17) enthaltenen Gleichungen

(18) beyr,1 Bsors — 2Pk e = 0,

dass %o ot1, Fyis,eqts - - -5 Ko oqr durch p theilbar sind. Durch mehr-
malige Anwendung der Trapsformation (Lj) fiir i=1, r=p 42,
dann p + 3, ..., ¢, indem man beriicksichtigt, dass die %, gerade
Zahlen sind, macht man

(19) Fyreetts Bras o1y - - o5 Bgotrs
und damit auch, wie aus (18) folgt

(20) Fyisiotrits Brtsorrtns - - o5 Boghrg

zu Null. — Nun wiederholt man diese Operation: Es kann k.55 nicht
durch p theilbar sein, sonst kénnte man erst diese Zahl mittelst der
Transformation (L,), und dann die Zahl %,,,; mittelst der Tramsfor-
mation (Lg} zu Null machen, was ansgeschlossen ist. Unter den
Gleichungen (17) sind nun auch die folgenden enthalten:

by, koot FErta s Boors— by 1Brie or1—2p by etppo==0, fir s=p+3,0e;
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und wenn man darauf Riicksicht nimmé, dass die Zahlen Ly g4 und
kyizo+r1 zu Null gemacht sind, so erkennt man hieraus, dass &, p10
durch p theilbar ist. Und jetzt kann man wieder mit Hilfe der Trans-
formation (L)

ky-}-ﬁ, e+2 > kw—l—%e—l—% RS} kea e+2,
und damit zugleich auch

k;b!-?’,e—l-y+2 » Byttgtrees -+ k@[@'*‘l"“z
zam Verschwinden bringen. Und so fibrt man fort, bis, abgesehen von
Pur=-1p, nur noch von Null verschieden die folgenden Zahlen sind:
kc,l; kc,27 sy kc,c-y’ fiir e=y-+1, ¢+ 2; ey @

d.i. also diejenigen f,z, bei denen @ > B - . Selbstverstindlich sind
von den Coefficienten diejenigen, welche zu Folge von kyivotp=Fse
mit diesen dieselben Werthe haben, auch von Null verschieden. —
Damit ist die Reduction ausgefiibrt.

Die Coefficientensysteme, in demen p > ¢ ish, unterscheiden sich
von denjenigen, in welchen y = g, nur dadurch, dass in ersteren noch
mehr Coefficienten Null sind, wie in dem letzsteren; also kann man
allgemein sagen: in dem reducirfen System Fkipmen, abgesehen wvon
bex = - p, von Null verschieden sein nur die Coefficienten

Fe,p = Fotpo ot
wenn o >4 goder 8 > a4 g.

Dem also reducirten System der Coefficienten k,; der principalen

Transformation (K) will ich noch dadurch eine andere Form geben,

dass ich es mit der Transformation (Z), bei welcher

L4 7

D, ; == @i, B oti = g, 0445
’ !

Qg == Oy otr, O gtr = — Bgr,

woit=1,2,..,gundr=g¢g+1, g+ 2,..., ¢ ist, in der bekannten
Weise (L) (K) (L) verbinde. Die Gleichungen des Systems (K):

4 r 4
Dg,i == P g,y O, g ti = P Do, ot -+ 2, kotiotr ®aotrs
r
k r r ’
@ == ryi e, i —PBy,r;, Bgopr = — POagir;
£

wo ¢ die Werthe 1,2, ...,9 und » die Werthe g+ 1,90+ 2,..., 0
anzunehmen hat und %, ; = ki o4 = O ist, wenn v < i g, gehen
dadureh iiber in

Dui = POs; oot = “2 Roti,obr @ ~+ PO epis
r

’ 4 4
By ==~ PWy ry Dgotr == S, kr,z‘ Wy i~ POa,gtr-

2
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Und hiersus erkennt man, dass in dem neuen System von den Coef-
ficienten %, pur die folgenden: k., — - p und bori,r = — Fotr,s
== kytiqtr = kr¢ fir # >4 4 g von Null verschieden sein konnen.

Das Resultat, zu dem wir gekommen sind, kann ich jetzt in der
folgenden Weise aussprechen: Wenn eine Thetafunction durch eine
Transformation (F), deren Grad p eine ungerade Primzahl ist, in ein
Product von Thetafunctionen von weniger Variablen zerfdllf, so kann
die wrspriingliche Thelafunction durch eine lineare Transformation so
wmgeiindert werden, dass fir dieselbe eine principale Transformation
besteht, bei welcher

N

—p, tir e > g,
und die iibrigen Coefficienten k.; Null sind, mit Ausnakme von

botos =—lkopipe, fir azf+4g oder f>a+g,
welches gerade Zahlen sind. g wnd ¢ — g, wobet g =0 — g, sind die
Anzahl der Variablen der Thetafunctionen, in welche die wrsprimgliche
Thetafunction bes der Transformation zerfilli. — Die Werthe der
Parameter 7, fir diese Thetafunction erhilt man aus den Gleichungen
(1), indem man in denselben 7,z = 7.4 setzt und fiir n,, diese speciellen
Werthe der k,; substituirt: man findet, dass =,z beliebig ist, wenn
zugleich .

cuw f<g, oder aun. f>g¢g
und, wenn o > g > f ist, dass
0, wenn & < g + B,

la
210 pﬂ:we’m“zg"}‘ﬁ,

s = Tpe =) Fotap

wobei lug = hyras gamze Zahlen sind.
Die Transformation (P), durch welche die Thetofunction zum Zer-

fallen gebracht wird, hat, wie man sich leicht dberzeugt, das Coef-

ficientensystem
4 Poa =P, Pptagta =1, Pea=lkez,

wo k,; diese ganz speciellen Coefficienten des reducirten Systems sind.

Fir g = ¢ — 1, fiir den Fall also, dass eine Thetafunction nur
eine Variable enthilt, ist dieser Satz durch Konigsberger (Journal
fiir Mathematik, Bd. 67, 8. 74) als von Weierstrass herriihrend, mit-
getheilt. Vergl. auch Aufsiitze von 8. v. Kowalevski (Acta mathe-
matica, . IV, p. 393), Picard (Comptes rendus, t. XCII, p. 506,
t. XCI1I, p. 696).

Halle, im Januar 1885,



