
Ueber -The ta func t ionen ,  die nach e iner  T rans fo rma t ion  in ein 
P roduc t  yon The ta func t ionen  zerfaUen. 

Von 

ED. WIL~'~mS in Halle. 

Bet vielen derjenigen Abelschen Integralen, wek~he sich auf Abelsche 
Integrale yon niedererem Range zuriiekffihren lassen, kana man unmittel- 
bar eine Substitution angeben, welche gewisse Formen der ursprting- 
lichen [ntegrale ungeiindert liissf, obgleich die betreffenden Integrale 
niedereren Ranges eine entsprechende Subs'~ifu~ion nicht gestattem 
So bleibt z. B. das Integral 

f (~.-a-~. _. ~) a~ ~/x.2= + ax~,,--l_.~ b ; ~ - ~  + . . . . +  bxa + a x  ~_ l ' 

dessert Reduction M a l e t  (Journal fiir Mathematik, Bd. 76, S. 97) und 
B r i o s c h i  (Comptes rendus, t. LXXXV, p. 708) gezeigt habeu, bet der 
Substitution 

1 

unge~ndert. Ferner, wenn das hbel'sche Integral yore Range IlI  
reducible wird, so kann man die dem Inr zu Grunde liegende 
Gleichung ant die Form 

bringen (vergl. S. v. K o w a l e v s k i ,  Aeia mathematica~ t. IV, p. 393); 
da diese Gleichung bet der Substitution 

x 1 : x 2 :  x~ = f l  : f~ : - -  ( f a ' - [ - a ~ - { - b i : )  

tmgeilndert bleibt, so ~ebt  es auch, wie man leicht nachweisen kann, 
gewisse zugeh~rige Integrale, welche bet dieser Substitution hSchstens 
ihr Vorzeichen gndern. 

Diesen Substitn~ionen, welche die lntegrale unge~nder~ lassen, 
entsprechen nun Transformationen der zugehSrigen Thetafunctionen, 
bet welehen die urspriinglichen und die transt%rmirten Parameter tier 
Thetafunctionen emaader gleich sind und somit eine sogenaaante 
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complexe Multiplication sta~findet, d. i. eine solche Transformation, 
welche F r o b e n i u s  (Journal ffir Mathematik, Bd. 95, S. 264) eine ,,prln- 
cipale" nennt. Dies finder nun allgemein, night in einzelnen F~llen 
allein, start: Sobald eine Thetafunction durch eine Transformation in 
eine andere Thetafunetion (ibergefiihrt wird~ die in das Product von 
The~afunetionen yon weniger Varlablen zerfiillt, (was ja eine Reduction 
des zur urspriingliehen Thetafunction gehSrige, Integrals auf Integrate 
niedereren Ranges zur Folge hat), so existirt flit diese Thefafanction 
mindestens eine principale Transformation. - -  Dies nun nachzuweisea, 
diese Transformationen n~ker zu untersuchen, uad sodann aus den- 
selben die Beziehangen herzuleiten, we]the zwischen den Parame~ern 
der ursprfinglichen Thetafanc*ion bestehen~ ist der Zweck tier vor- 
tiegenden Arbeit. 

Die Parameter der Thetafunctionen will ich in bekannter Weise 
mit v~p~, (v,~ = v~)  bezeichnen, wo die Indices a and fl, wie sparer 
aueh 7 und~' ,  die Werthe 1, 2 , . . . ,  0, anzunehmen haben. Wenn 
nun v~,fl die transformirten Parameter bedeu~n, so h~ngen diese mit 
den v,,a durch die Gleichungen 

zusammen, wobei das System der ganzen Zahlen n~,z den Bedhxgungen 

(2) ~ ~,~n~.~ ne+~,~+~ ~ ~nl,.~,ne+z,e+,-~-{n' t'fir /l ~-- ~, 
~ 0, ftir X ~ t  t 

zu gentigen hat, in denen ~, Z, g,  wie im folgenden auch v, die 
Werthe 1, 2 , . . . ,  20 annehmen, und sodann die Indices modulo 20 
auf die Zahlen 1, 2 , . . . ,  20 redueir~ werden sollen; ~ soll den Werth 
+ 1 oder ~ I bedeuten, je nachdem x ~ 0 oder x > Q isL Die Zahl 
n nennt man den Grad der Transformation. 

Zugleich mit den Gleichungen (1) bestehen noch die weiteren 
Gleichungen 

(3) ~ = ~  n~ ~ ,  
2 

in denen die c%;j beliebig sind und nur der Bedingung gentigen, dass 
ihre Determinante yon Null verschieden ist, w~hrend die to~, e+~ dnreh 
die Gleiehungen 

(4) eo~.e+~ ~ ~o~ v ~ra 

bestimmt-sincl. Die ~ . , ,  die dann durch die (~leiehungen (3) volI. 
kommen bes~immt sind, h~ia~gen mit den ~t~ dareh Gteichungea~ za- 
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summen, die den Gleichungen (4) gunz a~atog gebilde~ sind. Diese 
Transfm~mation will idl en~pre~hend den Ooefti~ien~n ~ a  mi~ (IV) 
bezeiehnen. 

Es sei jetz~ (N') eine a~dere Transformation mit den ~oefficientem 
n'~, bei welcher also an Stelle der Gleichungen (3) die Gleichungen 

(5) eoa~ = ~  - ~  eoa~ 
Z 

treten. Die aus den beiden ~I~ansformationen (IV) ~nd (IV') zns~m- 
mengesetzte Transformation, d. i. diejenige Transformation~ welche ich 
erhalte, wenn ich zuerst die Transforanation (IV) und dann die Trans- 
formation (IV') ausfiihre, bezeiehne ieh mit 

(iv) (iv') = (Z/ ) .  
Und die Coefficienten m~  dieser Transformation finder man bekannt- 
lich dadurch, dass man aus den Gleichungen (5) die Ausdrficke ffi_r 
~ in die Gleichungen (3) einsetzt: 

? 
(6) m~ = ~  n ~ n ~ .  

Ist insbesondere (iV') die supplement~4re Transformation~ die ich 
mit (iV) -~ bezeiehnen will, d. h. ist 

(7) ~ = ~ e + ~ , ~ + , ,  
wo ~ die oben angegebene Bedeut~mg hat, so ist bei der Zusammen- 
setzung die Reihenfolge ohne Einfluss: 

(IV) (~V)- ~ = (~) -~  (~'),  
und das Resaltat der Zusammensetznng ist eine Mul~iplicz,~ion mit q~; 
denn in beiden F~ten wird zu Folge der Gleichnngen (2) 

(S) m~ = 0 ,  wenn Z<>~, m~ = ~ ,  

so dass die Gleiehungen zwisehen a~, und a~, die Form ~ ,~ -na~ ,  
annehmen. 

Ist ferner IV eine prineipale Transformation, d. h. ist ~,~ ~--- r ~ ,  
so kann man bekanntlich den eo~s solche Werthe geben, dass 
(9) eo~ = g~eo'~ 

wird. Die GrSssen ~t~ nennt man die Mul~iplieatoren der bei dieter 
Transformation stattilnden~den compiexen Multiplication~ und dieselben 
sind die Wurzeln der Eliminationsresultante der eo~ aus den Glei- 

chungen ~t~ o ~  = ~  n,2eo~, in welehe far den Rail einer prineipalen 

Transformation the Gteiehur~gen (3) sich verwandetn. ~ - 
Wander mau auf die aas den GrSs~en r gebfldeten Thof~fune- 

tianen, bei welehen die principale Transfarmatio~ (~).  s~ffir ,  de~, 
Mathemz~ische Annalen. XXVL 9 
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irgend eine Transformation (H)  an, so finder aueh fiir diese trans- 
formirten Thetafanetionen eine pr/,neipale Transformation stat~, and 
zwar ist dieselbe 

(H)-I (2r 
and die Multiplicatoren sind 

h ~ ,  
wenn h der Grad der Transformation ( H )  bedeutet. Bezeichnet man 
n~mlich die dutch die Transformation ( / / )  aus den eo~x entstehenden 

GrSssen mit eo~,  so treten durch die Transformation ( / / ) - 1  an SteUe 

- 1 (siehe dureh die Transfor- der co,~ die GrSssen -K ea~ (8)), priaeipale 

marion (2V) an Stelle der a ~  die GrSssen --1 ~ (vergl. (9)) und 
ga 

endlich dutch die Transformation (H)  an Stelle der. eo.~ wieder die 
ea.x ; folglich kommei~ dutch die gesammte Transformation (H) -I  (N)(j~r) 

| - -  

die GrSssen ~ r an Stelle der e%~ za stehem Und damit ist die 

obige Behauptung erwiesen. 
Da eine traasformirte Thetafunction dutch die supplement~re Trans- 

formation wieder in die ursprtingliehe znr~ickgefiihrt wird, so folgt darans, 
dass eine prineipale Transformation der transformir~en Thetafunetion 
aneh eine solehe tier urspriingliehen Thetafunction zur Folge hat. Dies 
gilt natiirlich aueh, wenn die transformirte The~function in ein Pro- 
duct yon Thetafunctionen mit weniger Variablen zeri'allt. Folglieh 
kann man die siimmtliehen prineipalen Transformationen der ursprfing- 
lichen Thetafunetion herstellen, sobald man diejenigen der zerfallen- 
den Thefafanction kennt:  Ist ( / ' )  diejenige Transformation, welehe 
eine Thetafanetion in eiae zerfa[lende Thetafunetion tiberffihrt, ist (H) 
die principale Transformation der zerfallenden Thetafunetion, so findet 
bei der urspriinglichen Thetafunetion die prineipale Transformation 

(2P) (H) (20)-, 
start. 

Es handelt sich also darum, die Transformation H herzus~elten. 
Es sei nun 

h 

w o  % -~- 1, vk+l ~ 0 sein soll, die in ein Product yon Thetafunetionen 
zerfallende Thetafunetion; dann muss bekanntlieh in derselben 

(10) ~,, ~--- v,, = 0 

sein, wenn 
c >  v~ und zugleieh e ~ v ~  frar p ~ l , 2 , . . . , h .  

Um die prineipalen Transformationen dieser The~afunetion zu 
erhalten~ }J4sst man in der Gl~iehung (1) ~ , ~  ~ werden, setzt fiir 
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die ' ~  diese speciellen Wer~he (10), und bes~inm~t nnter der Voraus- 
setzung, dass die yon Null verschiedenen v ~  ~ - ~  gegenseitig mlab- 
hiingig seien~ die Coefficienten n,2; die erhal~enen Sys~eme n~z geben 
dann die principalen Transformationen. Nach der Substitution dieser 
Wert~e flit z ~  bes*eh~ das System der Gleichuogen (I) aus Gruppen 
yon der Form: 

8 T T $  

WO 

v~ < i s vz.+~, v, .~ j s ~,+~, ~ r  k, t .-~ O, l ,  . . ., h ,  

und die Summation beztiglich r yon v~ -J- I bis v~d_~ ~ beztiglich s yon 
~ -~- 1 bis v~+l auszufiihren is~. Aus diesen Gteichungen erkeran~ man, 
(lass erstens, wenn /~ und 1 verschieden sind, al]e in-den betreffenden 
Gleichungen vorkommenden n~.z l~ull sein miissen, denn die vs~ und 
%-~ sind s~mmtlich versehieden und sol]en gegenseitig unabhi~gig sein, 
und dass zweifens, wenn /: ~ - l  is~, die n-~,~ aur N~ll sind mit Aus- 
nahme yon n~,~ und ne+~-e+j , die denselben Werth haben mfissen: 

n~,~ ~ ne+~.,e+j , v~ <: i , j ~  v~+~, 
denn die in den be~effenden Gleichungen vorkommenden v~-~ und z~ 
slnd verschieden, his auf v~s, das sowohl als 0oefficien~ yon n~,~ a/s 
auch yon ne+;,r sich finder. Folglich ist allgemein 

~ , , ,~n~+~.e . l .~ - -~]  ~ wenn v / < ~ u ~ / + ~  ~ r  f - - - ~ 0 , 1 , . . . ~ h .  
Aus den Gleichungen (2) folgt sodann, dass /~fi ~ n,  so class man 

setzen kann,  wo /~ eine ganze Zahl and 

~ 1 ~ - { - 1  oder - -  1 

ist. Hieraus ersieht man, dass diese Transformation zusammengesetzt 
ist aus einer Multiplication mi~ ~ und der linearen Transtbrmation, 
bei wetcher die Coefficienten die folgenden Werthe haben: 

*la, a-~-~e+a,e+a-~-~/, wenn v / < Z a ~ v / + ~ ,  fiir f = O ,  1, . . . .  , h .  

Da bier die Multiplicationen mi~ ganzen Zahlen nicht in Betraeht 
kommeu, so sind diese linearen Transh)rmationen die gesuchten prin- 
cipalen Transformationen der in ein Product yon Thet~fnnctionen zer- 
fallenden Thetafunction, die wit ohen mi~ (H) bezeichne~ haben. Die 
dabei auftretenden Multil01icatoren sind eben diese Gr5ssen ~/,, ~ ~ 

~ 1. ~ Indem man nun dies l'~esutt~t zu den Betrach~ungen auf 
Seite 130 hinzunimmt, kann man das Ergebniss in fotgender Weise 
aussprechen: 

9* 
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Transformirt m~n eine Thetaf~nction dutch die Transformation ( P ), 
und die transformixte Thetafunction zerfaZtt in ein Product yon mehreren 
Tketafunctionen, so existiren fiir die urslrriingliche Thetafunction die ffrin- 
c-ipalen Transformationen 

(~) (H) (P)-' ~- (K), 
und die Multi/plicatoren bei clenselben sind 

p , / ~ - ~ p ~ 1 = ~ / ~ ,  ~enn v j < a ~ v j + l ,  fiir f = O ,  1 , . . . , h ,  

wo ~ den Grad der Transformation (P)  bedeutet. 
Von diesen prineipalen~ fiir diese Thetafunction eharakteristischen 

Transformationen sind h, eine weniger als die Anzahl der Thetafunc- 
tionen~ in welche bei der Transformation die urslrriingliche Thetafunction 
zerfiillt, gegens'eitig vollkom~en unabhiingi# and lassen sich nicht auf 
einander zuri~ckfiihren. Denn die s~mmatlichen TransCormationen (H) 
lassen sich aus den h speciellen Transformationen (H)~ bei welchen 

~0~--- - -1 ,  ~1 --~- 1~ s 2 ~ 1 ,  . . . . . . . . . . .  , ~  1~ 

bez. ~0 ~ 1, ~l ~ ~ 1, ~2 ~ 1, . . . . . . . . . . .  , ~ t ,~  1, 
. . . . . .  . o . . , . ~ . . . . .  . �9 

and der Transforma/don, bei welcher 

~ 0 = - -  1, ~ 1 ~ - -  1, ~ - -  1 , . . . , ~  1, 

zusammensetzen. Da nun die letztere Transformation bei jeder Thela- 
function mSglich ist~ so bleiben nur die ersten h Transformationen a]s 
ftir die zerfallende Thetafunctiola eharak~eristisch iibrig, "nnd diese 
lassen sich offenbar nicht aus einander zariickfiihren. Da nun zu jeder 
Transformation (H) eine besondere Transformation ( K )  gehSrt~ so giebt 
es demnach auch genau h wesentlich verschiedene Transformationen (K).  

Diese principalen Transforma~ionen ( K )  sind dadurch ausgezeich- 
ne t ,  dass sie mit ihren su2plementSren ident/isch sind Denn wenn man 
die Transformation (~Y) einmal ausfiihrt, so treten an Stelle der eo,~ 

die GrSssen ~ "  , folglich geht beim Wiederholen der Transforma- 
~2aaP 

tion eoa~ in 
' 

fiber, d. h. es finder eine Multiplication rail ~ start. Da nun bekannt- 
lich, wenn yon zwei Transformationen, welche nach einander ausgafithrt 
eine Mul~ipl/ca~ion mi~ einer ganzen Zaht her ,orbr ingen,  eine zu der 
andern suplalement~r s~in mnss, so is~ die Transformation ( K )  zu sich 
selbst supplemenfiir. ~ Wenn nun k,~ die Ooefficienten der Trans form-  
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tion (K)  sind, so sind ~ /~e+~, r  d~ejenigea der suppbmentiren 
Transformation (vergl. (7)), folglich muss bier 

sein, oder: 

Der Grad der 2rinciloalen Transformation ist p~. Denn bei einer 
zusammengesetzten Transformation is~ der Grad gleich dem Producte 
der Grade der einzelnen Transforma~ionen, aus denen sie zusammel~- 
gesetzt ist .--  Ist abet insbesondere der Grad v~n (B), d. i. ~, eine ge~rade 
Zahl~ so kama man die Transformation (K) zerlegen in eine Multi- 
plication mit 2 und eine ebenfalls wieder zu sich supplementiiren 

! 2 
Transformation (K  ~ yore Grade (E  P) ' die wieder eine principate 

Transformation der Thetafunctio~ ist, und zwar mit den MuZtiplicatoren 
1 ~- ~.~p. Um dies zu zeigen~ will ich die Ausdriicke der k~  in den 

Coefficienten p~l der Transformation ( 2 )  angeben~ wie sieh dieselben 
aus den Gleichungen (6) mit Hilfe der Bedingungen (2) unmittelbar 
ergeben: Wenn ich die Annahme touche, dass ~ll.1, ~.,~, . . . .  ~a,a die- 
jenigen der Mulliplieatoren seien~ wetche gleich + 1 sind, wiihrend 
die iibrigen ~/a+l,g+~...~/e , r den Wer~h - -  1 haben, eine Annahme, 
,die ieh bekanntlieh maehen kann, ohne dadureh eine Besehr~.~ktmg 
einzuftihren, so ist 

wo die Summe beziiglich i yon g + 1 bis zu ~) auszudehnen ist. Ist 
nun p eine gerade Zahl~ so sind die s~mothehen Coeffieienten k~l 
gerade Zahlen, und hieraus folgt~ dass die Transformation (K) aus 
einer Multiplication mit "2 und einer Transformation (~50) mit den 
Coefficienbn 

zusammengesetzt is~. Dass diese Transformation (K ~ eine principale 

Transformation mit den Muttiplieatoren ~ p y ~ i  ist~ bed'aft wohl kaum 

noeh eines besonderen Beweises. 
Der Speciaffall dieses Sa~zes fiir p =~ 2 verdien~ noch besonders 

hervorgehoben zu werden: Wenn d/arch eine Transformation zweiten 
Grades eine ~hetafunc~ion in eine ?zerfa~lemle Thetafu~wtion iibergefiihrt 
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wird, so existirt f'dr diese Thetafunctio~ eine l~inci~aZe Transformation, 
die linear ist, u~d deren MuItiplieatoren die Werthe ~- 1 and ~ 1 
haben. 

Mittelst dieses Satzos kann man leicht diejenigen hyperelliptischen 
Integrale bestimmen, bei welchen die zugehSrigen Thetafunctionen dutch 
eine quadratlsche Transformation in zerfailende Thetafunctionen iiber- 
gefiihrt werden. Einer linearen Transformation der Thetafunctionen 
entspricht niimlicb eine lineare gebroehene Substitution der be~effen- 
den Integrale: 

(12) x = vl+-----'~" 

Der supplementiiren Transformation entspricht diejenige Substitution, 
die ich erhatte, wenn ich (12) nach ~ auflSse: 

y ~  a~ " 

So]len nun dutch eine quadratisehe Transformation die Tbetafunctionen 
in ein Product yon mehreren Thetafunctionen zerfallen~ "so miissen 
beide Substitutionen identisch, also a ~ -  d und demnach 

sein~ and diese Substitutionen mfissen ferner die WurzelgrSssen in den 
Integralen ungei~nde~ lassen. Nun kann man diese Substitution, je 

nachdem ? ~ 0 oder 7 ~ 0  ist, in der Form 

1 I t0 ,  
�9 oder 

schreiben. Und hieraus erkennt man, dass die WurzelgrSssen in den 
Integra|en dutch lineare Sabstitu~ionen so umgewandelt werden kSnnen~ 
dass sie bei der Substitution 

- r x ~ - - - ~ '  oder x ' -~  ~-- 

ungeiindert bleiben; sie miissen also eine der folgenden Formen haben: 

(13 a) ~/(~-ZE._ a) (x -f- a) (x - -  b) (x -~ b) . . . .  ~ / ~ - - ~ ,  

(13c) y ( x - - a ) ( X - - a ) ( X - - b ) ( X - - b )  . . . .  ~/~-~.~(x). 

Die beidei~ letzten WurzelgrSssen lassen sieh aber dutch die Substitution 

12' (14)  x = I / ~  1 
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auf die erstere zurfickffihren.*) Fotglich mfissen die l~)ere /~ t~seh~ 
Integrale, bei denen die zugeh~rigen Th~,afu~ctionen dutch ei~e quadra- 
tische Transformation in ein Product yon Thetafunctionen yon weniger 
Variablen iibergefiihrt werden, dutch eine ]~ineare gebrochene SuSstitutitm 
so umgewandelt werden ld)~nen~ dass die WurzelgrSsse nut das Quadrat 
der Variablen ent]+iilt.- Fiir Theta~netionen mi~ zwei Argumenten ist 
dies Resul~at schon yon KSnigsberger (Journal fiir Mathemat~k, Bd. 67, 
S. 74) ausgesproehen worden, nur hat sich derselbe dabei der Form 
(13b) der WurzelgrSsse bedient. 

Das oben entwickelte Hauptresultat kann man in folgender Weise 
umkehren: 1st bei einer Thetafuqwtion eine princ+ipa~e Transformation 
mgglich, bei der die ersten g Multilolicatoren gleich p, die ilbrigen 9"--g 
gleich - - p  sind, so existiren zwei .Thetafunctionen, yon denen die ~ne 
nut g, die andere 0 - - g  Variable e~tth&ilt, und deren t)roduct rational 
durch jene Thetafunvtionen ausgedriickt werden kann. 

Dies kann man dadurch nachweisen~ dass man die princit)alc 
Transformation ( K ) ,  oder  dieselbe mit einer Multiplication zusammen- 
gesetzt, in der Weise ( P )  (H) ( / ) ) -1  zerleg~, und dann auf die The&a- 
function die Transformation (2P) anwendel. Denn die durch (/~) trans- 
formirte Th~tafunction ist ratio~ml dutch die urspriing[ichen Thetafunc- 
tionen ausdriickbar, und sie zeri~.ll~ in dasproduc~ zweier The~unct ionen ,  
weii ffir sie (H) eine principale Transformation ist. Ffir ~ == 2 is~ diese 
Zerlegung leicht ausfiihrbar. Ist niimlich 

k11, kl~, 0 , kl~, 

k~t, k22, - -k14 ,  0 , 
0 , - -  k41, k l i ,  k~l ,  

k41, 0 , kt2, k22, 

*) Auf Grund dieser Bemerkang ist die Reduction der hyperelliptischen 
Integrale 

y dx und f f'(x) dx f (x) V~,(~) Vi~(x) 
in einer wohI einfacheren Weise uusffihrbar, als dies durch Male~ (Journal ffir 
Mathematik, B& 76, S. 97) und Brioschi (Camptes rendus. ~. LXXXV~ p. 708) 
geschehen is~. Durch die Substitution (14) gehen ngmlich diese Int, egrato in 

V ~  V ~  
fiber, und mach~ man je~z~ die Sub~ti~utmn ~ ----- x ~, so erh~lt man 

j'z~i(x, ) dx" -.~-fF~(s dx" 
V ~  .2 F-~( ~ ) 

Und damit ist die Reduction ausgeffih~;t. Wenn ursprfingtich unter den Wurzel- 
zeiehen ganze Functionen yon dem 2~ten, bez. (2~--l)ten Gra~e standen, so 
sind nach der Reduction daselbst nar gauze Functionen yon dem nten, bez, 
(n-~l)ten Grade zu finden. 
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woria in Folge der Bedingungsgleiehangen (2) 

das Coefs der Transformation (K)2 und se~zt man diese 
Transformation mit einer Multiplication mi~ ( 2 7 z l i Q - p )  zusammen, so 
sind~ abgesehen yon dem Fall, dass gleichzeRig kt.z,  k , ~ ,  #~4, k41 Null 
sind~ die Coefiicienten der Transformai~ion ( P )  die folgenden- 

k~l ! ~ ,  kl~, 0, k++, 

h~l, k2~. T P, - -  ku ,  O, 
o, - ~ ,  k~, -+-p, ~,, 
#41, 0, k~2, #22 V- P- 

Ist aber Q > 2~ so wird .eine derartige Zerleg~mg yon (K) sehr 
umsf~ndllch. Wohl aber kama man den obigen Satz leicht beweisen, 
wenn man die Eigenschai~en der Thetaftmctionen zu Hilfe nimmt. Es 
b~edeate O(u 1, u~ . . . .  , ur eine derjenigen Thetafanctionen, welche bis 
auf einen hinzutre~enden Exponentialfactor unge~ndert bleibt, wenn 
man u z ,  u 2 , . .  . ,  u e gleichzeitig um 2co l . , ,  2 c o ~ . ~ . , . . . ,  2 c % ~  vermehrt. 
Wema dana ttl, tt~,..., ge die Multiplicatoren bet ether principalen Trans- 
formation sind, so is~ in Folge dieser Transformation O (t~1 u l ,  ~ 2 u ~ , . .  

..,/~eue) eine rationale Function derselben Thetafunefionen mit den 
hrgumenten u s ,  u z . . . .  , u e. Setzt man nun in dem Additionsiheorem 
der TheCafunc~ionen, d. i. in der Darstellung yon 

e(v,+w, v.,+w~, . . . ,  r e + % )  e(v~- w~, v~--~v. . . . .  v~--%) 
dureh Thetafunctionen mit den Argumenten v~ v ~ , . . . ~  re, bez. 
w~, we,.. . ,  w e, die Werthe ~ou~, 2u~, . . . , pu  z an Stelle yon vt, v~,...~vr 
und die Werthe pct~ , 2 u ~  . . . .  , .Pug, - -  ~vuz-t-~ ~ - -  pu,~+~, . . .~ - . p u  e an  

S~elle yon w ~ , w ~  . . . .  we~ so erhiilt man 

e (2~u,,  2p u~,. . . ,2~u~,o,o,. . . ,o) e (o,o, . . .  o, 2~o u~+,, 2~o %+~, ..., 2~%) 
rational ausgedrtick~ dutch Thetagunc~ionen mit den Argumenten 
p u ~  , .pu.~ ~..-. , p u e ,  bez. 2 u~ , pu.~ . . . .  ~pu~ ,  - -pu~+_~,  - - 2 u ~ + ~ , .  . . ,  - - ~ u  e .  

Diese Thetafunetionen abet kann man, die ersteren, weft eine gewShn- 
fiche MultipIication vorliegt, die anderen~ weft p und - - p  die Matti- 
plicatoren einer principalen Transformation sind, dutch Thetafunctionen 
mit den Argumen~e]a u~, u , , , . . . ,  u~ ausdriieken. Mithin is~ 

0(21~u~ , 2 p % ,  . . . ,  2 p u ~ , , O , O , . .  ., 0 )  0(0, 0, . . . ,  O ,2~u~+~,2pu~ ,+~ , . . . , 2~oue)  

eine ratzionale Function von The~afuactionen mi~ den Argumenten 
u ~ ,  u~ ,  . . . ,  u e. - -  Nu~ ist abet O ( 2 p ~ t x ,  2 p u ~ ,  . . . ,  2 2 %  , 0 ,  0~ . .  . ,  O) 

eine Thetafunetion yon g Argumenten : O (u~, u~ ~ . . . ,  ~ ) ,  denn diese 
Ftmction 0 (2~ou~ ~ . . . )  bleibt his auf einen hinzutretenden Exponential- 
factor unge~ndert, wend man die g Argument~ u~ ,  u z ,  . . . ,  ~ a m  
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2~,~,, 2eo~,,,,..., 2eog.:~ vermehr~. Dasselbe git~ aueh yon der audern 
The~aflmcfion: es ist 

e (0, 0, . . . ,  0, 2~o ~+~, 2~u~+~, . . . .  2~ur = ~ (~+~, u ~ + ~ . . . ,  ~) .  

Folglieh is~ 
~)(~,, u~, . . . ,  ~ )  ~ (u~+,, , ~ . ~ , .  ~ .,.u~,) 

gleich einer rafionalen Function der ursprtinglichen Thetafunc, fionen. 
Und damit is~ obiger Sa~z bew~esen.-  

Wenn eine Thetafunction nach einer Transformation in ein Product 
yon The~afunc~ionen mit weniger Variablen zerfifllt~ so ist dies auch 
bei allen Thetafunctionen der }Pall, die aus jener durch lineare Trans- 
formationen abgeleitet werden; mithin bestehen auch ftir alle diese 
Thetafunetionen principale Transformationeu yon dieser besondern 
Form (K),  und alle diese Transfi)rmationen werden nach den Be- 
merkungen auf Seile ]30 gegenseitig in der Weise: 

(K') = (L) (K) (L)--' 

aus einander abgeleltet, wo (Z) eine lineare Transformation bedeuteL 
Ich will nun eine mSglichst einfache dieser Transfonnationen (~ ' )  
herstellen, d. h. eine solche, ia der mSglichsl viele der Coefficienten 
Null sind. 

Zu dem Zwecke bringe ich die Transformation (/~.) dutch das yon 
K r o n e c k e r  (Mona~sberichte der Berhner Academie t~66~ S. 608) a~- 
gegebene Verfahren auf die Normals d. h. ich zerlege (_P) in der 
Weise 

(P)  = (L') (t)() ,  
wo (Z') eine lineare Transformation bedeute~, u~d in (/P,) die Coef- �9 
ficienten 

Fiir die aus der urspriingliehea Thetafunetion mit~els~ der Transforma- 
tion (L') hergeleiteten Thetafuncfion gil~ nach den obigen Bemerkungen 
die principale Transformar 

(K,) - - -  (L')-~ (~:) (L') = (L')-~(~) (H) ( r )  -~ (L') 
= (Z')-~ (L ') (/~,) (H) (]P,)-~ (L') -~ (L') ~-- ( i~ (H)(T~) -~, 

und in dieser ist, wie man aus den Gleich,mgeu (11) mit l-lille der 
Gleichungen (2) findei: 

/~,,~ ~ ke ~ r ~ { p, firr a :=> g, 
--/~, flit a > g~ 

und ausserdem kSnnen yon Null vemchieden sein nut  die Gtieder: 
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wean o > g ,  v ~ _ g ,  c < ~  ist. Ffir ~-~-2 ,  g-~2 hat demnaeh das 
Coeffieientensystem folgende Gestalt: 

p 0 0 0 0 0 - -  k~ ~ k,s , 

O' 1o 0 0 0 0 ~ k ~ :  - -k~s  , 

~, ~ - ~  o ~ k~o 0 --~,~, 

0 0 0 0 to 0 k~ k~s, 
0 0 0 0 0 p k~ k~s, 
0 0 0 0 0 0 - -  1o O, 
0 0 0 0 0 0 0 - - ~ .  

Im folgenden will ich die keine Beschr~inkung enthaltende Annahme 
maehen, dass 

ausserdem will ich iiberall kr an Stelle yon ke_~.e§ , ferner - -ko ,  e+r 
(wo c<a) an S~elle yon kr se~zen, and dann, wo ich k~,~ oder k~,e+o 
schreib% die beiden (~lieder des Coeffieientensysbems vers~ehen, wo 
dieser Buchstabe steht. 

Eine wei~re Vereinfachung der principalen Transformation (K') 
erhalte ich dadurch, dass ich f'tir die mit ( K )  in der Form (L~) (K)  
(Zq)- '  zusammenzusetzenden Transformationen (Lq) die folgenden Trans- 
formationen nehme: 

(L1): eo~..~eo~.., ausgenommen eo.,~ ~eo~,,, -b  r wo O<i<g; 
(L~): ~ . . ~ e a ~ , ~ ,  ausgenommen eo~,e+,~---eo~_, -l- eo~,i, wo O<i~=_g; 

r �9 f (La): r162 ausgenommen eo..~ ~co~.i ~ r r ~ 

(L,) :  co.,. =eo~,~, ausgenommen ~ . , ~ =  ~ , ~ _ r  ro.,e+~=co;,e+ , 

+ ~,e+~, wo O<i~=g<r~=Q; 
(Ls): r162 ausgenommen eo~,~=eo~,i--@m~,e+~ , e%,~---r 

- ~ , e + O  wo O < i < g < r g Q ;  

(Z~): r ~-- r ansgenommen eo. ,~-  r e o . , ~ , '  ' eo~,e4..~ eo~,,e4_ ~ 

-T-co'~,~,, wo 0 < r,s ~ O. 

Dean dadurch treten in (K ' )  bei der Transformation (L1): 

k~,~4~@ko;i an S~elle yon k~,e+~; 
bei(L~): k~.i d-k~,e+~ ,, ,, . k~,~ 
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bei (L,):  ~ k'e+~-~-k~'e+* an S*e]le yon 
~ , ,  ~ 2 ~  ,, ,, ,, 

, ,  , ,  , ,  

bei (L~): |k~.~.~-~2p ,, ,, , ,  

fs~;,: ~s~,,: , ,  , ,  ?,I 

bei (L~): 'tS~,.~+~,.~+~ , ,  ,, ,, 

( 

Dabei hat c die Werthe g -[- 1, g -~ 2, .  

~,;~o, *X~,} 
k,,~; 

k;'~,, fiir f~-= l, 2, . . . ,g,  | 
k,,e+~ , fiir e ~  1~ 2 , . . . ,  r ~ 1, 

r-4- 1 , . . . ,  ~. 

--, 0 zu durchlanfen, und k~,,e§ 
is~ dureh --kfl.o+a zu ersetzen, wenn a < fl. 

Wenn nun dureh diese, und aueh andere Transformatione~a erreieht 
werden kann, dass die Zahlen, die, abgesehen yon kor  in der 
cten Ze/le s~ehen: 

(14) ko,,, ko,~,..., k~,,, ko,r ko,,+~, ..., ko,r ~o+~.,+o, ~r 
ffir c ~ g -{- 1, g -~- 2, . . . ,  7, und selbstverst~ndlich, die mi~ ihnen in 
Folge yon k~,e+fl ~ - -  ks, e+, , k~,.fl ~ ke+~,e+:~ gleichwerthigen Coefficien- 
ten, noch Null werden, so solt dies sehon als ausgefiihrt be~rachtet 
werden: und es sollen also ausser den Zaiden k~:.=-~ 2r-p nur noch 
die Zahlen (14) flit c ~ 7 q- 1, 7 -[- 2, . . .~ ~ yon Null vers~hieden 
sein. Indem ich alsdann abwechselnd die Transforma~ionen (Lj) and 
(L2) fiir (Lq) nehme~ und zwar zuerst frir i~--l ,  dann ftir i~-2~3 . . . . .  g, 
kann ieh dutch das bekannte kettenbrucha~'~ge Verfahren naeh einmader 

(:5) k~+~.~+,, ~+,. ~+~,..., ~,~.,.~,, 
und damit zugleich aueh die gleiehwe~higen Coeffieien~en k~,~,+~+l, (was 
ich im folgenden nieht immer besonders hervorheben werde), z~m 
Versehwinden bringen; hierauf mache ich dadurch, dass ich fiir (Lq) 
die Transformatioa (L~) nehme, und zwar, indem ich abwechselnd i 
und j zuers~ die Wer~he 1 und 2, dann 2 und 3, u. s. w. gebe, 
auch noch 

zu Null, so class in der (7-[-1)~en Zeile nur die Glieder 

yon Null versehieden sind. - -  Jetzt wiederholt man dieso Operation: 
mittelst der Transformationen (L1) und (1:.,) ffir i == 2, 3, . . . .  g bring~ 
man kr+~,e+~, k ~ - ~ t 4 - ~ , . . . ,  kr+~e4-a, dana mittels~ der Transformation 
(L~) noch kr+~.~, k r . ~ : , . . . ,  kr+~,~ zum Versehwinden. Uad so i~hr~ 
man fort,  his endlieh, abgesehen yon ks, ~ - - ~ l ,  yon Null verschieden 
nur noch sind: 

k o : , k o , , , . . . , k ~ . o - r ,  ~ r  c ~ r + l , ~ , A - 2 , . . . , e ,  

k~'e+~' k*'e+*' " " "' k~'e+~-r-~ ~ 2, " 
~,,e~--~, k~,,~+~.,  , . . . ,  I~,r ! f ~  ~ =-  ~' + r + 3, . . ,  q ,  
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uad die dami~ gleichwerLhigen Coefficienten, wie dies aus k,,;-~k~+fl, e+~ ~ 
k , , e + ; ~ -  - - k ~ , e +  ~ folgt. Fiir 0-~- 6, g ~ 7 = 3 haben ( g +  1)re,  
( g + 2 ) t e ,  pte Zeile, wenn ich nur  az, b~.~ c2 an Stelle yon k~t-a,z , 
kg+~,z, kr seize, je tz t  die folgende Gestalt: 

at 0 0 ~ p  0 0 O. 0 0 0 - -blo  --c,o , 

b, b 2 0 0 - - p  0 b 7 0 0 b,0 0 - - c l ,  , 

c~ c~ c 3 0 0 - - p  c 7 c s 0 c,0 c,1 0. 

Die GIeichungen (2) zwischen den Coeffieienten der Transformation 
reduciren sich bier auf 

( 1 7 )  , , 

V 

wo die Summation fiber u yon t his r ~ T ,  fiber v yon 1 bis r ~ 7 ~  t 
auszufiihren is~. Under diesen Gleichungen befinden sieh insbeso~dere 
die Gteichungen 

kr+~,rk,,e+~ - -  2~ok,.e+~,+~ .-~ O, fi~r s ~-- 7 + 2 , . . . ,  e ,  

and aus diesen geht hervor,  dass kv+, ,, nicht  Null sein kann, denn 
sonst wiirden aueh kr+~,e+v+l , kr+~,e+v+l . . . .  ~ke, e+r+ j Null sein, and 
dies ist ein Widerspruch damit, dass die Coefficienten (14) fiir c ~ 7  + 1 
nicht verschwinden sollen. 

Die weitere Reduction werde ich nur ffir den Fall ausf'fihren, dass 
p eine ungerade  t u  ist. Dies geschieht in fo]gender Weise: Es 
kann ky+,,~ nicht durch p theilbar sein, denn sonst kSnnte man diese 
Zahl, da sie gerade ist, durch mehrmalige Wiederholung der Trans- 
formation (L4) fiir r ~- 7 + I ,  i -~- 1 zu Null machen, was, wie eben 
gezeig~ ausgesehlossen isf. Dann folgt aber aus den eben schon ein- 
real angefiihrten, in dem System (17) enthal~enen GIeiehungen 

dass kr+.o,e+z , k~+~,e+~ , . . . ,  ke, e+x durch 2 theilbar sin& Dtlreh mehr- 
maaige Anwendung der Transformation (L~) ftir i ~ 1, r ~ 7 + 2, 
dann 7 + 3 . . . .  , 0 ,  indem man beriicksichtigt, dass die k~.z gerade 
Zahlen sind, macht man 

(19) kr+~, e+~, 1~+~, o+1, �9 �9 ", k~,~+~ , 

and damit aueh, wie aus (18) folgt 

(20) kr+~,e+~+~, /~+~.0~+~, �9 �9 �9 ke,0+~r 
zu Null. ~ Nml wiedea'hott ma~ diese 0perat ioa:  Es kann k~+~,~ nicbt 
durch ~p theilbar sein,  sons* kSnnte man ers~ diese Zahl mittelst &yt 
Transformation (.La) , and dann die Zahl kr+~ a mittels~ tier Tra~usfor- 
marion (Ls) zu Null machem, was ausgesch/ossen ist, U~a~er den 
Gleichungen (17) sind nan auch die ~blgeI~den e~thaltea: 
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and wenn man darauf Riicksich~ nimn~, dass die Zahten k~,~+L and 
k~+~,r zu Null gemacht sind, so r man hieraus, da~s k~,r 
durch ~ theilbar ist. Und jetzt kann man wieder mit Hilfe der Trans- 
formation (L~) 

k~+~, e+~, k~,+~,ee2, - �9 -, kr r 
and damit zugleieh auch 

k*y+s,e+v+~ , k~-H,e+r+2, �9 � 9  k~,e+y+~ 
zum Verschwinden bringen. Und so fghrt5 man fort, bis, abgesehen yon 
p~.~---l-p, nnr noch yon N~ll versehiedr die folgenden Zal~len sind: 

kr k~,~, . . . ,  kr fiir c -~- 7 "4- 1, 7 -{- 2,  . . . ,  O, 

d. i .  also diejenigen k~#, bei denen a > /3  q-  ?. Setbstverstgndlich sind 
yon den Coefflcienten diejenigen, welche za Folge yon ke+~,,e+~k#,~ 
mit diesen dieselben Werthe haben, auch yon Null verschieden. - -  
Damit ist die Reduc6ion ausgefiihr~ 

Die Coefficientensysteme, in denen 7 > g isf,, unterseheiden sich 
yon denjenigen, in welchen ~, =-~ g, nur dadurch, class in ersf~ren noch 
mehr Coefficienten ~ntl  sind, wie in dem letzteren; also kann man 
aUgemein sagen: in dem reducirten System kZnnen, abgesehe~ ,~n  
k ~  = - ~  ~ ,  vo~ 2Cull verschieden sein ~ur die Coef,~ie.~ge~ 

k~,# ~ ke+~,e4.~ , 
wenn a > fl Jr- g oder ~ > a ~-. g .  

Dem also reducir~en System der Coefficienten k ~  der principalen 
Transformation ( K ) w i l l  ich noeh dadurch eine andere Form geben, 

dass ich es mit der Transformation (~)~ bei welcher 

fO~,i  r ; s  - - -  COa,@+i, 
�9 t 

COn, r ~ C 0 c r  C O ~ - r  ~ - -  COa,rz 

wo i - - l ,  2 , . . . , 9  u n d r - ~ - g  + t ,  g +  2~... ,  @ iss i~,~ der bekannten 
W~ise (L)  (K) ( L ) - '  ve~bindr Die 81eich~g~n des S y ~ m s  (X) :  

fO' 
g 

wo i die Wer~he 1,2, . . . , g  und r die Werthe g-4- 1 ,g -~ -  2 , . . . ,  O 
anzunehmen hat und ~,~ ~-ke+~,e +, ~--0 ist,  wenn ~, < i - ~ - g ,  gehen 
dadurch fiber in 

' ' 

co~,~ ~ p e o ~ ,  c~,~_~ ~ - -  4~,r co~,~ q- pco~e+~ , 

, , , 

i 
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Und hieraus erkennt man, dass in dem neuen System yon den Coef- 

ficienten /~z,~ nur die folgenden: k~,~ ~ ~ _ p  and kr ~ --ke+~,i 
ke+i,e. ~ ~ kr,~ Ftir r :~ i + g yon Nail verschieden sein kSnnen. 

Das Resulfat, zu dem wir gekommen sind, kann ich jetzt in der 
folgenden Weise aussprechen: Wenn eine Thetafunction dutch eine 
Transformation (t~), deren Grad 2 eine ungerade rrimzahl ist, in ein 
~roduet yon Thetafunctionen yon weniger Variabl~ zerftil~t, so kann 
die urss Thetafunction dutch eine lineare Transformation so 
umgetindert werdem, dass fiir dieselbe eine p~incgpale Transformation 
besteht, bet welcher 

--  p,  ~dr a ~ g~ 

und die iibrigen Coe~icient~ k~,~ 2~ull sind, mis Ausnahme yon 

wdehes gerade Zahlen sind. g und ~ ~ g~ wobe~ g ~ q --  g, si~c7 die 
Anzahl der Variablen der Thetafunctionen, in welche die urspriingliche 
Thetafunction bei der Transformation z e r f i i l l t . -  Die Werthe der 
Parameter z"~fi ftir diese Thetafanction erh~lt man aus den Gleichungen 
(1), indem man in denselben v~fl ~- ~at~ setzt und ffir n~,z diese speciellen 
Werthe der k ~  substituir~: man finder, dass v~fi beliebig ist~ wenn 
~ugleich 

a u. flS_~g, oder a u. f l > g  
und, wenn a > g ~ fl ist, dass 

t O, wenn a < g + fl, 

1 
wobei l ~  ~ ko+,,~ ganze Zahlen sind. 

Die Transformation ( t ) ) ,  durch welche die Thetafu~wtion zum Zer- 
['a~n gebracht wird, hat , 'wie man sich leicht iiberzeugt, das Coef 
ficientensystem 

1 a~a ~ ~ ,  Pe+ ~,e-~ -~- 1, p ~  ~ k~,z, 
wo k~z diese ganz speciellen Coefficienten des reducirten Systems sin& 

Ffir g ~- p - -  1, fiir den Fall also, class eine The~funct ioa nut 
eine Variable enth~ilt, is~ dieser Satz durch KS n i g s b e r g e r  (Journal 
ffir Ma~ematik, Bd. 67, S. 74) als yon W e i e r s t r a s s  herr~ihrend, mit- 
getheilt. Vergl. aueh Aufs~tze yon S. v. K o w a l e v s k i  (hc~a mathe- 
matiea, t. IV, p. 393), P i c a r d  (Comp~es rendus, t. XCII,  p. .506,  
t. XCIII, p. 696). 

H a l l e ,  im Januar 1885. 


