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Zur Theorie der Kreisbogenpolygone IL

Von

Haxs FALCKENBERG in Braunschweig.

Kapitel IL¥)

Die Uberdeckungszahlen.

Unter der Uberschlagungszahl einer Seite eines einfach zusam-
menhéngenden Kreisbogenpolygons verstehe ich, wie allgemein #blich,
diejenige Zahl, welche angibt, wie viele volle Uberschlagungen (beim
sphiirischen Dreieck Seitenlinge 2x) die betreffende Seite iberschreitet.

Die Beziehungen, welche zwischen den Uberschlagungszahlen und den
Polygonswinkeln bestehen, sind unter dem Namen Ergiinzungsrelationen
bekannt; sie sind von Klein**) entdeckt und fiir das Dreieck zuerst ab-
geleitet worden, Ihlenburg®*¥) gibt sie fiir das Viereck an, wihrend sie
im Kapitel I dieser Untersuchung®) auch fiir das Kreisbogen-n-Eck ab-
geleitet worden sind.

Onter Uberdeckungszahl eines Punktes der Kugel, auf die ich ein
Polygon aufgelegt denke, verstehe ich diejenige Zahl, die angibt, wie oft
der Punkt von dem gegebenen einfach zusammenhingenden Kreisbogen-
polygon vollstindig fiberdeckt wird; dabei soll von einer vollstindigen
Uberdeckung dann nicht gesprochen werden, wenn das Polygon nur ge-
rade bis zu dem in Frage stehenden Punkié heranreicht.

Im Falle des Kreisbogendreiecks gibt Hurwitzt) diese Zahl an,
indem er sie nach einer analytischen Methode berechnet; auf geome-

*) Die unter dem gleichen Titel erschienene Arbeit, Math. Annalen 77, 8. 65ff
ist als Kapitel I bezeichnet. Vgl. auch die dort herangezogene Literatur!
*) ,,Uber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe*. Math. Ann. 37 (1590)
S. 573.
o) Uber die geometrischen Eigenschaften der Kreisbogenvierecke. Dissertation
Gottingen 1909,
¥) wUber die Nullstellen der hypergeom. Reihe“. Math. Ann. 64 (1907), S. 617.
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trischem Wege gelangt Van Vleck*) zu den Uberdeckungszahlen der Eck-
punkte und Gegenpunkte (zweiter Schnittpunkt zweier Seitenkreise)-
des Dreiecks.

Durch eine ganz elementare geometrische Methode im Sinne des von
F. Klein in seinen autographierten Vorlesungen iiber die hypergeometrische-
Funktion, Géttingen 1894 und fiber lineare Differentialgleichungen, Got-
tingen 1894 aufgestellien Programms, die im speziellen Falle des Kreis-
bogendreiecks gleichzeitig eine geometrische Deutung und Ableitung der-
von Hurwits aufgestellten Formeln liefert, soll im folgenden die Uber-
deckungszahl fiir jeden beliebigen Punkt beziiglich jedes beliebigen einfach.
zusammenhéngenden Kreisbogenpolygons angegeben werden. Dabei be-
schrinke ich mich zunichst auf die Erorterung der allgemeinsten Fille —
unter AusschluB pathologischer Spezialfille —; fiir das Kreisbogendreieck.
und -viereck werde ich aber auch die Sonderfille vollstindig durch-
diskutieren (vgl. § 6 Ziffer 4 und § 7 Ziffer 6 und 7). Analoge Methoden
wiirden dann fiir das Kreisbogen-n-Eck (n>4) in jedem einzelnen Sonder-
fall die gesuchten Zahlen ergeben.

Um den Zusammenhang mit der Theorie der Differentialgleichungen.
zu geben, sei an folgendes erinnert:

Der Quotient zweier Partikularlosungen einer Differentialgleichung -
2. Ordnung mit % reellen singuliren Stellen, reellen Wurzeln der deter-
minierenden Gleichungen und reellen akzessorischen Parametern bildet die
von der Achse des Reellen begrenzie Halbebene auf ein einfach zusam-
menhingendes Kreisbogen-z-Eck ab; umgekehrt kann man jedes einfach
zusammenhingende Kreisbogen-n-Eck als eine solche Abbildung auffassen.

Eine analytische Bedeutung der Uberschlagungs- und Uber-
deckungszahlen liBt sich aus dieser Auﬁ'assung des Kreishogen-n-Ecks
unmittelbar angeben: Sind 4; und g, zwei benachbarte singulire Stellen
der Differentialgleichung, so ist die Uberschlagungszahl der zugehorigen

n-Ecks-Seite gleich der Anzahl der zwischen a; und o, , liegenden Null-

stellen der in @, und a,,, zum groBeren Exponenten gehorigen Funda-
mentallésungen der Dlﬂ'erentmlglelchung Die Uberdeckungszahl eines
Punktes ist die Anzahl der in der oberen Halbebene liegenden (kom-
plexen) Nullstellen eines bestimmien Zweiges der Liosung der Differential-
gleichung*¥); insbesondere ist die Uberdeckungszahl eines Eckpunktes
des Kreisbogenpolygons gleich der Anzahl der in der oberen Halbebene-
liegenden (komplexen) Nullstellen der zum groBeren Exponenten ge-
horigen Fundamentallssung und die Uberdeckungszahl eines Gegenpunktes-

* »A determination of the number of real and imaginary roots of the hyper-
geometric series*. Trans. of the Am. Math. Soc. Vol. 3 (1902), S. 10.
**) Vgl. Hurwitz 1. ¢. SchluBbemerkung zu § 8, 8. 552.
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(zweiter Schnittpunkt zweier aufeinanderfolgender Seitenkreise) eines Poly-
gons gleich der Anzahl der in der cberen Halbebene liegenden (komplexen)
Nullstellen der zum kleineren Exponenten gehirigen Fundamentalldsung.

Die hier kurz formulierte analytische Aufgabe 16st Burwitz, im Falle
der Differentialgleichung mit drei singuliren Stellen, indem er zunichst
die Anzahl der reellen Nullstellen der Fundamentallosnngen (Ober-
schlagungszahlen) berechnet und dann ans diesen die Anzahl der kom-
plexen Nullstellen einer beliebigen Losung ableitet. Diese Methode wiirde
sich, nachdem durch die Erginzungsrelationen fir das n-Eck wenigstens
bis auf gewisse Unbestimmtheiten®) die Anzahlen der reellen Nullstellen
(Oberschlagungszahlen) bekannt sind, und man auch die ,,Ubergangssnb-
stitutionen“ als bekannt annehmen darf ebenso auf Kreisbogen-n-Ecke
ausdehnen lassen, wie die hier zu besprechende geometrische nnd wiirde,
wie man sich leicht dberzeugen kann, dieselben Formeln ergeben, die
unten in den Gleichungen (8) bis (11) aufgestellt werden.

§ 1.
Ein Hilfssatz.

In Kapitel I habe ich den ProzeB der ,Abtrennung einer sich gerade
voll iiberschlagendenSeite“eines einfach zasammenhingenden Kreisbogenpoly-
gons eingefiihrt**), durch den ein einfach zusammenhingendes Kreisboger-

« 3x+a,’g¢+(1+2u 20) ™

+ Ufer
Fig. 2,

chnchlagungszakl 2% Rig. 3.

n-Kck in ein ebensolches (n— 1)-Eck verwandelt wird. Der ProzeB ist in
seinem Effekt durch Figur 1 und Figur 2 dargestellt**); Figur 3 14t er-
kennen, daB der Proze8 auch kontinuierlich — d. b. als Verzerrungsproze8 —
aufgefaBt werden kann; dabei ist jedoch zu beachten, daB im Augenblick

e ot 22 e e, e

¥ Kapitel I Gleichungen (10). ** § 2, S.69.
s+ Pigur 1 stellt das Polygon vor der Abtrennung, Figur 2 nach der Abtrennung dar:
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des Ubergangs zum (n— 1)-Eck die Winkelsumme des Polygons um
{1 +2u,,)= sprunghaft wiichst, wenn u,, die Uberschlagungszahl der sich
voll iiberschlagenden Seite ist.

Ich fiihre nun auch den ProzeB der ,Anhingung einer sich gerade
voll tiberschlagenden Seite an einen Windungspunkt® ein, der sich als
Umkehrung der Abtrennung darstellen moge; er verwandelt das (n—1)-
Eck in ein #-Eck und darf ebenfalls als ein kontinuierlicher ProzeB an-
gesprochen werden.

Wie schon in Kapitel I anseinandergesetzt ist*), kann ich durch
kontinuierliche Abinderung und durch Abitrennung sich gerade voll iiber-
schlagender Seiten jedes einfach zusammenhingende Kreisbogenpolygon
auf ein solches Kreishogendreieck reduzieren. Da andererseits alle Kreis-
bogendreiecke untereinander ein Kontinuum®*) bilden, so 188t sich folgen-
der Hilfssatz aussprechen:

»Alle einfach zusammenhingenden Kreisbogenpolygone bilden im obigen
Sinne ein Kontinoum. Bei der kontinuierlichen Abéinderung treten indessen
beim Ubergang vom - zum (n—1)-Eck und beim Ubergang vom (s—1)-
zum #n-Eck bei der Winkelsumme gewisse Unstetigkeiten suf. Und zwar
1aBt es sich so einrichten, daB die Winkelsumme beim Ubergang vom n-Eck
zum (n—1)Eck um (1 4 2u, )% wichst, beim Ubergang vom (r—1)-Eck
zum %-Eck um denselben Betrag abnimmt, wenn u,, die Uberschlagungs-
zahl der abzutrennenden bzw. anzuhéingenden Seite ist®

§ 2.
Bezeichnungen und Festsetzungen,*+¥)

Gegeben sei ein einfach zusammenhingendes Kreisbogen-n-Eck aunf
einer Kugel; seine Ecken seien der Reihe nach:

A An A oo Ay Ay oo Ay A A, o Ay ALT)

Umlaufe ich das n-Eck in dieser Reihenfolge, so moge das sn-Ecks-
Innere zur Linken liegen, so daB ich, wenn ich vom linken ,Ufer einer
Seite zum rechten tibergebe, aus dem n-Eck austrete bzw. zu Pankten mit
niedrigerer Uberdeckungszahl gelange. Wenn ich dagegen vom rechten
zum linken Ufer iibergehe, so trete ich in das n-Eck ein bzw. gelange
zu Punkten mit hoherer Uberdeckungszahl.

*) § 8 und 4, S. 71 und 76.
**) Vgl. etwa Klein, ,Vorlesungen fiber die hypergeometrische Funktion“, Leipzig
1906, S. 387.
**%) Ich bemerke aunsdriicklich, da8 die hier gewihlten Bezeichnungen von den
in Kapitel I eingefiihrten wesentlich abweichen.
T) Dabei ist u=2141;0=0¢+1; r=06+1.
Mathematischo Annalen, LXXVIIL 117
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Die Winkel seien:
alx’ “2“’ %x o0 al“, uuz « s » agﬂt, “(,ﬂ, ar% . o o ““_1”’ a"n,
die Seiten:
190 S8 -+~ Sap - - - S90 Sor - - - Sw—tymr Satl

die Uberschlagungszahlen der Seiten:

Ugay Ugs = Upy - - Uggy Ugy ** * Uip_yyps Uyyy
die Vollkreise, auf denen die Seiten hegen , oder, wie ich sie nenne, die
Seitenkreise:
s‘{g, Sgs ... 85_)‘“ . Sgg, 33., e S?ﬂ-nn, 821.

Die Punkte eines Seitenkreises teile ich ein in J (innere)-Punkte
und A (duBere)-Punkte. Die J-Punkte werden bei einmaliger Durch-
laufung der zugehdrigen Seite einmal fter durchlaufen, als die Uber-
schlagungszahl der Seite angibt, A-Punkte nur so oft, als die Uber-
schlagungszahl angibt. J-Punkte gehbren also stets der Seite selbst an,
A-Punkte nur dann, wenn die Uberschlagungszahl groBer als O ist.

Die Gegenpunkte, d. h. diejenigen Punkte, in denen sich zwei auf-
einanderfolgende Seitenkreise zum zweiten Male schneiden, nenne ich

1, Ag, As .. AL AL LAY AG AL L Ay, AL
Die Lage eines Punktes P auf der Kugel gebe ich durch =

Koordinatenwinkel an, die durch Lage und Gestalt des n-Ecks
bedingt sind, ich bezeichne sie:

PraTs PasT - - - PauT o PuoTy Py - o Pla_1y, 7, Py .
Dabei ist z. B. der Koordinatenwinkel ¢, 7 folgendermaBen fest-
gesetzt:
@o.x¥) ist derjenige Winkel, den der Seitenkreis sJ, mit dem Kyeis
A A, P bildet,
dessen Scheitel erstens in A4, liegt,
fir den zweitens die Ungleichung
(1> -1 Por = < +1
gilt,
der drittens fiir A-Punkte des Seitenkreises s3, gleich 0 wird,.
der viertens fiir Punkte auf dem linken Ufer die Gleichung
8gn @,, = + 1**)

(1a) |fir Punkte auf dem rechten Ufer die Gleichung

Sgnq’at“"“l

|
l

. ‘) D. h. g454y7.
*‘)
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erfiillt — ich nenne daher die Ufer der Seiten auch positives (linkes) und
negatives (rechtes) Ufer. (Vgl Fig. 4!)

Durch diese Festsetzung ist fir jeden Punkt P auf der Kugel mit
Ausnahme der Punkte A, und A, ein bestimmter Wert der , Koordinaten®
@, festgelegt, und zwar unabhingig von der Riemannschen Fliche; diese
Koordinate #ndert sich, falls das n-Eck als fest gedacht ist, und der
Punkt P auf der Kugel wandert, wobei man es stets vermeiden kann,
daB der Punkt P durch eine Ecke geht, stets
kontinuierlich, auBer wenn P einen P
J-Punkt des Seitenkreises s), iiber-

schreitet; in diesem Falle macht sie J-Punkie i

einen Sprung um 4 2. /’Aﬂ 43
Lassen wir nun den Punkt fest und \

indern das n-Eck kontinuierlich, so erfolgt | !

wieder eine stets kontinuierliche Anderung \ /

der Koordinate ¢,,, anBer wenn ein J-Punkt ' . 7

des Seitenkreises s, iiber den Punkt P hiniiber- S Lo -7

gleitet, in diesem Falle tritt wie oben ein APanksc

Sprung um + 2 ein.

Hierbei versagt aber unsere Definition des Winkels ¢,z in dem
einen Fall, daB die Seite s,, sich gerade voll iiberschligt, dann sollen an
Stelle der Relationen (1) und (1a) folgende treten:

Fiir Punkte auf dem linken Ufer der sich gerade voll iiberschlagenden
Seite und auf der Seite s;, selbst sei

Poe=+1,
(1b) {fir solche auf dem rechten Ufer
P = — 1.
Wird bei der kontinuierlichen Abiéinderung des Polygons nach Er-

reichung der vollen Uberschlagung der Seite s,, noch in derselben Rich-
tung weiter abgeindert, so folgen auf die Werte

Poe = & 1
sehr kleine positive oder negative Werte von ¢,,, so daB bei der kon-
tinuierlichen Verzerrung des n-Ecks fiir die Koordinate nicht nur Spriinge

um + 2, sondern auch Spriinge um -+ 1 aufireten.
AuBer den Koordinatenwinkeln fiithre ich noch Hilfskoordinatenwinkel *)

zplgm) Yoa X - - . 'I’l,ux s wqa“? (2P 2 d’(n—l)nz: P ®

ein, die durch folgende Gleichung definiert sind:

® Das sind die in den Huwrwitzschen Formeln aufiretenden Amplituden.
17*
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(2) Yoz = Po.~ 530 Py L'—.L;—];Mi 3
daraus folgt
(24) sgn @, = (— 1)vos - sgn 9,

Der oben erwihnte Auspahmefall spaltet sich hier in zwei Fille, je
nachdem sigh die Seite eine ungerade Anzahl Male (Uberschlagungszahl
gerade) oder eine gerade Anzahl Male (Uberschlagungszahl ungerade) voll
iiberschligt.

Es ist, wenn 1. (=1)or =1,
fiir die Punkte der sich gerade voll fiberschlagenden Seite

(2b) suf dem linken Ufer ¢, ,=+1
{auf dem rechten Ufer ¢,,=—1,

wenn 2. (—1yar=—1,
fir alle Punkte der Kugel
(2b") Pepe = 0.

Die ,Hilfskoordinaten® ¥, dndern sich sowobl bei kontinuierlicher
Anderung von P, als auch bei kontinuierlicher Abinderung des n-Ecks
kontinuierlich oder sie springen um den Zahlenwert 4 2, Spriinge um
andere Werte als 2 sind dagegen ansgeschlossen; das ist der Vorteil, den
die Binfihrung der Hilfskoordinaten bietet, wihrend ihr Nachteil darin
liegt, daB die Relationen (1) keine Giltigkeit haben. In der Folge werde
ich teils von den Koordinaten, teils von den Hilfskoordinalen Gebrauch
machen d. h. wir den Punkt P bald durch die ¢,, bald durch die #,,
gegeben denken.

Da der Punkt P schon durch zwei Koordinaten bzw. Hilfskoordi-
naten — etwa @,,, ®,, bzw. ¥ ., ¥,, — bestimmt ist, so miissen noch
n —2 Relationen zwischen den Koordinaten bestehen; » — 3 Relationen¥®)
geben die Lage der iibrigen Eckpunkie des n-Ecks an, die letzte Relation
dagegen bringt zaom Ausdruck, daB die Kreise

A PA, AAPA, ... A PA, ... A,PA,, A,PA, ... A, ,\PA,, A PA

samtlich durch einen Punkt gehen. Diese Relation ist jedepfalls bis auf
ganze Zghlen unabhiingig von der Lage des Punkies P; sie wird hier
zunichst fir das gewdhnliche spharische Dreieck (simtliche Uber-

schlagungszahlen 0) aufgestellt.

*) Diese Relationen entsprechen den Ubergangssubstitutionen der Differential-
gleichung.
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Hier ist (vgl. Fig. 5!)
P12 = Vi35 Pas ™ Vg Ps1 = Py

Die Erginzungswinkel zu den ¥z nenne ich ¢°z, so daB
" Ya=1—9h; Yes=1—9y; ¥y =1—13
is

Die Zweieckswinkel an den Ecken des Dreiecks seien

LTy X5 YT

Aus Fig. 5 lassen sich unmittelbar fol-
gen\de Gleichungen ablesen:

2 ('l"x)s;h’gs"*' '/’gx) =0+ gt ey 1 s,
(3) ntnt+tin=1,

et D B

VisF¥pst+ 95 = TR 2

Diese Gleichung gilt fiir alle Punkte, die
im Inneren des Dreiecks liegen; lassen
wir den Punkt P aber aunf der ganzen Kugel unter AusschluB der Eck-
punkte wandern, so miissen wir um der Gleichung gemiB der Unstetig-
keiten der oy, ¥y, ¥y Allgemeingiltigkeit zu verschaffen noch ganze
Vielfache von 2 anfiigen; sie lautet dann

Pig. b.

Vig+ Vas + Vg = = “‘———215—’:& + 2g, (wobei g, eine ganze Zahl ist)
oder
4) s (o +y) + EF2ES T g (5 ganze Zahl).

Diese Gleichung behilt aber auch dann ihre Giltigkeit, wenn wir
das Dreieck kontinuierlich #ndern; ‘denn auch in diesem Fall treten fiir
die GroBen 9y;, ¥y, ¥y,, Wie wir sahen, nur Springe um den Zahlenvyert
+ 2 auf, so daB wir auf Grund der Tatsache, daB alle Dreiecke ein Kon-
tinoum bilden, sagen konnen, daB Gleichung (4) fiir jeden beliebigen Punkt
beztiglich jedes beliebigen Dreiecks gilt.

Eine elementare Rechnung, die davon ausgeht, daB bei der im Falle
des n-Ecks der Figur 5 analogen Zeichnung (n—2) Dreiecke entstehen,
zeigt, daB beim n-Eck an die Stelle der Gleichung (3) die Gleichung

(33) S H=n—2
p=1

tritt und demgemiB an Stelle von 4 die Gleichung

Sop—(n—2)
(4a) 5 D Vgt =g
re
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Zur Abkiirzung fithre cb noch ein

(4b) S =g
und erhalte:

— =2 _
(4c) = 2 Yy + 0

Diese Gleichung bleibt bei Anderung des Punktes P, wie auch bei
kontinuierlicher Abanderung des n-Ecks erhalten.

Beim Ubergang vom #n-Eck zum (r—1)-Eck (Abtrennung der sich
gerade voll dberschlagenden Seite s,,) wichst, wie aus § 1 und den Glei-

chungen (2b), (2b"), (4b) und (4c) folgt, g um — ( oo 4 2D

beim Ubergang vom (n—1)-Eck zum n-Eek (Anhangung der sxch voll
iberschlagenden Seite s,,) nimmt g um diesen Betrag ab. Da nun aber

der Ausdruck
1 1—(—1*
) (“” T3 )

eine ganze Zahl ist, so bleibt auch in diesem Falle die Gleichung (4c)
erhalten und wir diirfen auf Grund des Hilfssatzes des § 1 sagen: Glei-
chung (4c) gilt fir jeden beliebigen Punkt beziiglich jedes be-
liebigen einfach zusammenhingenden Kreisbogenpolygons.

b4

§ 3.
Die Uberdeckungszahl im allgemeinsten Fall.

. Ich nehme ein Kreisbogenpolygon, dessen Winkel und Uberschlagungs-
zahlen ich kenne, als fest gegeben an, lasse einen Punkt P alle Punkte
auf der Kugel mit Ausnahme der Eckpunkte des Polygons durchlaufen,
wobei sich die Koordinaten von P im allgemeinen kontinuierlich indern
und in Sonderfillen Spriinge um zwei machen, und untersuche, wie sich
die Uberdeckungszah! des Punktes P bei dieser Durchlanfong #ndert.

Es gilt dafiir folgende

Regel 1. ,Die 'Uberdeckungszahl dndert sich nur sprungweise um
ganze Zahlen und zwar nur dann, wenn P einen Seitenkreis
des Polygons iiberschreitet; iiberschreitet er einen .4-Punkt
eines Seitenkreises, so dndert smh die Uberdeckungszahl um die
Uberschlagungszahl der zum tberschrittenen Seitenkreise gehorigen
Seite, fiberschreitet er einen J-Punkt eines Seitenkreises, so indert
sich die Uberdeckungszahl um die um 1 vermehrte Uberschlagungs-
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zahl der zum iberschrittenen Seitenkreise gehorigen Seite; und
zwar wichst die Uberdeckungszahl oder nimmt ab, je nachdem
P vom rechten zum linken oder vom linken zum rechfen Ufer des
Seitenkreises iibergeht.“

Wie sich die Uberdeckungszahl fiir einen Punkt des Seitenkreises
selbst verhilt, moge vorldufig anBer Betracht bleiben.

Wir suchen eine Funktion der Koordinaten von P, die sich zuniichst,
wenn P den Seitenkreis s3, tiberschreifet, ebenso verhalten soll, wie
die Uberdeckungszahl, die sich aber an allen anderen Stellen vorliufig
noch beliebig verhalten moge; eine solche Funktion ist:

% 1
sgn @, , ";E + 9 Pszs

was aus der Definition der Koordinaten des Punktes P in § 2 unmittel-
bar folgt.
Die Funktion

&) A =2 {sgn Poq 29 +3 q’m}
P9

ist also eine Funktion, die sich sicherlich, wenn P irgend einen Seiten-
kreis tiberschreitet, — abgeschen von einer eventuellen kontinuierlichen
Anderung an dieser Stelle — ebenso verhilt, wie die Uberdeckungszahl.
Um das Verhalten der Funktion A im Einzelnen zu untersuchen, fiihre
ich die Hilfskoordinaten ein und erhalte aus (2) und (2a):

u ®, 1 . _——

=2{(-1)“P?sgn¢m—;~ lu”—l-l: )+ 11)1,4},
) A*Z(— )pqsg“'l’m2(m+'"—‘ v +°2—2 L7%

ry
Die erste dieser Summen in (6) setzt sich aus ganzen Zahlen zusammen
und dndert sich nur in den bereits oben erledigten Fillen, in denen auch
die Uberdeckungszahl sich iindern soll. Die zweite Summe ergibt nach (4c)
g3
dndert sich also bei festgehaltenem Polygon nur dann, wenn g springt;
also nur sprungweise um ganze Zahlen und zwar, wie die Betrachtungen

des vorigen Paragraphen zeigen, gerade dann und nur dann, wemn eine
der Grofen y,, sich um 2 #ndert, das ist aber wieder der bereits oben
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erledigte Fall. Damit ist gezeigt, daB A, wihrend der Punkt P die
Kugel durchwandert, gerade diejenigen und nur diejenigen Anderungen
erleidet, die auch der Uberdeckungszahl von P zukommen.

Ich mache deshalb fiir die ﬁberdeckungszahl von P folgenden Ansatz:

(7) 3_A+_.___§’_°:__22+k

wobei k eine ganze Zahl sein soll.

Da das zweite und dritte Glied dieses Ausdrucks fiir ein festes Po-
lygon unverinderlich sind, so hat &, die Eigenschaft, daB es gerade die
und nur die von der ﬁberdeckungszahl geforderten Anderungen erfahrt.

Das erste und zweite Glied zusammen ergeben auf Grund von (4c¢)
und (6) eine ganze Zahl, weshalb auch &, eine ganze Zahl ist.

Die ganze Zahl k¥ muB noch so bestimmt werden, daB &, fiir irgend
einen Punkt in bezug auf das feste Polygon die Uberdeckungszahl wirk-
lich angibt; dann gibt die Fonktion &, fir jeden Punkt auf der Kugel
die Uberdeckungszahl beziiglich des festen Polygons an. Die Zahl k ist
dabei zunichst noch gewissermaflen eine individuelle Konstante fiir das
einzelne feste Polygon.

Ich will nun die Anderungen untersuchen, die die Zahl % erleidet,
wenn ich das Polygon éndere, und halte zu diesem Zweck den Punkt P
fest, wahrend ich das Polygon einer kontinuierlichen Verzerrung unter-
ziehe, wobei ich es vermeiden will und kann, daB der Punkt P in eine
der Polygonsecken hineinfillt. Bei diesem ProzeB indern sich die Winkel

des Polygons im allgemeinen kontinuierlich — den Ausnahmefall des
ﬂ'bero'angs vom n- zum (n — 1)-Eck bzw. vom (2 —1)- zum %-Eck unter-
suche ich gesondert —, die Uberschlagungszahlen dagegen bleiben im

allgemeinen unveriindert und machen an einzelnen Steﬂen Spriinge um 1,
die Koordinaten bzw. Hilfskoordinaten, durch die ich mir den Punkt P
geben denke, dndern sich im allgemeinen kontinuierlich und springen
in einzelnen Fillen um + 2 oder 4+ 1 bzw. um + 2.
Wir untersuchen, wie sich einerseits die Uberdeckungszahl, ander-
seits die Zahl &, bei diesen Wandlungen verhilt.
Analog der Regel 1 gilt hier fir die Uberdeckungszahl folgende
Regel 2. ,Die Uberdeckungszahl #ndert sich nur sprungweise um
ganze Lahlen und zwar nur dann, wenn ein Seitenkreis des
Polygona diber den Punkt P hinweggleitet; gleitet ein A-
Punkt eines Seitenkreises {iber den Punkt P, so #ndert sich die
Uberdeckungszahl um die Uberschlagungszahl der zum hiniiber-
gleitenden Seitenkreise gehOrigen Seite; gleitet ein J-Punkt eines
Seitenkreises iiber den Punkt P, so indert sich die Uberdeckung.-
zahl um die um 1 vermehrte Uberschlagungszahl der zam hiniiber-
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gleitenden Seitenkreise gehdrigen Seite. Und zwar wichst die Uber-
deckungszahl oder nimmt ab, je nachdem P vom rechten zum
linken oder vom linken zum rechten Ufer des Seitenkreises iiber-
geht.«

Wie sich die Uberdeckungszahl verhilt, wenn gerade ein Seitenkreis
auf den Punkt P zun liegen kommt, mége vorliufig auBer Betracht
bleiben.

Gleichung (5) zeigt, daB A in den in Regel 2 angegebenen Fillen
gerade die fiir die Uberdeckungszahl geforderten Spriinge macht.

A dndert sich aber scheinbar a.uch (Gleichung (5)), wenn eine Uber-
schlagungszahl sich #ndert; in diesem Ialle springt aber die zugehdrige
Koordinate ¢, die ebenfalls in () auftritt, wie aus Gleichung (1b) folgt,
von -+ 1 auf O und macht mit—;— multipliziert genau den entgegengesetzten
Sprung wie die halbe Uberschlagungszahl, so daB A unverindert bleibt.

Es bleibt noch der Ubergang vom n- zum (z—1)-Eck und umge-
kehrt. Im ersten Fall fillt in Gleichung (6) cin Glied von der Form

(— Lo sgn,, o (u,, + - G5)

r

weg, wobei zu beachten ist, daB im Augenblick des Ubergangs zum

(r—1)-Eck fiir jeden Punkt
sgng,, =+ 1
und infolgedessen nach (2a) auch
(—1pmorsgny,, =+ 1 (vgl Fig. 1 u. 3, 5. 236)

ist;. anderseits wichst aber nach der Bemerkung im SchivBabsatz von § 2
dxe in Gleichung (6) fiir A vorkommende ganze Zahl

—2
=3 D b+ 55T (el e

gerade auch um den Betrag

1 1 — (— 1)*o*
"é"(“at "—'_'(_é ) )7
woraus folgt, daB &, in Gleichung (7) sich bei diesem Proze8 nicht
indert.

Das nimliche gilt umgekehrt beim Ubergang vom (n—1)- zum
n-Eck. Da sich auch die Uberdeckungszahl im Augenblick der Abtren-
nung fiir keinen Punkt dndert, so bleibt die gaunze Zahl I bei diesem
ProzeB erhalten.

Die Zahl % #ndert sich also bei kontinuierlicher Abénderung des
Polygons nicht und 9, stellt fiir jeden beliebigen nicht auf einem
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Seitenkreise liegenden Punkt beziiglich jedes beliebigen Kreis-:
bogenpolygons die Uberdeckungszahl dar, sofern wir nur die ganze
Zahl k so bestimmen, daB &, fiir irgend einen bestimmten Punkt
beziiglich irgend eines bestimmten Polygons die Uberdeckungs-
zahl wirklich darstellt.

Der Schwerpunkt eines gewdhnlichen geradlinigen gleichseitigen
Dreiecks wird von diesem Dreieck gerade einmal iiberdeckt (Uberdeckungs-
zahl 1), wir erhalten ans (5) und (7):

dg 1—’ (‘P:s"f‘%s'*‘%l)‘*' +k
2
‘1’12“—"‘?23:‘1’312‘1;}
9912:r=32a (vgl. Fig. 6)
o—1
«AI . Ai" “"2 =‘-O
e & (7a) k=0,

womit % fiir alle Punkte beziiglich jedes Polygons bestimmt ist.

Gleichung (3), (7) und (7a) ergeben fiir die Uberdeckungszahl 9* jedes
beliebigen nicht auf einem Seitenkreis liegenden Punktes beziiglich jedes
beliebigen einfach zusammenhingenden n-Ecks:

£l 1 — -2
(8) '8‘”=2{ng q)pq.-';g +~2-¢pq}+L _g;”__.__,).
Be

Gleichung (6), (7) und (7a) ergeben fiir dieselbe Zahl:

(8a) 8"=2{(—— 1)*sasgn 1ppq o + (—' DK ]-}. ¢pq} +4= (;2.:?_).
)

§ 4.
Die Uberdeckungszahl fiir Punkte eines Seitenkreises.

Der Punkt P, dessen Uberdeckungszahl gesucht wird, liege auf
einem Seitenkreise — etwa auf s —, nicht aber noch auaf einem
zweiten; es ist die Uberdeckungszahl dieses Punktes zn berechnen,

Wenn sich beim Uberschreiten des Punktes P die Uberdeckungszahl
nicht #ndert, so ist die Uberdeckungszahl von P gleich derjenigen der
in der Nihe liegenden Punkte, die nicht anf dem Seitenkreise liegen;
indert sich aber die Uberdeckungszahl beim Uberschreiten von P, so
zerfallen die in der Nihe von P nicht auf dem Seitenkreise liegenden
Punkte in zwei Gruppen: die eine umfaBt diejenigen Punkte, die aunf dem
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linken Ufer des Seitenkreises liegen und eine hohere Uberdeckungszahl
haben, die andere diejenigen, die auf dem rechten Ufer des Seitenkreises
liegen und eine niedrigers Uberdeckungszahl haben. Nach der Definition
der Uberdeckungszahl in der Einleitung ist die Uberdeckungszahl von P
gleich der kleineren von beiden in der Nihe von P vorkommenden Uber-
deckungszahlen, also gleich derjenigen der auf dem rechten Ufer des
Seitenkreises in der Nihe von P liegenden Punkte.

Ich muB also in Gleichung (8), um zur Uberdeckungszahl eines auf
dem Seitenkreis s, liegenden Punktes zu gelangen, auf alle Fille

Sg0 Qo = 1
setzen, dann aber noch unterscheiden, ob P ein A- oder J-Punkt des
Seitenkreises ist.
Im ersten Falle ist

Por = 0 ’
im letzten ¢, statt gleich + 1
Por=—1
za setzen und ich erhalte fiir 4-Pankte aus (8)
< (s —2
'n o‘t e —(¥—
Vopa="" +2{sgn 27 21 + g IP,,,,} + *T’"-’*)
fir J-Punkte
8" Yoz 1 & Upg e—(n—2)
or; 0 T T g +2{S(’“ Pos g T %a} T
oder fiir alle Punkte
{(o7)
] a +80 e -_2
® 8 =7 1+S’{8gnq>m M—f— 9?,,‘}+e "“*2* —),

B2
wobei &, gleich 0 oder + 1 zu setzen ist, je nachdem P ein 4- oder
J-Punkt des Seitenkreises s0, ist.
Aus (8 a) wiirden wir erhalten
1CL4)

(0a) 7 =—~-7%- m---;-Z{(-l)“pgsgnsz[ 1 (*1) }é’ '/’m}

" )
9—- —
t+ g
Fir die Uberdeckungszahlen des Schnittpunktes zweier Seiten-
kreise — etwa sf“ und s}, — erhalten wir, falls dieser Schnitt-
punkt kein Eckpunkt des Polygons ist und falls nicht noch ein

T o
*) Das Zeichen D, soll bedevten, daf die Summe fiber alle £, zu erstrecken

s 2
ist mit Ausnahme von f,.
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dritter Seitenkreis durch diesen Punkt hindurchgeht, gleichviel
ob die beiden Seitenkreise zwei aufeinander folgende sind oder nicht,
durch wiederholte Auwendung der obigen SchluSweise als Uberdeckungs-
zahl:
(10) ‘a':y;a, —_ uZp: El;i ____ uazi“%z
(2p;a7) u s o —(n—2)
+ e, P e+ T
re

oder
N %, +¢& L
(10a) ok

J,u;or* - 2

Au,09)

“ 1 1—(—1)"P¢ 1
+ 2{(“1) reegnyy, 5| et ‘(“‘E_LW] +3 '/’m}
b 4/}

+ ¢ g‘-”?):
wobei &, bzw. ¢, die Werte O oder + 1 annehmen, je nachdem der
Punkt P ein d- oder J-Punkt des Seitenkreises s?, baw. s, ist.

Treten pathologische Fille ein, in denen mehr als zwei Seitenkreise
durch einen Punkt gehen, so a8t sich die Uberdeckungszahl fiir diesen
Punkt, falls wir annehmen, daB er kein Eckpunkt des Polygons
ist, in analoger Weise durch wiederholte Anwendung des gleichen Schlusses
angeben.

Die §§ 6 und 7 geben Gelegenheit auch diese anormalen Fille beim
Dreieck und Viereck vollstindig durchzudiskutieren.

§ 5.
Uberdeckungszahl der Eckpunkte cines Polygons.

Der Polygonseckpunkt A,, ein Schnittpunkt der Seitenkreise s3, und
83, durch den aber, wie wir vorliufig annehmen, kein weiterer
Seitenkreis hindurchgehen mdge, wird von dem Polygon héchstens
so oft iberdeckt, wie ein Punkt P,
in der Nihe des Punktes A,, der
auf dem rechten Ufer des Seiten-
kreises s), und auch auf dem rech-
ten Ufer des Seitenkreises s, liegt,
fir den also sowohl sgn g, als
auch sgn ¢, gleich —1 ist (vgl.
Fig. 7). Ist A, pnoch ein Win-
Fig. 7. dungspunkt, so ist von der Uher-

Ae ™\ [
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deckungszahl von P,, die wir mit &%, bezeichnen wollen, noch die Anzahl
der Windungen €\ %
E(3)

abzuziehen um zur Uberdeckungszahl von A, zu gelangen (vgl. die Defi-
nition der Uberdeckungszahl!).
Wir erhalten fiir die Uberdeckungszahl von A,
%= %-E(3)
oder, wenn wir aus (8) den Wert von 9%, einfiihren

(po;07)
8:6———-9—-— “+ (9’ga+9’oz)+2 sgn(p“ 9 +3 q)l’?}

e——2 (% "
+8=2 E(%),

wobei die Koordinaten von P, genommen werden miissen.

Um nun die Koordinaten' von A, selbst in die Formel einfilhren zn
konnen, lasse ich P, immer weiter nach A, hineinriicken; schlieBlich
werden die Werte von ¢,, und @,, unbestimmt, wihrend die ﬁbngen
Koordinaten sich den bestlmmten Koordinaten von A, nihern; wie aus
Figur 7 ersichtlich nahert sich aber dann der Ausdruck

— Poo ™ Poz
dem Werte «, bzw., wenn A, ein Windungspunkt ist, dem Werte

Xy
o, — 2 E ( § ) 3
da das schraffierte Dreieck in Figur 7 immer kleiner und kleiner wird.
Lassen wir also P, nahe genug an A, heranwandern, so diirfen wir
1 (- ¢y
2 (¢ga+q)61) =E (—2—) T 9
setzen und an Stelle der iibrigen Koordinaten von P, diejenigen von A,

schreiben, so daB wir fir die Uberdeckungszahl eines Eckpunktes — etwa
A, — erhalten:

(vo;07)
) o) =2 ;f+2{sgn%q ey Ly Ve D)
P9
oder
» “ a “01
(11a) 8 =
&7 1— (—1)1’ o—e (n %)
+2{('—1)up‘lsgn,¢pq'-2‘ upq+ ]) ¢,g + e E
P

wobei die Koordinaten bzw. Hilfskoordinaten von A, einzusetzen sind.

*) E(x) = grBte ganze Zahl unter x fiir 2> 1.
E@ =0 firz<t.
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Pathologische Fille, in denen der Eckpunkt A, noch auf einenr
dritten Seitenkreise liegt, lassen sich in analoger Weise durch wieder>
holte Anwendung der Schliisse dieses und des vorangehenden Paragraphen
erledigen.

Die beiden folgenden Paragraphen geben Qelegenbeit auch diese
anormalen Fille beim Dreieck und Viereck vollstindig durchzudiskutieren.

§ 6.
Das Kreisbogendreieck.

1. Uberdeckungszahl eines Punktes, der auf keinem der drei Seiten-
kreise liegt aus (8) bzw. (8a):

(] 2) 35= Sgn(p12 2 + scn ¢” . +Sgn ®sy usl +¢12 +q}g| +¢31 +
1 1~ {—1)¥2e
(122) 8% = (—1)%= sgn %y, (“12 + (é— > )

+ (“‘ 1) » Sgn 11’23 2 (2&,3 + 1:’(:1')"'””)

1— (-1)%

+ (=) sgny ) (“31+ )+ Yot '»(’n'f' ¢31+ 5

2. Uberdeckungszahl eines auf einem Seitenkreise — etwa s‘l’,, —
liegenden Punktes, der nicht auf einem der beiden anderen Seitenkreise
liegt, aus (9) bzw. (9a)

(13) 8% =— u,,:}-_s,, + 8gn gy % + sgn ‘Psx + 9 Pas + 7 Pt 9:'1

(133) »8‘32 — U +sll + (__ 1)“13 sg’l ¢23 (u” + 1'-’(:;_1_)_“13)
1—(—1)¥n
+ (— 1) sgn ¥y, 2 (“31+ '(§ )*“’)
1 1 —1
+ g Vst T+ 45,
wobei ¢, den Wert 0 oder + 1 annimmt, je nachdem der zu untersuchende
Punkt A- oder J-Punkt des Seltenkrelses 8%, ist.
3. Uberdeckungszahl eines Gegenpunktes — etwa A’ —, wenn dieser
nicht auch auf dem Seitenkreise s, liegt, aus (10) und (IOa)

-1
(14) @ (13 = 8' “liw;"’__{n Uy + “&1 SEN Py 2: + s Pt 9._.__

(143) (13 31) ""9 —taEE “‘u"‘l':gt}“

) 4 L7,

+(~1)= sgn gy 5 (“ss+
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wobel &, bzw. &, die Werte O oder 4 1 annehmen, je nachdem A, ein.
A- oder J-Punkt des Seitenkreises s§, bzw. s, ist.

4, Uberdeckungszahl eines Eckpunktes — etwa A; —, wenn dieser-
nicht anch auf dem Seitenkreise s2; liegt, ans (11) and (11a):

(15) 0:,=*%’~ ’+8gn¢23 2+ %+°~1

(158) 8} =— 82—t 4 (—1)=sgnepy, - (u.-t—l'"(‘"" +- vp,,+°"1

5. Es wire noch der bisher ausgeschlossene Fall zu untersuchen,
da8 alle drei Seitenkreise durch einen Punkt gehen und die Uberdeckungs-
zahl dieses Punktes zu bestimmen. Von den sechs ausgezeichneten Punkten
(drei Eckpunkte und drei Gegenpunkte) fallen hier je drei zusammen und
wir unterscheiden folgende Spezialfille:

a) Drei Eckpunkte fallen zusamamen; der Fall ist trivial.

b) Zwei Eckpunkte und ein Gegenpunkt — etwa A, A; und A, —
fallen zusammen. Analytisch wiirde sich der Fall durch die Gleichung

(16) “’vf*ﬁ—;—?ij—l— = positive ganze Zahl

ausdriicken; die Uberdeckungszab] ergibt aus (14), (15) und (4b):

3 o thy Y Uy , %@ 1
(17) ’3, s 2l+ S l4

Aus den Erginzungsrelationen®) ergibt sich unter Anwendung der hier
eingefihrten Bezeichnungsweise:

oy — o, — 1
sy = E _'_,._"ix_.__"is._‘f‘_-_),

2
wofiir wir auf Grund von (16) auch schreiben kdanen:
e
Aus den bekannten Sitzen fir Kreisbogendreiecke folgt ferner:
Upy =ty = 0
und man erhilt
(19) Hn=hmry = 0

Das Resultat ist unmittelbar evident; denn der Punkt A, = A,= A,
kann durch Windungen um A, nicht &iberdeckt werden, weil er anf der
Ay gegeniiber liegenden Seite liegt; Windungen um A, und A, konnen
ihn erst recht nicht tiberdecken, weil er hierfir Windungspunkt ist.

) Vgl. Kapxtel I 8. 7, Gleichungen (8).
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¢) Ein Eckpunkt und zwei Gegenpunkte — etwa A;, A" und A;" —
fallen zusammen; analytisch aunsgedriicki:

{20) T f—':-“—’éj— %11 _ positive ganze Zahl
s — Y Yu UmTEs y Ghe el
amar=ay =~ % ~ g T 4

Aus den Erginzungsrelationen und aus (20) folgt:
gy = 07 ’

so daB wir als Resultat erhalten:

(21) I Yip U Fas BTGl

—— e — —

A=A=A) " T 2 2 ) Y ’

wobei &, gleich O oder 41 ist, je nachdem der Punkt A, = A=A,
A-Punkt oder J-Punkt des Seitenkreises s, ist.

d) Die drei Gegenpunkte A/, A;, A, fallen zusammen, analytisch
ausgedriickt:

(22) E&iﬁ—j—“&-}' leo= positive ganze Zahl,
(23) "3?A1'=A;=A:) - “12"-2}-“'2 - t"9__’2““{2’3’ - u““_ét{m + g:é-'l‘ ’

wobel die &, &, baw. &, die Werte O oder 1 annehmen, je nachdem der
Punkt A,"= A=A’ ein A- oder J-Punkt des Seitenkreises 0,, s, bzw.
Sgl ist. —

Die in diesem Paragraphen angegebenen Zahlen sind identisch mit
den von Hurwilz in der oben zitierten Abbandlung fiir die Anzahl der
komplexen Nullstellen der hypergeometrischen Funktion gefundenen,
ihre Ableitung geniigt der dort von Hurwitz formulierten Aufgabe®) seine
Zahlen durch Betrachtungen zu bestitigen, die der Analysis situs ange-
horen. Aber noch mehr: Die Gleichungen (12a), (13a), (14a) und (15a)
interpretieren geradezu die Formeln des § 8 der Hurwitzschen Ab-
handlung geometrisch; denn einerseits bedeuten die dort vorkommenden
Anzahlen der reellen Nullstellen Uberschlagungszahlen bzw. um 1 ver-
mehrte Uberschlagungszahlen, andererseits die dort vorkommenden Ampli-
tudenausdriicke unsere Hilfskqordinatenwinkel, und so bot der Versach
die Hurwifeschen Formeln geometrisch zu deuten den AnstoB zur vor-
liegenden allgemeineren Untersuchung.

Die Spezialfalle unter Ziffer 3. und 4. hat zuerst Var Vieck (L e)

*) L c. § 8, SchluBbemerkung. 8. 552.
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mit Hilfe anderer geometrischer Uberlegungen untersucht und Resultate
in geschlossener Form angegeben.¥)

Die Sonderfille der Ziffer 5. sind, wie Hurwitz zeigt,*¥) gerade
diejenigen, in denen sich Fundamentallosungen der Differentialgleichung
durch Multiplikation mit Potenzen gewisser linearer Faktoren in eine ein-
deutige Funktion der Veriinderlichen verwandeln lassen. Er benutzt diese
Eigenschaft zur Bestimmung der gesuchten Zahlen.

Schafheitlin®*) geht bei seiner Bestimmung der Anzahl der Null-
stellen der hypergeometrischen Funktion von diesen Spezialfillen aus.

Schon frither hatte Hilbertt) diese Zahlen in ganz anderer Weise

berechnet.

*) Hurwitz (1. c. § 8, Satz 9 und 8, 8. 552 und 550) bringt nach einer verein-
fachenden elementaren Rechnung die Gleichungen (14a) und (15a) auf folgende Form,
die ich in der hier eingefiihrten Bezeichnungsweise angebe:

R e - CIOR
E(Q)‘l'E a;—a'z;a;-l-l +E a,+a;,2—¢—zz_+"1 T E Uy + @y~ ity + 1
T S A S A G
— Oy~ -4—1
(E(“x _z s )+ )
wobei

-

1 E(«,_\-i—F(‘n a:;-a:-}-l) +F(ﬁz-a’;z—a_;+1) L E o;_l-q-af2 u;-i—l
1-—-—(—1)

9=y

L Rad

E{a))+ F (“1"_"'%;_':‘3.&) +E (“3"“1;'“:+ 1) +E a,+a,-—a,+1
1—(=1)

Y-

o =ty 1T
(BT +))
e (T (T (e Ee ) L

*)Lec §5, S. 583.
“*) wDie Nullstellen der hypergeometrischen Funktion*. Sitzungsberichte der
Berl. math. Gesellschaft, 7. Jabrgang 1908.
1) ,,Uber die Diskriminante der im Endlichen abbrechenden hypergeometrischen
Reihe«, Crelles Journal Bd. 103, S. 337.
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§ 1.
Das Kreishogenviereek.

1. Der Punkt P, dessen Uberdeckungszahl wir suchen, liegt auf
keinem der Seitenkreise; aus (8) folgt:

(24) 8 = sgn g 57 -+ 5B0 @y 2 + 5gN @y, B¢+ sgn gy 20

+ ';‘ (P13 + Pgs + Pss + Pur) +¢

2. Der Punkt P liegt auf einem und nur einem Seitenkreise —
etwa auf s —; aus (9) folgt:
@5) o =— " sy, sgn gy B+ sgm 9y B

-—2
Y (‘Pss + s+ @) + £

3. Der Punkt P liegt auf zwei und nur zwei (gegeniiberliegen-
den) Seitenkreisen — etwa auf s%, und s, —; aas (10) folgt:

u41

(26) 8(*13,3;) = -2}.6!2 u,‘—l—su + sgn ‘Pss 5 >+ sgn Par 5

1
+ 5 (Pos + 1) + “_2"

4. Der Punkt P liegt auf zwei und nur zwei (aufeinander-
folgenden) Seitenkreisen — etwa auf s und s — und ist ein Gegen-
punkt — A;" — des Vierecks; aus (10) folgt:

(27) 3:1'__.__“"'2}'8"—“”'}"”+sgnq>34% + sgn q,ﬂi_;‘_‘_

5 @uto)+4, %

5. Der Punkt P liegt auf zwei und nur zwei (aufeinander-
folgenden) Seitenkreisen — etwa auf s und sJ, — und ist ein Eck-
punkt — A; — des Vierecks; aus (11) folgt:

1 —
+ 9 (9’34'*"9’41)"" ¢ ‘;’

6. Der Punkt P liegt auf drei und nur drei Seitenkreisen — etwa
auf s}, 83, und s3, —. Von den zwOlf ausgezeichneten Punkten (vier Eck-
punkte, vier Gegenpunkte und je zwei Schnittpunkte gegeniiberliegender

—2
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Seiten) fallen drei zusammen; von diesen ist einer stets ein Schnittpunkt
gegeniiberliegender Seiten; beziiglich der zwei anderen sind drei Fille
denkbar:

a) Zwei Eckpunkte — A, und A, — fallen zusammen:
— Oty —— 0ty — 2

4 + -+ u % 1
(29) 9 _,, =— S — o T sgngy, - T 5 Put ¢ 3

b) Ein Eckpunkt und ein Gegenpunkt — etwa A, und A, — fallen
zusammen:

4 «. . Uy —+ & “ 1 0ty —2
(80) 94y = — " E S s, Pt on + T

¢) Zwei Qegenpunkte — A, und A, — fallen zusammen:

(31) 8::,___&, — ’_‘y_‘%’fzz . @5_:2!"__{‘2_3 ___ “34%_':‘-’34 1 8gN @, % + ] '; 2 .

7. Der Punkt P liegt auf allen vier Seitenkreisen. Von den zwilf
ausgezeichneten Punkten fallen sechs zusammen, von diesen sind zwei stets
Schnittpunkte gegeniiberliegender Seiten (s, mit s}, und s, mit s3,).
Beziiglich der vier anderen sind sechs Fille denkbar:

a) Die vier Eckpunkte fallen zusammen; der Fall ist trivial

b) Drei Eckpunkte und ein Gegenpunkt — etwa A, A;, A, und A, —
fallen znsammen:

i ____unz’*'“::“f'“ui'fg e— —ay—oy—2
(32) 'g.‘l:Aa:A;:A{ - 2 + 2 )

¢) Zwei aufeinanderfolgende Eckpunkte und zwei Gegenpunkte —
ebwa A, A, A, und A, — fallen zusammen:

a 4 U + thyg -ty Uty  e—a—ay—2 .
(03) a‘1=hz=h4’=At o 2 2 + 2

d) Zwei gegeniiberliegende Eckpunkte und zwei Gegenpunkte — etwa
A, Ay, A; und A,” — fallen zusammen:

® 3 s 1 & 3“2
(34) 8:,=A2'=A3=AJ = Mo _g—?‘d‘—u‘ +°7" 2 e
e) Ein Eckpunkt und drei Gegenpunkte — etwa A;, A;', A," und A, —
fallen zusammen:

; AT o T S T L)
(35) 9% . —— F g ez

‘=A== A 2 2

f) Die vier Gegenpunkte fallen zusammen:

" YRR & Uy + & -2
(36) o, Ut WatEy U tE, ﬂ.é._.i'_}..gz

=A'= M =N, 2 2 2
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In simtlichen Gleichungen dieses Paragraphen sind die ¢,, gleich 0
oder +1 zu setzen, je nachdem der betreffende Punkt, dessen Uber-
deckungszahl bestimmt wird, 4- oder J-Punkt des Seitenkreises 0 ist.

Ich bemerke noch, daB die Fille 7. nur eintreten kdnnen, wenn eine

der Gleichungen do et te

g = ganze Zahl
erfillt ist; und zwar gilt fir ) T2 ”’2"' 6t% g
fir c) :,.‘1‘1.:1522‘5' GEE g fir d) :ﬁi.‘_‘si"':ﬁa oy
fare) —Tmete r ) ateteda_

wobei g eine ganze Zahl bedeutet.



