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Das Jacobische Kriterium der Variationsrechnung und die
Oszillationseigenschaften linearer Differentialgleichungen
2. Ordnung.

(Zweite Mitteilung.)
Von
R. G. D. Ricnarpsox in Providence (U. 8. A.).

Einleitung,

Die sich selbst adjungierte Differentialgleichung 2. Ordnung, welche
einen Parameter enthilt, kann man betrachten als Lagrangesche Gleichung
eines Variationsproblems mit einer gewissen quadratischen Nebenbe-
dingung, oder mit der quadratischen und noch dazu gewissen linearen Neben-
bedingungen, In einer fritheren Mitteilung*®) habe ich die Bedingung fiir
das Eintreten des Minimums bei diesem Variationsproblem bebandelt;
insbesondere habe ich den Zusammenhang zwischen dem Jacobischen
Kriterium und den Oszillationseigenschaften der Liosungen der Differential-
gleichung dargelegt.

Den Zusammenhang zwischen den Theorien der Differentialgleichungen,
der Integralgleichungen und der Variationsrechnung, den Hilbert entdeckt
hat, kann man weiter verfolgen. Wir konnen m Differentialgleichungen
2. Ordnung, welche m# Parameter enthalten, auch als Lagrangesche Glei-
chungen eines Variationsproblems mit gewissen Nebenbedingungen be-
trachten. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, den Zusammenhang
zwischen den Oszillationseigenschaften der Losungen dieser m Lagrange
schen Gleichungen und dem Jacobischen Kriterium nachzaweisen. Da in
der fritheren Arbeit die Untersuchung ausfiibrlich durchgefiihrt ist, konnte
die Behandlung in dem vorliegenden Problem oft abgekiirzt werden.
§ 1 behandelt den Fall des Variationsproblems, wo eine einzige Lagrangesche
Differentialgleichung mehr als einen Parameter enthilt, und § 2 den Fall

>

* Math. Ann. 68 (1910), 8. 279,
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wo m Differentialgleichungen m Parameter enthalten. In §§ 3—05 leiten wir
die Oszillationseigenschaften aus dem Jacobischen Kriterium her.

Den Grundgedanken dieser Arbeit, den Standpunkt der Variations-
rechnung als den der allgemeineren Disziplin zum Ausgangspunkt der
Untersuchung zu machen, verdanke ich der Anregung von Herrn Geheim-
rat Hilbert. Ich fithle mich gedriingt, thm an dieser Stelle nochmals
hierfiir meinen herzlichsten Dank auszusprechen.

§ 1
Das Problem einer Gleichung mit 2 Parametern,

In der fritheren Mitteilung habe ich folgendes Problem behandelt:
Seien p(x) >0, ¢(x) £ 0 und %k(z) analytische Funktionen von z in dem
Intervalle O, 1; dann ist diejenige stetig differenzierbare Funktion  von 2
zn bestimmen, die den Randbedingungen
(1) u(0)=0, u(1)=0
geniigt und

D(w) =;f (0@ G~ syw@))az

zu einem Minimum macht, wihrend die quadratische Nebenbedingung

fk(x) w(@)de =41

erfiillt ist, oder wenn die quadratische und die % linearen Nebenbedingungen

ﬂ(x) U, @) u(@)dz =0, -« -, [4(z) U, (@) u(z) dz = 0

erfiilllt sind, wo U,(x) die Losung des Problems mit der quadratischen
Nebenbedingung allein und U z) die Losung mit der quadratischen und
i —1 linearen Nebenbedingungen ist. Mit Hilfe der Hilbertschen Theorie
der Integralgleichungen habe ich bewiesen, daB ein Minimum existiert,
daB diese Losung U des Variationsproblems die Losung der sich selbst
adjungierten Differentialgleichung 2. Ordnung

@) (p’Y + qu + Aku =0

ist, welche einen Parameter enthilt, und da D(T,), D(U,), --- die
Minimalwerte 4, Ag,--- haben, wo 1,,1,,--- die Eigenwerte der Dif-
ferentialgleichung (2) sind. Da ein Minimam wirklich existiert, so mu8
das Jaeobische Kriterinm erfiillt sein, und wie ich bewiesen habe, verlangt
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dieses Kriterium, daB die Losung U(i=1, 2, --.) dieses Variationsproblems
gerade ¢ — 1 mal in dem Infervalle 0, 1 oszilliert.

Nun kann man hier ein nenes Problem in Betrachtung ziehen. Hs
sei diejenige den Randbedingungen (1) gentigende Funktion » von 2 zn
bestimmen, die D(u) zu einem Minimum macht, wihrend die 2wei quadra-
tischen Nebenbedingungen

(3) S w@dz =+ 1, [rz)w(z)ds=0%

erfiilllt sind, wobei I(z), 7(z) im ganzen Intervalle 0, 1 analytische Funk-
tionen sind. Die Variationsrechnung lehrt, daB die gesuchte Minimal-
funktion die Lagrangesche Gleichung der 2. Ordnung

©)) (Y +gu + (Al+pr)u =0

befriedigt, wo 1, g Lagrangesche Fakioren sind. Wir verlieren michts an
Allgemeinheit, wenn wir uns auf das positive Zeichen in (3) vnd auf die
Behandlung von Rethen positiver Werte 1,, 45, - - -, #;, fty, - - - beschrinken.
Die andern Fille ergeben nichts Neues.

Das allgemeine Integral der Lagrangeschen Differentialgleichung hat
die Form U= aw,(z, 1, w) + eu,(z, 2, ), wo u,, #, zwei nicht in dem
ganzen Intervalle 0, 1 verschwindende linear unabhiingige Partikularlosungen
der Gleichung (4) und ¢, & Konstanten sind. Zur Festlegung der vier vor-
kommenden Parameter ¢, @, 4, p dienen die Bedingungen (1) und (3)%%).

Wenn wir unser Variationsproblem dadurch modifizieren, daf wir
statt (8) die Nebenbedingung

1
(L, %) = [ (0@ + 2r @)w(@) do — 1
[

anferlegen, wo % ein festgegebener Parameter ist, so werden wir auf die
neug Lagrangesche Gleichung

& L(u, %) = (pu’y + qu + 2+ xr)u =0
o *) Diesekletzte Nebenbedingung ist ganz ailgemei:n. Wiire z. B.
jr(m) urdx=c==0,
go kdnnte man r{w) — ¢ I{w) == : (x) setzen und wirde
fl Fa@)uwdzx =90
bekommen. (o .
*#) Man kann leicht zeigen, daB ecin Minimum wirklich esistiert, wnd da8 der

Minimalwert 2, ein Eigenwert ist: vergl. einen Artikel des Verfassers Bull. Am.
Math. Soc. 17, no. 4. ‘ .
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gefithrt. Dies Problem beherrschen wir schon vollkommen. Die Lisung
U =U(z, ») ist eine in dem Intervalle 0,1 nicht oszillierende Funktion.
Das Minimum 1(x) > O ist eine Funktion von x und hat, wie ich gezeigt
habe*), ein Maximum Ai(x), das gleich dem Minimum des Variations-
problems mit den Nebenbedingungen (3) ist. Die Losung Uz, x) ist die
Losung des urspriinglichen Problems.

Nun wihlen wir %, und z%,, zwei festgegebene Werte™*) des Para-
meters x, und bezeichnen mit 1, den ersten Eigenwert der Gleichung
L(u,#,)=0, und mit 2, den zweiten Bigenwert der Gleichung L (u,%,) = 0.
Wenn wir der gesuchten Funktion u(x) auBer der quadratischen Neben-
bedingung ¢ (1, %,) = 1 noch die lineare Nebenbedingung

1
f{l—}-(ﬁ‘—_—‘%) }Ugudx—-:()
o

auferlegen, wo U, = U(z, ,) ist, so werden wir auf die neue Lagrangesche
Gleichung

(6) %) + qu + A0+mru+o {1+ (—ll—%—};’;—xi)r} U, =

gefiihrt. Ist w,(z, 1,) eine den Randbedingungen geniigende, nicht identisch
verschwindende Losung der homogenen Gleichung L(w, x,) =0, so ist

U,
(@, 1) + S
homogenen Glelchung (6), wie man sich durch Einsetzen tberzeugt.
Setzen wir

qa(x,n)—f(l+xr)u2dx, ¢(a:,x)—f l+ ’“‘”’ ) }Uudx

eine den Randbedingungen gentigende Losung der in-

s0 konnen wir in derselben Weise, wie in der ersten Mitteilung, die im
vierdimensionalen z, 4, ¢, ¥ Raum vom Anfangspunkt ausstrahlende drei-
parametrige Extremalenschar

u=Ta D = e 1)+””<“’)

2

) dz,

(0

¢<x,x2>_f 1 (bazh )f}(w&.i_zl_tj'}g)u,dx

*) Bull. Am. Math. Soc., loc. cit.
*) Wir nehmen hier an, daB %, ==, ist; denn ist dies nicht der Fall, so ist
das Problem von dem der ersten Mitteilung nichi verschieden.
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anfstellen. Auf jeder einzelnen Kurve dieser Schar sind die Lagrangeschen
Faktoren 1(z) und »(x) Konstanten (auf zwei verschiedenen Kurven sind
aber die Werte nicht dieselben).

Irgend zwei den Randbedingungen gentigende Losungen U, (z), w(z)
der homogenen Gleichung (5), die zwei verschiedenen Parameterpaaren
Ay, %3 A, % entsprechen, geniigen der Bedingung

1
hyx —Rx
(8) 6f{z+( 2= g ude =0,
Multiplizieren wir nimlich
0Y + 49U+ 3,0+ %00, =0, (pu)+ qu+ A(1+%nu=0

mit  bezw. — U, addieren und integrieren, so bekommen wir:

—-—k)fl—{- _1% }Uudx——f(pUu—pUlu)dx

=[pUw —pU, ul;.

Wegen der Randbedingungen (1) ist daber (8) bewiesen.

Wir kinnen jetzt fiir die LOsung u(z) = U,(z) unseres Variations-
problems zeigen, daB v =0 ist. Zufolge der letzten Gleichung (7) und
(8) bhaben wir

1

1+ (Bp=E) ) B2az = 0

O=9{1, % —»11 L=

Weil dieses Integral nicht Null ist¥*), so muB v =0 sein**). Wir kdnnen
durch Stetigkeitsbetrachtungen zeigen, daf die Losung u = Uy (2, »,) gerade
einmal in dem Intervalle 0,71 oszilliert. Fiir % == », haben wir niimlich
gezeigt®¥), daB sie einmal oszilliert. Die Ldsung U, ist eine kontinuier-
liche Funktion von x. Wenn fiir x = %, die LOsung nicht gerade einmal
oszilliert, so existiert ein Wert »' zwischen %, und x, so daf U;(x") und
U/(«) beide in einem Punkte ¢ (0<a<1) Null sind Die einzige
Lésung der Differentialgleichung (5) unter den Randbedingungen u(a) =

¥) Wenn x = x, ist, so ist das Integral gleich 1.

) Wenn 1, =1, ist, so ist dieses Verfahren nieht statthaft, In diesem Fall
bat die Gleichung (3) wesentlich nur einen Parameter », und es kann leicht bewiesen
werden, wie es in der e.rsten Mitteilong geschehen ist, daf die Funktionen U, u

stath ® des Bedmgmxg frUiudx 0 geniigen und daf » =0 ist.
hins! In diesem Faile ‘haben wir das Problem der ersten Mitteifung.
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(@) =0 ist aber u(z)=0. Da nun wu(z) =0 keine LGsung unseres
Variationsproblems ist, muf U, einmal oszillieren.

Wenn wir der gesuchten Funktion u#(z) auBer der quadratischen
Nebenbedingung (1, #,) = 1 mehrere lineare Nebenbedingungen

1
J I+ B2z fssamo f i ez oaemo

anferlegen, wo x,(¢=1,2,---, %) eine Konstante und 1, der entsprechende
i Eigenwert der Differentialgleichung (5) ist, so ergibt sich, daf auf
der gesuchten Kurve alle zu derselben gehérigen Lagrangeschen Faktoren
gleich Null sind, und wir erhalten als Losungen des Variationsproblems
die # — 1 mal oszillierende Funktion U,, die eine Losung der Differential-
gleichung L(z,x,) = 0 (und auch von (4)) ist. -

Wir haben damit eine Methode angegeben, mit der wir aus den oo?
Parameterwerten 1, g, welche nicht verschwindende, den Randbedingungen
geniigende Losungen der Differentialgleichung (4) liefern, Parameterpaare
Ly, wy = A% Ay, g = A3%,; - - - auswahlen konnen, und zwar in solcher
Weise, daf die entsprechenden Losungen der Differentialgleichung nicht
oszillierende bezw. einmal oszillierende usw. Funktionen sind. In 3hn-
licher Weise kann man eine Differentialgleichung mit 3, 4, - - - Parametern
behandeln.

§ 2.
Aufstellung des Minimalproblems.

Es selen p,(2) >0, po(2) >0, ¢,(2) £0, ¢:(z) L0 vier innerhalb
des Intervalles 0, 1 analytische Funktionen von z; dann wird das Integral

1
D(u, v) ‘""'f(pz“’?‘i'?z?/z“'fﬁ“z—%”'?) dzx
1]

gewil niemals negative Werte erhalten. Ks seien nun diejenigen stetig
differenzierbaren Funktionen u#, ¥ von z zu bestimmen, die den Rand-
bedingungen

(9 %(0) = u(l)=v(0) =0(1)=0

geniigen und D(w, v) zu einem Minimum machen, wihrend die guadra-
tischen Nebenbedingungen

(10) f (L@ + L) da=1, f fr (@) + ry(z) v} dz = 0%)

*) Vgl. FuBnote, Seite 216.
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erfillt sind, wobel wir l, &, 7,, #; als vier im ganzen Intervalle mit Ein-
schiub der Randpunkte analytische Funktionen®) von z annehmen wollen.
Die Variationsrechnung lehrt, daf die gesuechten Minimalfunktionen die
Lagrangeschen Differentialgleichungen 2. Ordnung

(A1) (pw)Y+qut+ @G +pr)u=0, (p¢)+go+(Gh+ur)r=0
befriedigen. Sind U(#) =u(z), V(x)=v(z) die Lésungen dieses Variations-
problems und 1, & die Werte der entsprechenden Parameter, so muf man
zwei Fille unterscheiden: a) Entweder ist U(z)=0 oder V(2)=0, b) keine
von heiden Funktionen ist identisch Null. Gewshnlich hat man den
Fall a), und die Lésung ist mit der Losung des Problems in § 1 unter
den Bedingungen (1) und (3) identisch oder mit der Lisung des ent-
sprechenden Problems fir v(x). In der Tat ist, wie ich gezeigt habe™¥),
das Minimum des vorliegenden Problems gleich 4 und gleich dem lkleineren
der zwei Minima der entsprechenden Probleme mit einer einzigen Variablen.
Sind die Minima dieser zwei Probleme einander gleich, so tritt der Fall b)
ein, und das Minimum 1 ist gleich dem gemeinsamen Wert der beiden
Minima.

Wir wollen nun unser Variationsproblem modifizieren, sodaB keine
von den beiden Funktionen u(z), v(z) identisch Null wird. Wir ver-
langen dann, daf die gesuchten Funktionen u(z), v(x) statt der quadra-
tischen Nebenbedingungen (10) der Bedingung

1
(12) o (1, %) — [ (Lu® + Lo* + x(ry 0 +1,0%) ) d =
0

geniigen, wo % ein festgegebener Parameter ist. Die Lagrangeschen Glei-
chungen sind. jetzt

Li(u, %) = (0 w') + qyu + 2, +arju =0

Ly(v, ) = (0. V') + @20 + A + 27r3)v =0

Wir nehmen in der vorliegenden Arbeit an®%*) daB der Parameter x so
gewihlt werden kann, daB die Gleichungen (13) (oder die Gleichungen (11))
nicht identisch verschwindende, den Randbedingungen (9) geniigende Losungen
u(#), v(2) haben, und zwar fiir anendlich viele 1,, u, =2, 4y, g =Jy%y;- -~
Wenn dies nicht der Fall ist, sind die Resultate trivial und vicht von
denen der fritheren Mitteilung verschieden. Wir nehmen auBerdem an,

(18)

*} Offenbar kbnnen die beidem Funktionen 4,7, im ganzen Intervalle nicht
negativ, die beiden r,, s, im ganven Intervalle weder positiv noch negativ sein.
) Bull. Am. Math. Boc., loc. eit.
%) Hilbert, Gottinger Nachr., 1910. Siche auch dxe Anmerkung am Ende dieses
Artikels, i
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daB A, +4y,-¢-, Uy Fpy,--- sind Denmn wire 1, =2,=---, oder
gy = @y = - - -, 80 ist das Problem schon bebandelt. Wir kénnen uns hier
wie in der friitheren Mitteilung auf die Behandlung von positiven Werten
i, dg,- -~ und ;, %,, - - - beschrinken.

Ist 2, =% der Wert von x, welcher nicht identisch verschwindende

Losungen des vorliegenden Variationsproblems liefert, und setzen wir "

(14) 9 (@, %) = [ {( +2r)u? + (y+ #ry)o?) da,

so konnen wir leicht die Lagrangeschen Gleichungen aufstellen. Ihre
Losungen liefern die dreiparametrige Extremalenschar#)

u(z) = U, (%) = au (2, 1), v(z) =V,(z) = Bo,(z, 1),

(18) d

(2, %) =;f{ (I + 1) e, + (g + %, 75) BP0, Y d,

wenn u, v, zwei in dem Punkte £ = 0, aber nicht in dem ganzen Inter-
valle 0,1 verschwindende Partikularlosungen der Gleichungen L, (u,%,)=0,
Ly(v, #,) = O sind. Aus den Endbedingungen #(1) =»(1) =0, ¢(1) =1
kann man den Parameter 1, aber nicht die Parameter «, § bestimmen.
Aus p(1) =1 aber folgt ¢, 0®+ 2 =1, wo ¢, ¢, zwei gegebene Kon-
stanten sind. Fir die Losung unseres Variationsproblems konnen wir
dies leicht erkliren. Multiplizieren wir die Gleichungen (13) mit w resp. v,
integrieren und addieren, so bekommen wir wegen (12) und (9)

1
Ay(%) = llf{ (G +wyr)u® + Bl +#y1s)v,*  da
§
1

=i [+ mr)e + G+ mr)et)de

[]

1
= — 1wy u + g0 + (020 + gy0*}dae
0

1
= J(p ' — qut 4 50 — %) A — [, +30 0T = D(ty 0).
0

Der Wert des Minimums ist daher von « oder § allein unabhingig. Wir
konnen ¢ =0 oder f =0 oder ¢ <=0, S0 nehmen und das Minimum
A, (%,) dndert sich nicht. Wir nehmen hier an, da a=e 40, =§,+0

*) Vgl § 38 der ersten Mitteilung.
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sind. Wenn x > », ist, wird gewdhnlich eine der Funktionen (etwa u(2)),
die eine Losung unseres Variationsproblems liefert, identisch verschwinden;
und wenn % <z die andere. Bezeichnen wir mit 1'(x) bezw. 1"(x) das
Minimum von D(u,v) wenn % =0 bezw. v =0 ist, so ist 2,(»,) ein
Schnittpunkt der Funktionen 1'(x), 1”(x).

Weil die Losung des Variationsproblems mit einer Variablen durch
¢U, (¢=Konstante) geliefert wird, so ist (§ 1) U, eine in dem Intervalle
0, 1 nicht oszillierende Funktion. Also muf auch V7, (wenn es nicht
identisch verschwindet) eine innerhalb des Intervalls 0,1 nicht ver-
schwindende Funktion sein.

Weil fiir % = %, die Losung unseres Variationsproblems nicht ganz’
bestimmt ist, so ist das Minimum ein sogemanntes uneigentliches Mini-
mum¥). Wir werden in § 3 zeigen, daBl der zu dem Punkte z =0 ,kon-
jugierte Punkt® z =1 ist. Daher ist eine besondere Untersuchung der
Existenz eines Minimums notig*¥).

Wenn man verlangt, daf die gesuchten Funktionen auBer der quadra-
tischen Nebenbedingung ¢ (1, %,) =1 noch die linearen Nebenbedingungen

1

f{lx + (i;l%ﬁﬁ) rl} U (z)u(z)dz =0
0 s

f{z2 + (PR | N@) v@da =0
i
befriedigen, so werden wir auf die nenen Lagrangeschen Gleichungen

(o) + a0+ A0 +mr)u + 0 {h + (FE=22) n )T, — 0,

16)
( (¥ + gav + A (g + xg7y) v + 112{12 + (7“‘2 ;::,,2) rz} V, =0,
gefiihrt.
Setzt man
Py (2, %) =f{11 + (—2"—;3‘—_—:{13) 71} Uudz,
(17)

Vo (2, %) —f A + )rg}vada:,

*) Stolz, Grundziige der Differentialrechnung 1, 8.199. Die geoditischen Linjer
zwischen den Polen einer Kugel sind ein Beispiel eines uneigentlichen Minimums.

**) Daf ein Minimum wirklich existiert, hat der Verfasser gezeigt: Bull. Am.
Math. Soc., loc. cit.
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so kann man wie friher die Losungen der finf Lagrangeschen @lei-
chungen (16), (14), (17) aufstellen. Sie liefern die vom Anfangspunkt
ausstrahlende f‘xinfparametrige Extremalenschar

= ety (2,

? ﬁvl(x’l)—x—zl 127

(%, %) =f{ (a7 (oml + 2:’1[—717.2)24- (L+x7;) (ﬁvl-{— fg:%)s}dx7

" Vil ) = f{l+ k), }(ulﬂ %) U da,

Ya(, %) = f { b+ (ﬁ%{*;:‘ﬁ) 7‘2} (ﬂ o+ ;:il,’z) Vidz,
]

wo u,, v, zwel in dem Punkte z =0, aber nicht in dem ganzen Inter-
valle 0, 1 verschwindende Partikularlésungen der homogenen Heichungen
Ly (u, ky) = 0, Ly(u, k) = 0 sind. Man kann wie in § 1 zeigen, daB auf
den gesuchten Kurven (aber nicht auf allen Kurven der Schar) v, —», =0
isk. Wie in dem Falle der quadratischen Bedingung allein, ist der
Parameter 1, aber nicht die Parameter ¢, § durch die Endbedingungen
w()=v(1) =9, (1) = 9,(1) =0, ¢@(1)=1 bestimmt. Das Minimum
wird durch « =0 oder § =0 oder « 0, B0 geliefert; wir nehmen
an, daB « <0, 40 sind.

Verlangen wir, daf die gesuchten Funktionen aufler der gquadratischen
Nebenbedingung ¢ (, ,) = 1 mehrere lineare Nebenbedingungen

1
f (5= “)aa}vim—o e = AL

(19

n—l ES

1 1
Loy gy —hyoy L
5j'{l +(ﬁ———_~_—1~——) rl} U, _judz=0, gf{lg+(—7;:_7n——)rg} V,1vdz=0,

befriedigen, so ergibt sich, daf alle zu denselben gehirigen Lagrange-
schen Faktoren gleich Null sind, und wir erhalten als Losungen des
Variationsproblems die Losunger U,, ¥, der Differentialgleichungen
Ll(u7 “a) = 07 Lﬁ(”? xn) == O:
oder der Gleichungen (11).
m lineare Differenfialgleichungen mit m Parametern kann man als
die Lagrangeschen (Heichungen eines shnlichen Variationsproblems mit
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quadratischen und linearen Nebenbedingungen betrachten. Weil die Be-
handlung ganz analog wie in dem Falle m = 2 ist, werden wir hier und
in den folgenden Paragraphen auf diesen Punkt nicht weiter eingehen.

§ 3.
Das Jacobische Kriterium fiir den Fall einer Nebenbedingung
1
f{l,u‘*’ + Lo? + x (1wt +ryv?) jde = 1.
0 .
Weil ein Minimum unseres Variationsproblems (§ 2) mit der quadra-
tischen Nebenbedingung existiert, so miissen unsere Funktionen

u(x) = Uy(#) = ey (7, 4y), 0(@) =V(2) = Byvi(z, &)
das Jacobische Kriterium erfiillen. Die Bedeutung dieses Kriteriums
werden wir nun untersuchen und beweisen, daB die Funktionen U, ¥, in
dem Intervalle 0, 1 nicht oszillieren.

Die Jacobische Bedingung verlangt, geometrisch ausgedriickt, daB
durch jeden Punkt einer gewissen Umgebung unserer Extremale eine und
nur eine Extremale der vom Anfangspunkt ausgehenden dreiparametrigen
Schar (15) geschickt werden kann. Das heiBt, fiir keinen Wert 2(0<<2<1)
diirfen die drei Gleichungen

w(o, o+ o PSR 01 w0, oy(a, 1)8B + P 00 =

{oclaf(ll-l—xir,)ufdx} do + {ﬁ,a/zlg+x1r2)vl2dx} 0B

z z 9 )
+ {‘z}gﬁll +3&r1)u1 %Q—;’! dx + ﬁlsof(l2+x1r2)”1 -a% dw } al = 0
o

gleichzeitig erfiillt sein, wenn 1, ¢, §;, die Werte der Parameter fiir die
Funktionen u =U,, v =7V, bedeuten und d«, 08, 01 unterhalb gewisser
Schranken liegende Konstanten sind. Der sogenannte zum Anfangspunkt
2 ==0, , konjugierte Punkt®, wo diese Gleichungen gleichzeitig bestehen, ist
eine Nullstelle der Determinante

Dy (z, 1)
u, (z, 4) o M 0

oaf Ut )udde a,J (ot 2 o [ilgmm 0, e ﬁ;ﬂlz-i-%lfz)@

0 By 2&'%&1 vy (%, &)
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Wegen der Randbedingungen (11) sind z = 0, 2 = 1 Nullstellen der
Determinante D,; das Jacobische Kriterinm verlangt, daB keine innerhalb
des Intervalls O, 1 Legt. Nun ist

o,
Uy 'a—i'
Dy (z, 1) = &%y | 2 A 2
ﬁl1 +xr)ude J(l1+”15"1)“1 %dw
]
o,
7]1 '51-
+ B2 Z z P =0, 0, (4)
J(Zz+“1"2)”12dx ﬁﬂlﬁ'*'xlr?) et ﬁdw + B %u A (v).

Aus den Formeln*) § b folgern wir gleich

gz lis) = 2 () + 00 22 (50)

x

(fa+nrwrda) ([ +x7,)0,d2)
— “12 0 + ﬂlz ¢

3
Py

v

0.

0
F X

Die Funktion &,—‘% nimmt also monoton zu und wird unendlich in den
1

Nullstellen von %, und #,, denn in diesen Punkten sind, wie man leicht
zeigen kann (was wir in der fritheren Mitteilung getan haben), die Funk-
tionen A, (u) bezw. A (v) stets von Null verschieden. Im Punkte z =1
ist dann 2% = oo, obgleich D,(z, &) = 0 ist. Im Punkte & — O hat D

11

eine Nullstelle hoherer Ordnung als u,v, (siche § 7, Mift. 1) und daher
hat “% den Wert Null. Zwischen Null und der ersten Nullstelle von

4,9, nimmt aD—”‘; alle Werte zwischen Null und + oo an. Zwischen zwei
Nullstellen von u,v, nimmt diese Funktion alle Werte zwischen — oo und
+ 0o an. Weil D, in dem ganzen Intervalle 0, 1 von Null verschieden
ist, muB die erste Nullstelle von w,», in dem Punkie z = 1 sein. Daker
verlangt das Jacobische Kriterium, daf keine der beiden Funktionen u,, v
oszilliert.

*) Oder aus den Formeln der friheren Mitteilung.
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§ 4
Das Jacobische Kriterium fiir den Fall der drei Nebenbedingungen

1 1
JUGrmnw+ Grmryetiao =1, [ (Lt (3550%) 7 Guda=o,

S (o (2255 ) gz o

In diesem Paragraphen nehmen wir an, daB unser Variationsproblem
(§ 2) eine Losung u(a) = Uy(a) — ety (2), () — Vy(a) = y0,(@) hat.
Durch Stetigkeitsbetrachtungen®) kann man zeigen, daB U,(z), V,(z)
einmal in dem Intervalle 0,1 oszillierende Funktionen sind. Wir werden
aber diese Tatsachen ans dem Jacobischen Kriterium ableiten.

Wir haben in § 2 die fiinfparametrige Extremalenschar (18) aufgestellt,
in der die Losung fiir ¢« — e, f = f,, 1= 1,, enthalten ist. Das Jacobische
Kriterium verlangt, daB die fiinf Gleichungen

Se{u(z, 1y)} + 0o, {052 1U (:1,22} + 31{0&2%1%}::0,

01 (B, 5} + 0w, (B2} + 08 {0u(a, 1)) = O,

“23“11(“12)“}';:‘?1’; I (wU,) + 02 {“SI (ul 31,) B (v ( 1 881;«1)}

26\ 2
+ Jf ng L, Vy) + 8,0 BL(v,") = 0,

du Iy (T + ;220 L(U) + 84w d, (T, 52) ) = 0,

01{8, (V.50 )+ 120 R (P + 08I (V) = O,

fiir keinen Wert von 2(0<{x<C1) durch fiinf konstante GréBen de, 83,
01, 0wy, 0, befriedigt werden konnen. (Der Abkiirzung wegen haben wir

L (") =ﬁl1 +uxyry)utdr, I,(w, Uy) =j@1 +ayry)u Uydz, - - -,
b
oy
I ( ”) /(l + x2r2)vz al T

%(“1Q)=f{ll+(l—‘—2—:i—z—”—’)n}uﬂ;dx, oo
(71?2) y z{l +(2'11¢1—‘7'2"2) }Vl %‘?d

* Vgl § 1.
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gesetzt). Die Jacobische Determinante ist also (nach Weglassung des kon-
stanten Faktors ~——1———2)
Gy —1)

D2 (xa 12) =
[
EACESIRAC « 5 0 0
PACIAREAUS wd, (0, 5%) 0 0
= a1y (w?) o], (uT,) &l (”1%)"}‘132212("’1%%) B:L(v V) BuL(v®)
0 0 B (V1 52) LV L)
0 0 B, %%1 Vi (@) 2, (, Ag)
u, A éi; }
2 du, ‘ by Vl
A CACTARE AU/ I (01;7) RPARAREALA)!
L) LeT) L(w%),
v A %% i 7 l
av. o,
2 (0, V) L(VH J(V,53) . 1 t
+ 8.2 (0, V) LK(FLH) 2( 1 3;,) @0 (02 |

L(», L(nV) L (”1 %%)
= " Dy (u) 0, (v) + B2A,(v) 0,(w).

W‘egen der Randbedingungen (11) sind =0, z =1 Nullstellen von
0;(w) und &;(v), und daher von D,; das Jacobische Kriterium verlangt,
daB zwischen O und 1 keine Nullstelle liegt. Wie in dem allgemeinen
. d D . ..
Fall (§ 5) zeigt man, daB d—w(&ﬁ?@) = 0 ist. Ebenso wie in § 7 der
ersten Mitteilung kann man zeigen, daB die monoton zunehmende Funk-
3-’-5:72@—) fir £=0 gleich Null ist. Weil D, keine Nullstelle zwischen
0 und 1 hat, kann auch J,(%) d,(v) keine haben. Das heiBt d;(u) und
0;(v) oszillieren nicht in dem Intervalle. Wie wir spiter zeigen werden
it O (60 A —1 i1 Faltd) ;
(§ 5), ist 7= {T} =2 (e DY), Weil 222 monoton ist und 3,()
keine Nullstelle innerhalb der Intervalle 0, 1 hat, kann man leicht wie
in der ersten Mitteilung zeigen, daB u, gerade einmal innerhalb der Inter-
valle verschwindet. In gleicher Weise zeigt man, daB o, einmal oszilliert.

tion

15*
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§ 5.
Hinzunahme mehrerer linearer Nebenbedingungen.

Die Hinzufiigung der linearen Nebenbedingungen (19) bietet keine
wesentlichen Schwierigkeiten und liefert nichis prinzipiell Neues. Das
Bildungsgesetz fiir die siebenreihige Determinante D; und die (254 1)-reihige
D, ist leicht aus dem fiir D, und D, ersichtlich. Dividieren wir D,
durch das Produkt von zwei gewissen # reihigen Determinaunten dJ,(u),
d,(v) die nur u bezw. v enthalten, so haben wir

D, A,(u A,
@0 e~ % e T B 5
wo A.(u) und A, (») %+ 1 reihige Determinanten von # bezw. v allein
sind, die o (u) bezw. 0,(v) als Unterdeterminanten enthalten. Nun mufl

die Funktion —— o ( 3 (u)) untersucht werden. Wesentlich sind
(%)

I U, v -0 20, !

n—1 2

SACOR I AC /A IR A UA nﬁz) AA a’)

An(u)= e e e e e e e e ..
J;.(Uu—lUO) ‘]:'I.(Un_1U;;,> cre Jl(U2~J J;,(U“_l ?_?;Q)
LWOH LG - LG, L(G%
und
U, U, e U,
8, (u) = (UUo) J(Uz) o (U ,1)
Jx( Uo) J( 1) J(U_l)
wo

Uy — (UU)_f{z +(—«——i-"—) | 0., dz,

(t=0,1,--,n; j=0,1,.-- -, n),

(UaU)mf{zl-%-(l“ — xﬂ) }U1 21 4% 1, 1(U0U)—ﬂl +%y1) Uy U, doe

usw.
gesetzt sind.

Wenn man die erste Gleichung (13) nach 1 differenziert, so bekommi
man (weil u = U, ist) die Relation

U,
@) (2 %) + el @ ) O

+ (G +un) U, =
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Multiplizieren wir (13) und (21) mit ° bezw. —U,, addieren und inte-
grieren, so bekommen wir

WY _1 [ . :30, _ 1 90

(22) %EEBRZ1+”¢1)U0 ax =Uy 722 — Uy~
Zwei den Parameterwerten 1, A, entsprechenden Lésungen U(z), U(x)
der Differentialgleichung (11), (p,u’Y + g 0+ (A1 + pr)u = 0 (w=1x1) mit

der Anfangsbedingung U(0) = 0 bezw. U,(0) = O geniigen der Identitit

@3) UU~T e—l“"”o x{l:+(3’—;£i:f‘f)a}vadxz‘;‘wvva

z—zo % -zl

J(UTU) + 2

(G0,

was man in derselben Welse wie bei der Gleichung (8) beweist. Aus (23)
folgt durch Differentiation fiir dew Fall U =T,

U 1y, — U,
@ U = hh g (50 + L.
Aus (22), (23) und (24) folgt dann

7&17&1

A, (w) 8, (w)—A! (u) 6, (u)=

fJ(U Uy}

n—-1

+2A ¥, { (U, 52+ 5 LOT))
= A ’

2—1

=0
n—-1
+2"o;1‘ Z’j%j[ZAiJI(UjU,)'FAﬂJl (UJ?%)}

Jj=1

;;—*2% L(G,T,),

wo Ay, A, Ay o, Uy, -+, A, _; die zur ersten Zeile von A (u) bezw.

157

d, (%) gehﬁngen Untexdetermmanten sind. Weil aber

wn—1

D' J(00) =0 (i=1,--- n—1),
i=0

Rel aU

DAL U0) + 4,5 (U, 52) =0 (j=1,--,n—1),

=0
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z—1
DL (OU) —— 4,
sind, ist =

Pan () 4 (A Y (4,
[8,0,—40,] = 5 und dz{d‘n(u)} = P @, 000
Ebenso ist

4 (ao)_ B
3,00 = 22 G} ?

wo B, eine gewisse Unterdeterminante von A () ist. Dann sieht man
aus (20), daB

4/ D, o (4, BL(B,)?
1o (i 5®) = oy + s 20

ist. Wie in § 7 der fritheren Mitteilung zeigt man, dab

B\ _ (Bl _ D,

(52 @)mo= (3205)ang= 0 wnd daber (55
ist. Das Jacobische Kriterium verlangl, daB die Funktion D, zwischen
z =0 und z = 1 keine Nullstelle hat. Es li8t sich wie frither (§ 4) leicht
zeigen, daB 4, (u) J,(v) keine hat. Daher oszillieren 6,(x) und &,(v) nicht
in dem Intervalle.

Ist 0,_,(u) die Unterdeterminante von d,(%)

Uﬂ-? |

}J'I(U —2Uo) Jx(U“i-a)

80 kann man in dhnlicher Weise zeigen, daB

=0

8,(1) &, () — 0, ()3, () — 22 { )+ ’J(U 0y}
=S A S n )

—2, 2
, ’%-2%71(11,-17,-)

2—2
%
+275
=1

z'o
L P

+9,_, aJ(U, .,U)-—

WO @y, Gy, ---, 4, , die zm- ersten Zelle von 0, _,(u) gehdrigen Ko-

: o - 0, () Go—2, )W, A
faktoren sind. Damit ist —— T (3“_1 (u)) PO @) Weil ER) monoton

ist und 0,(u) keine Nullstelle inmerhalb der Intervalle 0, 1 hat, es 1iBt
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sich wie in der ersten Mitteilung zeigen, daB &, _, («) gerade einmal inner-
halb der Intervalle verschwindet.
Fahren wir in gleicher Weise fort, so muf die Unterdeterminante

von 0, _,(n)
t UO Tt Un—s l
8, s (u)—% NN -
| (U, Uo) Jl(UZf_s) i

gerade zweimal in dem Intervalle 0, 1 oszillieren, d,_5 gerade dreimal

und endlich U, =wu, gerade » — 1 mal oszillieren. In derselben Weise
zeigt man, daB », gerade » — 1 mal in dem Intervalle oszilliert.
Die oben erhaltenen Resultate kann man verallgemeinern, und den
Fall von m Differentialgleichungen mit m Parametern behandeln.
Baupttheorem. Das Jacobische Kriterium der Variationsrechnung
besagt, daf die Liosungsfunktionen u,(x) =U@(x) £ 0, (i=1,2,--,m) des
Minimalproblems (§ 2)

[ Do~ gudds=Min,  {p,(2)>0, ¢,(£)<0, u,(0)=u,(1)=0},
6 i=1

mit der quadratischen Nebenbedingung

1 m
f2(15+”1"'i+“'+61t5)%52dx =0
0 i=1

(wo 1,7, -+, 8 m® gegebene Funltionen sind) in dem Intervalle 0,1 micht
oszillieren, daf3 die Liésungen wu(z)=U{(z)= 0 desselben Problems mit
der quadratischen Nebenbedingung

1 m
fZ(ls +ayp, 4o+ Gt ulds =0,
0 i=1

und den m Unearen Nebenbedingungen

1
f{zi+("*w——~—~2:t”’)r oo (B ‘*"*) }u,.Ulmda;=Q
)
(7;= 1}23' ")m),
einmal i dem Intervalle oszillieren, und daf im allgemeinen die Liésungen
w(@) = U s(#) £ 0
des Problems mit der quadratischen Nebenbedingung

fZ(z et 6,8) ulde =0

=1
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und den mn linearen Nebenbedingungen

1

S o ot o (o e = 0 =1,3,m)

1

k/‘{lrF(M) r,+ .;_(&EZM) t,.}uz.U}fldx =0 (i=1,2,---,m)

by Ay dy—dpsy
gerade n mal in dem Intervalle oszillieren.

Dezember 1910.

Anmerkung, Juli 1911. Das Problem der Existenz zweier den
Randbedingungen (9) geniigenden Losungen (), »(x) der Gleichungen (13)
die %, bezw. n#, mal oszillieren ist viel untersucht worden. Es ist von
Klein aufgestellt worden und die Resultate wurden von Bdcher und neuer-
dings (Gottinger Nachrichten, 1910) von Hilbert und Yoshikawa erginzt.
Seit die vorliegende Arbeit geschrieben wurde, ist es dem Verfasser ge-
lungen notwendige Bedingungen und hinreichende Bedingungen dieses so-
genannten Kleinschen Oszillationstheorems zu gewinnen. Diese Arbeit wird
bald in den Transactions of the American Mathematical Society erscheinen.
Das entsprechende Variationsproblem in diesem Fall ist, diejenigen Funk-
tionen w(x), v(x) zu bestimmen, welche den Bedingungen (9), (12) und
n, bezw. %, linearen Nebenbedingungen der Gestalt (19) geniigen und ein
Minimum des Integrals D(uv) liefern. Es laBt sich leicht zeigen, wie es
in der vorliegenden Arbeit geschehen ist, daB das Jacobische Kriterium
auch in diesem Falle verlangt, daB die Funktionen u(z), v(2), #, bezw. x,
mal in dem Intervalle oszillieren.



