
Das Jacobische Kr i~ r ium der Varia~ionsrechnung und die 
0szillationseigenschaften linearer Differentialgleichungen 

2. 0rdnung. 

(Zwei~e Mitteilung.) 

Von 

R. G. D. RIC~RDSO~ in Providence (IT. S. A.). 

Einleitung. 
Die sich selbs~ adjungier~e Differentialgleichung 2. Ordnung, welehe 

einen Parameter en~h~, kann man betzachten als Lagrangesche Gleiehung 
eines Variationsproblems mi~ einer gewissen quadra~ischen 1~ebenbe- 
dingung, oder mit der quadrat~sehen und noch dazu gewissen huearen Neben- 
bedingungen. In e iner frtiheren Mi~teilung*) babe ich die Bedingung fiir 
das Ein~reten des M~imums bei diesem Variationsproblem behandelt; 
insbesondere babe ieh den Zus~mmenhang zwischen dem Jacobischen 
Kri~erium mad den Oszilla~ionseigenschaften der L~sungen der Differential- 
gleiehung dargelegt. 

Den Zus~mmenhaug zwisehen den Theorien der Differentialgleichungen, 
der In~egralgleiahungen und der Variationsreehnung, den Hilber~ en~eekt 
ha~, kann man wei~er verfo]gen. Wir kSnnen ~ Differen~ialgleichungen 
2. Ordnung, welehe ~n Parameter en~halten, aueh als Lagrangesche Glei- 
chungen eines Varia~ionsl~roblems mi~ gew/ssen Nebenbedingungen be- 
~rach~en. Das Ziel der vorliegenden Arbei~ is~, den Zusammenhaag 
zwischen den Oszilta~ionseigensctm~n der L~sungen dieser ~ Lagrange- 
sehen Gleiehungen und dem Jacobisehen Kri~erium nachzuweisen. Da in 
der frfiheren Arbei~ die Untersuehung ausf'tihrhch durchgef~hr~ is~, konnte 
die Behandtung in dem vorliegenden Problem of~ abgekth~ werden. 
w I behaade!~ den Fall des Variationsprob!ems, we eine einzige Lagrangesehe 
Differentialgleiehung mehr als einen Parameter oa~h~, und w 2 ~en Fail 

*) ~a~h. ~ 6s (~9~0), S. 279. 
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we m Differentfalgleiehungen m Parameter enthal~en. In ~ 3--5 leiten wit 
die Oszillationseigensehaften aus dem Jacobischen Kldterium her. 

Den Grundgedanken dieser Arbei~, den Siandpunl~ der Variaidons~ 
rechnung als den der allgemeineren DiszipIin zum Ausgangspunk~ der 
Un~ersuehung zu machen, verdanke ich der hnregung yon Herin Geheim- 
rat Hilber~. Ieh ffihle reich gedrfing~ ibm an dieser S~elle nochmals 
hierffir meinen herzlichsten Dank auszusprechen. 

w  

Das Problem einer Gleichung mit m Parametern.  

In der friiheren MiL~eilung babe ich folgendes Problem behandelt: 
Seien p(x) > 0, ~(x) s 0 mid k(x) analy~ische Funktionen yon x in dem 
Intervalle 0, 1; dann ist diejenige stetig differenzierbare Funk~ion u yon x 
zu bestimmen, die den Randbedingungen 

(1) ~,(o) = o,  ~,(1) = o 
geniigt mid 

1 

0 

zu einem Minimum maeht, w~hrend die quadratische ~ebenbedingung 

1 

J k ( x )  u ~(x) d x = _+ 1 
0 

erffillt isis, oder wenn die quadra~ische und die n linearen Nebenbedingungen 

1 1 

f ~ { ~ )  v~(z)~(z)dx = o , . . . , f k ( ~ )  v, ,C~)~,(~)dz = o 
0 0 

erf-ullt sind, we U 1 (x) die LSsung des Problems mit der quadra~ischen 
Nebenbedingung allein mid Ut(x ) die LSsung mi~ der quadratischen und 
i -  1 linearea l~ebenbedingungen ist. Mit Hilfe der Hilbertschen Theorie 
der Integralgleiehungen babe ich bewiesen, dab ein Minimum exis~ier~ 
dab diese IAisung U des Variat~ionsproblems die LSsung der sich selbst 
adjungierten Differentialgleichung 2. Ordnung 

(2) @u')" + qu + ~ u  = 0 

ist, welehe einen Parameter ent~h~!t:, und dab D(U~), D(U~),... die 
Min~nalwerte ~ ,  ~ , - . -  haben, we )~, X~,.-. die Eigeawer~" der Dif- 
~eren~ialgleichung (2) sin& Da ein Mi,i~um wirkllch exisfier~ so muB 
das Jacobische Kriterium erffillt sein~ und wie ich bewiesen babe, verlaugt 
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dieses Krit~rium, dal~ die L~isung U~(i = 1, 2, . . . )  dieses Varia~ionsprobtems 
gerade i -  1 real in dem I n ~ J t e  0, 1 oszillier~. 

N~m kaan man bier ein neues Problem in Betra~h~mg ziehen. Es 
sei diejemige d~a Randbedingungen (1) geniigende Funkt~on u yon x zu 
bes~immen, die D(u) zu elnem Minimum mac]at, w~hrend die zwe/quadra- 
tischer~ Nebenbedingungen 

1 1 

0 0 

erfiill~ sind, wobei Z(x), r(x) im gunzen Intervalte 0~ 1 analy~ische Funk- 
~ionen sind. Die Variat~onsrechnung lehrt, etal~ dis gesueh~e Minimal- 
funk~on die Lagrangesche Gleichung der 2. Ordnung 

(4) + = o 

befriedigt, wo ~, ~ Lagrangesche Fak~ren sin& Wit verlieren niches an 
Allgemeinheii~ wenn wir uns auf das positive Zeiehen in (3) und auf die 
Behandlung yon Reihen posiliver Wer~e Zl~ l~,- -.,/~1~ ~2~ "'" beschriuken. 
Dis andern Fi~Ue ergeben niehts Neues. 

Das allgemeine Integral der Lagrangeschen DifferentialgleicJaung ha~ 
die Form U =  au~(x, ~, ~) + 5u~(x, X, ~), wo u~, u~ zwei niche in dem 
ganzen Intervalle 0, 1 verschwindende linear unabh~ngige Par~ikulaxlSsungen 
der Oleichung (4) und a, ~ Konst~t~n siad. Zur Fes~legung der vier vor- 
kommenden Parameter a, ~ ~,~ l~ dienen dis Bedingungen (1) trod (3)**). 

Wean wir unser Variationsproblem d~lurch modifizieren, da~ wit 
start (3) die Nebenbe~gung 

1 

aaferlegen, wo u ein ~es~gegebener Parameter ist% so werden wit auf die 
neur L~angesehe  Gleiclmng 

(5) L( , ,  ~) -~ @~')' + ~u + ~ ( l + ~ ) u  = 0 

*) Diese Ie~z~e l~ebenbedingung is~ ganz allgeme~n. W~re z. B. 
1 

0 

so kSm~ ,-~,, r(x)--r l(x)-~-~(x) setzea and wtirde 
1 

0 
bekommea. 

**) Man kaun leicht zeigen,' da~ ein Minimum w i r ~  e ~ ,  ~met da~ der 
~vlmalwar~ ~ ein Eigenwer$ is~-. vergl, einen Ar i e l  des Yerfassers BulI. Am. 
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gefiihr~. Dies Ptobl6m beherrschen wir schon votlkommen. Die 
U ~ U(x, ~) is~ eine in dem Intervalle 0, 1 nich~ osziltiexende ~mlc~ion. 
])as Minimum 2(z) ~ 0 ist eine Funktion yon ~ und hat, wie ieh gezeigl 
babe*), ein Maximum ;~(~), das gleieh dem Minimum des Variations- 
problems mit den l~ebenbedingungen (3) is~. Die Liisung U(x, ~) ist die 
LSsung des urspriingliehen Problems. 

Nun wiihlen wit ~ und ~ ,  zwei fes~gegebene Werte**) des Para- 
meters ~, und bezeiehnen mi~ it 1 den ersten Eigenwer~ der Gleichung 
L(~,~I) = 0, , nd  mit ~ den zwei~n ~ i g e ~ e n  der Slei~hung L ( ~ , r  0. 
Wenn wir der gesuchten Funktion u(x) auBer der quadratisehen Neben- 
bedingung ~ (I~ ~ ) =  1 noeh die lineare Nebenbedingung 

1 

O 

auferlegen, wo U 1 = U(x, ~1) ist, so werden wit auf die neae Lagr~ges~e 
Gleichung 

gefiihr~. Is~ u~ (x,/~) eine den Raudbedingungen geniigende~ nich~ iden~isch 
verschwindende Liisung der homogenen Gleichung L(u, ~ t ) =  O, so is~ 

~E (x) 
u~(x, 1 ~ ) - { - ~  eine den Randbedingungen geniigende Liisung der in- 

homogenen Gleichung (6), wie man sich durch Einse~zen iiberzeugt. 
Setzen wir 

) r  I 

so k6nnen wir in derselben Weise, wie in der ers~n Mit~flung, die im 
vierdimensionMen x, u, ~,  ~, Raum yore ~-~angsptmkt ~.ussh~hlende drei- 
parame~rige Ex~remalens~har 

~_ ~ b~ (~) 

t~ 

0 

-_ 
0 

*) Bull. A~m Math. Sac:, toc. cir. 
**) Wir nehmen hie~ an, dal~ ~ ={= u~ isr denn ia~ dies nich~ de~ ~Fall, so i~ 

das Problem von dem der ~ n  ~ u n g  nicht~ ~ e ~ .  
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anfstelleaL Auf jeder einzelnen Kurve dieser Sehar sind die Lagrangesehen 
Faktoren ~(~) und ~(~) Konstanten (auf zwei verschiedenen Kurven sind 
abet die Wer~e nich~ diesetben). 

Irgend zwei den Rauclbedingu~gen geniigende LSsungen U~(x)~ u(x) 
der homogenen Gleichung (5), die zwei verschiedenen Parame~erpaaren 
St,, ~ ;  ~, x entsprechen, genfigen der Bedingung 

l 

(8) f{ '+ 
0 

Multiplizieren wit n~aheh 

mi~ u bezw. --U1, addieren und in~egrieren, so bekommen wit: 

1 1 

0 0 

Wegen der Raudbedingangen (1) is~ daher (8) bewiesem 
Wit kSnnen jef~ far die LSsung u ( x ) =  U~(x) unseres Variations- 

problems zeigen, da$ v = 0 ist. Zufolge tier letz~en Gleiehung (7) und 
(8) haben wit 

1 

0 

Weil dieses Integral nich~ :Null is~*), so mu$ v = 0  sein**). Wit kSnnen 
dutch S~etigkeitsbetrach~ungen zeigen, da~ die LSsung u=-U~(x, x~) gerade 
einmal in dem Intervalle 0, "1 oszillierk Ftir x ~ - ~  haben wit n~mlich 
gezeig~***), da$ sie einmal oszillier~. Die I~sung U~ is~ eine kontinuier- 
liahe Funktion yon x. Wenn ffir x = ~a die LSsung nich~ gerade einmal 
oszillier~, so exis~ier~ ein Wer~ K zwischen ~ und x~ so alas U~(x') und 
U~'(x') beide in einem p , , , l ~  a ( 0 _ < a ~ l )  Null sin& Die einzige 
LSsung der Differentialgleiahhng (5) unfer den Randbedingungen u ( a ) = 0 ,  

�9 ) Wenn x == ~ ist, so is~ da~ ~utegral gleich 1. 
�9 ~) Wenn ~ ~ t  is~, so is~ dieaes Veffahren nicht s~atthaf~. In diesem Fall 

hat, die Gteichung (5) wesentlich nut einen Parameter ~ undes kann teich~ bewiesen 
werden, ~rie es in der ezstcn Mii~ilung geschehen is~, da~ die Funk~onen U~, u 

1 

~ay~ (s) der Beahgm~g frg~ u d s  ge~tigen und da~ ~,=o is~. 

~**) In dlesem FaRe ha,ben ~ r  dus Problem der ~.~r Mit~iIuug. 
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~'(a)~--0 is~ aber ~ ( x ) ~  0. t)a nun u ( x ) ~ 0  keine L S s ~  unseres 
Varia~nsproblems is~ muB U s einmal oszilJieren. 

Wenn wit der gesuch~en Funk4ion u(z) auger der quadmtisehen 
Nebenbedingung ~(1, ~ ) ~ - 1  mehrere lineare Nebenbedingungen 

1 1 

- - - -  - r  U udx=O ({,§162 ) } . .  

auferlegen, wo u~(i= 1,2,..;n) eine Konstante und ~ der en~sprechende 
W Eigenwer~ der Differentialgleichung (5) ist, so ergibt sich, daft auf 
tier gesuch~en Kurve alle zu derselben gehSrigen Lagrangeschen Faktoren 
gleich Null sind~ und wit erhaltea als L~sungen des Varia~ionsproblems 
die n - 1 real oszillierende Funktion U~, die eine LSsung der Differentia l- 
gleiehung s  ~ ) =  0 (und aueh yon (4)) isk 

Wir haben damit eine Methode angegeben~ mi~ der wir aus den ~ 
Parame~erwer~en 2, ~, welche nich~ verschwindende~ den Randbedingungen 
geniigende LSsungen der Differentialgleiehung (4) liefern, Parameterpaare 
~t, ~ = ~ ;  ~ ~ = 2 ~ ; . - -  ausw~hlen kSnnen~ und zwar in solcher 
Weise, da~ die en~sprechenden LSsungen der Differen~ialgleichung nicht 
oszillierende bezw. e[nmal os~5!!~erende usw. Funk~ionen sind. In  ~ilm- 
licher Weise kann man eine Differentialgleichung mi~ 3, 4 , - . -  Parametern 
behandeta. 

w  

Aufstellung des Minimalproblems. 
Es soien $ 1 ( x ) > 0 ,  2~ (x )>0 ,  q~(x).C.O, q~(x)~O vier innerhalb 

des Intervalies 0~ 1 analy~ische ]~mktionen yon x; dann w~I des Integral 
1 

9(~, ~) = f @ ~ '  + p.,~'~-~l ~ ~-  q ~ ' )  a x  
O 

gewiB niemals negative Werte erhalten. Es seie~ nun diejenigeu stetig 
differenzierbaren FunktJonen u~ v yon x zu bes~immen, die den Rand- 
bedingungen 
(9)  ~ ( o )  = ~ ( 1 )  = ~(o)  = ~ ( I )  = o 

genfigen und 1)(u, v) zu einem Minimum maehen, w~hren~ die quadra- 
~dsehen Nebenbedinglmgen 

(lo) f{~(~)..+z.(~)e}~=l, j{~(~).~+~(~)~le~=o*) 
0 0 

~) Vgl. Fu~note, Sei~e 216. 
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erfiill~ sin~ wobei wir /1, /~,  r~ r~ als vier im ganzen In~ervalle mit Ein- 
schluB der Randpunkte analyt~sche Fn-~ionen*)  yon x ,~-nehmen wollen. 
Die Varia~ionsrechnung lehr~, dab die gesuch~en Minimalfunktionen die 
Lag-rangeschen Differen~ialgleichungen 2. 0rdnung 

(1t) ( p l ~ ' +  q,u + (~ ,  + ~ l ) u ~ -  0 , ( ~ j ) "  + q~v + (Z~ + ~ ) v  = 0 

befriedigen. Sind U(x)~u(x), V(x)= v(x) die Lgsungen dieses Variations- 
problems und ~., g die Werte der en~sprechenden Parameter~ so muB man 
zwei F~iUe unterseheiden: a) Entweder ist U(x)=O oder V(x)~O, b) keine 
yon beiden Funktionen ist iden~isch Null. GewShnlich ha~ man den 
Fall a), und die LSsung ist mi~ der LSsung des Problems in w 1 under 
den Bedingungen (1) und (3) iden~iseh oder mR der Lgsung des ent- 
sprechenden Problems ffir v(x). In der Tat is~, wie ich gezeig~ habe**)~ 
das Minimum des vorliegenden Problems g]eich ~ und gleieh dem kleineren 
tier zwei Minima der entspreehenden Probleme mR einer einzigen Variablen. 
Sind die Mini~na die~e.~r zwei Probleme einander gleieh, so trit~ tier Fall b) 
ein, und das Minimum ~ ist gleich dem gemeinsamen Wer~ der beiden 
Minuna. 

Wir wollen nun unser Variationsprobtem modifizieren, sodaB keine 
yon den beiden Funk~ionen u(x), v(x) identisch Null wird. Wit ver- 
langen dann~ da~ die gesuchten Funktionen u(x), v(x) start der quadra- 
tischen Nebenbedingungen (10) der Bedingung 

t 

(12) + + + = 1 
0 

genfigen, wo ~ ein festgegebener Parameter isk Die Lagrangeschen Glei- 
chungen sind. jetz~ 

~ ( ~ ,  ~) = (~u')" + ~ u  + Xq, + ~ , l ) u  = O, 
(1~) Z~(~, ~) = @~ ~ ' ) '+  ~ + ~ ( ~ +  ~ ) ~  = 0. 

Wir nehmen in der vorliegenden Arbei~ an***), da~ der Parameter ~ so 
gew~hR werden kenn, da~ die Gleiehvngen (13) (oder die Gleichungen (11)) 
nich~ identisch verschwindende, denRandbedingungen (9) genfigende L6sungen 
~(X)~ v(x) haben, uncl zwar ffir unendiich viele ~ ,  ~ = ~ ;  L ~ , / ~ = 2 ~ ;  .... . 
Wemu dies nieh~ der Fall is~, sind die Result~e trivial uncl nich~ yon 
denen der ~rfiheren MiL~beilung versehieden. Wir nehmen au~erdem an~ 

~) Offenb~r kSnnen die beiden Funk~ionen /1. ~ im g~nzen In~er~slle nich~ 
ne~tiv~ die be[den ~,~ ~ r~ im gS~-~n :In~ervalte wader posi~v noch ne_~at;iv sein. 

**) Bull. Am. M~th. Soc.  loc. eit, 
Hitber~ GS~t~uger Nschr., 1910. Siehe auch die Anmerkuug am Ende dieses 

ArtSkels. 
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g~ ~ / ~  . . . .  ~ so is~ das Problem schon behandel~. Wir k ~ e n  uns bier 
wie in der frttheren Mit~eilung auf die Behandlung yon posi~iven Werten 
Zl, Z~,--- und ~ ~ - - -  beschr~nken. 

Ist x t = ~ der Wer~ yon ~, welcher nich~ identisch verschwindende 
J L  

I3isungen des vorliegenden Varia~ionsproblems liefer~, und se~en wir" 

(14) ~(x, .) = f { q ,  + ~ ) ~  + (z~ + . ~ ) ~ }  d~, 
0 

so k6nnen wit leicht die Lagrangeschen Oleichungen aufstellen. Ihre 
L~sungen liefern die dreiparam&rige Extremalenschar*) 

u(x )  = U, (x )  = au~(x,  Z), v ( x )  = r~(x )  = fl , , , (x,  Z), 

(15) X 

0 

wenn ul, v 1 zwei in dem Punlr~ x = 0, aber nich~ in dem ganzen Int~r- 
vaUe 0,1 verschwindende Par~ikularliisungen der Gleichungen L~ (u, xt) = 0, 
Z~(v, ~ )  = 0 sind. Aus den Endbedingungen u(1) = v(1) = 0, ~0(1) ---- 1 
kann man den Parameter ;t~ aber nicht die Paramef~ a~// bestimmen. 
Aus ~(1) = 1 aber folg~ c~a~q - c~/~ = 1, wo ct, c~ zwei gegebene Kon- 
sf~nf~n sind. Fiir die LSsung unseres Variationsproblems kSnnen wh" 
dies leicht erkl~ren. Multiplizieren wir die Gleichungen (13) mit u resp. v~ 
in~egrieren und adclieren, so bekommen wir wegen (12) und (9) 

~(~) = z~f{ ~(~, + ~ 1 ) ~  + ~(~ + ~)~1~} dx 
0 

1 

= z~f{ ~ + ~r~)u~ + (~ + cr~)v ~ } d x  

1 

0 

1 

0 

Der Wer~ des Minimums ist daher yon a oder fl allein unabhiiargig. Wir 
k6nnen a ~- 0 oder fl ~,. 0 oder a + O, /~ ~ 0 nehmen und das  Minimum 
~(x~) ~nderr sieh niehk Wit  nehmen bier aa, dab a = e a 4 = O  , ~=~=1~0 

*) VgL w 3 tier ~ t ~ n  Mi~eiluug. 



sin& Wenn x > ~ is~, wird gewShnl~ch eine der Fun]~onen (et~wa u(x)), 
die eine LSsung unseres Variationsproblems lief~rt, iden~isch verschwinden; 
und ~venn ~ < x~ die andere. Bezeichnen wir mi~ X'(z) bezw. ~"(~) das 
Minimum yon /)(u~v) wenn u - ~ 0  bezw. v~---0 ist, so is~ ~ ( ~ )  ein 
Schnit~punk~ der Fun~r~ionen ~'(~)~ ~L"(~). 

Weft die LSsung des Yariationsproblems mit e/her Variablen dutch 
cU1 (e=Konstante) geliefert wird, so is{ (w 1) U1 eine in dem J.u~rvalle 
O~ 1 nich{ oszitlierende Funktion. Also muB auch V~ (wenn es nicht 
identisch verschwindet) eine innerhalb des In~ervalls O, 1 nicht ver- 
schwindende Funk~on sein. 

Weft f~r a = ~  die LSsung unseres Variationsproblems nieh~ g a u z  
bestimmt is~, so ist das Minimum ein sogenaun{es uneigentliches Mini- 
mum*). Wit  werden in w 3 zeigen, dab der zu dem Punk~e x = 0 ,,kon- 
jugier~e Punk~"x ~-1 ist. Daher ist eine bescndere Un~ersuchung der 
Existenz eines Min/mums nStig**). 

Wenn man verlang~, clat~ die gesueh~en Fnnl~ionen aul~er der quadra- 
tischen Nebenbedingung ~ (1, ~ )= -1  noch die lineaven Nebenbedingungen 

1 

0 

1 

- - ~  / 
0 

befriedigen, so werden wit auf die neuen Lagrangeschen Gleichungen 

+ + + + 
(16) 

t �9 ! 

gef/ihrt. 
Se~t man 

(17) 0 

0 

*) Stmlz, Gru~dz/ig~ tier Differen~alreclmung 1, S. 199. Die geod~ischen T.~en 
zw~hen den Polen einez Kugel sind ein B6ispiel eines uneigenttichen ~ r ,  mns. 

**) DaB ein M~r-um ~rklich existiert, hat dar Verfasser gezeig~: BulL Am. 
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so k~-n m~a wie fr~her die LOsungen der ffmf Lagmngeschen Glei. 
ahungen (t6), (14), (17) aufstellen, S[e Hereto die tom A~s163 
aussirahlende ffi~tm~alaeta'igo Ex~remalensehar 

u =  aul(x, i )  + ~ _ ~ ,  v = ~vl(x,~) + h _ ~ ,  

X " 2 

0 

0 

x 

O 

wo % ,  v 1 zwei in dem Punkte x = O~ aber nicht in dean g a l e n  Inter- 
valle O~ 1 verschwindende PartikularlSstmgen der homogene~t Gldchungen 
L,(~, ~ ) =  O, L~(~, k~)= 0 ~ad. ~an ~ . n  wie m w 1 z~ig% aa~ ~ 
den gesuehbn Kurven (abet nieh~ atff allen Kurven der Schar) ~ = ~ ~ 0  
isk Wie in dem Falle der quadra~isehen Bedingung allein~ ist der 
Parame~r l~ abet nicht die Parameter a, fl durch die Endbediagungen 
u( l )  ~ v(1) ~ ~1(1) = q~(1) ~ 0, ~p(1) ~ 1 bes~immL Das Minimum 
wird dutch a ~ 0 oder fl ~ 0 oder a + 0~ fl d = 0 geliofer~; wit nehmeza 
an, da~ -=b0~ f l + O  sin& 

Verlangen wit, da~ die gesuch~en Funkiionen aul~ex der quadratisehen 
Nebenhed/~gung ~ ( x ,  u~)~ 1 mehrere line.re Nebenbedingungen 

1 I 

0 0 

�9 . . . .  . . , , . , . . . .  �9 . , . . �9 . , . . , , �9 

1 1 

f f .1~_1%_I--I~%\ 
z._l-z. 

befriedigen, so ergib~ sieh. dab alle za denselben geh6rigea t~,gra~ge- 
sehen Faktoren gleieh Null sind, mad wit erhalten als LSsungen des 
Yariationsproblems die LSstmgen U~ V~ dot Diffe~'enh'a]gleiehungen 

Z~(., ~ J  = 0, Z~(,,, ~ j  = O, 

oder dor ~leiehungen (11). 
ra lineaxe Differentfialgleiehmagen m i t m  Parametern kann ma~ als 

die Lagrangesehen ~hichungen eines ~hn!iehext Vaxi~ionsproblems mit 



224 B.G.D. Pao~mmo~. 

quadra~isehen und linearen Nebenbeainomangen be~rachfen. Weft die Be- 
handlung ganz analog wie in dem Falle m = 2 ist, werdan wir bier und 
in den folgenden Paragraphen auf diesen Punk~ nieh{ welter eingehen_ 

w  

Das Jacobischc Kr i t e r i um ffir den Fall  einer lgebenbedingung 
1 

f {~u ~ + Z~P + ~,(r,u~'+r~v~)}dx = 1. 
0 

Weil ein Minimum u~sores Varia~ionsproblems (w 2) mi~ der quadra- 
r Nebenbedingung exis~ier~, so miissen unsere Funk~ionen 

das aacobische Kri~erium erfifllen. Die Bedeu~ung dieses Kriteriums 
werden wit nun untersucken und beweisen, da$ die Funk~ionen /71, V 1 in 
dem Intervalle 0, 1 nich~ oszillieren. 

Die Jacobische Bedingung verlan~, geomeimisch ausgedrfickt, dab 
dutch jeden Punk~ einer gewissen Umgebung unserer Extrremale eine und 
nur eine Extremale der yore Anfangspunl~ ausgehenden dreiparamet-rigen 
Schar (15) geschickt werden kann. Das beige, flit keinen Wer~ x ( 0 < x < l )  
diirfen die drei Gleichungen 

au, @, Z~) u,(x,&)&~+,~, az ~z=o,  v,(x,&) (~+/~,a''<*'q)~;~=~ 

0 0 

X 

av~ dx  + flz 12 + N r~)v , - ~  dx ~ X = 0 

gldchzdtig erfftllt sein, wenn Z,, ~, , /~ die Werte der Parmnet~r f~r die 
Fnnk~ionen u-~  Ut, v = V~ bedeu~en und $a,  8fl, 8~ tm~erhalb gewisser 
Schranken !iegende Konstan~en sind. Der sogenannte zum Anfangspunkt 
x ==0, .konjugierte Pun]dd ~, wo diese Gleichungen gteichzeitig besf~hen, ist 
eine NuUs~elle der De~erminante 

1)l(x, ~) 

a~' ('~' z') 0 

0 0 0 0 

o A a, ~*% q) 
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Wegen der Randbedingungen (11) sind x ~ -0 ,  x = 1 Nulls~ellen der 
De~erminante Di;  das Jacobische Kr ibr ium verlangr dab keine i - m e r ~ b  
des Intervalls 0, 1 liege. ~Tun ist 

D I (x, ll) = ai~vl 

o o 

vl 0---[ 

O f~ l ., j } ~ ,  -.~,l~"2)~)l'dx f (1 ,  "~'1 ~",)vt ~ a x  
o o 

+ 

i u s  den Formeln*) w 5 folgern wir gleich 

+,,,,-,) (.f(z, 
iolu 1, Jr ~ o p, r J  = 

Die Funk~ion :D1 nimmt also monoton zu und wird unendlich in den 

Nullstellen yon u I und vl, denn in diesen Punk~en sind, wie man leicht 
zeigen kann (was wir in der f r ~ e r e n  Mitbilung getan haben), die Funk- 
~ionen Al(u ) bezw. Z~(v) stets yon Null verschieden. Im Punkte x = 1 

ist dann ~ = oe,  obgleich D~(x, ;.1) ~ 0 ist. Im Punlr~e x ~ 0 hat D~ uivx 
eine Nulls~elle hShorer Ordnung als u~v i (siehe w 7, Mi~. 1) und daher 

hat /)1 den Wer~ Null. Zwisehen l~ull mid der ers~en Nullstelle yon 

u iv 1 nimmt :D1 alle Werte zwischen Null und + oo am Zwischen zwei zh vx 
Nullstellen yon ulv 1 nimmt diese Funk/don alle Wer~e zwischen - -  oo und 
+ ~ an. Weft D 1 in dem ganzen Intervalle 0~ 1 yon Null  verschieden 
ist~ muB die ers~e l~ullsblle yon ulv 1 in dem Punlr~e x ~ 1 seim Daher 
verlangt das Jacobische Kri~e~ium, da~6 kei~e tier b ~ e n  _ F u n ~ t ~ w  u~, v~ 
oszi~iert. 

*) 0der aus den Formeln der frfiheren ~Li~ilung. 
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w  

Das Jaeobisehe Kriterium fdr den Fall der drei Nebenbedingungen 
1 1 

1 

] rl O. 

In diesem Paragraphen nehmen wir an, daft unser Variationsproblem 
(w 2) eine Liisung u(x) ~- U~(x) = a~u~(x), v(x) -~ V~(x) .=. fl~v~(x) hat. 
Durch Sto~igkeitsbetrach~ungen*) kann man zeigen, dab U~(x), V~(x) 
el-real in dem In~ervalle O, 1 oszillierende Funktionen sind. Wit  werden 
aber diese Tagsachen aas dem Jacobischen Kriterium ableiten. 

Wit haben in w 2 die fiinfparameh'ige Extremalensehar (18) aufgesgell~, 
in der die LSsung ffir a = r fl ~ fl~, i -~ ~ ,  enthalten isg. Das Jaeobische 
Kriterium verlangt, dab die fiilff Gleichungen 

(x) 

L) + o, q- 

fiir keinen Weft yon x ( 0 ~ x ~ l )  dutch ffinf konstante GrS~en ~r 8fl, 
tilt, ~v~, ~v~ befriedig~ werden kSnnen. (Der kbkfirzung wegen haben wit 

0 0 

Is ~ l /  - -  ~* -+ ~r~)v~ ~ d x , . . . ,  
0 

o h--Z* } r ~ ] u l u ~ a x ' ' ' "  
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gesetzt). Die Jacobische Debrminante ist also (hath Weglassung des kon- 
1 stanch Fakbrs  ~ )  

D. (x, ~) ---- 

~ 0 ~(x, ~.) E (x) ~. ~-~ 

4 ( ~ )  4(u1 ~) ,~4(u~ ~"1~ 

~_ ~2 "~ 

+ ~ 

o 

0 

Ul 

Jl (-1 ~) 

11(-1') 

4 (.1 v~) 

I,(~1') 

0 

0 

J1 (Vl 2) 

�9 I (Ul ~) 

~v~ 

~ux 
O1 

J~(rl ~) 

r,(x) 

0 

0 

~(~I ~) 

~(~1rl) 

vl (x, i~) 

! v i K~ 

!~(~1rl) J2(rl ~) 

. ~1 ~1 

�9 J 1 ( r  4 ( u 1  ~) 

_= ~ ( ~ ) a ~ ( ~ )  + a2~(~)~( . ) .  

Wegen der Randbedingungen (11) sind x = O, x = 1 NuUs~eUen yon 
~(u)  und ~z(v), mid daher yon D~; das Jaeobische Kri~erium verlan~, 
dab zwisehen 0 und 1 keine Nulls~elle liegL Wie in dem allgemeinen 

Fall (w 5) zeigt man~ ~ -d~\cr~(u)-#~-(~/~_~0 is~, Ebenso wie in w 7 der 

erst~n Mi~eilnng kn,u~ man zeigen~ dab die mono~n zunehmende Funk- 

tion D2 ffir x = O  gleieh Null ist. Well D~ keine Nulls~elte zwisehen 

0 und 1 ha~, kann auch d2(u)~z(v) keine haben. ])as heiBt~ d~(u) und 
d~(v) oszillieren nieh~ in dem In~ervalle. Wie wit spK~er zeigen werden 

(w 5 ;  is~ ~-~ } = z, --zl (~(~aU1))'. Well e,(u) monot~n is~ und #~(~) / ~ a  ~ r 
keine Nul l~l le  innerhalb der Int~rvalle 0, 1 hat, kann man leich~ wie 
in der ers~en Mi~eilung zeigen~ dal~ u~ #era~ ~ innerhalb der In~er- 
vaUe verschwindet~ In gleicher Weise zeig~ man~ dab v x einmal oszillier~. 

15" 



w  

Hinzunahme mehre re r  l inearer  Nebenbedingungen. 

Die Hinzuf~gung dot linearen ~ebenbedingungen (19) biete~ keine 
wesenthchen Schwierigkeiten und liefer~ niches prinzipiell Neues. Das 
Bitdungsgese~z Ftir die siebenreihige Determin~nte D~ und die (2n + 1)-reihige 
/)~ ist leicht ans dem f~r D 1 und D~ ersichffich. Dividieren wit /)~ 
durch das Produl~ yon zwei gewissen n reihigen De~ermina~en 6~(u), 
~(v)  die nur u be~w. v enthalten, so haben wit 

.D~ -----. ~ Zx.(~) a.(v) 

wo A ( u )  und A ( v )  n + t r e i h i g e  Doterminan~en yon u bezw. v allein 
sind, die t~(u) bezw. ~(v)  als Unterdegerminan~n enthalten. Nun muB 

die Funk~ion d~k~n(~) ] tmtorsueh~ werden. Wesenflich sind 

O;t 

&(~) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

,r~(~,_~o) ~ ( ~ , _ ~ )  . . .  Jl(~r:_O ,r~(~o_~ ~-~-~ 

sl(u:)  s[(VoVO . . .  ~l(voc~_o zl(vo ~ 
und 

W O  

�9 o . , o �9 , . . �9 ~ �9 . . ~ 

o 

(~=0,1," --, m j = o ,  1, . . . ,  n), 

0 

l l S W .  

gesetz~ sin& 
Worm man die ers~e Gleichung (13) na~h X differeuzier~, so bekommt 

maa (weft u ~- go ist) die l ~ h f i o n  
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~G 
Multiplizieren wit (13) und (31) mit ~ bezw. --Uo, addieren and inte- 

grieren, so bekommen wit 
x 

Zwei den Paxameterwerten 1, 1 i entspreehenden Lgsmagen U(x), U~(x) 
der Differentialgleiehung (11), (plu.~'+ qlu + (11 + ~r)u = 0 (/~ = ~t) mit 
der Anfgmgsbeding~ng U ( 0 ) =  0 bezw. U~(0)= 0 genfigen der Iden~iN~ 

1o~ p~ 

was man in derselben Weise wie bei der Gleiehung (8) beweist. Aus (33) 
folg~ durch Differentiation ffir dol Fall U-~ U o 

A ~  (33), (3a) ~na (34) f o ~  a=n  
n--i n--I 

*=O d=O 

.f=O 

a--I ~--i 

i = l  J=O 

d = l  t . - i=O 

J = O  

wo Ao, A l , . -  -, A~,; "~o, 21, "" ", 2 . -1  die zur ersten Zefle yon A.(u) bezw. 
~.(u) gehiirigen Unterde~erminanten sin& Wail aber 

. ~  ~j~ ( u,u~) = o (i=~,...,~-l), 
j = 0  
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j = 0  
siml, is~ 

�9 A.C,*)~ _ ~  (a,3' 

Ebenso ist 

wo B~ eine gewisse Unterdeterminante yon A ( v )  isk ])ann sieht man 
~us @ 0 ) ,  a ~  

a [ Jo. ~ 4(A.P ~(B.), > 0  

isk Wie in w 7 der frii]aeren Mitieilung zeig~ man, dat~ 

(u)/.=o-- \~-h~/~=o= 0 und daher \a~(u) ~(v)l.=o 

ish Das Jaeobisehe Kritenum verlang~ dab die ~ank~ion .D~ zwisehen 
x ---- 0 und x = 1 keine ~uIls~elle hat. Es 1 ~  sieh wie frfiher (w 4) leich~ 
zeigen~ dab dn(u) d~(v) keine hak Daher oszillieren t~(u) und d=(v) nicht 
in dean Lutervalle. 

Is~ d=_l(u) die Un~erdeterminan~e yon 8n(u ) 

~o . . .  ~._o I 

so kann man in ~hnlieher Weise zeigeff, dab 

~.(~) ~._~(~)- ~'(~)~,_~(u)  = ~ ~' - ~' z. - ~ , 

i=O $ = 0  

71 2 # , 4  (<v,) 
g----i $=0 

~ - - 2  n--I 
'qw-'~ ~,o - -  l / 

# = 1  i = 0  

Z ~-s Z. ,--Io + 2 ~ _ i  ~-i- o ~ 2a,J,(V.-~U,-)-----;, U- .  
5 = 0  

wo ao, a~ . . . ,  a,_~ die zar ersbn Zeile yon d~_x(u ) gehSrigen Ko- 

a [ #,~(u)~ (z~ Well o#~(u), monoton Taktoren sin& Damit ist ~ , ~ ) 1 =  ~,(~._~(~))~-- o,,_~,u) 

ist und #~(~) keiu~ NuUs~lls innerhalb tier Interra]l~ O, 1 hat, as 1 ~  
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sich wie in der ersten Mitteilung zeigen~ dab 8~_I(u ) gerade el-real inner- 
halb der Iu~ervalle verschwindet. 

Fahren wit in gleicher Weise fort, so muB die Unterdeterminaute 
~o~ ~_~(~) 

~_~(u) . . . . . . . . . .  

gerade zweimal in dem Intervalle O, 1 oszillieren~ ~ - s  gerade dreimal 
und endlich U o = u 1 gerade n -  1 mat osziUieren. In derselben Weise 
zei~ man, dab v 1 gerade n ~ 1 real in dem Intervalle oszillierk 

Die oben erhaltenen Resul~a~e kann man veraUgemeinern, und den 
Fall yon m Differentialgleichungen mit m Parametern behandeln. 

Haupt~heorem.  3)as d-acobisehe :Kriterium tier Variationsreeh~ung 
besagt, daft die Z;o'sungsf~mktionen u~(x)=U(~O(x) ~ O, ( i= l ,  2,...,m) des 
Minimakprobtems (w 2) 

1 m 

f ~(v,~,'~-q,~:)a~-~ M~, lp,(~)>o, q,(~)<=o, .,(o)=.,0)=o}, 
0 ~ = 1  

mit der quadra~ischen Nebenbedingung 
1 m 

0 i=i 

(wo l~, r~,..., t~ m ~ gegebene Funktkmen sind) in dem Intervalle O, 1 ~icht 
oszillieren, daft die Lgsungen u~(x)=Us(~)(x) ~ 0 dessdben Problems mit 
der ~adratischen Nebenbedingung 

f . ~ ' ( z ,  + ~,-, + . . .  + ~,t,)~,:e,~ = o, 
0 i=I 

und den m linearen Nebenbediz~3ungen 
1 

+( ~ ) " , + " ' +  ~ ~-~, 
0 

(~= 1,~,...,~), 
einmal in dem Interval~e oszillieren, u~ad da~6 im allgemeinen die l.Zsunga~ 

~(~) = U : ~ ( ~ )  * 0 

des Proble~ mit der q u a d r ~  NebenbedinRun# 
1 ra 

fZ( , " § . . . .  + aJ,) u~ dx  ~- O 
0 i=l 
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und den m n ~ineaxen .Nebenbedi~gu~gen 
1 

0 

�9 . . o . . �9 , �9 . . , . . . . . . .  , �9 , . 

1 

gerade n real i~ dem lntervalle osziltieren. 

Dezember 1910. 

Anmerkung~ Ju l i  1911. Das Problem der Existenz zweier den 
Randbedingungen (9) genfigenden LSsungen u (x), v(x) der Gleichungen (13) 
die ~h bezw. n~ mal osT.illieren ist vie| untersucht worden. Es ist yon 
Klein aufgestellt worden und die Resultate wurden yon B6cher und neuer- 
ding~ (GSttinger Nachrichten, 1910) yon Hflber~ und Yoshikawa erg~azk 
Seit die vorliegende Arbeii gesehvieben wurde, ist es dem Verfasser ge- 
lungon notwendige Bedingnmgen trod hinreiehende Bedingungen dieses so- 
genama~en Kleinschen OsziUations~heorems zu gewimlen. Diese Arbeit wird 
bald in den Transactions of the American Mathematical Society erscheinen. 
Das entsprechende Variationsproblem in diesem Fall is~ diejenigen Funk- 
tionen u(x), v(x) zu bes~immen, wele~e den Bedingungen (9), (12) und 
r h bezw. n~ tinearen Nebenbedingtmgen der Ges~tt (19) geniigen und ein 
Minimum des Integrals D(uv)  liefern. Es l~l~t sigh leicht zeigen, wie es 
in der vorliegenden Arbeit geschehen ist, dab das Jacobische Kriterium 
auch in diesem Falle ver] , .~ ,  dab die Funktionen u(x), v(x), n 1 bezw. n~ 
real in dem In~ervalle oszillieren. 


