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Die Reduktions- and Reziprozif~$stheoreme bei den 
Riemannschen T~unszefidenten. 

Von 

Ro~g'r KSxm i~ Tfibingen. 

Ein le i tung .  

Seit Eu le r  und besonders seit Abel  haben sich autterordenilich zahl- 
reiehe Arbeiten mi~ dem Problem der Reduktion der Integrale elliptiseher~ 
hyperellip~iseher und atgebraiseher Funktionen befagt and auch Weier -  
s t rag  behandelt in seiner klassisehen Vorlesung fiber ,,Abelscl~e Yranszen- 
denlen" (Ges. Werke, Bd. IV, Berlin 1909 11. Kap.) dieses Thema. 

Den Sehtiissel zur LSs.t~ng dieser Auigabe bildet ffir Jhn ein Ver- 
tauschungstheorem, alas als ,Satz yon der Vertausehung yon Arg-ament 
und Parameter fiir die Differentiale 2. Gattung" (oder in seiner In~g-ta!- 
form far die IntegT-ale 3. Gattung) bekann~ und grundlegend is~. Es isf, 
mix nun gelungen, nieht nur auf dem spezieUen algebraisehen Gebiet r 
sondern g~nz a11gemein far eine beliebige Klasse Riema~msc.~er Transzza- 
d~nten (d. h. Funktionen mit vorgegebener Monodromieg~ruppe), drei un- 
begTenzte Serien I~+~, II~+~, ~[II~+x (h=0 ,  1, 2,--.) yon Vertauschungs- 
~heoremen zu enhteeken, yon denen das obengenann~e sowie der, bertihmte 
VerCausehungssatz yon Abel  and Jaeobi  fiir lineare Differen~ialgleichungea 
nut ein einziges C~lied darstellt, ngmlieh in obiger Bezeichnungsweise das 
Theorem II~. 

Dies setzt mieh in die Lage, nieht nut das angezeigte Redukiions- 
k s 

problem fiir eine beliebige Klasse (K) Rmmannseher Transzendenten and 
ihre I n t ~ a l e  zu 15seIr (VII. Absehnit~), sondern die ganz allgemeine 
Frage zu beantworr~en: Writhe Zusammenl~nge bestehen fiberhaup~ zwisehen 
den Fanl~ionen und Differentialen einer Khsse (K) and ihrer komple- 
m e ~ r e n  (K~)? Diese Frage wird geliist; sein, sobald bekann~ ist: welchr 
Z~mmv~hiinge beste)am zwische~ den ~ementa~Tfunktionen u~d Elvmentar- 
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DemgemgB baut sich die Arbeit folgendermaBen auf*): 
In einem I. Abschnit~ be~rachte ich Systeme yon n Funktionen ( n ~ I )  

:g = (Y~, Y2 , ' " ,  Y=), welche auf n geeig-net zerschnittenen B l g ~ r n  E~" 
{i ~-1, 2~.--, ~) (s. die Skizze in w 1) eindeutig und his auf Pole regular 
ausgebreite~ sind und beim Umlauf um die Punkte a~, %, - . . ,  a, lineare 
homogene Subs~i~tionen A~, A_o, - �9 A, er~ghren. S~a~ yon dem System 
(Y,, Ye,'" ", Y~) spreche ich ktirzer yon ,,der Funktion y". Alle Funktionen 
mi~ denselben Substitmtionen A bilden nach I ~ i e m a n n  eine Klasse (K) ;  
die K l a s s e n e i g e n s e h a f t  bes~eh~ darin, dab mi~ y,y(~), y(~) auch y(~! +y(~,  

dy } t ( , ) - y ,  a} in (K)  vorkomm~, wenn R(z)  eine rationale Funktion ist. 

Die Funktionen ~----(~,, ~.~, .- . ,  ~ ) ,  welche die komplementgren Substitu- 

tionen A = (~t --~) effahren, bilden die komplemenFs Klasse (/~). AuBer 
den Ftmk~ionen betrachte ich auch ihre Integrate bzw. die zugehSrigen 
Differenti'~e ydz  und ~ldz. Ieh erinnere aus den vorangehenden Arbeiten 
an die Begriffsbildungen und SEize, soweit sie f~r das Folgende nStig sind. 

In  einem II. A b s c h n i ~  werden die einfachsten Funktionen yon (K)  
trod zwar sgmfliche, aus denen sich jede andere Funktion linear und 
t~omogen auft~auen I~B~, die , ,Etem~nta~ktiorten yon (K)" aufges~ell~. Es 
gehSrt im allgemeinen zu jeder S~elle yon den n Blgttern, z. B. ba, we 
eine Zahl der Reihe 1, 2~ . - . ,  n ist, eine unbegrenz~e Reihe yon Elemen- 
~arfunlr~ionen der Ordnung h = 1, 2, - - -  in inf. ~,q')(z, b~), wetche bei b~ 

~,~ 
{d. h. f[ir z ~- d und i = 6) einen Pol der Ordnuag h besitzen; sie sind 
vSllig eindeu~ig algebraisch charak~erisiert und haben bei gewissen, in 
bzw. ~ vereinigten Stellen h~chstens Pole bzw. mindestens Nullstellen 
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i .  Ordnnng. F ~  die Klasse (K) haben wit die entsprechenden Elementar- 
~ h  funkfionen _(~)(x,_ b#) ( k = t ,  2 , . . - , n )  u s w .  ..... Ebenso werden ffir die 

~ , ~  

D~fferentiale dm emfachstenBaus~em , die " " .EI, e ~ r d i f f  e~entiale aufgesNllt;: 
v h 

Zu einer tieferen Einsich~ and Beherrschung der Klassen (K) und 
(K) gelangen wir erst, indem wir in einem III. A b s c h n i t t  die Elementar- 

funktionen (h + I )t~" Ordnung yon zwei Variabeln ~,~ + x~ (z, x) bzw. YU k,~, z) 
~ , ~  ~ , ~  

ejn~.ihren. ~(h+t) is~ in Abh~ugigkeit yon dem Argument z ffir i----- 1, 2,-- -, n 
eine Funk~ion der Klasse (K), in Abh~ngigkeit yon dem Parameter x ftir 

k =  1, 2 , - - . ,  n e i n e  Funktion der Klasse (/s and verhKl~ sich*) ftir 
~(~+~) 

z == x und i = k wie . 1 . Bei ~ ist es umgekehrt. Far h =-0 (z-xp +I 

stelle ieh ~,(~)(Z,X), welches als Verallgemeinerung der Weiers~raBschen 
~ , ~  

Grundfunktion**) l t ( xy ,  x'y') anzusehen ist, direkt auf, w~hrend ffir h>_ 1 

der Ableitungssatz I~, lehrt, dab E~(~+~)(z, x) aus E~)(z~ x) dureh h-malige 

Ableitung nach dem Parameter x hervorgeht --- Wir beherrschen E~(~ + X)(z, x) 

volls~ndig, wenn wir ~dr alle Stellen die Potenzreihenentwicklung naeh 
dem Argument, naeh dem Parameter, nach beiden gleiehzeitig kennen. Die 

~,(h+ dxr Entwieklung yon ~ ~)(z, x~)-M~ nach dem Parameter v wird dureh die 

1. Reihe yon "Eatwieklungstheoremen In+~ gegeben, yon denen insbe- 
sondere das erste fiir h = 0 besa~o% dab als Entwicklungskoeffizientea 
hierbei sKmtIiche im IL Absehnitt aufgestellr Elementarfunktionen einer 
Variabeln entspringen. Hiermit ist der Zusammenhang zugschen den :Ele- 

Was fttr die Funkf~onen gesag4 wurde, gilt in entsprechender Weise 
aueh ffir die Differentiale. tch 
Ordnung yon zwei Variabeln 

.!~,~t �9 dz  d x  

dz  d t  d~ 

stelle die Elementardifferentiale (h + 1) t'r 

bzw. 

+ 

~ d x  dz  

d x  " dv d$ 

ftir (K) bzw. (K) auf und tier Xbleitmagssatz II~ sowie die 2. Reihe yon 

*) Es k~nn hier'in~ tier Eintei~ang nur dax~uf ankommen, dem Leser den Ge- 
dankengang der Arbeit zu vermit~ln, nic-ht eine ersc.hSpfende Besehreibung zu geben. 

**) S. Weierstra$, a, a. O. 2. Kap. 
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E n t w i c k l u n g s t h e o r e m  II~+x lehren uns die entspreehenden Zusammen- 
hiinge. 

In einem IV. A b s c h n i t t  wird der Zusammenhang zwischen allen Ele- 
mentarfunklionen und -Differentialen yon zwei Variabeln und g le i c~  Oral- 
hung untereinander, d. i. im wesentlichen der Zusammenhang zwische~ 

(s. w 12)  a~(J,+l).~, z~ 
~aL- k2. k a y )  , 

~ , ~  d x  

E(,, + ~ (~  + 1) (x ,  z)  1) (z, x) und -,:,,, 
~ , ~  ~ , ~  

a~'}~ + :)(z, z} ~.a~{~'~, + 1)(x ' z) 
..'~A,~ . . . . . . . . . . .  und ~_'.m~ . . . . . . . . . .  

d z  d x  

gegeben durch die drei Reihea yon Vertauschungstheoremen 1., 2.~ 
3. Art ,  I4+1, II4+1, III~,+ t ( h =  0, 1, 2 , . . . )  bzw. zwischen den Funktionen 
und DifierenLialen, Funktionen und Funktionen, Differentialen und Difie- 
rentialen. Vert. 11 sagL insbesondere: es isL 

x )  = - . . . . . . . . . . . .  

~ , ~  d x  

VerL. II 1 besitzt ein besonders' einfaches Korollar IIl*; III~ ein ebensolches 
III~*. Letzteres gibt im algebraischen Fall die Gleichung yon Weierstrafl: 
bzw. eine Verallgemeinerung derselben.*) 

Die vorstehenden Theoremo sind Identitiiten ill zwei Variabeln yon 
der Form t)(t,  ~) -~ O. Indem wir darin den Koeffizienten yon t * bzw. z* 
aufsuchen, gelangen wir in einem V. A b s c h n i t t  zu den Reduktions-  
theoremen 1., 2 ,  3 .Ar t :  I~+l(V), I~+~(~"), [II~+~ (1~)], IIh+l(~), [IIl~+l(t-)] , 
IIIl,+l(v'), welche siimtliche Zusammenhiinge zwischen den LTementarfunk- 
tione.n und-Differenlialen yon einer Variabeln liefern. Von den Theoremea 
1. Art sind besonders die der beiden ersLen SLufen fiir h ~ 0 and h----1 
bemerkenswm~. Von den Theoremen 2. Art lehrt insbesoadere II~ Oie 
Zurtickffihrung aller Elementarfunktionen auf eine gewisse endliehe An- 
zahl einfaehster unter ihnen und die Ableihmg einer Funktion der Klasse. 
Von den Theoremen 3. Art lehrt ebenso Ill~ die Zuriickfiihrung aller Ele- 
mentardifferenLiale auf eine gewisse endliche Anzahl einfachster unter ihnen 
und die Ableitung einer Funktion. Speziell ftir den algebraischen Fall 
gehen II~ und III 2 in sehr einfache Korollare II~* und III~* fiber, yon 
denen III~* die Reduktionsformel yon Weie r s t r aB  (a. a. O. S. 263) darstellL 

In einem VI. hbschniL~ suehe ich den Koeffizienten yon t~v '" un4 
gelange dadureh zu den Reziprozifiitstheoremen 1., ~..~ 3. Ar t  I~,+1 , 

�9 ) S. Weierstrat$ a. a. O. S. 254. 



IIh+l, III~,+~, we'lche die Zusammen.htinge zwisr.~en den Entwicktung~effi- 
~ie~ten d~r ~ t a r f u ~ k t i v n e n  und -1)ifferentiale liefern. Das Theorem 1 I 
besagt~ inshesondere: Der r t~ En~wicklungskoeffizient der zur Stelle b~ ge- 
hSrigen Elemen~arfunktion (s-~ 1) ~ Ordnung an der S~lle bfl ist ent- 
gegengese~z~ gleich dem s ~n Entwicklungskoei~izienten des zu b# gehSrigen 
EIementardifferentials (r + 1) ~ Ordnung an der St~lle b~. Bemerkenswert 
is~ dazu das Korollur I~*. 

Im VII. A b s c h n i ~  nehme ich schliei~lich eine beliebige Funktion 

bzw. ein beliebiges Differential yon (/~) und z.eige~ wie die P'ar~ialbruch- 
dars~eUung dessetben durch die Elemenlardifferentiale der Klasse mit einem 
Schlage gewonnen werden kann ~ entspredhend dem Vorgang yon Weier-  
s~ra$ fiir den algebraischen Fall.*) Aus die Elemen~rdifferentiale kann 
ich jelz~ die Reduktionstheoreme des V. Absehnit~es in der~mannigfachs~en 
Weise zur Anwendung bringen und erhalte damit ebeusoviele verschiedene 
Reduktionsmiiglic:hkeiten f~dr das gegebene Differential. Wende ich spezielt 
auf alle gleichzeitig ~las Red.-Th. III~ an, so erhalte ich den allgemeinen 
Reduktionssatz ffir die Differentiale, weIcher die Zuriickfiihrung eines 
belie-bigen Differentials auf eine gewisse endliche Anzahl einfachster Ete- 
mentardiffereni.iale und die Ablei~ung einer Funktion ]ehrt. Seine Inte~o-ral- 
form kl~rt uns dariiber auf~ was din-oh die .~utegrale eigenflich ,~reues zu den 
Funktionen der Klasse hinzutrit~. Im algebraischen Fall geh~ der aligemeine 
Reduktionssatz in die Gleichung yon Weiers t ra~  fiber (a. a. O. S. 263/4) 
und tiefer~ schliei~lich, auf logarithmenfreie Integrale angewendet, als 
le~zten Ausflut~ die grundlegende Ta~sache, dab jedes /kbelsche Integral 
2. Gat~ung durch 22 Fundamen~lin~egrale und eine algebraische Funk- 
tion darges~ellt werden ];ann. 

Hiermi~ ist die atlgemeine systema~ische Theorie der Rien~annsehen 
Transzenden~n ihrem arit,~metisc]~en Teile n a c h -  gegriindet ausschliel~- 
]ieh auf die Klasseneigenschaf~ ~ his zu einem gewissen Grade abge- 
schlossen. Es mufi dem Leser fiberlassen bleiben, die iiberreiche Ffilte 
yon e'mzelnen S~i~zen und l~esutta~en herauszulSsen, welche dutch Anwen- 
dnng auf die verschiedensten Gebiei% welche unter den Begriff der Rie- 
ma~schen Transzendenten fallen, entste-hen.**) 

*) St Weiersh~it a. a. O. 3. Ka_p. 
*~) Ffir den algebra~schen Fall vgl. auger W e i e r s ~ a f i  n a m e n ~ h  den Bexicht 

~e~ A.B~iH ~ d  ~ . N e e ~ h e r  ~tber ~Die E ~ w ~ l u n g  d~r Theor~e der a!gebrai~chen 
~anktionen in ~!~e~ und neue~r Ze2t". Jahresberieht d. D. Math. Vereinigung, 
Bd. ~ (!.894), VII. ~A~bschnit~: D~e Weiexstrai~sche Richtung. Ferner M. N o e t h e r ,  
~Zur Theor~e de~ Abelschen Differenti~laus~rficke und Funk~onen", ~ese Annalen 
Bd. 3V (1899), S. 417--~60. 
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Mi~ den aUerersi~en Anf~ngen meiner Theorie der Riemannschen Funk- 
~ionen sys~eme geh~ eine Theorie der ,,Riemannsehen Formenscharen"  
yon E. Ritter (diese Anualen, Bd. 47 (1897), S. 157: 2 2 l )  par'~el. Sie 
reich~ im wesentlichen t. bis zum I. Anzahltheerem, 2. his zur Aufstellung 
und Normierung der Elemeutafftmldionen t. Ordnung, 3. his zum Vertau- 
sehungssatz I 1. Welter reich~ diese Theorie der Seharen n ich t .  Abet ge- 
rade in den genannten S~iicken siud beide Theorieu wesentlich, gedank- 
lich wie methoctisch, versehieden. 

I a) Das gift bereits yon der allerersten Grundlage, welche das Ver- 
halten der Schar bzw. ~des Funk~ionepsystems an einer yon den a~ ver- 
sehiedenen Stelte betrifft. Ftir eine Theorie der Systeme war das erste Er- 
]brdernis eke  absolute I~ssage yon den Begriffen wie ,,Nebenpunk~, l~ull- 
stelle, Unendtichkeitsstelle mit der und der Multiplizi~t" (s. Rit~er, S. 160/1 
und S. 164) und ihre Ersetzung dutch den scharfen Begriff des Multi_plums 
fiir Funktionen ur~l Differentiale, wie ich ihn zuerst gegeben babe. Denn 
selbst flit eine hyperellip~ische Fcnktion ist es nieht gleichgiiltig, ob sie 
im 1. Blatt 0 ~ wird, im 2. ebenso, oder im 1. 01, im 2. 09 oder umge- 
kehrt usw. und allemal is~ das ein ,,Nebenpunk~ der Multiplizitiit 9". 

l b) In wei~ hSherem Mal~e gilt das noch fiir eine Verzweigungs- 
stelle a~. Man sehe die ungeheure Kompliziertheit yon Zweigen, Expo- 
nenten, gewShnh'chen und ,modifizierten '~ und darauf beziiglichen Bedim 
gungen S. 175~177, 187 ..... 188! Es hat eine Hau~taufgabe und Hau2t- 
.schwierig~eit ftir reich gebildet~ reich ~on al~ dem zu befreien, was durch 
den ebenso neuen wie entscheMenden Sehritt mathematiseher "Freiheit ge- 
schehen ist, L beliebig aber lest zu withlen, darauf (ten Beg'rift des Mul- 

le)  Iafolgedessen erh~l~ das I. Anzahltheorem eine ganz andere, weir 
seh~rfere und allgemeinere Aussage.*) 

2. Auf dieser Grundlage ist eine Charakterisierung der Funktionen 
iiberhaup~ erst "m6glich, welche nut das zu einer solchen absolut ~i~tige und 
sonst nichts Willkiirliches entldilt. RRter braueht flit die Normierung der 
Elementarsehm;en (w 13) willkiirliet/e Konsiantensysteme, wi~hrend die Cha- 
�9 ak~erisieru:ng der Elemen~arfunktionen ausschlie]~lieh durch Vorgabo yon 
Punkten geschehen kanu ~ wie im algebraisehen Fall. Meine ,Vorberei- 
Zungssiitze der algebraischen "Charakterisierung"**) enthalten eine absolut 
~eue Aussage. 

3. Ritter variier~ die feste Unendlichkeitsste]le der eben aufgestelltert 
:Etemen~arsehar. Ich baue dAe .~gementarfunktion E(~)(z, x) yon zwei Va- 

*) S. ,,lI", S. 175~ Anmertcang. 
v3 S. ~J!!", w 4. 

�9 ~ L ~ t h e m a ~ s c h e  A~nale~ I ~ X X I X .  
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riabeln aus Funktionen yon ether Variabeln wirklich auf, un~r.suche die 
Potenzreihenen~wick]ung nach Argument und Parameter nach dem Vor- 
gang yon Weierstrag und kenne nicht nur das Verhatten, sondern jede~ 
~twick.lungskoefiqzienten an jeder ~telle. Ebenso ffir das Etementardifferentia[ 

f l~) (x ,  z) dx Die Vergleiehung liefert Vert.-Th. 11. dx d, " % 

4. ]~rauche und kann ieh nicht bet beliebig gegebener Gruppe vor- 
aussegzen, dab die Klasse ,~ransitiv" ist, d. h. dab die n Funktionen eines 
Systems Zweige dner analytischen Funktion sind (ira Gegensatz zu den 
Scharen l~tters s. ~ S. 197, ffir welahe der engere Standpunkt allerdings 
ausreieht). In der Allgemeinheit wurde, das Problem iiberha~t noch niv 
gestdlt und verlan~o~ prinzipiell neue Methoden. 

5. %r~rd erst dutch eine Theorie der Systeme der "algebraisehe Fa!l 
mit eingeordnet hie und nimmer dutch Seharen, wie schon l a) lehrt 
and 2 so dab zum erstenmal die Lehre der algebraisehen Funktionen 
(und nicht nut die ersten Anf~nge, welehe sich leicht parallelisieren lassen) 
als exakter Spezialfall ether hSheren Theorie erscheint.*)**) 

An der Weitefffihrung seiner bedeutenden Untersucbungen (wenn eine - 
solche bet der ~ol~ea Kompliziertheit mSglieh ist) wurde Ritter dutch 
seinen frfihen Tod gehindert. 1., 2., 3. sind aber erst die Anf~inge einvr 
Theorie. Ihr troller Reichtum beginnt jenseits mit den fundamentalen Ent- 
wicldungstheoremen, den Serien yon Vertausehungs-, l~eduktions-, Reziprozi- 
tilts-, ]ntegraltheore~ usw., yon denen mir selbst im algebraischen Gebiel 
nut  ein kleiner Bruchteil bekannt seheint und deren Entdeckung mir n u t  
durch die g~nzliehe NeuschSpfang der Grundlagen 1., 2., 3., yon denen 
nut  das Roheste bet der Kfirze erw~hnt werden konnte, mSglieh ge- 
worden ist.***) 

~) S. ,iI", IH. Abse~hnit~. 
~*) Den reduk~iblen, bier vorl~u~g ausgeschlossenen Fall behandel~ M. lq o e t h e r 

~0ber die reduktiblen algebraischen Kurven", Acta math. Bd. 8 (1886),. S. 161--192. 
~ )  Die vors~ehende Gegen~iberstel}ung mi# E. R i ~ r  habe ich nur auf den Wunsclz 

der R~dak~ion bin verfaBt. 
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I. Abschni t t .  

Vorbemerkungen. 

w 1. Der Gegenstand der folgenden Untersuehung. 

Gegenstand der folgenden Untersuchungen ist eine nicht zerfallende 
Klasse (K) yon Riemannschen  :Transzendenten n t~ 0rdnung und ihre kom- 

plement~ire (K). Wegen aller Grundlagen verweise ieh "auf die obenge- 
nannten Arbeften~ insbesondere I .~IV. ,  und erinnere bier nut soviel. 

Die komplexe z-Ebene E sei in nebenstehender sehematischer Weise 
zu E '  zerschnitten. In E '  seien n eindeutige analytische bis auf Pole re- 
gul~re Funktionen y~ (i = 1, 2, .-- ,  n) ge- 0 
geben, welche bei analytischer Fortsetzung 
~iber die yon 0 nach den Punkten a 1, a~,...,a~ 

ffihrenden Schnitte die Iinearen homogenen 
Substitutionen .A~, A 2 , .  . ., A~ mit dem 
Produk~ 1 erfahren: y , * =  Aye .  Alle der- 
artigen Systeme y~ b ilden eine Klasse  (~K). 

Ich bedecke E m i t  n kongruenten Exem- a2 % 
plaren /~' und denke mir y~ auf ~:~' ausgebreitet; die Stelle yon ~ '  mit 
dem Spurpunkt p (z=i~) auf E '  bezeichne ich mit p'. Es gehSren dann 
zu jeder Stelle p yon/~" n Funktionselemente y, = P~(t),  wo t eine 0rts- 
uniformisierende zu p ist.*) Das gilt auch ffir die Randstellen yon E" m~t 
Ausnahme der Punkte a. Hier lege ich dutch eine Substitution JL, welc]~e 
A in die Normalform 

B = i 
) el ~ e2~za~ . . . 

�9 �9 ~ J l  �9 �9 �9 

e~ Os < 1 , - - -  

fiberffihrt - -  B = L - I A L  - -  n Funktionselemente 

(1) y,  = L -  i v ,  = ( t )  

Ich operiere im folgenden mit der Gesamth_eit der Funktionsele- 

meate (y~,'y=.~ und spreche der Kfirze halber yon der ,,Funktion (y, ~) oder 
y yon (K)" schlechtweg. In vSllig anatoger Weise werden die ,Differen- 

*) Ich bediene reich dabei der WeierstraBschen Bezeichnungsweise, wonach 
(t) bzw. P(t) das Zeichen ffir eine regulate bzw. nut endhchviele negative Potenzen 

enthaltende Pot;enzreiIfe ist. 
**) Der Einfachheit halber betrachte ich im fotgenden nur den Fall ~nfae]~, 

Kerten, wo also _B obige Form ha~. 

6 ~ 
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fiale" (dJ,, dJ~ ~-(ydz, ~dz) oder noch karzer d J :  ydz der Klasse (K) 
erkl~rt. 

Es sei nun ~ ein System yon Funktionen, welches die zu den A 

�9 komplemen~ren Substitutionen A -~ (A -~) erf~hr~: ~*~- Aye. Es ist dana 

u n d  

, 1 \ : 

I ; at ~- ai  + i~ l" ,  " �9 " 
- - -  ] 

~. ' 0 ~ ' < _  1, . . .  

~ ~ 0, wenn  ~' ~-- 0~ 

- - - - - - a + ~ ,  i~ 1, ,, + 0 .  
= a' Ich setze 

d 

(3) y,= n y~ = t% P~(t) 
and betrachte neben den ,,Funktionen (y~ ~)yon  (K)" die ,,Funktionen 

(~, y) yon (K)", ebenso neben den ,,Differentialen (dJ, d ] )  v~ (K)" die 

,Differea~iale (dg, d ) )=  (~/dz, ydz)yon (.K)". Damit ist der Gegen- 
stand der folgenden Untersuchungen genau bezeichnet. Man a~hte be- 

sonders auf folgenden Umstand: Es kann sehr wohl jedes A = A, also 

(K) = (K) werden und daher jedes System ~, gleich einem System y, 

sein; trotzdem ist abet nicht Yi=Yi (ira aUgemeinen wenigstens, wean 

n i c h t  L = L ist) .  

w 2. D e r  B e g r i f f  d e s  M u l t i p l u m s .  

Es handelt sich fiir die so defmierten ,,Funktionen" und ,,Differen- 

scharf zu fassen. Das geschieht~ dutch folgende Definition. Es sei a Re- 
pr~isentant einer yon den bei z ~ al, a s, . . . ,  a, gelegenen Stellen, I) eine 
beliebige duvon verschiedene Stelle yon .E', ~ .  and ~ beliebige ganze 
Zahlen; dann heiBt das Aggregat yon Punkten*) and Exponenten 

. .  

o 

a ] $  ~ ~ �9 * * " 

ein ,Divisoff'**) and ich definiere: 

*.) Von gegenfberliegenden Randpvnkt, en soll nur je eiz~r vorkommeff. 
**) In Veza~emeinerung der Bezeichnung yon Hensel-Landsberg: Theorie der 

a2gebraisehen Funl~onen einer Variabeln, Leipzig 1902, S. 204. 
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Die Funkt'wn (y, ~) von-(K) heiflt "Multiplum yon n, wenn die Ent- 
wieklung start hat 

tcti 

(i = 1, 2, ... ,  n). (4) 
bei b: y, = t~"!~,(t) 

Ist z. B. X~ = + 1 bzw. - - 1 ,  so sage ieh, die Fnnktion hat hei al eine 
NuUstelle bzw. Unendliehkeitsstelle 1. Ordnung usw., ist Xx ~ O, so ver- 

hiilt sie sieh bei a s ,,regulgr" usw.; ist (y, ~t) Multiplum yon 

l a~ � 9  
so heig~ es ,,iiberal]L endlieh". �9 sei die Anzahl der linear unabMingigeq~ 
iiberall endlichen Funktionen yon (K). Man erkenn~, dal~ v unabh/ingig 
yon der Wahl yon L,  also eine der Klasse eigenttimliehe Zahl ist. Ana- 

log ist die Definition fiir die Funktionen (if, ~) yon ( K ) u n d  ~ sei die 
entspreehende Anzahl. 

�9 . O r  Fiir die Differen~ale gilt folgende Erklarun~: Das Differential 

wieklung start hat 
bei a: 1_ d J, = t~,_~ ~,(t) 

t "~ d t  

(5 )  i = l , ' )  �9 n.  

b~i 15: dJ~ _ t", ~ , ( t )  
d t  

Bezeiehnet man das Aggregat der n unendlieh fernen Punkt~ yon Ei' mif~ 

[P| 

und ftihrt den Verzweigungs- bzw. Differvatialte~r*) 

(6) 3 = ( H )  " bzw. ~ =  ~. 
/a,~, - 

ein, so erkennt man, dab die obige Definition fiir das Differential gleieh- 

bedeutend mit der Aussage ist: der Integrand oder die Funktion (y, ~) 

*) 8. ,II" oder ,,HI" oder ,IV". 
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yon (K) ist Multiplum yon ~ .  ~ - ~ .  Ist z. B. wieder 2 a = + 1 bz~r. - -1 ,  
so sage ieh~ das Differential ha~ bei a~ eine Nullstelle bzw. Unendlieh- 
keitsstelle 1. Ordnung usw.; is~ ~1 =_~ 0," so verh~lt es sich daselbst ,,re- 

tier Tat ist dann das zugehSrige Integral [ ~ - ~  ~ (t)dt ffir g~s ' ;  (ha 
t ~ - 0  endlieh); ist schlieBlieh (dJ, dJ) Muttiplum yon ~ =  1, heiflt es 
,-'dberall endlieh". 6 sei die Anzatd der linear unabl~ngigen iiberall end- 
lichen Differentiale van (K). ~ Analog is~ die Detlnition ~r die Differen- 

= d  o. s roohon o 
alsda~an zwisehen den Funktionen yon (K) und den Differentialen yon 

(K)  die wiehtige Anzahlrelation (I. Anzahltheorem)*): 

(6a) v~,= u~ + ~ + ~ - ~ .  

I-Iierbei sind ~ ,  ~ '  zwei beliebige Divisoren der Ordnungen q, q' mit dem 
Produkt I; U~ die Anzuhl der linear unabhKngigen Fnnktionen yon (K), 

welehe Multipla yon ~ shad, V~, die Anzahl der linear unabh~ngigen 

Differen~iale yon (/~), welehe Mnltipla yon ~" sin& Zwisehen den Funk- 

tionen yon (J~) und Differentinlen yon (K) besteht analog 

Wegen der hieraus fiir s~ = 1, q = 0 folgenden Relationen 

~ = ~ + / 9 - - 1  bzw. 6 = . u  +_~ - -1 ,  

WO 

das Geschlecht yon (K) bzw. (3~) ist, erkennt man, dal~-aueh 6 bzw. 

eine (K)  bzw. (/~) eigentiimliehe Zahl ist. Im allgemeinen is~ der Begriff 
des Multiplums hingegen wesentlieh yon der getroffenen Wahl yon L ab- 
hr~ngig. 

w 3. D i e  Charakter i s i erungsd iv i soren .  

Um die ei~fachsten Funkfionen und Differentiale innerhalb (K)  und 

(~) emaeutig f~t~uleg~n, b e a ~  ~ aer W~m zw~r Divisore~p~e ~ ,  
und ~ ,  ~ yon folgen.den Eigeusehaften: 

~aeh dem Vorbereitun9ssatz der algebrais~ Charakterisierung fib/ 
die F u n ~ * * )  l~t~ sieh ein Divisor ~ der 0rdnmag 

*3 S. ,JI.", S. 175 oder ,HI.", w 1 oder ,,IV". 
*') S..III% S. ~6~. 
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<7) 

~ o  o 
I I , I  " " " ~Ir  

= j ~,u - . �9 ITS,,, 

! 
( 1t0, a 0 

=" H 

.o 

K l a s s e  ( K )  

Funk~ionen: 
X X  " ' - X  

~ : ~  

Differen~iale: - --- - 

XX , , , X  

*) S. oben (~). 
**) S. ,,III.", S. ~6~. 

O 0  �9 �9 - 0  
v 

0 0 . -  . 0  

]~ las se  ~K) 
~ : 6  ~:u  

x ~  . . , x  0 0 - . - 0  

~:~ !Ft:~ 

x x . . . x  0 0 . . - 0  

-linden, yon der Art, dab es keine iiberaU endhche Funk~ion (y, yj yon 
( K )  gibe, welche Multiplum yon ~ ist. Die Stellen ~h,,~,---, rt,.,.~, wo 
r v Zahlen aus der Reihe 1, 2 , . . . ,  n ~ind, kSnnen und woUen wit als 
voneinander verschiedene, innere Stellen yon E," vgraussetzen. (Aueh ihre 
Spurpunkte in E '  seien verschieden.) Wie man ans dem 1. Anzahltheorem*) 
~erkennt, hag ~ gleichzeitig die Eigenschaft, dab es --  aufier den ~/tiberall 

~endlichen D i f f e r e n t i a l e n -  kein Different;ial ( d ~ ' d ~ )  yon (K) gibt, 
welches Multiplum yon ~-~ ist. 

Analog liiB~ sich nach dem Vorbereitungssatz fiir die algebraische Cha- 
rakterisierung fiir die Differenliale**) ein Divisor ~ der Ordnung 

o 0 O 

1 
11t1,1 �9 �9 �9 IIt{,.,~ IIt~ 

l . . .  = 11,  

t I l l  ~ . . . I i t  ~ 111 ~ 

finden, yon der Art, dab es kein iiberall endliehes Different;ial dJ~ d J  
yon (/~) gibt, welches Multiplum yon ~ is~. Uber die Stellen m~,,~, - - -  
maehen wir die analoge Voraussetzung, iiberdies seien m~,.-., m~,+ ~ , . - - ,  1~. 

hat daIm gleichzeitig die Eigenschaft, dab es - -  aufler den fiberal[ 
~endlichen F u n k t i o n e n -  keine Funktion (y, ~ ) y o n  ( g )  gibt, welche Mul- 
-tiplum yon 2R -~ ist. 

Wit  w~hlen sehheBlieh ein zweites Paar 9~, ~ yon der Ordnung v 
bzw. 6, welches inbezug auf (.K) und (K) die analoge Bedeutung ha~ und 
yon ~ ~ ganz versehieden sei. Dann k5nnen wir uns yon den Charak- 
~erisierungsdivisoren folgendes schematisehes Bild maehen: 
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Die K.reise deuten an: es gibt keine tiberall endliehe Funktion bzw. kein 
fiberall endliches Differential, welches daselbst gleichzeitig verschwindet. 
Die liegenden Kreuze deuten an: es ~ b t  - -  auBer den eventuell vorhan- 
denen fiberall e n d l i c h e n -  keine Fun~ion  bzw. kein Differential, welche, 
nur  dabei hSehstens Pole 1. Ordnung hat.*) 

II. Abschnitt. 

D i e  E l e m e n t a r f u n k t i o n e n  u n d  -D i f f e r e n t ia l e  

y o n  e i n e r  V a r i a b e l n .  

w 4. Die Elementarfunktionen. 
Nunmehr kSnnen wir die einfaehsten Funktionen innerhalb (K) und 

zwar s~mtliche, mittels deren'sieh jede andere aufbauen liil~t, aufstellen 
and eindeutig algebraisch charakterisieren. 

1. Wenn z ~ 0, kann fiir die iiberaU endlichen Funktionen eine Basis 

9 ~ J " ; " J ) ( z )  - -  j = 1,  2 ,  . .  ., ~ - -  ktirzer ~,-(")(~) 
9t 9t 

eindeutig so festgelegt werden, dal3 

= I1 =j  (9) "~ 0 x + j x = 1, 2, 
~ird. 

2. Is~ b~ eine ,,gewShnliche", d. h. yon den in ~0~, 92, [~} ,  {~| } 
vorkommenden Punkten**) verschiedene Stelle, so folgt aus dem 1. Anzahl- 
theorem der Reihe naeh die Existenz***) der zu b~ gehSrigen Elementar- 
funktionen h t~ Ordnung ~ h = 1,  2 ,  . . .  in inf. ---= 

9Zt,~ 

wobei" ~(~)folgendermaBen eindeu~ig festgelegt is~: abgesehen yon den 
Stellen m,, yon ~t und ba ist es iiberall regul~ir; bei ~ hat es hSchstens 

*) Wonn.(K)~--(K~, kann ~ - ~ F ~ ,  ~ - ~  gewihlt  werden; wit donken uns 
v 

de~ Allgemeinheit wegen aber auch dann ~)~ mid ~t)~, ~ und ~ voneinander ver- 
schieden mid fiborlassen die Spezialisiezung der S'itze, insbesondere der Vertauschungs: 

Reduktions- und 1~. ziprozit~tg-Theoreme, f/ir das Zusammenfallen yon 9~ mit ~ ,  
mi~ ~ dem Loser. tst ~-~-0 odor ~ ~---0, kommt ~ bzw. ~ sowie die darauf bezfig- 
lichen Elementarfunktionen usw. einfach in gortfall. 

**) In {'2 } denken wir uns s~mtLidhe n .  s Punkte 'aij , �9 �9 a,j  (j ~ 1, 2,-- . ,  n) 
zusammengefaflt~ 

***) Diese Horleitung habe ich ausfShrlich gegeben in , ,V" 
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Pole 1. Ordnung, bei ~ mindest;ens Nullste!ten t. Ordnung und bei b~ 
die Entwicklung: 

(10); ~ ~(;');'~ b,~)= ~ 

3. Sei m~, eine yon den ~ in ~ vorkommenden Stellen; dann geh~r~ 
�9 dazu ~ wie ebenfatls aus dem 1. Anzahltheorem folgt ~ eine Reihe yon 
Elemen~arfunktionen h ter Ordnung ~ h = 2, 3~ . . . .  

~2~(~, m~), 
~,~ ~, 

wobei ~q') folgendermagen eindeutig festgeteg~ is~: abgesehen yon ~ isi~ 
~(~) fiberall regul~;  bei den yon mz versehiedenen Stellen yon ~ hat es 
hSchsfens Pole 1 .0rdnung,  bei 9~ mindestens Nullstellen 1. Ordnung, unr 
bei m~ die Entwicklung 

( 1 1 )  ~ ~.(~) ;,~, , 1 C z~ = m + t:" ~ ,  kz~, m , )  = ~- + y + ~( t ) ;  h =  2, 3 , . . -  

~(~)(z, m,,) fehlt. 

4. Sei rt~ eine yon den in 9~ vorkommenden SteHen; dana gehSr~ 
dazu eine Reihe yon Elementarfunk~ionen h t~ Ordnung ~ h = 1, 2~ . . . .  

~2)@, ~,), 

wobei @(~,i folgendermagen charak~erisiert is~: abgesehen yon ~)~ und rt, 
is~ es fiberaH regulKr; bei ~I~ hat es hSchstens Pole 1. Ordnung, bei den 
yon rt~ verschiedenen S~ellen yon ~ mindestens Nullstellen 1. Ordnung, 
w~hrend bei it, die Entwicklung l a u ~ :  

�9 (12) z , =  n + t: ~;')(}t, ~,,) = g + t ~ ( t ) ;  h =  1, 2 , . . -  

Hier wollen wir die 

( is)  ~,<~)(~) = ~;<~ n,,) 
!~ ~,~ 

als Etemen~arfunk~ionen nullter 0rdnung einreihen. 

5. Sei a eine yon den s S~ellen al, as, . . - ,  a s und aj einer der n bei 
a iibereinanderliegeaden Punkte;  dann gehSrt dazu eine Reihe yon Ele- 
mentarfunktionen h ~ Ordnung ~ h = 1, 2~ . . . .  

~ , ~  

wobei ~(;') folgendermagen charakterisier~ is~: abgesehen yon ~J~ und a~ 
ist es iiberaU regul~r, zbei D~ ha~ es hSchstens Pole 1. Ordnung, hei 
mindestens Nullstellen 1. Ordnung und bei a~. eine Entswieklung der Form:  

(14) ~ , =  ~ + ~: ~ . ~  ~- + ~ ( t ) ;  ~ - -  1, 2, . . ._  
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6 Sei sehlie~hch p=j eine der n bei p| ~ibereinanderliegenden Stellen; 
dann gehSrt dazu eine Reihe yon Elementarfunktionen h t~ Ordnung 
h = 1, 2, "-.-  - -  ~ f f ) ( z ,  p ~ )  

wobei (~q') folgendermaBer charakterisiert ist: abgesehen yon 9)2 un8 p ~  
ist es fiberall regufiir; bei ~ hat es hSchstens Pole 1. Ordnung, bei ~R- 
mindestens Nullstellen 1. Ordnung und bei p=~ eine En~wicklung der Form: 

:~ ~ {~,) (~ z 
(15) z t= t : -'s ~-,, P , s ) =  t~ + ~ ( t ) ;  _ h = 1 , 2 , - - - .  

Der Satz yon der Partialbruvhzerlegung der F~nktionen besagt: Es  liifit 
sieh jede Funktion yon ( K)  linear, hmnogen .~nd eindeutig mittels der zu 
einer gew6hnlichen Stelle sowie zu ~ ,  ~ {.2[ }, { ~ } geh6rigen Elementar- 
fun "~lionen darstellen.* ) 

Ffir die Klasse (K) haben wit die analogen, eindeutig charakterisierten 
Elemen~rfunk~ionen :**) 

1. wenn u ~ 0 is~, die ~ zu den St~llen fi~ yon T~ gehSrigen, iiberall 
endliehen Funktionen ~ }  (x), k = 1, 2 , . . . ,  n. 

~. , o ,  ~ ,  ~,  {~}, { ~ }  ~ . -  2. wenn b~ eine ,,gewShnliehe ~, d. 
sehiedene Stelle ist, die Fanktionen 

~h)(x. ~ , 5~) h = 1, 2, �9 �9 

3. ~(J')/'~ ~ ~.~, ~ )  h = 2, 3 , . . . ,  
~ , ~  

4. ~.~)(x, ~;) h=o ,  ~, 2 , . . .  

x ~ * " ' y  

?~,~ 

wobei ~(~) bei a~ iblgende Entwieklung hat: 

(16) ~ =  I ~(~')t'~ as) z 

6. f i~ (x ,  ~ , )  h=  1, 2,..-. 

*) 8. **HI.", S. 271 und bier, Absehnit~ VII. 
~)  Des Fotgcnden halber w~ale ich hier das Argument x stat~ z und den Iadex k start i. 
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w 5. Die Elementardifferentiale. 

Fitr die Klasse (~7) sind das die folgenden: 
1. Wenn ~ > 0 is~, kann fiir die iiberall endlichen Differen~iale eine 

Basis d ~ , ( f  ~,~) ( x .  ) _ _  = . ._. 

eindeutig so festgeleg~ werden, dag ~ x = i ,  2 , . . - ,  ~ 

(17) dv,~. ~3(x') 1 1 d~ I~=0 = 0 ftir z + j  wird.*) 

2. Ist b~ wieder eine yon 9~, ~)~, {9~}, {~3~} verschiedene Stelle, so 
fo l~**)  aus dem 1. Anzahltheorem der Reihe nach die Existenz der zu b~. 
gehgrigen Elementardifferentiale h ter Ordnung h = 1, .,~? . - -  in inf. 

wobei d ~  (h) in der Weise eindeutig festgelegt isg: abgesehen yon don 
StelIen It. yon g~ und b, ist es tiberall regafl~r; bei ~ hat  es hgehstens 
Pole 1. Ordnung, bei ~,~ mindestens Nutlst~Ilen 1. Ordnung und bei be 
eine Engwieklung der Form 

(18) a d~(0~) (ex,, b~) 1 

3. Sei It, eine yon den v in 9~ vorkommenden Stellen, dann gehSrt 
dazu eine Reihe yon Elementardifferentialen h t~ Ordnung - -  h = 2, 3, . . . .  

~,~ 

wobei***) . . . .  an der S~elte n, die En~wicklung star,hat: 

(19) x ~ = n E r :  d~ - = ~ h  + T  "'" 

"~1 ) (x,  n,) fehtt. 
4. Zu der Stelle In, yon ~ff~ g~hiirt eine Reihe yon Elementardiffe- 

rentialen h u~ Orchaung - -  h = 1,  2 ,  . . . .  , 

d x  
*) Im Mgebraisehen Fall bei Weierstrat~ a~ ~. O. 2. Ksp. mit H ( x y ) a  ~ bo-  

zeichnet; vgl. such Brill-Noethex, a. a. O. S. 421. 
**) Man sehe die susfdhrliche Herleitung ebenfaHs in ,,V." 
***) I~ie Erggnzung des zunRchst folgenden Textes wie bei 2. fiberlasse ich 

dem Leser. 



wobei*) . . . . . .  bei m~ 

(20) x ~ =  m + ~: 

hier wollen wit 

(21) 

die Entwieklung laurel: 

h =  1 ,2 , . . . :  

e~i')(~) = e~i~ m~ 
~ ,~  

al. Elementardifferential nullter Ordnung hinzunehmen.**) 
5. Zu a~ gehSrt die Reihe 

wobei*) . . . . . .  an 

~ ,~  

der Stelle aj die Entwiekhmg stat~indet:***) 

6. Zu P~s gehSr~ schliel~lich 

wobei*) . . . . . .  fiir p,.~ gilt: 
v - ~q,)/ ~ a~s~ ~x~, ~ )  

(~s) ~ =  ~ d ,  ~:  + ~(~)- 

h = 1, 2, . - . ,  

h = 1, 2~ ... .  , 

Der Satz yon der Partialbruchzerlegung tier Differentiale besag~, daft; 
sich jedes Differential tier Klasse (K) mittels der zu einer gew6hnlichen Stelle 
sow/e ~u ~ 2)~, {2} ,  {~r } geh6rigen Elementardifferentiale linear, homogen 
und eind2utig mit kanstanten Koe['fizienten darstellen ltiflt.t) 

Fiir die Klasse (K)  sind die analogen, eindeutig charakterisierten Ele- 
menb, rdifferentiale: 

1. Wenn a >  0 ist, die a zu den SteUen m~n yon ~ gehSrigen~ fiberall 
endliehen Differentiale 

~. ~(,,)(~, ~), h =  1, ~, . . ,  
'~, 

s. d~(~)(~, ~), ~ =.2, ~,..., 

*) Die Ergii~zmag der zunii~hst folgenden Tex~s wie bei 2. iiberlasse ieh 
dem Le~er. 

~ )  Im algebraischen Fall entspricht d~(~ )(x, mu) bei Weierstra~ a. a. 0] S. 252 

2/'(xy)a; s. auch Brill-Noeth~r a~ a. O. S. 427. 
***) Man ach~ auf die un~r (5) gegebene Definition des Multiplums. 

t) S. VII. Abschnit~ wo dieselbe auMfihrlich gegeben wird. 
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4. h = o, 1, 2 , . . .  

wobei fiir % die Entwickltmg lautet: 

(24)  z~ ~ a + t: ,"~ dt ,* + ~ ( t  , 

6. dq~")(z, p~j), 

~=d ai~(o)= d,,(~,)(z), 

h = 1, 2, --., 

h = l ,  9 . . .  

Siimtliche Elementarfunktionen und-Differentiale, deren Existenz aus dem 
_1. Anzahltkeorem foot, k#nnea auch ~ wean eine Basis der Klasse gegeben 
.vorliegt - -  aus dieser durth rein algebraische Ojoerationea wirkliz.h kergesteUt 
,werden. 

HI. Abschnitt. 

Die  E l e m e n t a r f u n k t i o n e n  u n d  -Di l ferent ialo  
y o n  z w e i  V a r i a b e l n .  

w 6. Die E lementarfunkt ion  E~)(z, x) ;  ihre Charakteris ierung 

und  Aufs te l lung .  

Wir gehen je~zt hber zur Bildung yon Elemen~arfunktionen der Klasse 
.(K), welche aul~er yon dem Argument z noch yon einem variabeln Par'a- 
meter x abh~ngen.*) 

Es sei 
z ( 2 ( z ,  x ) ,  ~'~.., . . . ,  _E,,, 

(25) E,(~)(~, x) = ~ 1  i ,  k = 2, ~, . . ., ,~ 

~ine quadra~isehe Matrix yon Ftmkfionen zweier in E '  ver~nderliehen 
GrSfien z, x, welche folgende Eigenschaf~en besitzt: 

Bei festem k und x ist die Spalte /~(~)(z, x) - -  i ~-1,  2 , - . . ,  n - -  
eine Funktion der Klasse (K);  bei festem i und z ist die Zeile L3~(~)(z, x) 
- -  k-~  1, 2, - . . ,  n - -  eine Funktion der Klasse (~7). In ersterer Eigen- 
schaft betraehte~ (ftir jedes beliebige k und jede beliebige yon den Spur- 
punkten der in ~0~, ~ ,  {~f}, { ~ }  enthaltenen Punl~e verschiedene St~lle 
x yon E ' )  verhal~e sich die Funktion yon (K) 

~--') 8. ,,V." 



folgenderma~en: bei ~ hat sie hSchstens Pole 1. Ordnung, bei ~ min- 
destens •ullstellen 1. Ordnung; sonst; is~ sie ~iberall reguliir auger fiir - 
z ~-x  und i -~  k~ wo sic die Entwicklung hat: 

x x 1 

= x + t: x ) =  + %(t). 

Die UnitSt folgi sos W~ire/~(~)(z~ x) eine zweite derar~ige Mat;rix~ 
so folgte ftir die Differenz 

da es aul~er den iiberall en~tichen Funktionen r yon (K~ keine linear 
unabh~ngigen gibt~ welche Multipla yon ~)~-1 sind; die Koeffizienten 
hiingen yon k und x ab. Wegen des Verschwindens bei ~ s abet 
weiter nach (9) C(~)(k, x ) =  0 und damit ftir jedes k und jedes i 

Die ~xistenz beweisen wit zun~chst fiir h ~ - i  durch direkte Aui: 
steUung. 

Es sei , ~,O)(z), ~( ' ) (z ) , - - - ,  i~('o(z) 

eia System yon n Funk~ionen der Klasse (K), welehe eine Basis s das 
,Ideal J(1)" bilden, d.h.  Ftir die Gesamtheit der Funktionen yon (K), 
welche aufler im Unendlichen Multipla yon ~ ~- 1 sin& zNach dem zweiten ~ 
.Basissatz lii~t sich ein solches System herstellen.**) Das kompleinentiire 
System hierzu ~'r 

. . . ,  

dessen Zusammenhang mit dem obigen in der .Weiss gegeben ist:*** 2 

bildet nach dem Koml~lementensatz~) eine Basis fiir das ,Ideal J(8-~)  ", 
wo ~ der Verzweigun~tefler yon (K) ist (s. 6.)~ 

Ieh seize nun 

Bei p~ - -  j ~- 1, 2, - . - ,  n - -  wird @~(z, x) als Funk~ion yon z eine ge- 
wisse En~wicktung haben 

*) S. Weierstxait, a. a. O. S. 197/8. 
S. ,,HI.-, w 9. oder ,,VI." 

***) S. Hensel-Landsbefg, a. a. O. S. 226ff. 
~) S. ~,m,", S. 171 (Theorem Ha) oder ,,VL" 
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+" + 7- + 

wobei jedes C die Form hat: C = f~,(x). Die eventueU vorhandenen nega- 
riven Potenzen kann ieh dureh Subtraktion der zu p~ gehSrigen Ele- 
mentarfunktionen ~,(~)(z, p~), - . -  zum Wegfal] bringen und erhalte in 

~ , ~  j=l Z3=I 

eine Matrix, welehe sieh als Funktion yon z far jedes p| regul~ ver- 
h~lt und daffir bei ~ hSehstens Pole 1. Ordnung bekommen hat. Ffir 
eine Stelle n, yon 9t wird ferner 

wo ~ wie ~ eine F m ~ i o n  der Klasse (/~) ist. Bilden wir daher 

~ ,  ~ (~) ~ 

so hat dies ffir jedes k und x - -  als Funktion yon z bei 9~ mindestens 
Nullstellen 1. Ordnung. Man erkennt, JE~!~)(z, x) hat in'der Tat alle dutch 
die Definition geforderten Eigenschaften; nm- far die Stelle z = x bleibt 
das noeh zu erweisen. Nun ist ganz allgemein far komplement~re Systeme*} 

i = k .  

Ist~ daher x = x 0 eine beliebige, yon ~ ,  ~,  {9/}, { ~ }  verschiedene Stelie 
t 0 yon E ,  z t = x  o + t ,  k eine beliebige feste Zahl der Reihe 1, 2 , . . - ~  n,  

so wird der Z~hler yon ~ ( z ,  x) 

/ + k  
und ~ ( 0 )  = 0 je nachdem ist. 

I' i=k 

Daher wird im ersten Fan 

t 

_ 1  

*) S. Hensel-Landsberg, a. a. 0. S. 232. 

i_ = % ( 0 ;  
t 
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.da ~'~)(z, p| und ~fa}(z) fitr ~ -~ x o regmliir sind, gilt dasselbe aueh fiir 

~ ( ~ ,  x) und .N[~)(a, x), q. e. d. Ieh setze sehlieglieh 

a 1 + 

a a a 

Wobei also ~, ~, (p an SteRe yon ~, ~, q~ tritt 

h 

2 : - - X  

i g z  
wo ~, f, ~ an Stelle yon g, f~ ~ t r ie;  

h 

Z ~ ; g  

wobei beides gleichzeitig geschieht. 
Hiermit ist ,,die in bezug auf ~ ,  91 algebraiseh charakterisierte Ele- 

mentarfunktion" 1. Ordnung der Klasse (K) mit dem, Argument z und 
dem Parameter x E(i~)(z, x) aufgestellt. Sie bilde~ das Analogon der Weier- 

stral~schen Grund(unktion H(xy, x~') im algebraischen Fall.*) 

kuf  ganz analoge Weise ist die in bezug auf ~ ,  Ot algebraisch cha- 

rakh~risierte Elementarfunktion 1. Ordnung der Klasse (K) mit dem Argu- 
~, -  --,a ~,a 

meat x und dem Parameter z zu bilden: l ~ ( x ,  z). E, .E, .E haben die 
analoge Bedeu~ung. ~,~ 

w 7. P o t e n z e n t w i c k l u n g  der E l e m e n t a r f u n k t i o n  1. Ordnung.  

Man beherrscht .E~"(z, x) vollst~indig, wenn man folgende drei Fragen 
beantworten kann: A) wie verh~ilt sich ~,~(1)lz._~ ~ ~, x~), weun z t und x~ zwei 
g'anz beliebige Funk~ionselemente darstellen? B) wie lautet die Entwiek- 
lung nach dem Parameter v bei festem i und z? C) wie lautet die Ent_ 
wickhng nach dem Al~ument t bei festem k und x? Wir beantworten 
<liese Fragen nach dem Vorgang yon WeierstraB**) /'fir 

) 
~ , ~  

*) S. Weiexs~a~, a. a. O. 2. and 8. Kapitel. 
*~) S. a. a. O. S. 76ff. 

**~') Der Br des Folgenden bildet den Haup~inhalt tier Axbeit ,,Y". Hiex 
g~be ieh nut die Result~t,e. 
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A) Es mSg.e x~ zun~chst sin Funktionselement darstellen, dessen 
Mit~elpunkt yon einer Sblle a verschieden ist. Dann ist, je nachdem z, 
ein Funktionselement 1. mit einem davbn verschiedenen, 2. mit dem- 
selben Mittelpunkt darstellt 

<3o) 

1. ~)(z,, x~) dx 
a ~  

i z~i)(~, ~j  = ~(t, ~), bz~." ~:- 

. ~(9(zt, x~) d~ I 1 
i + k ,  

i = k .  

U p 

Ist hingegen x ein Fufiktionselemen~ mii dem Mitblpunkt a', dann is~ 
enbprechend den beiden F~llen ftir 1. und 2. ffir z,: 

. 
- - ( , -  ~ 

i-,~' ~' ex, bzw. i i E,~ )az~ 
k t~ d ~  , tai  ~u k 

1 1 a" dx~. 

. . . . .  r + P(t, 

i + k ,  

i = k .  

l=Iierau~ folg~*) --  bei n~herer Untersuchung der in den Reihen 
P(t,  ~) m6glicherweise auftretenden negativen Potenzen yon t u n d  v -  

B) der fundamental, Entwicklungssatz fiir die ~lementarfunktion 1. Ord- 
nung nach dem _Parameter, welcher folgende Gleichungen umfaSt: es ist 
ffir die Stelle 

d 
1. (b~) :x~ = d +  v: 

r  

�9 , 

9~:~ 7 =  1 ~2~,~ 

b +  ~ ,  9r {~.}, {~},  

Yn 

2. (m:,) : x ~ =  r~ + z: 

lgntw. I~: 

3. ( . J : x , = n  + ~ :  

(I) , ~" 

' ~T = ~  (z, m:,)~, 

~.> - d~ ~ ~i ~+'(~, n,) ~ 
2R,!~ 7 -= - -1  

d~ 
�9 a 

x~) 2 ;  = - -  

*) S. die letzte Anna. 

~ t h e m a t i s c h e  Annalen. I~XXI},~ 
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. : ~ ; ,  (~,, - ~ 7  ~ = - x~) ~ @, p~.,)~'. 5. (p~ )  - ~ �9 ~:~  ;='7 ~ ,~  

Der Satz E n t w i e k l u n g s t h e o r e m  I x ~ kann folgendermaZen aus- 
gesproehen werden: Alle ~Tementarf.unktionen der Klasse (K) entsTringe~ 

und zwar jede genau einmal ~ als ~ntwicklungskoeffizient~ der mi~ 

dx multiplizierten Elementarfunktion 1. Ordnung yon (K) mit dem Argu- 
d v  

merit z t und Parameter x~ nach v. 

C) Das Verhalten yon ~a);-~, ~ x) in Abh~ngigkeit yon z ist schoa 
~ , ~  

dutch die Definition gegeben, wenigstens wenn x eine gewShntiche Stelle 
dx~ 

ist. Die genaue Kenntnis der Entwieklung yon .E,~(zt, x j  ~d-~ nach t er- 

halte ich ........ ebenso vollstiindig wie im vorhergehenden S a t z -  dutch das 
Vertauschungstheorem I x. (S. w 13.) 

Genau dieselben Uberlegungen sind f t i r ~ ) ( x ,  z) durchzuffihren. 

w 8. P o t e n z e n t w i c k l u n g  der  E l e m e n t a r f u n k t i o n e n  h i ihe re r  O r d n u n g .  

Es ist zuniichst noc-h die Existenz yon E[~)(z, x) fiir h > 1 nachzuweisen.. 
dh-i 

Biiden wir zu dem Zweck dx~---:u E~I)(~ , x), so ieuchtet zu-iichs~ ein, d~ 
~,,~ 

dieses alle in der Definition yon E~) geforderten Eigenschaften hat mit 
Ausnahme yon (26). Wenn aber z t und x~ dassolbe Funktionselement mit 
einem yon ~0~, ~ ,  { 9.I }, { ~ } verschiedenen Mittelpunkt xo darstellen, "s~ 
ist naeh (30) 

ffir i = k: 
~\~t~ d--~ ~ t~-- x~=xo  + ~ :  ~,~ 

und P ( t ,  ~) kann keine negativen Pobnzen yon t enthalten, weft weder 
~2)(~,),  . . . ,  n o a  e,(~+,(~,,  p~j),  . . . ,  noch ~,(")(~3, "'" soVhe enthalten.. 

dx~ 
Nun ist wegen -g~ = 1 

(31 )  , ~ - x  ~ C  ,, x J =  a ,~_  1 ,,~, ,, x ~ ) = ( h - - 1 ) ! ( ~ _ ~ ?  + d ~ _  x 

also f~r ~ ~ O: 

zo 
z , = x  o + t: a~,~_ I k~, ~, xo)= 

(h -- a), 
mithir~ 
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(32) /~(h),, z 1 d ' - 1  .E(~)(Z, ~) .  ~: ( , X) ffi (h ..2. 1)! d x  ~'''1 

Ablei tungssatz  Ia: /)/e Elementarfunktionen h6herer Ordnung yon ( K }  

mit d era Argument z und dem Parameter x entstehen aus der Elementarfunk- 

twn 1. Ordnung dutch Differentiation nach dem ~arameter x. 

Danach beantworten sich die drei im vorigen Paragraphen gestell~err 
F~'agen A), B), C) beztiglich E~) 'aus den ftir/~(~) gegebenen Darstellungen. 
Des Folgenden wegen wollen wir die Entwicklung yon 

~(~* ~) (~, z), 
~ , ~  

nach dem Parameter z (B) bier durchftihren. 

E n t w i c k l u n g s t h e o r e m  I~, + i: 
Es ist f-fir 

d 
1. b~: xr = d q- ~: 

~ . ~  �9 o 

m 

2. m,, . x~ = m + ~: 

T~ 

o .  I t .  : X ~ ~ ~t - F  v :  

0G 

O0  

7 = h  

L/ 

4. a s : x~ = a + ~: Es ist zun~iehst (28) 

--, h 1 d h - , h  

(32a) Eq'+~) = h-~ d-~ E(~)- 

Ferner setze ich zur-Abkiirzung, wenn-/~ eine beliebige reelle oder kom- 
plexe Zahl~ r eine natfirliche Zahl ist~ 

und f~ar s = 1, 2, - -- ,  r 

[.ft-- []] + (:)[. E l i , - ,  (:) E; e) 

wexden, indem obenstehende l~eihe alsdann mit dem Gliede bzw. dem Fak'tor 

(r r ) =  0 yon selbst abbricht. 
+ 1  

6 
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ffir s = 0 

Dann wird wegen ~ - - - - - - %  

( ~ )  -~(,)r._,, ~, ,  L )  = ~-~ ~ ~i :'§ "(~, a~)~ ~ = ~- ~ �9 ~(~) ,  

o ~ , 

Bierbei ist far s ~ 0, 1, 2, - - . ,  h und nach der Anm. auch f~ir s > h: 

5. p ~  : x~ 

(36) E ~  + 1)(z,, ~;~) 
h " 

Den Inhalg der Gleiehungen 1., 2., 3,, 4., 5. bezeiehne ieh als En twiek-  
lungssa tz  ( h +  1)t~ S tufe  (Entw. I,,+~) fiir die Elementarf~nktion (h + 1) ~ 
Ordnung yon (K) mit dem Argument z, und Parameter x~ nach v. 

Ffir das Folgende erweist es sieh oft als vorteilhaft, start E~+~)(z, x) 
h = 0, 1 ,2 ,  . . . .  die Funktionen ~ 

(37)  =.~(~+'(~, x) = ~ ,~  ~ ,  x) + (- 1) '+~ +'(~,  ,..) -(") 
~,~; ~ ,~  ~,~ ~ ~,~ 

e ~ t i r e n .  In Abh~ngigkeit yon z hat E dieselben Eigenschaf~en wie 

~,  nur dab an den Stellen It, yon ~ ~ ~ ~t, 9) nieht Null, sondern 
~,~;~J~vt it= o 

gleieh (-- I)~ +a ~a  + i) (x, n,) isf. 

Start voa der quadratisehen Matrix P,(~+l)(z, x) spreche ieh bier und 
ira folgenden kurz yon ,,der Elementaffunktion" (h + 1) t~ Ordnung der 

Klasse (K) mit dem Argumen~ z Lind Parameter x. E( h + ~), E(" + ", E( ~ + ~) 

siRd" wie fiir h =-0  zu definieren und schtiel~lich ffir die Klasse (~') die 
analogen Ftmkfionen ~kr + , ~)(x, z)  ~ d  
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=~, ~ ,  = ~ ,  ~ ,  ~) + ( -  ~ ~  ~ ,  
~ , ~ . ~  ~ .~  (~) ~ ,~  

sowie die entsprechenden S~tze aufzustellen. 

w 9. Das E l e m e n t a r d i f f e r e n t i a l  ~ . ~  t,~, z);  C h a r a k t e r i s i e r u n g  

und Aufstellung. 
Ich schreite je~z~ zur Bildung yon Element~ardiffereniialen der Klasse 

(2Y), welche aut]er yon dem Argument x noch yon einem variabeIn Para- 
meter z abh~ingen. 

Es sei z~(~)~ 
~ , ~  

dx i, l~ = 1, 2, . . . ,  n 

eine quadratische Matrix yon Funktionen zweier in E '  ver~nderlichen 
GrSl3en x, z, welche folgende Eigenschaf~en besitzt: Bei festem i mad z 

~k( h ) 
ein Differential der Klasse (~) ;  bei fes~em k trod ist die Spal~e d dx 

dx dv 
d~(~) ~ ~* eine Funktion der Klasse (K). In ersterer Ab- und x ist die Zeile dx 

h~ngigkei~ betrachtet (fiir jedes beliebige i und jede beliebige, yon Spur- 
punk~en aer in ~, ~, {~}, {~.} e~thal~e~en P~n~e ve~s~h~eaene S~ene 

z yon J~') verhaIte sich das Differential yon (/~) 

l d -~(h)~. z) 

(39) I d~ , ' ~ ' ~  " ] - d = L "-'-~,~F~(x) 

folgendermaBen: bei ~ hat es hSehstens Pole 1. Ordnung, bei ~ min- 
desserts Nullstellen 1. Ordnung; sonst ist es fiberall reguli~r aut~er fiir 
x - ~  z und k ~--i, wo seine Entwmklung lautet: 

v h 

(40) x~ =- z + v: d,  ---- ~ + ~(~);  i =  1, 2 , . . . ,  n.  

Die U~,itiit f o l ~  analog wie in w 6. Die •xistenz beweisen wit ebenfatis 
zun~chst fiir h----1 durch direkte Aufstellung. 

Die Funl~ionen 
~v~1)(~),.. ", ~i,)(x) 

(1) 
bitde~n eine Basis N r  das Iaeal J~- - Se~en wir also 

"~ ~,(3 ) x ''~(0 z 
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so verh~ilt sieh das Differential O'~(x~, z)  dz~ -~ -  im Endliehen bereits fiberall 

regut:4r, wean x =~ z. Im Unendliehen mSge es bei p ,  ~ - -  j = i, 2 , . . . ,  n 
die Entwiekltmg haben: 

wobei jedes D die Form hat: ,D = ~@). Die eveniuell vorhandenen nega- 
riven Potenzen yon v bringen wir durch Subtraktion der zu p~r geh~rigen 

Elementardifferentia]e d ~ O ( x ,  P=s) zum Forffa]l and erha]ten in 

,= d x  = ~ ( x ,  z)  d x  _ 

3= 1 d j= t 

ein Differentia] yon (K.),  welches sieh ffir jedes p ~  regaliir verh~lt und, 
daFtir bei ~ hSehstens Pole 1. Ordnung bekommen hat. Ftir eine SteRe 
m~ yon !}~ wird ferner 

wo g,(z)  wie f~(z) Funk~ionen yon (K)  sina. Bilden wir daher 

d ~  (x) 
~t, ~ d x .-, d x " ~ 3  d x 

(~) 

so hat dieses a]le in der Definition yon dF(~) geforder~en Eigensehaften, 
aueh fiir x ~ z ,  wie man analog wie in w 6 e rkenn t .  

Ida setze 

(41)  ~F~ /~ ,  ~) _ ii'>(~)~%) + . .  + .  -, 

h h h 

wo ~tso ~, a~, e~ ~ stat~ , o ,  g, d~, e~ ~it~; 

a 

(42) a F ~ ( x ,  ~) = ~i~)(~) ~!~)(~) + . . .  + . . - ,  
d x  x ~ z 

a a 

wo ~, {; g an Stelte yon ~, ], g tr i t t  ,and sehlieglieh 

(43)  

~ , e t  ~ a 

a / S d x ,  ~) _ Ss ~l)(z) + - . -  + . .  ", 
d x  - -  x - -  z 

~enn beides gteichzeitig tier Fall ist. 
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Auf eatspreehende Weise ist das inbezug auf !l/~, ~'~ algebraiseh eha- 
~akbrisier~e ~lementardiffere~gial 1. Ordnuag der Klasse (K) mit dem 

( t )  ~ (~,~) 

Argumen~ z und dem Parameter x zu bilden: ~ '~  dz ffir welches dz at 
a , ~  - ,  h a, ~ 

~ F ,  d~ ,  d/7' die analoge Bedeutung haben. 

w 10. Potenzentwicklung des Elementardifferentials 1. Ordnung. 
a~'-'(1) ,.~ Z) 

Man beherrscht wiederum ~ b  ~'~*- volls~iindig, wenn man die aria- dv 
iogen drei Fragea A), B), C) wie in w 7 beantwonen kaan.*) 

A) Es mSge 'z, zun[ichst ein Funktionselement darstellen, dessea 
Migtelpunkg yon einer Sblle a verschieden isis. Dann is~, je nachdem x~ 
ein Funktionselement 1. mit einem davon verschiedenen, 2. mit demselbea 
)Ji~teIpunkt darstellt: 

"-" " J  1 a '  

1. ~ "  ~' - - I  ~ > ( ~ "  ~') = ~(~,  t) bzw. A ~ ( , ,  t), 
d v  * k 

(44) 

2. a F L (x~, z,) 

Is t  hingegen ~t ein Funktionselement mit dem Mittelpunkt a, dana ist 
entsprechend den beiden F~llen fiir x j  

~,~, z~) i 1 
1. .... bzw. ~, 

Sai d ~ ~ct k ta* d~ 

= ~(~ ,  t) b~w. = 2 .  p(~ ,  C, 

Hieraus folgt 
B) tier fu•damerdale Entwicklungssat~ fi& das Elementarclifferential 1. Ord- 

~ung nach dem ~arameter**), welcher folgende Gleiehtmgen umfal]t: es 
ist flit die Stelle: 

*) Der T nh~lt des Folgenden bildet ebenfalls einen Haup~oil yon .V"; ieh gebe 
]tier nut die R~mltate daraus ohne Beweis. 

**) VgL ffir den algebrMschen Fall Weie r s~ ,  a. a. O. 2. Kap.; Brfll-Noe~her~ 
~. a. O. E 421/2. 
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c/ 
1. ba, z t = d + t :  d~ ---- d~ �9 tr,, 

Entw. II~: 

2. It~, Z~ ~t + t: ~ ' ~  = ~ ' ~  = d .  d .  - - .  t ~  

7=1 

d n,O) ( x  

3. m, , ,  = m + t: d v  = ~ dv  " trr 

a I ~,?~t ~ 7  9~,~ �9 

4. %,  z t ~ a ~ +  t: U~ d~ -~ .1_ .  d~ - "  tTr 
y-=- O 

5. p~., z~ = T- : d~ = d~ 
7=0 

Der Satz ~ Entwicklungstheorem I I  i ~ kann so ausgesprochen werden: 

Alle Elementardifferentiale der Klasse (K) ~ und zwar jedes genau ein- 
r e a l -  entsffringen als J~ntwizklungsI~oeffizienten des ~leme~tardifferential~ 

Y. Ordnung yon (K) mit dem Argument x~ und dem Parameter z t nach t. 

C) Die volls~ndige Entwicldung nach dem Arg, ament v folgt Sl~ter 
yon selbst aus dem Vei~auschungssatz I i (w 13). Das Analoge gilt ftir 

w 11. Potenzentwicklung der Elementardifferentia]e hSberer Ordnung~ 

Zuers~ muB noch die Exlstmnz yon ~ '~  d~x flit h ~ 1 nach- dx dv 

gewiesen werden. Bilden wir zu dem Zweck ~ ' ~  -d~ / und 
dzh- 1 

bedenken, daft, falls s t e i n  Funktionselement mit einem yon den Spur- 
punkten yon ~ ,  ~[~, { 2[ }, { ~| } verse~edenen Mi~e|ptmk~ darsteltt, in 
de~ Reihen in (44) keine negativen Potenzen yon v vorkommen kSnnen~ 

folgt av log  vie w 8 
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(45) ~ d x ~  
' .  d x  d z  ~" ( h - - l ) !  d z  ~ - :  ~ d v  ) "  

Ablei tungssatz  IIn: Die Elementardi f f  erentiale h6herer Ordnung yon (K)  
mi t  de m Argument  x und  Parameter z entstehen aus demjenigen ~ Ordnung 

dwrch Differentiation nach dem Parameter" z.*) 
Wit beherrschen damit auch f(ir die Elementardifferen~iale hSherer 

Ordnung die drei Fragestellungen A), B), (I). Des Folgenden wegen gebe 

ieh hier ausffihrlich die Entwieklung yon 
meter t (B)**"): 

Entwicklungstheorem II~ +:: 
a~(~,+ :) d 

a ,,~..~ (x~ , z t )  
1. b~-,z t =  d + t: . . . . .  d x  

d~(kl~ + ')(xr, zt) nach dem P~r~- 
~ ,~  

. . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  tv-~, 
y=h 

2. 1t~, z t - ~ n + t :  

3. m~, z t : m +  t: 

d x  

o o  " "  1 

( _  1)1, d ~ ) ( ~ )  
d x  t h + : d x  

4. a3, z t = - a  + t: hier ist 

+ dx ' 
7 - = h  

d" 
dz'~( ) 
und daher 

(46) 

Hierbei 

(47) 

- - l a  

(1) a 

........ d 3 ( -  . . . . . . .  tv = dx 
7==0 

~ a  

d F, (v + 1) ~x 
4. 1 . i  ~,~,> 1 : f t 

t v  d~ h, t" I I 
ist ffir s ~ O :  

*) Vgl. ffir den algebraischen Fall It. Weyl, Die Idee der Riemannschen F l ~ h e .  
Leipzig 1913, S. 1t6. 

~) Der Kfirze halber lapse ich im folgenden die Angabe yon ~[~ ~ fiberall weg_ 
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5. 

~1~,(h + ~o ~ ~ , ' i 

- d x  = ( -  1)~' h -dx  t /+h .  

7=1 

Den * Inhalt der Gloiehungen bezeichne ich als E n t ~ i c k l u n g s s a t z  

( h +  1) '~r S tu f e  (Entw.-S. H~+~) f~r die Elementardifferentiale yon (K) mit 
Argument x und Parameter ~. 

Ebenso wie bei den Funktionen ist es bier vorteilhaft, stair 

die Differentiale 

(49) z~(~+~)~ z) 

d~,(~ + h =0~ 1, 2~- - - 

~,r 0~) ~, ~ 

einzufiihren, 
Eigenschaften wie die d F  (~ +1) haben, nur "da$ an den Stellen m, 

h m ,4F( +1)(~ zt ) 
nieht Null, sondern gleieh (-- 1) j'+l ~ ' ~ '  

Ffir die Klasse (K)  sind die analogen Differentiale 

d r,~+ ~)~ x~) 

dz dt 

welche in Abh~ngigkei t  yon dem Argumen~ x dieselben 
VOI1 

wird. 

h =- 0, 1~ 2, �9 - - 

ac-(~ + I) ~ x~) r i n d  t~t-~k ~ t~  

nebst den entspreehenden S~tzen aufzustel!en. 
(x, 

Fiir h 1 stollt ~ ; ~  die YeraU~emelnerung der Weierstrag- 
dx 

sehen Ftmk~on G(xy, x'y') im ~gdbraischen Fall dar.*) 

*) S. Weierstra$ a. a. O. S. 269ff. oder BriA!-Noether, a. a. O. 8. 427 
d x  

entsprebhen bei Weierstxa$ die Funkt ionen  H ( x y ) a ;  ~ ' ~  die Funkt ionen  
dz 

H*(xy)a;  fiberdies wird da ~ -~ ~ ,  ~ ~- ~ gew~hlt. Vgl. hierzu die Anmerkung am 
ScMu~ yon ~ 3. 
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IV. Abschnitt .  

Die  V e r t  a u s e h u n g s t h e o r e m e .  

w 12. Zusammenhang zwischen den Elementar-Funktionen und 
.Differentialen yon zwei Yariabeln. 

Wir wollen nunmehr alle Zusammenh~nge zwischen den aufgestellten 

zu .erforschen trachten. 

d2'  
I. E - - - -  

d x  

i I .  _E - -  .E 

Von vornherein sind folgende 4 Arran mSghch: 

III. dF _ d~  
dz dx  

IV. E -  dF 
dz 

Dazu k~men noch die gelationen zwischen den komplement~ren GrSBen 
i, II = II, III-~ III, IV, die abet formal niches Neues liefern. Auch IV 
kSnnen wir weglassen, da es dutch Verbindung yon I mit II[ oder yon 
II mit i" entsteht, so da~ wir im wesentlichen folgende drei Typen iibrig 
behalten: 

den Zusammenhang zwischen 
I. den Funktionen yon (K) und Differentialen yon (K), 

II. den Fun~ionen yon (K) und Funktionen yon (K), 

]!I. den Differentialen yon (K) und Differen~ialen yon (K). 

Es ist ~un sehr bemexkenswert, daft H und III ihren Ausdruck finden 
in Gleichungen, welche bei gleiehzeitiger Vertauschung yon Argument und 
Parameter, i und k, sowie after GrSBen mifi ihren komplement~en unge- 
iinelert bleiben und daher den Namen Verlauschungstheorem verdienen. 
Bezeichnen wit der Gleichf~l:migkeR halber die Beziehungen i auch als 
solch% so erhali~n wit, den verschiedenen Ordnungen der Elementar- 
Funktionen und -Differen~iale en~sprechend, die unendlichen Serien yon 
Veriauschungss~tzen. Der gemeinsame Quell, aus dam sie aUe entspringen, 
is~ der Gedanke: Man be~rachte die in I--III  links stehenden GrSBen in 
Abh~gigkeit yon dem Parameter und maehe ats solche eiue Partialbruch- 
dars~ellung yon itmen. 
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w 13. Das Vertauschungstheorem 1. Stufe zwischen Funktionen 
und Differentialen. 

dx~ 
.E~2(z,, x,)-dV ist in Abh~gi~'keit yon x ein Differential yon (K), 

yon z eine Funktion yon (K). In ersterer Eigenschaft besitz~ es, wie ein 
Blick auf die Gleichnngen 1.--5. des Entw.-S. I~ (w 7) lehrt, genau die 

in der Definition yon ~'~ w 9 geforderten Eigensehaften, bis auf dv 
die S~elle x = z, w o e s  sich nach (30) verhiilt wie 

~ i , 1 ) ( 0  , ~ )  = .g. "~ . , 

da fiir ein yon ~ ,  9X, { 9X}, { ~ }  bzw. deren Spurpunkten verschiedenes z 
die Reihen P(t, ~) in (30) keine negativen Potenzen yon v enthalten 
kSnnen. Mithin folgt: 

d V)~ (~,  z) 
~s,(1) d x ~ ~ ,  ~ 

V e r t .  I~: ~ k (z ,  x j  -J-7  - -  - -  d ~  " 

Diese Gleiehung gilt zun~ichst unter der Voraussetzung, die ihrer Ablei- 
tung zugrunde lag, d. h. flit jedes beliebige i und jede beliebige, yon den 
Spurpunkten yon ~ ,  9X, {~}, { ~  } verschiedene Stelle ~ yon E '  (s. w 9). 
Da sie aber eine Identitiit in z (und x) darstellt, gilt sie, so lange beide 
Seiten einen Sinn behalten, d.h.  auch noch flit die ausgeschlossenen 

a 

Stellen.*) Dabei tritt' tibrigens, wenn x, ein Funktionselement mi~ dem 
Mitt~lpunkt a vorstellt und h = j  ist, die Gleichung 

1 /~(1)(z, x , )  dx~ 1 d F  )(x~,z) 
~a 3 *~ d~ ~ j  d~ 

a 

an SteUe der obigen usw. :[fir z, ~-z~ oder beMes zusammen. 
d ~ ! l )  ( x  Z) 

W~rea wir davon ausgegangen, d, in Abh~ngigkeit yon z 

zu beta~ach~en, so w~ren wir auf Grund yon Entw.-S. II1 und der Defini- 
tion yon E ~  ) in w 6 zu derselben Gleichung gelang~. 

Aus Ver~. 11 bzw. der damit ~quivalenten Oleichung 

( 5 0 )  "~")"  

*) Dan leCztare gilt  auch for alle ~mdera Vertauschungst&eoreme, wo i ch  es je-  
doch der Kfirze halber eigens zu erwi~hnen un~rlasse. 
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kSnnen nun durch Differentiation nach z oder x beliebig viele neue Iden- 
tiC4ten gewonnen werden. Besonders wiehfig sind die folgenden 

1) ~'(~ + ~) ~ d~' .E (~) 1 d" <5 
. h :  ax"  \ ~ /" 

1)amit beherrscht man auf Grund yon yEntw.-S. II1 die Entwicklung yon 

~(~+~) ~" x) h O, 1, 2, nach dem Argument t vollsffindig und 
~ \ ~ t ~  . . . . . .  " 

die oben w 8 fiir die ~lementarfunktionen often gelassene Frage C) ist da- 
mit erledigt. 

(5~) 
d ~  -= h(  dz ~ \ ~ ] =-- 

1 d'  /:~-~(i) t~ . d x ~ \  
h., , ~  ~ ' ~ ' ~ ,  ~)"~- ,  )" 

Damit  beherrscht man auf  Grund yon Entw.-S. f l  die YEniwicklung yon 
d~(~, + t) (x 

h -~  O, 1, 2 . . . .  nach dem A~yument v vollstiindig und 
dv 

die oben w 11 fiir die Elementardifterer#iale often gelassene Frage C) ist 
damit  beantwortet. 

Bedeuten r, s zwei be~iebige Zahlen c~er l~eihe 0, 1, 2 , - . - ,  so ist all- 
gemerh: 

<53) d' ~ + ~ ) ( ~ , x ) ]  ~ . ' ~  ~ - "  �9 r !  ~ L~?k - -  - -  d x 

w 14. Das Vertauschungstheorem (h + 1) ter Stufe zwisehen 
Funktionen und Differentialen. 

Wir  studieren jetzt E (~* + ~) dx ,~ @, x)h-~ in Abh~ngigkeit yon x. Als sol- 

cher ist der Ausdruck ein Differential der Klasse (K).  z sei zun~chs~ 
wieder eine gewShnliche, voff den Spurpunk~en yon ~ ,  9~, { 9.I }, { ~ }  

~(I,+1)/~ d x 
verschiedenr Stelle. Pole yon ~** ~, x)~-~ kSnnen, wie ein Blick auf 

die Gleichungen lehrt, liegen 1. bei x =- z und k = i, 2. bei ~ ,  3. bei {~  }. 
1. Bei x-----z und k = i ist nach (3 l )  fiir t-----0: 

~b-)(h + 1) / ~ X) d x 

also bleibt daselbs~ die Differenz 

E q , + t ) f .  X) dx  
~ , ~  

(-- v) h + l  
+ ~(~), 

d•,C• T 1)/~ 

_ _  _ ( -  1 )  ~ §  ~ ~ , ~  d~ 
= A  

regul~ir. 2. Bei einer S~elle lt~ yon ~ ist nach Entw. I~+1, 3. 
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, ,  ')(z, x~) . . . . .  

also hat die Differenz 

1)  h ( -  
�9 r  �9 �9 - + ~ ( [ ) ,  

h - i - 1  

bei ~ hSchstens nut  mehr Pole 1. Ordnung. 3. 
n a e h  E n t w .  I~, + 1, 4 .  

- - ' h  a d~c  1 _I I I 
, ~  ~ , . ~  

- -  ~ n ( , + : )  
.o o: { },,=[,,,=,] e, (=, 

ist (33, 35); mithin bleib~ die Ditferenz 

F . . .  

Bei a~ 

bei allen Stellen yon { 91 } 
welches hOchstens bei 9~ Pole 1. Ordnung hat, d.h.  

""(m) 
X ~  m d~p~ (x,) 

e =  ) ( 4  e~ 
(~) 

Nun geht die Gleichung flit eine S te le  m., yon ~[R' fiber in (17) 

c =  ~ ? . 1 ) ( = ,  m . )  = ~ = ) ( ~ )  �9 1. 

Mifflin besh~hg die IdengiNt: 

ist schliegliet~ 

s = O, 1, 2 , . . - , / ,  

re~uliir. C ist also ein Differential yon ( K ) ,  
es ist 

Vertausehungstheorem I~ + ~: 

d %(h + 1) l~ z) 
]~(h + d x 

v h ,.., 

d'~ 
(t.~) ' 

h: ~l.~,i | Lh, o J~,~ - d~ + ' "  
(~0 /.~=1 L 

* r . ;~ ~ ~!%, o D d~(;~(~'~J)7} I m 

' L&h--l_l~,~ ', .... ~ ~ -g ---- O. 
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Die Besehr~nkung, dab z eine gewShnliche S~eile is~, kSnnen wit jei~z~ 
fallen lassen. Die tden$it~ in z und x besteht, solange die vorkommende~ 
Ausdrflcke ihren Sinn beha-lten; wir bezeichnen sie als Yert~usehungs-~ 
theorem (h + 1) t~, Stufe (h = 1, 2~.. .)  zwisehen den Funkt ionen  volt 
(K)  und den Differentialen yon (~:). 

Aus dieser C~leichung kSnnen dureh Differentiation nach z oder x 
ebenfalls unbegrenz~ vie]e neue herge]ei~et werden. Analog w~ire Vert. ~+~ 
aufzustelIen. 

w 15. Die Vertausehungstheoreme 2. Art ffir die Funktionen 
yon (K)  u -d  (~). 

-~,(1)/Z Betrachten wit wieder ~ ; ~ , x )  als Funktion yon x~ als welche es 

der Klasse (~::)v angehSrt und. sei ~ zun~chst yon den Spurpunkten yon 
~)~, ~,  ~ ,  9~, {~.I}, { ~ }  versehieden. Dann ist zun~ichst ffir x = z und~ 
k = i  "Jl 

reg'uI~r. Bei ~ is~ E und /~ regufiir; l~ei ~ ist /~ regulgr, wghr~nd s 
dor~ hSchstens Pole 1. Ordnung hat; bei 9~ ist E regular, wghrend sich 
dort E verh~ilt wie (Entw.-S. I~. 3) 

1 ! �9 ~,,~(~ (~, ;~) = ~"~0)- ~ T �9 �9 

Also ist 

bei ~ regulRr. 

x. . . /  - - -  

Bei a~ ist E, d.h. I /~ - "  (x~, z) regulRr, wRhrend ~,  d. h_ 
~ a  2 

-.h a } 
E, jO,,~)=! f eFO, O.~  +... 

dort einen Pol t. Ordnung hat~ wenn t s ~ 0 ist (Entw.-S. I1, 4.). Daher is~ 

~ .. ~ ~ ( I ) r  x = 

{~} j=~; b+o 

daselbst regular und hat aries in ahem sons~ hSchstens bei ~ Pole 
1.0rd~ung; mithin folgt 

(~) 
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v 1 ~,(1),'- ,E( )- 
~,~,,.~, x) + v  ~ (,x, ~).- 

~, '~  ~, 

~nd ela f~r fly C =  ~ ) ( z ,  u~) ---- f~=)(z). I wird (w 9), gilt sehlieBtieh di~ 

Id~ntitgt: 

Yer tauschungstheorem H~: 

-2' 2' 
Wir kSnnen cliese Gleichung mit Hilfe der in (37), (38) eingefiihrten 

~ , x) ~ =k~ , 
~, ~; ~D~, ~t ~, ~; ~,~ {~} ~=~;~j:=Fo~,~ ~,~ 

~D~e Gleichung ble~t ungeiindert, wenn man darin z ~ i t  x ,  i mit k, so- 
,vie alle anderen darin vorkommenden Ausdriicke mit ihren komplement~ren 
vertauscht.*) Wir bezeichnen sis dahor als Vertauschungstheorem 

1. Stufe f i i r  die Funk t ionen  yon (K)  und (K).  (Verk IIr) 
Wenn alle ~ ~ 0 sind, erh~lt ma~ als wichtiges Korol lar :  

Yer tauschungstheorem II1*: 
" - ' 1  

~ ,  ~ ; ~ ,  ~ ~R, ~; ~ ,  ~t 

Ga~az analog erh~It man das Vertauschungstheorem 2. Stafe fi~r die 
_~unktionen yon (K) and (~:), welches so lau~et: 

Yer tauschungstheorem I L :  

~ , ~  ~ ,~  (~) ~ ,~  (~) ~R,~ 

( ) .(i) 
- a,) ~, (~, 

+ ' ( -  ~, + t)2e~i)(~. -%~;~" ~ < ~ . . ; )  - ~,, ~)(x .  ,,) e~)(~, ,,) ; o 

~) Diego ku~e Ausdrud'.sweise ist cure g~no sa~s zu verstehen; sie soU nichts 
anderes besagen als eben der Inhalt, der Gteiel~4$g Vart. II~. Dieselbe Bemerkuug 
gilt fiberatl im folgenden auch. 

Funktionen kurz so schreiben: 
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Diese C~leichung, bzw. d~e lin]~e Seib derselben bleibt bis auf (]as Vor- 
2eichen ungegnder~, wenn man darin obige VerCauschung vQrnimmt; den, 
es ist fiir e~ " 0 : - - ~ = + ~  und ffir 

5 = 1 : ( - - ~ , + 1 ) = a ] ,  - - ~ ] = - - ( - - % + 1 ) .  

Das allgemeine Verta~schungstheorem (h + t)  ~ S~ufe - -  h = 1, 2, . . . .  
lautet schliel~lich: 

V e r ~ a u s e h u n g s t h e o r e m  IIa + ~: 

E(~+:t)/,,. x)  + ( - - 1 ) "  =(,, + :t) ,.. 

1 , ~ ~, a , )~ t  (~,, ~,) + . .  h.;" r u q  ,~_(i). "~ V,,) 

F - - ~  ] C~(/,),% ~ i ] 

+2 
j = l ,  ej=l 

aq~(1)/ f l"  ~( + 
~k _3~ ~ tz, ~ ~ ~)(x, a;) +- 

o J ~ , i ~  ~., i~ 

, ,~, ~)(~, (x,s)] 
vors~ehender Gleichung 

wenn man darin z mif x, 

= 0 .  

Man erkennt: die linke Seib bleibf his auf den 
Falrbr (--1)" unge~ndel~, i mit k uad alte 
sonstigen GrSt~en mit ihren komplementiren ver~auseht. Denn die Sym- 

bole rr! ], wo fl eine beliebige reelle oder komplexe Zahl, r eine I l a t~ r -  
L ,SJ 

' I t ,  

liche Zahl 1, 2 , . - .  ist, habeff die EigenschaR, dab 

' ~ -~ ] , [ L ]  (_~)r[~.,._~], , < ~ )  go ] - - ( -~ ) "  [ - , , ,  . . . .  

r , r - - 2  ,_ ,2 ' - , r - - l J  L r, 1 j~ 

. L r, 0 i 

~.~,b) [,.!o] = (_ l),. k -  ,, ] , . _  , [,.~i]={_1)~[,.,-,~ j , . . . , , . _  
-~ ~ ]_ 

[,. ~ .o] = ( -  1)" E,, i ] , _  , [,., , _  , j  - ( -  1)" [;oa]; 

(~o~ k,'o] -- (-l),. r:, ' + ' ]  r , ~ ]~ (_~ ) , [  - , ,  ] ... 

, . _ , j  = ( -  1)" [ .,-,o 

Ffir r = h und fl = - - ~  wird im Fall ~ = 0 : - - f l  = a ~  = -  %., ira Fall 

~j---- I : -- fl,-- I ~ a j - - l = - - a ~ .  
Mathemat~che A~ualon. ;L~X~. 
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w 16. Die Yertauschungstheoreme 3. Art flit die Differentiale yon 
( K )  und (K) .  

d~'(~)cx z) 
Wit be~raehten je~zt ~ '~ az 4x in Abh~mgigkeit yon dem Para- dx dt dv 

meter z. A ls solches isf; es ein Differential der Klasse (~).  Es besitz~ --  wen~ 
wir x zun~iehs~ wiecler auf gew6bnliehe, yon den Spurpunkten yon 9~, ~ r  

~ ,  ~ ,  {2},  { ~ }  verschiedene StelIen_ beschr~uken - -  Pole hSchstens 
:f'~ir z = x und i = k, ~ ,  {9~}, { ~ } .  Bei der ersteren Stelle verhiilt es 

sieh wie - -  ~'~'~ dx  dz dz ~ d~ d~; dureh Subtraktion dieses Gliedes sehaffen 

wit den Pol fort. Indem man welter ganz wie in w 15 ver~dhrt, komm~ 
man unter Benutzung yon Entw.-S. II~, w 10 zu der Gleiehung: 

Yertausehungstheorem III~: 

~_~ ~,~ 
dz + dx  

�9 ~ (  )(x, ra~) d )(z) " O k  

~ - - - ~  d x  d z  
{~) 

dz dx (,~) 

r'-- " ' "  1 

a ~ } ( x ,  ~oo) ,-,; , ,  - 

- i - ~  ~ ' ~  ~ '~  dx dz + 
~=1 [__ 

~'~ ~'~ = 0 .  dx dz 
1 

_..J 

dz dx  untordriickt und daher Idierin ist der Kurze halber der Faktor ~t dv 

tilt start d~ dr statY dV a--x- d--~' d z  ~ usw. geschrieben. Unter Einfiihrung der Be- 

zeichnung (49) lautet cliese bei gleichzeitiger Vertauschung yon z and xy 
i u n d  k~ sowie aller sons~igen GrSl~en mit ibren komplement~ren in- 
variante Gleichung 

"a~{~)(x z) 
�9 ~ , ~ ; ~ , ~  ~ , ~ ; ~ , ~  

dz + dx  
C~,r ) 

Sie i_st das Vertauschungsthevrera 1. Stufe f i ir  die .Oifferentiale yon ( K )  und  

(~:). Dassetbe 2. Stale lautet: 
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u  III~: 

d/7'~.) (z, x) 

dz 

dx dz (~) 

dx 
,.-(m) 

- - . ~  ~ '~ ~ 
dz dx 

(~) 

i=1;,~=0 

oder bei Einfftihrung der Bezeichnung (49) ktirzer: 

dz dx  

-d~ .l = 0" 

Ein besonders einfacher und "wichtiger Spezialfall lieg4 vor, wenn bei 
samtlichen Stellen ~ kein rein ima~niirer Exponent % =  i a ] ' ( a f + O ) ,  
(j = 1, 2,---, n) vorkommt, in welchem Falle alle ej ~ 0 sind oder ~ i=  0 
und % ~ ~] = 0 ist. Alsdann fMlt die Summe fiber (!R) fort und man 
hat das K o r o l l a r :  

Ver tausehungs theorem II[2*: 

dF('O)lz, x) d'F(~)(x, z) 
~ , ~ ; s ~ , ~  ~ s m ~  = O. 

dz dz 

Die Voraussetzung dieses Falles liegt insbesondere dann vor, wenn (K)  
gleich einer Klasse algebraischer Funk~ionen ist und dann stellt III~* d ~  
beriihmte Gleichung yon Weierstrafl bzw. eine Verallgemeinerung derselben 
dar.*) 

 ng mr Vo  u oh..g th ore  Ch + S fo- 

erhlilt man schlieBlieh, wenn man yon dem Differential ~ dmdz dx d~ d~ 

ausgeht und es ia seiaer Abhiingigkeit yon t betrachtet, woffir die Ent- 
wicklungen des w 11 gelten: 

*) S. Weiers~raB~ a. a. O. S. 234; HenseLLandsberg, a. a. 0: S. 593 4; H. Weyl, 
Die Idee der Riemannschen Fl~che~ Leipzig 1913, S. 112; Brill-~oether, a. a. 0. S. 427. 

8* 
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Ver~uschungstheorem IIIa+~: 

dF(~+~)(z, x) dF(~,:+ ~) (x, z) 
~t, ~ ;  ~ 

dz + (-- 1)~' ~'~; ~Rdx - 

z, d x  dz  
.. 

" ' +  , h - - 1  dx d z  ! 

d-~'(1) (X, " " d  ~I h - 1) (2, 

.. 

Z 
= 0 .  

Man erkennt wieder, diese OMeichung bleib~ bei Ver~auschung aUer GrSt~en 
mi~ ihren komplemenNren sowie yon z und x, i und k his auf den Faktor 

(--1)" ungeiinder~; man sehe (54) die Eigensehaft der Symbole ~r~s~ ffir 

r = h u n d ~ 6 = % ,  w o b e i i m F a U t ~ - ~ 0 :  - - f l = - - % = % ,  i m F a l l t  3 = i :  
- - f l +  I ~ - - % . + 1 = ~ 3  wird. 

V. Abschni t t .  

D i e  R e d u k t i o n s t h e o r e m e .  

w 17. Die Reduktionstheoreme 1. Art. 

Die drei Ar~n yon Vertauschungstheoremen Iz,+i , I[t,+i , III~+ 1 geben 
tins sgmffiche Zusammentfi4nge zwisehen den Elemen~arfunk~ionea und 
-Differen~ialen yon zwei VariabeLa (s. w 12). Sie haben, wenn z ~ x oder 
z ~ x und. i q= k is~ die Form ideatisc]aer Gleichungen 

t " ( t ,  = o.  

Wit  wo~en darin den Koeffizienten yon t r, yon v' und 'yon t'v s aufsuchea. 
Die bdden ersteren geben uns Gleichungen, welche w i t -  ihrem Charakter 
g e m g t ~ -  als Reduk~ions~heoreme bezeicbnen: je nachdem sie aus t, II, HI 
hervorgehea~ un~erscheiden wit sie als Reduktions~eoreme I., 2., 3. Art. 
( D ~  Koeffizien~ yon f~z' liefert uns die Reziprozifs 1.~ 2., 3. Ar~ 
wetche w~ jedoeh erst in einem n~chsten Absehnitt beJaanddn.) Wit  er- 
ha l t~  auf  diese Weise systemaAis& ~ Zusammenhiinge zwischen de~ _E?e- 
mentarf~a~ktionen u n d - D ~ e r e ~ ~  (~on eir~" Variabel~. 
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Aus I~ fotgt zuniiehst, wenn wir darin den Koeffizienten yon ~ auf- 
~uchen: 

Reduktionstlfeorem I~ (v*): l~d~a)~,~, z) 1 
1. fiir eine gew5hnliche Stelle b~: ~,,~.'+~)(z, b ~ ) = -  I -~'v~- 

~,~  L d~ j ~  

3 ~ 0 ~  1 ~ . "  b 

[- ~(I) m -~ 

2. fiir m.: ~('+~)(z, m , ) = -  i ~ '~  
~,~ ' L d ~  _~  

3. ffir 1~,: 
Fd~(~)[~ z)i i ~'~" k ~ '  

m) = -  L d~ ~,~ , _ ~s  

4. % ) = -  

. 
~_ d~ - J ~  

s = l ,  9 

s = -- 1, 0~ 1, 2, . . . ,  

s = 0, 1, 2 , - - - ,  

s = 0 ,  1, 2 , . . . .  

Red. I1(**): R e d u k t i o n s t h e o r e m  1. A r t  1. S tu fe  fiir  F u n k ~ i o n e n :  
Siimtliche in bezug auf ~f~, ~ algebraisch chara "Iaerisierte Elementarfunktionen 
vott (K)  enispringen als EntwickJungskoeffizienten des mit negativem Vorzeichen 

versehenen .Elementardifferentials 1. Ordnung yon (K) mit dem Argument x,  
~nd dem t)arameter z nach dem Argument v. 

Dieser Satz bi]det das Gegensttick zu dem Entwicklungssatz I i yon 

w 10, wonach alte ~ als Entwicklungskoeffizienten yon E(1) dx h-~ nach dem 
Parameter entspringen. 

Analog erhalten wir~ wenn wir in I, den Koeffizienten yon t ~ auf- 
suchen: 

Red. I,(t~): R e d u k ~ i o n s t h e o r e m  1. A r t  1. S iu fe  ftir die Di f fe -  
r e n t i a t e :  Slimtliche, in bezug auf !R, ~ algebraisch chara~erisierten 

mentardifferentiale yon (~,) entsloringen aIs EntuCcl'dungskoeffi~ienten der 

' d x multiTlizierten _E-Tzmentar- mi~ negativem Vorzeichen versehenen und mit 

f~nktion 1. Ordnung yon (K)  mit dem Argument zt und :Parameter x, nach 
dem Argument t. 

~ehen wit allgemein yon Vert. I~+ 1 - -  h -~ 1, 2~ . . . .  aus und be- 

demken wir, dab nach Entw.-S. Ia§ 1 fiLr eine St;elle b~ ( ~ -  d + v) 
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L~,U ' ~s= . +') (Z, b~) 

und naeh Abl. H a 

gleich der h ~ Ableitung einer Funktion yon (K) isl, so folgt*) 
Red. Ia+l(v'): R e d u k t i o n s ~ h e o r e m  1. A r t  (h q-1)  t~r S t u f e  fiik 

d ie  F u n k t i o n e n :  S~imtliche, zur Stel~e b~ geh6rigen ~lementarfunktione~ 
der Ordnungen h Jr 1 q-s ~ s~-O~ 1, 2, . . . .  lassen sich linear, homogen 
und mit konstanten Koeffizienten ausdriicken dutch die v iiberall endlichen 
FunI~tione~, die ~ zu ~J~ ge]g~rigen .Elementarfunk~tionen der Ordnung h + ! 
und die n s .  h zu sgmtlichen Stdlen ~ geh6rigen Elementarfimktionen der 
Ordnungen 1, 2 , . . . ,  h sowie dutch die h ~ Ableilung einer Funktion yon (K).**) 

Besonders einfach und bemerkenswer~ wird der Satz fiir h = 1. 
Red. I~,+~ (V) oder das R e d u k t i o n s t h e o r e m  1. •  (h q- 1) ~ S~ufe 

ft ir  die  D i f f e r e n ~ a l e  zu formulieren, das analog lautet~ iiberlassen wir 
dem Leser. Sloeziell fiir h ~ 1 tehr/: uns der Satz bzw. seine Integralform: 
Siimtliche, z~r be~iebigen (gewiShnlichen) Slelle b~ gehSrigen Etementarintegrale 

1 ok  

yon (K)  I ~'~ ~ d~ ~ r -~  0, 1, 2, . . . .  lassen sich darstellen 
, ]  

dutch die "~ iiberall endlichen fntegrale, die v zu ~ gehiSrigen Elem2n~r- 

integraZe . / ~" ~-d-~ 

in t egra l eJ  ~, ~ )u  

d r ,  die ns zu siimtlichen a~ geh6renden Elementar- 

a,) 
dv und eir~e Funktio~ d er Klasse. 

w 18. Die Reduk t ions theo reme  2. Ar t .  

Suchen wir jetz~ in Verb III den Koeffizien~en yon ~ ~ s = 0,1, 2, . . . .  
an tier gewShnliehen Stelle b~, so kommt: 

~) Ieh begnfige mieh hie~r, das Theorem ~ir eine gew6hnliehe, yon ~t, ~, { ~ }, 
~ } verschiedene S~lle au~usl~eehen. 

~*) DaB bier wie sonsg ~ einmal als Zeichen fiir die Anzahl der linear un~b'- 
h~ugigen ~ber~tt endllchen Fmak~onen .s~h~, das andere Mal f~r eine Or~suniformi- 
sierende; ebenso d ~  s, das die AnzahI der Yerzweigungspunk~e a bezeichnet, noch 
aaders gebr~ucht; wird, kalan woht zu kelner Verwechslung ffihrem 
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I~luktionstheorem II~ (e): 

o~ter in WorLen: ~edukt; ions~]leorem 9. ArL 1. S~uf~ r die ~ank -  
t ionen:  S~imtliche, ~ur beliebigen (gewShnlivhen) Ste21e ba gehb~igen Ele- 
mentarfunktionen yon (K)  lassen sich ausdriicken dutch die ~ iiberalt end- 

lict~en ~unktionen, die u zu ~ geh~rigen ~Etemer~arfunktionen 1. Ordnung, 
die A: zu s(imtlichen a s mit ~ =~ 0 gehi~rigen Elementarfunktior~ 1. Ord- 

nun# sow/e dutch die Entwieklungskoeffizienten yon E(~)(x, #) hath-dem 
_Ar r. 

Hierbei is~ 

i A = n s = A  o+A~ 
(55) )A o=  Aazahl der S~eRe~ a, ~a[~ e, = 0: a, (~ 

I A l-~- ~ ~ �9 . . ,, ~#~ I: tl~ (~), 

. .  ~(r +i)~.. Red. II~(t') gib~ dasselbe flit mefi& L~, b#). 

Gehen wir je~z~ zu Ver~. II~ und bedeakea, d a t ~ . ,  Lx, z) = h--Z- ~(~) (x, z) 

'ist. Wit  woUen jetzt den Koeffizienten yon v ~ ftir alte Stellen der Ebene 
~nlersuchen. 

1. Sei b ~ + ~ , ~ ,  {2}, { ~ } ;  da~ folg~ fiir s=O, 1 ,2 , . . -  

(56) 
= q 

L ~ , ~  -~ 

F 
(~) ~=~,.#-o L~, ~ ~ , ~  

(~) j = l , 9 =  1 ~t,~t 
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Es lrS~nen also ffir beliebiges ha. al]e Element~a'funktionen 
@,(2) (~ ,  b~) ,  ~,(~)lz~, b~)," �9 �9 

ausgedrfickt werden dutch die 

zu 'X gehSrigen Funktionen ~~ n , , ) - ~ m ( z )  
~.~, ~ 9~ 

,, ~ ,, ,, ~ P ( z ,  ~:.) 

(~7) aft Ao ,, ,, ,, ~P (~ ,  a?5 ~, 

_gA~ ~, ,,? ,, ,, ~ ' )  (~, g')) ,,"~ ~7)(~, # 5 .  

sowie dutch die Ableitung einer Funktion der Klasse. 
2. Bei mz tblg~ dasselbe f~r s-----0, 1, 2 , . . .  oder ffir 

eff(~, m D,  ~.P)(~, m,,), - - -. 
3. Bei 1~ is~ die niedrigste vorkommende Potenz 1 und zwar i s t -  

wenn wit nur die Glieder mit neg~ativen Potenzen hinsetzen 

_ ~ ~p)(.) . . . .  

FF#@) '~ ] -,Fm" ' + L~,. (x~, r~..) . . . . .  ~.~ t~ 0, 

was sich gerade weghebt. Es iblgt weiter ffir s ---- 0, 1, 2, �9 - �9 d~sselbe i~ir 

e 7  )(~, m) ,  e ? ) ( , ,  m) ,  - .  
4(0). Sei ~' zun~ichst eine yon den S~ellen ~0); dann fol~  (s. Ent.- 

3' 
S.'I~, 4. und (33), (35)) 

~-, ~ " ) ( . ,  x.) ~- T / L ~ , o  j~. ! ' ) ( . ,  a,,) + a;,) . .  + . . -  IJ ~ '  

die eine negative Potenz 1 hebt sich gegen das Folgende w eg und zwar  

gegen den Term 

+ m' .1)(x,, a, ~ (z, m') 

and es folgt f ~  s =-0,  1, 2 - - -  
o 

. h ; -  1 
E,-; ~ L ' ( .58)  ,. 1 ,~< '+ ' )"  " ' '~ ~ ~" 1 -f- 1 j ~ # .  ~#, ", ') = ~ i ' -  ~- '~", . " . -  z)  

+ 2 t  

�9 + I ~" " 

J 
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40). Sei jetzt @ eine' yon den Ste]len aj~); dann is~ daselbst nach 
~t.-s. ~, ~. ~.d (~), ~5) 

1 ~m),/z ~ %'7 %'7 ~('~)(~ ' 

-t- s_j  

Die beiden negativen Potenzen ;~ 

weg und zwar gegen die Glieder 

mid 

da 

und ~ heben sieh gegen 

~_3~ ~' + ~ , .  ~), (x~, ,~,~ ~. ~ ,  (z, ~,,) 

�9 ~ 1 h" 
~r ~ �9 

- (- a~, + 1) - ~ -  , ~ ,  tx~, 

= ' I T , ? ]  ' o j - ~ , ' ,  , = ( - ~ , , +  1) 

das Folgende 

isg und es s ftir s = 0, 1, 2 , . - -  

(59) - a',- -I 

-N +2, +N{ 1- 
5. Betrachten wir schlie$lich ei~e Sblle p~,  so folgt aus Ent.-S. I,z, 5- 

ffir s = 0 , 1 , 2 , . . -  

(60) 
~ ,  ~ ~ ,  ~ ~ + ~ 

t~) ~) (~) 

Zusammenfassend k6nnen wir Red. II~ (v~), d.h. das Redukt ions theorem 
2. A r t  2. S t u f  e f i ir  die Eunk t ionen  yon(K)  so ausspreShen: Abgesehe~ vo@ 

@~l)(z, ha) ' ~(1)~ n~) b~=~=, ~ , ~ ,  {9.I}, { ~ }  lassen sich alle ~le- 

mentarfunktionvn yon (K) durch die ~ -~ u Jr A o + 2A 1 in (57) bezeichneter~ 
~'unktionen sowie dutch die Ableitung einer ~anklion der Klasse darstellen. 

Speziell fiir eine algebraische Klasse, woselbst ~ = u ~-1 mid mit e~ 
auch % gleich Null ist, gilt das Koro l l a r :  
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Reduktionsthoorom I ~ *  (~*): Abgesehen yon 

~ ,  ~ ~ ,  ~ 

Jassen sich alle ~ementarfunktionen mittels einer Konstanten, der Funktion 
~ ) ( z ,  ~ ) ,  den ~ ) ( z ,  a~.x)), ~m(a, a(,)) sowie der Ableitung einer Eunktion 

~2~, ~t ~t, ~Z ~ ,  ~ 

~darstellen. ~') 
Red. II~ (t 0 gib~ das Analoge ftir die Funktionen yon (K). 
Die iufstellung und Formulierung yon II~+ i (v ' )und II~+~ (t 0 iiber- 

lassen wir tier Kfirze halber dem Leser. Hierin trit~ die h ~ Ableitung 
r Funktion ein. 

w 19. Die Reduktionstheoreme 3. Art.  

Suehen wit in Ver~. II~ den Koeffizienten yon F - -  r = 0, 1, 2, . . . .  
~n der gewShnlichen Sblle b~, so komm~: 

Redukt ionstheorem I I I  1 (tO: 

d~ * ~)(x~, b~) d F  , x ) 3  

dx ",f 

~ dx 
(~) (~) 

"= _ d i  ~ F  F 

,oder in Worbn  R e d u k t i o n s t h e o r e m  3. A r t  1. S~ufe ftir die D i f f e -  
r e n t i a l e :  SSmt//che zur beliebigen (gew6hnlichen) Stelle b~ gehgrigen Ele- 
~ d i f f e r e n t i a l e  yon (K)  lassen sich ausdriicken dutch die ~ iiberaB end- 
Jichen Di~ferentiale, die ~ zu ~ geh'drigen L-Tementardifferentiale 1. Ordnung, 
~die 2n ~u p| (j = 1, 2 , . . . ,  n) getg~rige~ ~Elementardifferentiale 1. und 

dE (1) (z t, x) 
2 .  Ordnung, so/wie "dutch die Entwicldvmgskoeffi~ienten yon d t nach 
.dem Argument t. 

Analog is~ Red. III~ (v'). 

*) ~ besteh~ hierbei aus einer einzigen, beliebig zu w~hlenden Stetle; ~0~ a u s  

~ , p  St~llen, fox welche kein fiberalt endliches Differential ver schwinde~ und welche 
yon { ~} u~a { ~ } ver~dlieden sina. 
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Wir schrei~en jetzt zu Vert. III~, erinnern uns, dal~ 

dz -~ d x  dz 

wax und u.ah~rsuchen den Koeffizienten yon t r fiir alle S~ellen der Ebene. 
1. Sei wieder b~ =~ ~ ,  ~,  { ~I}, {$~ }; dana folgt fiir s -= 0, 1, 2 , - ' "  

d~(~+r) /dF( I )  ~ 

(r + 1) ~ ' ~  d IV~,N ] dx I 

e" d ~ + d t  _IF dr, 
(~) (~ 

. ! ~ , ~  

(~) #=~; ~ = o  

Es kSnnen also fiir beliebiges b, alle Elementardifferentiale 

d v  ~ d~ 

ansgodrtiekt werden dutch dio 

(6I) 

~ %) 
zu ~ gehSrigen Differentiale ~' ~ 

dv  

Ao ~ QQ~o) 92, 21r 

d~ 

dx mulfiphzierte sowie durch die mi~ ~ 

Ableitung einer Fun kt~on der Klasse. 

2. B e i ~  folgt dasselbe f i i r r  = 0, 1, 2 , - . -  oder fiir die Differentiate 

- -  �9 s �9 

d v  ~ dv  ' , 

3. Bei nt~ heb~ sich wieder die eine vorkommende negative Poteaz 

_1 (analog wie bei Ftmk%ionen unbar 3.) weg -and es folgt ffir r = 0,1, 2, . . . .  
t~ 

dasselbe ffir die Differenfiale 
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a~(~) (x~, 
av ' dv ' 

4~~ Sei  a~, zun~ichst  eben fa l l s  w i e d e r  e ine  y o n  den  S t e l l en  a m~ ; dann 

folg~ (46) 

1 dF~.r __~ lr="~d~'())(x~'a})~ " §  F g ' ]  a~'+~)(x~' g ' ) "  V §  } 

1 Die eine bier vorkommende negat;ive Pote~z ) heb~: sieh in Ve~. III~ 

gegen das Folgende weg una zwar gegen den Term 

o~, ~ ,, ~,) aw (.~, 5') 
a:, L t a ~  ' a t  _jt-~" av - 

and es folg~ fiir r = 0, 1, 2 , . . .  

I, 

z[' 
-- "7~d? - -  

d~(2+r)(  x , 1 dFO)  t a" 
. ok ~ ~' ~?) 1 ~ ~'k ~ ,  xD 

%. ] v . ~  = , a \ ~ , ~ ,  ~t  a .  + l_ d ,  L t%, a~ a .  ~, .  

-~ (m) r~, % - ,,., - 9  (m) 

a~ -J,." a, +2-5 t_,~j, at  .,, 
(~) 

97, '~ 
dv 

n F ai(1) ,W ] d ~(~t) (x.,., 
1 d~), i, Zt, a~) i 

(a) j=i; g = o  

4(1). Sei jetz~ a~, eine yon den Siellen ag, also ej, = 1; dann bestehV 
daselbst wieder die Gleichung (62), w~hrend alle in Vei~. III~ auf~reten- 

den Differentiale yon (K), z. B. dVAzD ei~e Entwicklung der Form haben*) 
dt  

a" a t 

1 dye.if,) 1 I 
~ dt  = - : . c  ~ ( t)  = ~- ~ (t). 

t j" t f  

Setzen wir also 

and analog ~ r  die anderen, so fo!gt also flit r = 0, 1, 2 , - . -  

*) ~ a ~  erh~nere sioh tier Definition des Multipturas (5). 
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r" a'j/q ~ , ~  
L1, r J "  d z  

- ~ ~ ~ , ~  ............... - 1  d ~  
- -  " "/ , t7 d t / -~  e~ 

-- i,~ ........ d~ ........ 
-1" . ~ , . ~  . . . . . . . . . . . . . .  

t~ d~ 

5. Ffir p ~ - i s t  schl iegl ich ( 4 8 ) ( z  = 1 )  
r 

ix~, z t) dz  
............. d ~  dt ? 

also fo lg t  ffir r = O, 1, 2 , . .  - 

. . . .  r) M p ~ )  d i~  = ~ ~, 

(r + 1) ~,~x 

d~ -(0~ ~ ~) (x~, ~ ' 

dv 

d { ~ , ~  . _ d x  

= L d x  ',, d t  d-~_' 

(~)~) �9 (~) (~) ~=1; ~j=O 

Z u s a m m e n f a s s e n d  kSnnen  wi t  also ~ed .  III~ (t"), d. h. d a s ' R o d u k t i o n s -  

t h e o r e m  3. Art  2. S tu fe  fiir die D i f f erent ia l e  yon (K~) so aussprechen: 
Abgesehen yon 

d~ ~)(x~, b~) a ~ ) ( ~  m.) 
~r ~, ~q 

d~ ' d~ ' dv  
v 

lassen sich alle Elementardiffere~uCiale yon (K) durch die "~ + a + Ao in 

multiplizierte) Ab- (61 )  bezeichneten Differentiale sowie durch die (mit d~dx 

l e i tung  einer F u n k t i o n  yon ( K ~  ausdri icken.  

Speziell  ftir eine "alge~aisc]x Klasse*) (~)  (K), woselbs t  ~ . - -  = _ ( ~ = p  

u n d  mit  % aueh % gleich Nu l l  isl ,  gil~ das K o r o l l a r :  Abgesehen  yon  

R e d u k t i o n s t h e o r e m  III~*: 

*) Vgl. Hensel-Landsberg, a. a. 0. 22. Vorlesung. 



lassen sich alle Elemen~ardifferen~iale mit Hflfe der p fiberall endlichen, 
v 

der p zu~l~: gehSrigen Elementardifferen~iale 2. Ordnung und der Ablei- 
tung einer Funktion darstellen. 

Analog laute~ Red. I I~ (,~) flit (K). Die kufstellung und Formu- 
henmg yon III~'+x(g *) bzw. III~+l(,  ~) ~berlassen wit wieder der Kiirze 
halber dem Leser und bemerken nut, dab bier die h~ Ableitung einer 
Funk~ion ein~ritt. 

VI. kbschnitt. 

D i e  l ~ e z i p r o z i t ~ t s t h e o r e m e .  

w 20. Die Reziprozit~itsgesetze 1. Ar t .  

Wi t  un~ersuchen jetzt den Koeffizienten ~on t ' ~  in don Vertauschungs- 
theoremen und erhalten damit 3 Arten yon S~itzen, die wit ikres eigen- 
artigen Churakters wegen als Re~,iprozitg~stheoreme bezeichnen. 

Vert. I1 lau~ete- Vert. I1 lau~ete- 
d~{1) Cx z~) 

Sind bfl, b~ zuniichs~ zwei voneinander verschiedene, gewShnliche S~ellen, 
zt bzw. x~ ein Elemen~ mi~ dem Mi~telpunk~ b bzw. d, so folgt, wenn man 
die beiden Entwicklu~gss~ze heranzieht, unmit2elbar ftir ~ r, s ~ 0, 1,2,-.-: 

tz~, %) I . . . .  
,r d r  

Wit  halten nun ba lest, nehmen s~a~t I~fl abet aac]~ der Reihe nach eine 
yon den S{ellen yon ~[R, ~,  {~[}, { ~ ,  }. 

Ftir ~z ergib~ sich fiir r = --  1, 0, 1, 2,  . . . ;  s = O, 1, 2 ,  �9 . .  

und spe'ziell fox r ~ -  1 (21) 

1 = �9 

Ffir u,, und ftir r = 1, 2 , . . . ;  s = 0, !, 2 , . - ,  fo l~  

~,~ I~ d~ " 
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#fir a 3 haben wir sMt~ yon (63) auszugehen yon der Gleichung 

und erhalten aus dem Entwicklungssatz I1 4. flit r, s----0, i, 2 , - . .  
dE(r+ I)/~ ', 

i ~ (; (s + ~) ~, ~ 
"~J  t ,  b,~)l = - -  

t %  ~t, ~t *t r d z ,~ 

ffir p ~  und r, s = O, 1, 2 , . - -  schlieglich 

~ ,  ~ t r z~ 

~Nun kSImen wir auch fiir b6 der Reihe eine yon den St~ellen ~3~, ~ ,  { 9~ }, { ~ } 
nehmen und erhalien damit das Rez iproz i t i t t s theorem 1. Ar t  1. S tufe~ 

Reziproz i t i i t s theorem I , :  
Der r ~ Entwiddungskoeffizient der ~ur Stelle b~'gehi~rigen .Elementar- 

funktio~ (s + 1) u~ Ordnu~cg an der Stelle b,e ist entgegengesetzt g[eich dem 
s v" Entwicklungs~effizienten des zu 5fl geh6rigen Elementardifferential~ 
(r + 1) ~ Ordnung an der Stdle b~. b: und b~ sind dabei zwei bdiebig G 
voneinander verschiedene Stellen; r, s bdiebige daselbst iiberhaupt m6gli'che 
Zahlen.*) 

Die Koeffizienten der festen Unendlichkei~ssbllen ~ bzw. ~ ffir die  
Elementarfunktionen bzw. Elementardifferentiale werden insbesondere dutch 
folgendes K o r o l l a r  gegeben: 

Reziprozitiitstheorem I~*: 

,~(,+I),,,, a~)! -- L~::. _ 

,**) 

d~(~ +~) (~, [ -  

O 
b + a  

*) Ffir die Stellen a~ ist das s i n n g e m f i f l  zu verstehen, S. I1". 
**) Die Gleichungen gelten auch noch~ wenn b~ mit m~ bzw. bfl mit n~ zu -  

sammenfil t t ,  wie aus dem Residuensatz (6i), (68) direkt gefolger~ werden kann, 
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Analog fotgen aus I,,+, ( h =  1 ,2 , . . . )  die _Pwzilaroziti~tstheoren, e 1. zlrt  l~- 
]~e~er  tufe, deren Aufstdl~mg ~ wit der Kfirze halber dem Leser fil~rlassem 

w 21. Die Reziprozit~tsgesetze ~. und 3. Art. 

Indem mun in II~+t den Koeffizienten yon t~v ' aufsueht, gelangt man 
~u S~tze~, wetehe den Zusammenhang geben zwischen den Entwiekhmgs- 
koefilzienten der zu b5 gehiirigen Elementarfunktionen yon (K) an der 
S~eRe I~ und de~jenigen der zu ti~ gehSrigen EIe'mentarfunktionen yon 
(~') a~ der Steth ha. 

Ich beschr~nke reich aarauf, Rez. II~ anzug'eben._ under der Voraus- 
se~zung, da$ ~ ,  b,~ zwei voneina~der u~d yon ~ ,  ~ ,  ~, ~,  {2}, { ~ }  
verschiedene Stellen sin& 

ReziprozitAtstheorem II~: 

r 

Inclem man schliel~lich in ILia+ ~ den Koeffizienten yon t~x ~ bfldet, 
gelang~ man ztt Sgtzen, welche den Zusammenhang gebea zwischen dea 
Entwickhmgskoeffizient;en der za b~ gehSrigen Elementardifferengale yon 
(K) an der Stelle b a uad denjenigea der zu b a geh(irigen Elementardiffe- 
ren~iale yon (K) an der Sf~lle ~r Ieh besehr:s reich aueh hier darauf, 
das ~zitrro~i~tsgesetz 3. Art  1. St~fe anzugeben, unter derselben Voraus- 
se~zuag ~ber b~ uad b~: 

Reziprozit~tsgesetz III~: 

d~ 

o~ ~ ,  ~ )  
~ E  ~ ~ 

dv ~ dt  

. . . . . . . . . .  

i 

dt ~r 
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Mit Rez. I~§ H~+x, III~+: sind alle Zusammenhiinge zwischen den Ent,- 
wieldun~koeffizienten der Elemen~arfunktionen und -Differentiale yon (K)  
und (~ )  bekannt. 

Vii .  Abscbni t. 

D i e  a l l g e m e i n e  R e d u k t i o n  d e r  F u n k t i o n e n  u n d  D i f f e r e n t i a l e .  

w 22. Die Part ia lbruehdarste l lung eines bel iebigen Dif ferent ia ls  

yon (K). 

Es sei dG~(~)~g~(~) ~ ein beliebiges Differential der Klasse (K). 
d t  d t  

Seine Unendliehkeitsstellen saint den zugehSrigen Entwieklungen seien die 
folgenden: 

1. Eine gewisse hnzahl gewiihnlicher, d.h. yon 2R, !R, { 92 }, { ~= } 
versehiedener Stellen ba: 

d 39 (~& 
- - d + t :  . . . . . . . . . . . .  

~t ~ d~ ( z  a o 
+ - . - +  + . . . .  

2. Gewisse yon den Stellen yon ~t)~; seize ieh ~R = ~202'. ~ " ,  so 
m5gen bei ~[R" Pole gelegen sein, bei ~[R" nieht: 

,,," cl G,,, (;t) = m,,  D ~') D ~ J  
; , =  m' + t : -  d t ,.4,:, + " "  + t + " ) + ' " "  

3. Gewisse yon den Stellen yon ~ ;  seize ieh 92 = 92'. ~ ;  so mSgen 
wieder, bei ~ '  :Pole gelegen sein, bei 92-" nieh~: 

-' riG,,(; 9 -~.:, D(":') . . . . . . . . . . . .  ~> + . . . +  o + D ~ . ~ , ) + . . .  ~ t = n ' + t :  at t-", '  * 

4. Gewisse yon den Stellen yon {~}; und zwar, wenn die Gesam~hei~ 
dot n s Stellen (92 0 -~ ~ ' .  9K" ist~ mSgen bei den in ~" enthaltenen Stellen 
aj, Pole liegen, bei ~" nieht: 

e ( .gt  

qt a f  

~, = a' + t : ,~j, at t9" 

I 

D(,:,) 

-7~-;-- + . . .  + . . . . . .  + D + . . .  t"~'  t 

"5. Gewisse yon den n Stellen p,,#, niimlieh p~j,: 
(~') 

~- .Da,,/ D(| ') ~| 
........... + . .q -  ' + D  + . �9 �9 o ,  

T : d t  t -4~f t, 

M&themati~he A.unalen. LXXIX. 9 
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~ermi~ is~ die r aUgemei~t~/ in,shine gemacht. Naeh dem ,,~-sP 
duensatz fiir die Different~ale" gen~igen die Koeffizient~n D �9 linearen Re- 
la~ionen.*) Es ist n~mlieh, wema f~(~) eine beliebige Funkfion yon (K) ist 

. 

ei~ r a ~ o ~  Differential und daher seine Residuum summe gleieh Null  
". .  " " " .  (n) ( ~.'~ W~hl~ man insbesondere Far f dm �9 tiberall endlie~ien Fnnk~ionen (p~ ~),  

so gib~ das die x Relafionen 

j=i ~_~ d t  it 1 ' 

dG 
'we die Brute Snmme fiber alle Unendliehkei~ss~llen yon-dTzn erst~eeken 

ist. WNfit man fiir 8 d~gegen ~ ) ( : , ,  x), so is~ aus dem gleiehen Grunde 
~I~,~ 

(65) ~ E~ ,(~t, (~) x).  ~(~,) d;,d_{ i = 0. 

Diese Gleiehung liefer~ in explizih~r Form mi~ einem Sehlage die Partial- 
d x  braehzerlegung yon ~(x)  und dami~ ~ ( x ) ~  mit~els der Elementardiffe- 

reax~ale yon (~) .  
Das soll~ zun~ehs~ gezeig~ werden; wit un~ersuchen der Reihe naeh 

die S~ellen, we [ ]~-~ "~ 0 ansfn~len kann. 

a) 1 ~  ~ = x + t u'nd j = k i ~  wean wfi- zun~ehs~ mater zz eine ge- 
wShnt_iehe, yon allen ~ verschiedene S~l]e vers~ehen 

a~k(~i . t + . . . ,  
= + e :  ',=o 

7 = 0  

also na~  1. 
% 

Jg~) Sd ~ - . 

2-=-~ 



Riem~,nns~he T~snszendenten ~1~I 

C) ffir m~, ist allgemein 

(~) 

PP 

also ffir m/ , ,  wenn dasdbs t  

~,,,,(~,) = g,,,,(m ) + ~ , = o .  

- d x  "~'-}" d x  " 
7 - o  

[:Ill r~ \ 

t +  . . . .  D ~ r  

gesetzt wird 

= - D~/ )  e~(~%') - -D~;  ,') 

" d x  ~ ffir Ing clagegen 

~4m., ~?)<~, , ,  ~ , 

_ ~ D~m; '> a~ l>(  ~, m~,,) 

also far aUe St~lten nt~ yon ~ zusammengenommen: 

-~(m) , 

(~) (~) (~') 

d) ~ r  ~t, ist allgemein 

~z, d/~,(~) ;.... 

also bei rt;~,: 

-'beirt;,: ~ ]r-~ 

e) bei a~ is~ aUgemein 

also ffir a~: 

i ~,,~(~,, x) - -  

~J 

(~') 2 = 

7 = 1  

=4 r 

_ N_ '. 

a 

(I) 

t 5  d x  
7 = 0  

l~(1) [ f,. ) 

y=O 

: c+ { } 
dt 

--I ........ d x  .... 

_4 p 



f) b#i ~ 

Em ~ 
~ - - - - ~  d x  

abo far p.;, 

tr, 

) .=2  

~Wenn wit alles zus~mmenf~ssen, erhalbn 

Par~i~lbruehda~s~llung: 

wit also die 

It.,, 

+ x2 ~-'~9(~'~,) 
( ~ )  S.=e 

d x  

%-~ ~-, D(oj,) a~(~)( ~, .?) 

(~') 2 =  z 

d x  ~o~,) z---z 
D ~  ') _ 

dx  

oder kiirzer, weam wir dm 
0 se~zen: 

(6"/) aa~(~) a~ 
d x  d'c (~) 

da,(x) 
wo die ~ ~ber alle Unendlichkeitsstellen p~ yon d ~  zu erstrecken is~. 

Aus der aus~tirlichen Ges~ t  (66) erkennt man~ da~ man in der Tat die 
gesuchte P a ~ i a l b r a e h d ~ g  vor sich hat; denn die eknze!nen Zeflen 
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stellen geraxte die in 1. his '5,  gegebene Entwicklung dar, w.enn man an 

die Normierung der ~t~- denlr~; ((17)--(23)). Nur dat~ ffir die St~eIlen yon. 

9l auch der richtige Koefiizient Dx kommt, bleibt zu iiberlegen; das folgt 

aber aus dem Resi4uumsatz (64). l~imm~ man hierin~ein q0~ ~'), so i~olgt �9 

mi~ Vlilfe yon gez. I1" gorade, dat~ fiir 1l:', in (66) [ ~_~ ---- 0 wird, nimmt 

man dagegen ein .~m').~ , so folgt ebenso, dais ffir ~t:, in (66) [ ~_. "D~ ~') 

wird, wie es sein soll. 

w 23. Die Reduktion eines beliebigen Differentials. 

Indem man auf die in (66) auftretenden ElementardifferentAale die 
Reduktions~heoreme des V. Abschnittes in dieser oder jener Weise zur 

Anwendung bringt, kann das Differential dGk(x~) auf die mannigfachste dv 
Weise ,,reduzierU werden. Wit  wollen insbesondere aaf alle in (67) auf- 
tretenden Elementardifferentiale gleichzeitig Red. II!~ zur Anwendung 

bringen. Dann wird aus ~ . ~ r  ein ]ineares AggTegat v o n  

2=2 

dv ' dv ~ dv 

und der Ableitung einer Funktion. Wi t  haben demnach den al lgemeinen.  
Reduktionssatz f i ir  die Differentiale:  Alle 3)ifferentiale yon (K) lasse~ 
sich reduzieren auf [blgen~e ~ementwrdifferentiale: 

die ~ iiberal[ endlichen Differentiale ~ 
dv 

die Differentiate 1. Ordnung d~ 

(68) d 

die ~ Differentiale 2 0 r d n u n g  d~(~)(x~" ~ )  
dx 

and die mit ~ multiplizierte hbleitung einer Funktion der Klazse (/~). 

e~ (~ ~ 0, 



R. KS~m 

Die ~ a l f o r m  des S ~ s  lshx~ m~s, was dureh die In~egrale ~'eu~s 
zu den Funkfionen der Klasse hinzutrit~t: niimlich nar die den Differen- 
fialen (68)entsprechenden In~egrale. 

Spe~zieller Reduk~ionssa*z  ffir die  Di f fe ren t i a le :  Alle Diffe- 

r tiate  yon (K.), fiir we he 

~st, d. h. in deren In tegra len-  aufler eventuetl bei (9i) - -  keine L~. arithme~ 
vorkomrae~, lassen sich reduzieren auf die 

d 
fiberaIl sndliehen Differentiale 

dv 

a Differenliale 2. 0rdnung ~'~ dv 

A~ Differentiate 1. Ordnung ~ '~  g o ) =  0 oder = ia~. 

Zusa*z 1: Ist (K) speziell eins solche Klasse, dab fiir jedes a und 
jedss j entweder a~ = 0 oder a~ ~- a~ + ,a~ mit~ a~ + 0 is~ [& h. kein rein 
imagm~res aj = ia'/ vorkomm~], dam~ lassen sieh alle logarithmenfreien 

) d~ dv 

iiberal[ endtichen ]ntegrale 

ausdrticksn dutch die 

a Integrale 

und eins F u ~ o n  der Klasse. 

"~ d~ 

~'~ dz d~: 

Zusa~z 2: Is~, (.~) eine algebraische Klasse*), so wird a = ~ = to und 
os  lassen sich alle logari~hmenfreien Integrals ausdriicken dursh die 2 9 
,~Fandamentatintegrale" und sine algsbraisshs FunkCion. 

Zusa tz  3: ~ = H ~  ist hisrbei ein Divisor yon der Art, dab 
1 

- -  auBsr den svenhlell vorhandenen tiberall endlishen Funktionen - -  keine 
FunkCion yon (K) sxistiert, welche Multiplum yon ~ - I  is~. 

*) S. Weiersta~ ,  a. ~. O, S. 264; HensoI-Landsberg, ~. a. O. 22. Vorlesung; Brill- 

Noelflaer, ~. a. 0 .  S. 428. 
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w 24. Partialbruehdarstellung und Reduktion einer beliebigen 
Funktion yon (K). 

Ist fj(~,) eine beliebige Funktion yon (K) mit Polen und En~wick- 
tungen analog wie 1., - .- ,  5., so genfigen n~ch dem Residuensatz fiir die 
Fttnktionen*) die Koeffizienten den ~ Relationen 

=o, L d ,  , 
~=1 

wo sieh die ~ '  ~iber alle Pole yon/~, era~reckt; setz~ man je~z~ 

�9 t', = o ,  
~-g--1 

so erhiilt mah mit einem Schlag die Partialbruchdarstellung yon f~(z) 
mittels der Elementarfunktionen yon (K) - -  analog zu (66). Wendet man" 
auf diese die Reduktions~heoreme des V. Abschni~tes in der einen oder 
andern Weise an, so kann man f,(z) wieder auf die mannigfachste Weise 
reduzieren. Insbesondere ergib(a die Anwendung yon Red. tI~ einen dem bei 
den Dii~erentialen analogen a l lgemeinen und speziellen Redukt ionssatz  
ffir die Funktiojaen van (K). 

SchlulM~emerkung. 

Obwohl das Vorstehende nur fiir Riemannsche Funktionen- und Diffe- 
rentialsysteme in der Ebene gilt~ so ges~atten die darin entwiekelten Me- 
thoden doch die A_usdehnung auf den Fall, dab nicht die Ebene, sondern 
eine beliebige geschlossene t~iemannsche Fiiiehe yore Geschlech~ p vor- 
l ie~. Insbesondere orclnen sieh dann ftir n -=  1 auch die Resultate ein 

soweit sie ari~hmetischer Na~ur sind (d. K nichf, Integralperioden be- 
treffen) -- ,  welehe PrymfRost in dem Werk: ,Die Prymschen Funktionen 
1. Ordaung", Leipzig 1911, im 2. Teil gegeben haben. 

Ber l in ,  24. November 1917. 

*) S. ,JIr,,, w 


