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Die Reduktions- und Reziprozititstheoreme bei den
Riemannschen Transzendenten.

Von

Rosert Ko6yi6 in Tibingen.

Einleitung.

Seit Euler und besonders seit Abel haben sich auBerordentlich zakl-
reiche Arbeiten mit dem Problem der Reduktion der Integrale elliptischer,
hyperelliptischer und algebraischer Funktionen befaBt und auch Weier-
strafl behandelt in seiner klassischen Vorlesung iiber ,Abelsche Transzen-
denten® (Ges. Werke, Bd. IV, Berlin 1902, 11. Kap.) dieses Thema.

Den Schliissel zur Losung dieser Aufgabe bildet fiir ihn ein Ver-
tauschungstheorem, das als ,Satz von der Vertauschung von Argument
und Parameter fiir die Differentiale 2. Gattung® (oder in seiner Integral-
form fiir die Integrale 3. Gattung) bekannt und grundlegend ist. Es ist
mir nun gelungen, nicht nur auf dem speziellen algebraischen Gebiet,
sondern ganz allgemein fiir eine beliebige Klasse Riemammscher Transzen-
denten (d. h. Funktionen mit vorgegebener Monodromiegruppe), drei un-
begrenzte Serien I, ,, I, , I, , (h=0,1,2,.--) von Vertauschungs-
theoremen zu entdecken, von denen das obengenannte sowie der, beriithmte
Vertauschungssatz von Abel and Jacobi fir lineare Differentialgleichungen
nur ein einziges Glied darstellt, nimlich in obiger Bezeichnungsweise das
Theorem IIL,.

Dies setzt mich in die Lage, nicht nur das angezeigte Reduktions-
problem fiir eine beliehige Klasse (K) Riemannscher Transzendenten und
ibre Integrale zn 16sen (VIL Abschnitt), sondern die ganz allgemeine
Frage zu beantworten: Welche Zusammenhiinge bestehen tiberhanpt zwischen
den Funktionen und Differentialen einer Klasse (K) und ihrer komple-
mentiren (K)? Diese Frage wird geldst sein, sobald bekannt ist: welche
Zusammenhinge bestehen zmsc}zm den Elementarfunktionen und Elementor-
differentialen von (K und (K)?
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Demgemif baut sich die Arbeit folgendermaBen auf¥*):
‘ In einem I. Abschnitt betrachte ich Systeme von » Funktionen (% >1)
Y= (Y, Yo, -~ Y,), welche auf n geeignet zerschnittenen Blittern E;
{(i=1,2,---, ) (8. die Skizze in § 1) eindeutig und bis auf Pole regulir
ausgebreitet sind und beim Umlauf um die Punkte a,, a,, - - -, a, lineare
homogene Substitutionen 4,, 4,, -- -, 4, erfahren. Statt von dem System
(Yy5 Ys, -+ Y,) Spreche ich kiirzer von ,der Funktion y“. Alle Funktionen
mit denselben Substitutionen A4 bilden nach Riemann eine Klasse (K);
die Klasseneigenschaft besteht darin, daf mit y, y™, ¥ auch y I y@®,

R(2)-y, gg m (K) vorkommt, wenn R(z) eine rationale Funktion ist.
Die Funktionen % = (¥,, ¥, *-+, ¥,), welche die komplementiren Substitu-

tionen A — (A~*) erfahren, bilden die komplementire Klasse (K). AuBer
den Funktionen betrachte ich auch ihre Integrale bzw. die zugehérgen
Differentiale ydz und ydz. Ich erinnere aus den vorangehenden Arbeiten
an die Begriffsbildungen und Sitze, soweit sie fiir das Folgende nétig sind.

In einem II. Abschnitt werden die einfachsten Funktionen von (K)
und zwar simtliche, aus denen sich jede andere Funktion linear und
homogen aufbauen 148, die ,Elementarfunktionen von (K)“ aufgestellt. Es
gehort im allgemeinen zn jeder Stelle von den » Blittern, z. B. d;, wo &
eine Zahl der Reibe 1, 2, -- -, » ist, eine unbegrenzte Reihe von Elemen-
tarfunktionen der Ordnung h =1, 2, - - - in inf. E®(z, d;), welche bei b,

{d. h. fir 2 =d und 7= 0) einen Pol der Ordnung % besitzen; sie sind
vollig eindentig algebraisch charakterisiert und haben bei gewissen, in M

bzw. N vereinigten Stellen hdchstens Pole bzw. mindestens Nullstellen

*) Thr gehen folgende Arbeiten des Verfassers voran:

1. Grundztige einer Theorie der Riemannschen Funkfionenpaare, [Tibingen.
22, Juli 1915], Math. Ann., Bd. 78 (1917), S. 63—93.
II. Riemannsche Funktionen- und Differentialsysteme in der Ebene, TBerlin,
~ 11. Nov. 1916}, Crelles Journal, Bd. 148 (1918), S. 146—182.
1. Die Charakterisierung der Riemannschen Transzendenten und andere Theoreme
[Berlin, 6. Febr. 1917], Jahresber. d. Dentsch. Math. Ver., Bd. 26 (1918), 8. 250—274.
IV. Riemannsche Funkfionen- und Differentialsysteme [Berlin, 27. Februar 1917],
Gott. Nachr. (1917), S. 240—246.
V. Die Elementartheoreme und die Vertauschungstheoreme 1. Ordnung bei den
Riemannschen Transzendenten [Berlin, 6. Juni 1947].
VI. Funktionen- und zahlentheoretische Analogieen [Berlin, 27. Juni 1917], Archiv
fiir Math. u. Physik (1918).
VII. Neue Beitriige zur Charakterisierung der Riemannschen Transzendenten [Berlin,
4. September 1917], Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 1918,
VIIL Die Vertauschungstheorome bei dem Riemannschen Transzendenten {Berlin,
26. September 1917].
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1. Ordnung, Fir die Klasse (K) haben wir die entsprechenden Elementar-
fanktionen &(z, ;) (k=1,2,---,n) usw. — Ebenso werden fir die
&%

Differentiale die einfachsten Bausteine, die ,, Elementardifferentiale” anfgestellt :

ag (2, by 2 adF P, bg)
w, M z " R, M dz . =
Wd z a“i' usw. fur (K ) ; ‘Wd . ‘d“; usw. fur (K) .

_ Zau einer tieferen Einsicht und Beherrschung der Klassen (K) und
' (K) gelangen wir erst, indem wir in einem IIT. Abschnitt die Elementar-

funktionen (b + 1) Ordnung von swei Variabeln By (2, z) baw. Efi ™ (z, 2)
=™, R %, %

einfiihren. E¢+Y ist in Abha.nglgkelt von dem Argument z fiir i=1,2,--
eine Funktmn der Kiasse (K), in Abhingigkeit von dem Parameter x fur

k=1,2, ---n eine Funktion der Klasse (K) und verhilt sich¥®) fiir

z=2x und ¢ =Fk wie Z;::;)m Bei Bt ist es umgekehrt. Pir k--—-Q

stelle mh E O (z, ), welches als Verallgemeinerung der WeierstraBschen
Grundfunktmn**) H(zy, «'y’) anzusehen ist, direkt auf, wihrend fir A>1
der Ableitungssatz I, lehrt, da8 ES*"(z, 2) aus ER (s, z) durch h-malige
Ableitung nach dem Parameter z hervorgeht — Wir beherrschen E (h“)(z x)

vollstindig, wenn wir fiir alle Stellen die Potenzrelhenentwmklung nach
dem Argument, nach dem Parameter, nach beiden gleichzeitig kennen. Die

Entwicklung von E GV, x,) % nach dem Parameter v wird durch die

1. Reihe von gEntwwklungstheoremen I,.; gegeben, von denen insbe-
sondere das erste fiir h — O besagt, daB als Entwicklungskoeffizienten
hierbei simtliche im II. Abschnitt aufgestellten Elementarfunktionen einer
Variabeln entspringen. Hiermit ist der Zusammenhang zwischen den Ele-

mentarfunktionen einer und zweier Variabeln von (K ) gegeben; andlog fir (E)
Was fiir die Funktionen gesagt wurde, gilt in entsprechender Weise
auch fiir die Differentiale. Ich stelle die Elementardifferentiale (h + 1)

Ordnung von zwei Variabeln

aFLT Dz, x) aFLE D (x,, 2)
RSN dide 0 R azas
dz dt d=x ' dx Tdr dt

fiir (K) bzw. (K) auf und der Ableitungssatz II, sowie die 2. Reibe von

¥ Es kann hier in der Einleitang nur darauf ankommen, dem Leser den Ge-
dankengang der Arbeit zn vermitteln, nicht eine erschopfende Beschreibung zu geben.
) 8. Weierstra$, a, a. 0. 2. Kap.
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Entwicklungstheorem II, , lehren uns die entsprechenden Zusammen-
hinge.

In einem IV. Abschpitt wird der Zusammenhang zwischen allen Ele-
mentarfunktionen und -Differentialen von zwei Variabeln und gleicher Ord-
nung unfereinander, d. i. im wesentlichen der Zusammenhang zwischen

(s §12) aFl i, 5
E4*(z,2) und  BE
% a) wd  ELTV(a, 2),
mn, N R, R
AdFE+Y(7, ) df?‘j("*’l)(x 2)
,.if’ﬂ!,’i“.d;__..__ and ?_’E_‘l_'ﬁ_o_ﬁﬁ_w .

gegeben durch die drei Reihen von Vertauschungstheoremen 1., 2.,
3.Art, I, ,, 1, ,, I, (#=0,1,2,--.) bzw. zwischen den Funktionen
und Differentialen, Funktionen und Funktionen, Differentialen und Diffe-
rentialen. Vert. I, sagt insbesondere: es ist
aFl)(z, 2)
mlgé(})(z, z) = — X = =
Vert. 11, besitzt ein besonders einfaches Korollar II,*; III, ein ebensolches
IIL%. Letzteres gibt im algebraischen Full die Gleichung von Weiersiraf:
bzw. eine Verallgemeinerung derselben.*)

Die vorstehenden Theoreme sind Identititen in zwei Variabeln von
der Form P(t, t) = 0. Indem wir darin den Koeffizienten von ¢ bzw. z*
aufsuchen, gelangen wir in einem V. Abschnitt zu den Reduktions-
theoremen 1.,2.,3. Art: I, ., (¢), 1,,,(+*), [IL, ., (?)], 11, ., (=%, (11, ., (®)],
11, ., (z*), welche simtliche Zusammenhinge zwischen den Elementarfunk-
tionen und - Differentialen von einer Variabeln liefern. Von den Theoremen
1. Art sind besonders die der beiden ersten Stufen fiir =0 und A =1
bemerkenswert. Von den Theoremen 2. Art lehrt insbesondere II, die
Zuriickfithrung aller Elementarfunktionen auf eine gewisse endliche An-
zahl einfachster unter jhnen und die Ableitung einer Funktion der Klasse.
Yon den Theoremen 3. Art lehrt ebenso IIl, die Zuriickfithrung aller Ele-
mentardifferentiale anf eine gewisse endliche Anzahl einfachster unter ihnen
und die Ableitung einer Funktion. Speziell fiir den algebraiscken Fall
gehen II, und IIL; in sehr einfache Korollare 11,* und IIL* iiber, von
denen II,* die Reduktionsformel von WeierstraB (a. a. 0. 8.263) darstellt.

In einem VI. Abschnitt suche ich den Koeffizienten von #z* und
gelange dadurch zu den Reziprozititstheoremen 1., 2., 3. Art I,_,,

*) 8. WeierstraB a. a. 0. S. 254.



80 R. Kémie

1L,,,, L, ,, welche die Zusammenhinge cwischen den Entwicklungkoeffi-
zienten der FElementarfumktionen und -Differentiale liefern. Das Theorem I,
besagt insbesondere: Der r* Entwicklungskoeffizient der zur Stelle d; ge-
hirigen Elementarfunktion (s+ 1)** Ordnung an der Stelle b, ist ent-
gegengesetzt gleich dem s** Entwicklungskoeffizienten des zu b, gehdrigen
Elementardifferentials (r -+ 1) Ordnung an der Stelle d;. Bemerkenswert
ist dazu das Korollar L*.

Im VII. Abschnitt nehme ich schlieflich eine beliebige Funktion
bzw. ein beliebiges Differential von (E) und zeige, wie die Partialbruch-
darstellung desselben durch die Elementardifferentiale der Klasse mit einem
Schlage gewonnen werden kann — enisprechend dem Vorgang von Weier-
straB fiir den algebraischen Fall*) Auf die Elementardifferentiale kann
ich jetzt die Reduktionstheoreme des V. Abschnittes in der mannigfachsten
Weise zur Anwendung bringen und erhalte damit ebensoviele verbchledene
Reduktionsmoglichkeiten fiir das gegebene Differential. Wende ich speziell
auf alle gleichzeitig das Red.-Th. IH2 an, so erhalte ich den allgemeinen
Reduktionssatz fiir die Differentiale, welcher die Zuriickfithrung eines
beliebigen Differentials auf eine gewisse endliche Anzahl einfachster Ele-
mentardifferentiale und die Ableitung einer Funktion lehrt. Seine Integral-
form klirt uns dariiber auf, was durch die Integrale eigentlich Neues zu den
Funktionen der Klasse hinzutritt. Im algebraischen Fall geht der aligemeine
Reduktionssatz in die Gleichung von WeierstraB iber (a. a. O. 8. 263/1)
und liefert schlieBlich, auf logarithmenfreie Integrale angewendet, als
letzten Ausfluf die grundlegende Tatsache, daB jedes Abelsche Integral
2. Gattung durch 2p Fundamentalintegrale und eine algebraische Funk-
tion dargestellt werden kann,

Hiermit ist die allgemeine systematische Theorie der Riemannschen
Transzendenten shrem arithmetischen Teile nach — gegriindet ausschlieB-
lich auf die Klasseneigenschaft — bis zu einem gewissen Grade abge-
schlossen. Es muB dem Leser iiberlassen bleiben, die iiberreiche Fiille
von einzelnen Sitzen und Resultaten herauszulGsen, welche durch Anwen-
dung auf die verschiedensten Gebiete, welche unter den Begriff der Rie-
mannschen Transzendenten fallen, entstehen )

P o S o e o

* 8. Weierstraf a. a. 0. 3. Kap.

*) Pir den algebraischen Fall vgl. auer Weierstraf namentlich den Bericht
von A.Brill und M. Noether dber ,Die Entwicklung der Theorie der algebraischen
Funktionen in alierer und neuerer Zeit“. Jahresbericht d. D. Math. Vereinigung,
B4, I (1894), VIL Abschnits: Die WeierstraBsche Richtung. Ferner M. Noether,

Zur Theorie der Abelschen Differentialausdriicke und Funktiomen“, diese Annalen
Ba. 37 (1899), S. 417—460,
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Mit den allerersten Anfingen meiner Theorie der Riemannschen Funk-
tionen sys‘teme geht eine Theorie der ,Riemannschen Formenscharen®
von E. Ritter (diese Annalen, Bd. 47 (1397), 8. 157—221) parallel. Sie
reicht im wesentlichen 1. bis zam L. Anzahltheorem, 2. bis zur Aufstellung
und Normierung der Elementarfunktionen 1. Ordnung, 3. bis zum Vertau-
schungssatz I,. Weiter reicht diese Theorie der Seharen nicht. Aber ge-
rade in den genannten Stiicken sind beide Theorien wesentlich, gedank-
hich wie methodlsch verschieden.

la) Das gift bereits von der allerersten Grundlage, welche das Ver-
halten der Schar bzw. .des Funktionepsystems an einer von den a, ver-
schiedenen Stelle betrifft. Fiur eine Theorie der Systeme war das erste Er-
fordernis eine absolute Lossage von den Begriffen wie ,Nebenpunkt, Null-
stelle, Unendlichkeitsstelle mit der und der Multiplizitit® (s. Ritter, S. 160/1
und S. 164) und ihre Ersefzung durch den scharfen Begriff des Multiplums
fur Funktionen und Differentiale, wie ich ihn zuerst gegeben habe. Denn
selbst fiir eine hyperelliptische Funktion ist es nicht gleichgiiltig, ob sie
im 1. Blatt 0° wird, im 2. ebenso, oder im 1. 0%, im 2. 0° oder umge-
kehrt usw. und allemal ist das ein ,Nebenpunkt der Multiplizitit 9«

1b) In weit hoherem MaBe gilt das noch fiir eine Verzweigungs-
stelle @,, Man sehe die ungeheure Kompliziertheit von Zweigen, Expo-
nenten, gewihnlichen und ,modifizierten und daranf beziiglichen Bedin-
gungen S. 1756—177, 187—188! Es hat eine Hauplaufgabe und Haupt-
schwierigheit fir mich gebildet, mich von all dem zu befreien, was durch
den ebenso neuen wie entscheidenden Schritt mathematischer Fretheit ge-
schehen ist, I beliebig aber fest zu wihlen, darauf den Begriff des Mul-
tiplams fiir @ zu griinden und dann mit (y, y) und (v, g%) Zu operieren.

le) Infolgedessen erhiilt das I Anzahltheorem eine ganz andere, weit
schirfere und allgemeinere Aussage¥)

2. Auf dieser Grundlage ist eine Charakierisicrung der Funktionen
tiberhanpt erst miglich, welche nur das su eimer solchen absolut Notige und
sonst nichts Willkiirliches ewthilt. Ritter braucht fiir die Normierung der
Elementarschaten (§ 13) willkiirliche Konstantensysteme, wihrend die Cha-
rakterisierung der Elementarfunktionen ausschlieBlich durch Vorgabe von
Punkten geschehen kann — wie im algebraischen Fall. Meine , Vorbere:-
tungssitee der algebraischen ~ Charakterisierung®™*) enthalten eine absolut
neue Aussage.

3. Ritter variiert die feste Unendlichkeitsstelle der eben aufgestellten
Elementarschar. Ich baue die Elementarfunktion ED(z, x) von z2wei Va-

P —

*) 8. ,lI% 8. 175, Anmerkung.
¥) 8., § 4

Mathematische Annalen, LXXIX. 6
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riabeln aus Funktionen von einer Variabeln wirklich auf, untersuche die
Potenzreihenentwicklung nach Argument und Parameter nach dem Vor-
gang von Weierstra und kenne nicht nur das Verhalien, sondern jeden
Entwicklungskoeffizienten an jeder Stelle. Ebenso fiir das Elementardifferential
aF{}a 2 dz
dx dz
4. Brauche und kann ich nicht bei beliebig gegebener Gruppe vor-
aussetzen, dab die Klasse ,framsitiv“ ist, d. h. daB die n Funktionen eines
Systems Zweige einer analytischen Funktion sind (im Gegensatz zu den
Scharen Ritters s/ S. 197, fiir welche der engere Standpunkt allerdings
ausreicht). In der Allgemeinheit wurde das Problem uberhaupt moch nie
gestelll und verlangt prinzipiell neue Methoden.

5. Wird erst durch eine Theorie der Systeme der ‘algebraische Fall
mit eingeordnet — nie und nimmer durch Scharen, wie schon 1a) lehrt
and 2 — so daB zum erstenmal die Lehre der algebraischen Funktionen
{und nicht nur die ersten Anfinge, welche sich leicht parallelisieren lassen}
als exakter Spezialfall einer héheren Theorie erscheint.®)*¥)

- Die Vergleichung liefert Vert.-Th. I,.
*

An der Weiterfiithrung seiner bedentenden Untersucbungen (wenn eine-
solche bei der grofen Kompliziertheit moglich ist) wurde Ritter durch
seinen frithen Tod gehindert. 1, 2., 3. sind aber erst die Anfinge einer
Theorie. Iar groBer Reichtum beginnt jenseits mit den fundumentalen Ent-
wicklungstheoremen, den Serien von Vertauschungs-, Reduktions-, Reziprozi-
téits-, Integraltheoremen usw., von denen mir selbst im algebraischen Gebiet
nur ein kleiner Bruchteil bekannt scheint und deren Entdeckung mir nur
durch die ginzliche Neuschopfung der Grundlagen 1, 2. 3., von denen
nur das Roheste bei der Kiirze erwihnt werden konnte, moglich ge-
worden ist¥¥¥)

# 8. ,JI¢, II. Abschnitt,
**¥) Den reduktiblen, hier vorlinfig ausgeschlossenen Fall behandelt M. Noether:
»Uber die reduktiblen algebraischen Kurven“, Acta math. Bd. 8 (1886), S. 161—192.
¥ Die vorstehende Gegeniiberstellung mit E. Ritter habe ich nur anf den Wunsch
der Redaktion hin verfaBt.
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1. Abschnitt.
Vorbemerkungen.

§ 1. Der Gegenstand der f'olgenden Untersuchung.

Gegenstand der folgenden Untersuchungen ist eine nicht zerfallende
Klasse (K) von Riemannschen Transzendenten n** Ordnung und ihre kom-

plementire (ff) Wegen aller Grundlagen verweise ich auf die obenge-

nannten Arbeiten, insbesondere I.—IV., und erinnere hier nur soviel.
Die komplexe z-Ebene F sei in nebenstehender schematischer Weise

zu E’ zerschunitten. In E’ seien » eindeutige analytische bis auf Pole re-

gulire Funktionen y, (¢=1,2,--,n) ge- 0

geben, welche bei analytischer Fortsetzung

tiber die von O nach den Punktena,,a,,---,a,

fithrenden Schnitte die linearen homogenen

Substitutionen A4,, 4,, - -, 4, mit dem

Produkt 1 erfahren: y*= Ay,. Alle der-

artigen Systeme y, bilden eine Klasse (K). @ . \
Ich bedecke E mit # kongruenten Exem- 2 §
plaren E; und denke mir y; auf E; ausgebreitet; die Stelle von E mit
dem Spurpunkt p (2=yp) auf E’ bezeichne ich mit p/. Es gehoren dann
zu jeder Stelle p von E’ n Funktionselemente y, = P,(f), wo ¢ eine Orts-
uniformisierende zu p ist.*) Das gilt auch fiir die Randstellen von E’ mit
Ausnahme der Punkte . Hier lege ich durch eine Substitution L, welche
4 in die Normalform

31 61 —_ 62271 a,}
82 . o, et
B = " G =& +4Ha&, - -
e, 05 <1,
iiberfiihrt — B = L~*4AL — »n Funktionselemente
(1) Y= L'y, = = P (0 fest.*=)

Ich operiere im folgenden mit der Gesamtheit der Funktionsele-

mente (y;, 4,) und spreche der Kiirze halber von der ,Funktion (y, §) oder
y von (K)“ schlechtweg. In véllig analoger Weise werden die ,Differen-

*) Ich bediene mich dabei der WeierstraBschen Bezeichnungsweise, wonach
Bty bzw. P(t) das Zeichen fiir eine regulire bzw. nur endhichviele negative Potenzen
enthaltende Potenzreilfe ist.

**) Der Einfachheit halber betrachte ich im folgenden nur den Fall einfacher
Ketten, wo also B obige Form hat.

63
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tiale® (dJZ dj) = (yde, ydz) oder noch kiirzer dJ — ydz der Klasse (K)

erklart.
Es sel nun g, ein System von Funktionen, welches die zu den A

komplementiren Substitutionen A = (4~7) erfihrt: j#= Ay, Es ist dann
/1 N\ 1

= 821”2217 P

— 1
- ey e b - b
=L—A et 2 . . ~ ___VI A4 4
.B L . q 5 al_a1+za1}...

e, 0<a'<1,. -
und
ie=0, wenn « =20
2 v= _ } b b .
(2) o @+ &, }e _1, ) Y Ich setze
(5) yi:: v—1?7i = tc?z 'Pz'(t)

und betrachte neben den ,Funktionen (y,#) von (K)“ die ,Funktionen

(;7, g?) von (K)¢ ebenso neben den ,Differentialen (dJ, dj ) von (K)“ die

,»Differentiale (dj , d’j) = (g?dz, g%dz) von (K)*. Damit ist der Gegen-
stand der folgenden Untersuchungen genau bezeichnet. Man achte be-
sonders auf folgenden Umstand: Es kann sehr wohl jedes 4 — 4, also

(K) = (K) werden und daher jedes System ¥, gleich einem System y;

. . . é e . . .
sein; trotzdem ist aber nicht y,—y, (im allgemeinen wenigstens, wenn
nicht L = L ist).

§ 2. Der Begrift des Multiplums.

Es handelt sich fiir die so definierten ,Funktionen“ und ,Differen-
tiale“ von (K) und (K) vor allem darum, die Begriffe Nullstelle und Pol
scharf zu fassen. Das geschieht durch folgende Definition. Es sei a Re-
prisentant einer von den bei z =a,, a,, - - -, ¢, gelegenen Stellen, b eine
beliebige davon verschiedene Stelle von E’, 1, und x, beliebige ganze
Zahlen; dann heifit das Aggregat von Punkten®*) und Exponenten

;aix.--ﬁ'{x e
{aé . - - f);-u...

ein ,Divisor“*¥) und ich definiere:

*) Von gegeniiberliegenden Randpunkten soll nur je eimer vorkommen.

**) In Verallgemeinerung der Bezeichnung von Hensel-Landsberg: Theorie der
algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig 1902, 8. 204.
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Die Funktion (y, §) von-(K) heift Multiplum von £, wenn die Ent-
wicklung statt hat L2
bei a: ;i = 4%, (2)

bei b: gy, = t4%B,(?)
Ist z. B. 4, =+ 1 bzw. — 1, so sage ich, die Funktion hat bei qa, eine

Nullstelle bzw. Unendlichkeitsstelle 1. Ordnung usw., ist 4, > 0, so ver-
hilt sie sich bei a, ,reguldr’ usw.; ist (y, §) Multiplum von

=1 =1,

so heiBt es ,iiberall endlich®. t sei die Anzahl der linear umabhingigen
tiberall endlichen Funktionen von (K). Man erkennt, daB r unabhingig
von der Wahl von L, also eine der Klasse eigentiimliche Zahl ist. Ana-

log ist die Definition fiir die Funktionen (37, 5) von (K) und 7 sei die
entsprechende Anzahl.

Fir die Differentiale gilt folgende Krklirung: Das Differential
(dJ, dj) = (ydz, #dz) von (K) heift Multiplum von ., wenn die Ent-
wicklung statt hat

. 1 d)
ber a: o e i E NS (Y
el tdz dt %t()
(5) - i=1,2 .., n
. aJ;
bﬁl b: “Ez = {* %i (t)

Bezeichnet man das Aggregat der » unendlich fernen Punkte von E; mit

Pecy
Poor
und fithrt den Versweigungs- baw. Differentialieiler™)

ap
(6) g=JJ{: ww ®=F
(a) a;n )
ein, so erkennt man, daf die obige Definition fiir das Differential gleich-
bedeutend mit der Aussage ist: der Integrand oder die Funktion (y, §)

* 8. ,1I* oder , I« oder ,1V*.
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von (K) ist Multiplum von £-2-1 Ist z. B. wieder 4, =+ 1 bzw. —1,
so sage ich, das Differential hat bei a, eine Nullstelle bzw. Unendlich-
keitsstelle 1. Ordnung usw.; ist 2, >0, so verhiilt es sich daselbst ,re-
guldr®; (in der Tat ist dann das zugehdrige Integral f ta-n P, () de fir

t=0 endlich); ist schlieBlich (dJ, dJ) Multiplum von £ — 1, heibt es
niberall endlich“. e sei die Anzahl der linear umabhingigen vberall end-
lichen Differentiale von (K). — Analog ist die Definition fiir die Differen-

tiale (dj, aJ ) von (K) und & sei die entsprechende Anzahl. Es besteht
alsdann zwischen den Funktionen von (K) und den Differentialen von

(K) die wichtige Anzahlrelation (I. Anzahltheorem)®):
(62) Ve U +p+q—1.

Hierbei sind ), )" zwei beliebige Divisoren der Ordnungen ¢, ¢’ mit dem
Produkt 1; Up die Anzahl der linear unabhingigen Funktionen von (X),
welche Multipla von £ sind, V. die Anzahl der linear unabhiingigen
Differentiale von (K), welche Multipla von £’ sind. Zwischen den Funk-
tionen von (K) und Differentialen von (K) besteht analog

(6b) Vo=Up+5+g—1.
Wegen der hieraus fiir © = 1, § = 0 folgenden Relationen
6=7+p—1 bazw. 6=74+p—1,

wo p=23c—n+1 bzw. p=Jc—n+1

das Geschlecht von (K) bzw. (K) ist, erkennt man, daB-auch ¢ baw. &

eine (K) bzw. (K) eigentiimliche Zakl ist. Im allgemeinen ist der Begriff
des Multiplums hingegen wesentlich von der getroffenen Wahl von L ab-

hingig.

§ 3. Die Charakterisiernngsdivisoren.

Unm die einfachsten Funktionen und Differentiale innerhalb (X) und
(K) emdeutlg festzulegen, bedarf es der Wahl zweier D1v180renpaare m, N

und I, % von folgenden Eigenschaften:
Nach dem Vorbereitungssatz der algebraischen Charakterisierung fiir
die Funlktionen™*) JaBt sich ein Divisor R der Ordnung 7

* 8. L% 8. 175 oder ,III¢, § 1 oder IV«
) 8. LHI%, 8. 262,
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0 0
fnl,l P n1,1 'ng
=~ /qnt ..ot —= y
<7> m - nlv " : n’) Yy - Ilﬁ ni
0 0 0
nl,n ) nr,n Lnn

finden, von der Art, daB es keine itiberall endliche Funktion (y,#) von
{K) gibt, welche Multiplum von N ist. Die Stellen my,, - -, u,, , wo
die v Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... #n 8sind, kdnnen und wollen wir als
voneinander verschiedene, innere Stellen von E, vqraussetzen. (Auch ihre
Spurpunkte in E’ seien verschieden.) Wie man aus dem 1. Anzahltheorem¥)
erkennt, hat N gleichzeitig die Eigenschaft, daB es — aufier den & iiberall

endlichen Differentialen — kein Differential (df,'df ) von (K) gibt,
welches Multiplam von 1 ist.

Analog 14Bt sich nach dem Vorbereitungssatz fiir die algebraische Cha-
rakterisierung fir die Differentiale®*) ein Divisor M der Ordnung 6

0 0 0

me,oces Mo m,

1 1 - 1

(8) % = ml, 1y o nla’, ty = I 1 m,u
0 0 [

ml,n T mE, n mn

finden, von der Art, daB es kein iiberall endliches Differential (dj, dJ )
von (K) gibt, weleches Multiplam von 9 ist. Uber die Stellen m -
machen wir die analoge Voraussetzung, iiberdies seien m,,--- My==1,,---, 1.
M hat dann gleichzeitig die Eigenschaft, daB es — auBler den iiberall
endlichen Funktionen — keine Funktion (y ,9) von (K ) gibt, welche Mul-
tiplum von -1 ist.

Wir wihlen schlieBlich ein zweites Paar %, M von der Orduung 7 -
bzw. 6, welches inbezug auf (K) und (K) die analoge Bedeutung hat und
von M, JM ganz verschieden sei. Dann kénnen wir uns von den Charak-
terisierungsdivisoren folgendes schematisches Bild machen:

Klasse (K) ; Klasse (K)
. M:s N:t i M:e N7
Funktionen: —— ;' e,
' XX «seX 00:++-0 i X %X e X [6X e} -0
Nz W:e | N:t M-
Differentiale: e, e, g e s

XX eoe X o000 X X see X Oo...ov

*) S. oben (6a).
** 8. LIIL«, S, 264,
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Die Kreise deuten an: es gibt keine iiberall endliche Funktion bzw. kein
tiberall endliches Differential, welches daselbst gleichzeitig verschwindet.
Die liegenden Kreuze deuten an: es gibt — auBer den eventuell vorhan-
denen iiberall endlichen — keine Funktion bzw. kein Differential, welches
nur dabei hdchstens Pole 1. Ordnung hat*)

II. Abschnitt.

Die Elementarfunktionen und -Differentiale
von einer Variabeln.

§ 4. Die Elementarfunktionen.
Nunmehr konnen wir die einfachsten Funktionen innerhalb (X) and
zwar simtliche, mittels deren sich jede andere aufbauen 1i8t, aufstellen

und eindeutig algebraisch charakterisieren.
1. Wenn 7 > 0, kann fiir die iiberall endlichen Funktionen eine Basis

(pfnj’ 2 (5) —j=1,2 ..., ¢ — Kkirzer ¢p§“)(z)
” n
eindeutig so festgelegt werden, da8

(9) g5 (n,)

{1 fir %=y
R

» %+ x=1,2 -7
wird.

2. Ist b, eine ,gewdhnliche, d. h. von den in IM, N, {A}, { P, }
vorkommenden Punkten®*) verschiedene Stelle, so folgt aus dem 1. Anzahl-
theorem der Reihe nach die Existenz**¥) der zu d; gehorigen Elementar-

funktionen A** Ordnung — A=1, 2, .. in inf —
€1(z, b5),
W, %

wobei &® folgendermaBen eindeutig festgelegt ist: abgesehen von den
Stellen m, von M und d; ist es iiberall reguliir; bei M hat es hochstens

* Wenn.(K) = (K), kann 9t = M, N =N gewihlt werden; wir denken uns
der Allgemeinheit wegen aber auch dann 9% und 9%, R und R voneinander ver-
schieden und fiberlassen die Spezialisierung der Sitze, insbesondere der Vertauschungs-
Reduktions- und Reziprozitits-Theoreme, fir das Zusammenfallen von 9 mit M, K
mit % dem Leser. Ist v =0 oder 5 = 0, kommt % bzw. M sowie die daranf beziig-
lichen Elementarfanktionen usw. einfach in Fortfall.

*) In {M} denken wir uns sdmtliche # - s Punkte 'aU, ene, (1=1,2--,n
zusammengefabt.

*+%) Diese Herleitung habe ich ausfiibrlich gegeben in , V¢

-
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Pole 1. Ordnung, bei M mindestens Nullsteen 1. Ordnung und bei 3;
die Entwicklung:

(10). L—d+t: &%, %) = 5 + BO.

3. Sei m, eine von den 6 in M vorkommenden Stellen; dann gehdrt
«dazu — wie ebenfalls aus dem 1. Anzahltheorem folgt — eine Reihe von
Elementarfunktionen A** Ordnung — A =2, 3, .- —

COG, m,),

™%
wobei E® folgendermafien eindeutig festgelegt ist: abgesehen von M ist
€® iiberall regulir; bei den von m, verschiedenen Stellen von I hat es
héchstens Pole 1. Ordnung, bei N mmdestens Nullstellen 1. Ordnung, und
bei m, die Entwicklung

\

(11) B—mtir GO, m)= g+ CLB); h=2,3,-
€M(z, m,) fehlt.

4, Sei 1, eine von den in N vorkommenden Stellen; dann gehirt
dazu eine Reihe von Elementarfunktionen A** Ordnung — h=1,2,... —
(&i(k)éz} 1‘{3’)7

W, R
wobei €® folgendermaBen charakterisiert ist: abgesehen von I und n,
ist es tiberall reguliir; bei M hat es hochstens Pole 1. Ordnung, bei den
von 11, verschiedenen Stellen von 9t mindestens Nullstellen 1. Ordnung,
wihrend bei n, die Entwicklung lautet:

-(12) Z=mn+t: &G, n,,)=$;+t58(t); h=1,2,-.-
Hier wollen wir die
(13) @ M(e) = €9z, n,)

% m, N

als Elementarfunktionen nullter Ordnung einreihen.

5. Sei a eine von den s Stellen a,, 4y, - - -, @, und a; einer der n bei
a tibereinanderliegenden Punkte; dann gehiirt dazu eine Reihe von Ele-
mentarfunktionen A** Ordnung — A =1, 2, .. —

€M (e, aj)?
m,n

wobei G® folgendermaBen charakterisiert ist: abgesehen von ¢ und @,
ist es iiberall reguldr, bei I hat es hochstens Pole 1. Orduung, bei R
mindestens Nullstellen 1. Ordnung und bei a; eine Entwicklung der Form:

(14) ‘%tma‘—}-t: ___@(’*3( %y ; g"}_%(t); h=1, 2}' e
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6 Sei schlieBlich p..; eine der % bei p,, iibereinanderliegenden Stellen;
dann gehort dazu eine Reihe von Elementarfunktionen %" Ordnung —

== 2‘... — %
h=12 €Oz, P.)
mn,x

wobei §® folgendermaBer charakterisiert ist: abgesehen von Ik und p_;
ist es uberall regulir; bei MM hat es hochstens Pole 1. Ordpung, bei MR-
mindestens Nullstellen 1. Ordunung und bei p,, eine Entwicklung der Form:

(15) :ﬁt 1 : @j(")@n Pm-) = % -+ SB(t); k=12, -

Der Satz von der Partialbruchzerlequng der Funktionen besagt: Es lift
sich jede Funktion von (K) linear, homogen und eindeutiy mittels der 2w
einer gewihnlichen Stelle sowie zu 9)? N, (A}, {Bo| gehorigen Elementar-
funktionen darstellen.®)

Fiir die Klasse (K) haben wir die analogen, eindeutig charakterisierten
Elementarfunktionen:*¥)

1. wenn 7 > O ist, die T zu den Stellen ii; von N gehorigen, tiberall
endlichen Funktionen

ﬂ

g;ﬁ“)(a}), k=1,2,.- n.
3

2. wenn b, eine ,gewshnliche, d. h. von m, N, (A}, {PBo) ver-
schiedene Stelle ist, die Funktionen

&z, 55) h=1,2, ..
&,
3. €z, ; =23,
SR % .
4 CW(x, 1, h=0,1,2
am. %
wobei €% = (2.
%
5. &z, 0) he=1,2, ..,
m, n

wobei &% bei a, folgende Entwicklung hat:

(16) t—atT o L E0(%, ) - 5+ B0)
6. &z, p.y) h=1,2,-
mn, R

*) 8. GJJIL%, 8. 271 und hier, Abschnitt VIL
**) DesFolgenden halber wihleich hier das Argument  statt z und den Index  staét ¢,
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§ 5. Die Elementardifferentiale.

Fiir die Klasse (ff } sind das die folgenden:
1. Wenn & > O ist, kann fiir die iiberall endlichen Differentiale eine

Basis

RN ) — j=1,2,--6 — kiwzer AP (z)
m 0
eindeutig so festgelegt werden, da — x=1,2,-.-, 6 —
N g () 1 =] -
(17) S oo =10 for +j wird ¥)

2. Ist b; wieder eine von 9, M, {A}, {Ps} verschiedene Stelle, so
folgt**) aus dem 1. Anzahltheorem der Reihe nach die Existenz der zu by
gehorigen Elementardifferentiale 2*" Ordnung — k=1, 2, .- in inf. —

d§(kh)(x ’ b5)

%, M
wobei dF" in der Weise eindeutig festgelegt ist: abgesehen von den
Stellen n, von N und d; ist es iiberall regulir; bei M hat es hochstens
Pole 1. Ordnung, bei MM mindestens Nullstellen 1. Ordnung und bei d;
eine Entwicklung der Form

aFP (&, vs)
(18) bo=dtr o =L LB

3. Sei 1, eine von den z in N vorkommenden Stellen, dann gehdrt
dazu eine Reihe von Elementardifferentialen 2** Ordnung — h=2,3,--- —

aF (=, m,),
®,®

wobei®#¥) . .. _ an der Stelle n, die Entwicklung statthat:
n AFP (£, n, 1 D :
19) s —ntw o) 1D gay u—23,..

A%8 (x, n,) fehlt.
4. Zu der Stelle m, von M gehdrt eine Reihe von Elementardiffe-
rentialen h** Ordnung — h=1,2,.-.. —,

d vg} (z, m,),
N,9%

* Im algebraischen Fall bei WeierstraB a. a. O. 2. Kap. mit H (zy)ag;':f be-
zeichnet; vgl. auch Brill-Noether, a. a. 0. S. 421.
) ]Séjan gehe die ausfiihrliche Herleitang ebenfalls in , V.4
*+ Die Erginzung des zunichst folgenden Textes wie bei 2. iiberlasse ich
dem Leser.
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wobei®) . ... .. bei m, die Entwicklung lautet:
m (k)
(20) x,=m-+1: d%——%i’-’g”—} - + = B(7), h=1,2 ...:

hier wollen wir

(21) o v (z) —d %m’(x, m,)

als Elementardifferential nullter Ordnung hinzunehmen.*¥)
5. Zu a, gehort die Reihe

W(x, a,) h=1,2,--,
wobei®) ... ... an der Stelle aj die Entwicklung stattfindet:*#¥)
a 1 dg;h)(;;t, a_;) 1 1
(22) z,=a +‘U:, ;(:‘,; dz *=;g {;k— +$(r)}.
6. Zu p,; gehort schlieBlich
aF (@, Pas); h=1,2
%9)1
wobei¥®) .. .... fiir o, gilt:
“ 1 a3z, ps)
(23) Ty= Tt = o+ B

Der Satz von der Paytialbruchzerlegung der Differentiale besagt, daf
sich jedes Differential der Klasse (K) mittels der zu einer gewohnlichen Stelle
sowie 2u N, M, { A}, {P} gehorigen Elementardifferentiale linear, homogen
und eindeutig mit konstanten Koeffizienlen darstellen lift. )

Fir die Klasse (K) sind die analogen, eindeutig charakterisierten Ele-
mentardifferentiale:

1. Wenn 6> 0 ist, die 6 zu den Stellen nt; von 9% gehdrigen, iberall
endlichen Differentiale

dpW(2)
o
2. dgP(z, by), h=1,2, -,
%, ¢
3. ‘ﬁ’)} ®(z, 1), h=2,3,.,

*) Die Erga.nzung der zundchst folgenden Textes wie bei 2. iiberlasse ich

dem Leser.
+%) Im algebraischen Fall entspricht g,%ﬁf) (z, m,) bei WeierstraB a. a. O. S. 252
m

H'(zy),; s- auch Brill-Noether a. a. 0. 8. 427.
=+ Man achte auf die unter (5) gegebene Definition des Multiplums,
1) S. VIL Abschnitt, wo dieselbe ausfiihrlich gegeben wird.
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4 AFH(z, W), h=0,1,2,+-- und EFO= dyE (),
X |

> 450, ), _19,

¥, 0t .

wobel fiir a, die Entwicklung lautet:

. a ) 1 d%y‘)(gu a,) 1 (1
@) nre+n o T {?— + ‘B(t)},
6. dv%\éh) (Z, pm.’)’ h = 1, 2’ caey,
R, M

Siimtliche Elementarfunktionen und -Differentiale, deren Existenz aus dem
1. Anzahltheorem folgt, kinnen auch — wenn eine Basis der Klasse gegeben
vorliegt — aus dieser durch rein algebraische Operationen wirklich hergestellt
werden.

1. Abschnitt.

Die Elementarfunktionen und -Differentiale
von zwei Variabeln.

$ 6. Die Elementarfunktien E!(z, x); ihre Charakterisierung
", N

und Aufstellung.

Wir gehen jetzt tiber zur Bildung von Elementarfunktionen der Klasse
{K), welche auBer von dem Argument # noch von einem variabeln Para-
meter z abhiingen¥)

Es sei "y ,
3?1‘)@3) Z), ‘wa Y Ehz
0, 3t
~— v ¢ . :
(25) LG, 2) = = k=12
Eozl Erm

eine quadratische Matrix von Funktionen zweier in £’ verinderlichen
GréBen z, x, welche folgende Eigenschaften besitzt:

Bei festem L und z ist die Spalte £P(z,2) — ¢1=1,2,--., n —
eine Funktion der Klasse (K ); bei festem ¢ und z ist die Zeile EW(z, x)
— k=1,2,---, » — eine Funktion der Klasse (K). In ersterer Eigen-
schaft betrachtet (fiir jedes beliebige L und jede beliebige von den Spur-
punkten der in MM, N, {A}, {P«] enthaltenen Punkie verschiedene Stelle
z von E’) verhalte sich die Funktion von (K)

5 8. V.
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(| Eo@ 0, Eoen) B0E) =17 ERE)
folgendermaBen: bei M hat sie hochstens Pole 1. Ordnung, bei N min-
destens Nullstellen 1. Ordnung; sonst ist sie iberall reguldr auBer fiir -
z=z und 7+ = £k, wo sie die Entwicklung hat:

(26) Z=x+t  EO, z)~ B().

Die Unitit folgt sofort.. Wire £ f’,")(z , ) eine zweite derartige Matrix,
so folgte fiir die Differenz

Ep(e, ) = ER(, @) = X C0(k'7)- g(a),
(%)
da es aufler den iiberall enqlichen Funktionen ¢,™(2) von (K) keine linear
unabhiéngigen gibt, welche Multipla von IM-! sind; die Koeffizienten
hingen von L und x ab. Wegen des Verschwmdens bei N folgt aber
weiter nach (9) C®(%, 2) = 0 und damit fiir jedes % und jedes ¢

E(z, x) — EJ(z, ©) = 0%)

Die FEuxistenz beweisen wir zunichst fiir 4 = 1 durch direkte Auf-
stellung.
Bs sei . EO(), 90, -, £9C)

ein System von % Funktionen der Klasse (K), welche eine Basis fiir das
»ideal J(1)* bilden, d, h. fiir die Gesamtheit der Funktionen von (K),
welche aufer im Unendlichen Multipla von £ = 1 sind. Nach dem zweiten
Basissatz 138t sich ein solches System herstellen®*) Das komplementire

System hierzu = < n
y }:)(x); 5(2)(’7")7 t ()<x)7

dessen Zusammenhang I{Ht dem obigen in der Weise gegeben ist:*%¥,

E)=E, E,=E8, (E)={E), rs=1,2--n

bildet nach dem Komplementensatzy) eine Basis fiir das ,fdeal J(B~1)%
wo 3 der Verzweigungsteiler von (X)) ist (s. 6.),
Ich setze nun

M EM @)\ ()
Bale, 2) = EOH @+ SO

Beipo, —j=1,2 -, 0 — wird & 11(#, z) als Funktion von z eine ge-
wisse Entwicklung haben

*) 8. WeierstraB, a. a. 0. 8. 197/8.
**y 8. L, § 9 oder VI«
*5%) 8. Hensel-Landsberg, a. a. O. 8. 226ff.
) 8. ,,HL%, 8, 171 (Theorem IIa) oder ,,V1.*



Riemannsche Transzendenten 95

% 1 L3R GO) Gij)
=, 8,1(2, ) — —z»r + o+ 5+ BOQ),

wobei jedes C die Form hat: € = f.(z). Die eventuell vorhandenen nega-
tiven Potenzen kann ich durch Subtraktion der zu p,, gehorigen Ele-

mentarfunktionen §W(z, p.,), - - - zom Wegfall bringen und erhalte in
n 1 7
Tale 2) = dale, ) — 2 DY E(e, b))
J=1 7= 1

eine Matrix, welche sich als Funktion von ¢ fiir jedes p,; regulir ver-
halt und dafiir bei I hochstens Pole 1. Ordnung bekommen hat. Fur
eine Stelle n, von N wird ferner

’771:(“: z) = 'ﬁ"yk(ny x) = 52“)(93);
wo 7, wie f, eine Funktion der Klasse ( K ) ist. Bilden wir daher
B9G, 0 = nale, 2) = D) 9.06),
m) sz

so hat dies — fiir jedes & und £ — als Funktion von # bei i mindestens
Nullstellen 1. Ordnung. Man erkennt, E®{z, x) hat in“der Tat alle durch
die Definition geforderten Eigenschaften; nur fir die Stelle 2 = 2 bleibt
das noch zu erweisen. Nun ist ganz allgemein fiir komplementdre Systeme®)

1=k
1= k.

Ist daher z = z, eine beliebige, von M, N, {A}, {P.} verschiedene Stelle

von E', 2,— x,+t, k eine beliebige feste Zahl der Reihe 1,2, ---, n,
so wird der Zihler von #;.(z, 2)

SEV(@)EP (20) = Pu(t)

< - 0
PR+ -+ OB -

t'.__L_

d e
o B.(0) = { L7 je nachdem ist.

Daher wird im ersten Fall
; (@
1}9(21?7 ) = ¥'Q SB (t)7

- 1
kk("z: xo) - “1_ = %k(t) %L(t))

im* zweiten Fall

‘ * §. Hensel-Landsberg, a. a. 0. 8. 232,
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da €{9(z,p,,,) und (p(")(z) fiir 2 = x, reguliir sind, gilt dasselbe auch fiir
CORR

7:.:(2, ) und EP(z, x), q. e. d. Ich setze schlieBlich

a,— 1) oy (Do
0 B = BOE O 0

g~ )

wobei also g, (p an Stelle von &, €, ¢ tritt

i WAFD @) 1. ..
(28) R
wo £, f, 5 an Stelle von £, f, § tritt;

a,a 1) (1)
(29) Bz, ) = 208 @ F 0

Z—

wobel beides gleichzeitig geschieht.

Hiermit ist ,die in bezug auf I, N algebraisch charakterisierte Ele-
mentarfunktion” 1. Ordnung der Klasse (K) mit dem, Argument z und
dem Parameter 2 E)(z, ) aufgestellt. Sie bildet das Analogon der Weier-

M, N

straBschen Grundfunktion H(zy, z'y’) im algebraischen Fall¥)
Auf ganz analoge Weise ist die in bezug auf EY)/?, % algebraisch cha-
rakterisierte Elementarfunktion 1. Ordnung der Klasse (K) mit dem Argu-

lc - —-,a u,a
ment z und dem Parameter z zu bilden: E{(z, 2). L E haben die
analoge Bedeutung. 0, N

§ 7. Potenzentwicklung der Elementarfunktion 1. Ordnung.

Man beherrscht E'(z, z) vollstindig, wenn man folgende drei Fragen
beantworten kann: A) wie verhilt sich EV{(z, x,), wenn z, und z, zwei
ganz beliebige Funktionselemente darstellen? B) wie lautet die Enthck-
lung nach dem Parameter  bei festem ¢ und 2? C) wie lautet die Ent.
wicklung nach dem Argument ¢ bei festem & und 2? Wir beantworten
diese Fragen nach dem Vorgang von WeierstraB*¥) fiir

*) S. Wexerstra.B a. a. 0. 2. und 8. Kapitel.
*) 8. a.a. 0. S. 76ff.
#=) Der Beweis des Folgenden bildet den Hauptirhalt der Arbeit ,V¢. Hier
gebe ich nur die Resultate.
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A) Bs moge #, zundchst ein Funktionselement darstellen, dessen
Mittelpunkt von einer Stelle a verschieden ist. Dann ist, je nachdem z,
ein Funktionselement 1. mit einem davon verschiedenen, 2. mit dem-
selben Mittelpunkt darstellt

( 1 @y —
1. Ef(s,z,) ZS; bzw." ry Ez‘(}k)(%é) xr) = P(3, 1),

{30) ) . P(¢, 7) ik,
< ) v -
R i P s i= k.

\

Ist hingegen % ein Fuiktionselement mit dem Mittelpunkt @', dann ist
entsprechend den beiden Féllen fiir 1. und 2. fiir 2,:

1 “a( a’)df%', 1 1 %% (:a <yas, 1
1. ;&,—/: Ezl: 2, X, dr b‘AW. ;ﬂ;‘;‘ 1—&',;,: Ezk Z;, .Z'T’) de = ;;Zp(t, 7),
L Pl o) -
(l' l‘l' . , a.' —5; ( 2 t/ Z _T_ U?
9 L YE G, ) )T
- 1% <% N0 T gy 1/ 1 .
Hierans folgt*) — bei ndherer Untersuchung der in den Reihen

P(t, ¥) moglicherweise auftretenden negativen Potenzen von # und 7 —

B) der fundamentale Entwicklungssats fiir die Elementarfunktion 1. Ord-
nung nach dem Parameter, welcher folgende Gleichungen umfafit: es ist
fiir die Stelle

d
1. (bg):z,=d+ = z,x, C(’ Yz, bs) 2
(b)) i, =d+ v L Ef(e, 2 2 (&, %)e,

by + M, N, {A}, {?Bw,,

m ot
2. (m,):z,=m+ v Eff? y % =2 &7+ (2, m)w,
e 2
3. (m): c’Z‘, =n 4 1 E,(,l, (2., x )dx’ ——Z @(Hl)(z n)z,

/:-—1
a 1 d 1 = / ,
O ,‘”(,, ) m’**:z €Y (s, 0,)w,
"J},_:‘,Sﬁ,w

¥ 8. die letzte Anm,
Mathematische Annalen. LXXIX 7
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_Q)l

1 )
(Poy) 1 &, = —: E (o, @ )% Z C&‘/ Y(2, Puj)T?.

m, %

Der Satz — Entwicklungstheorem I, — kann folgendermaBen aus-
gesprochen werden: Alle Elemeniorfunktionen der Klasse (K) entspringen
— und zwor jede genau emmal — als Entwicklungskoeffizienten der mét

jf multiplizierten FElementarfunktion 1. Ordnung von (K) mit dem Argu-

ment 2, und Parameter z, nach .
C) Das Verbalten von E%(z, ) in Abhingigkeit von 2z ist schon
m, %

durch die Definition gegeben, wenigstens wenn z eine gewdhnliche Stelle-
ist. Die genaue Kenntnis der Entwicklung von E (7, x,) %%‘ nach ¢ er-

halte ich — ebenso vollstindig wie im vorhergehenden Satz — durch das
Vertauschungstheorem I,. (S. § 13.)

Genau dieselben Uberlegungen sind fiir E3 (2, 2) durchzufiihren.
5, 5

§ 8. Potenzentwicklung der Elementarfunktionen hoherer Ordnung.

Es ist zunichst noch die Existenz von E®(z, z) fiir 1 > 1 nachzuweisen.
931,82

Bilden wir zu dem Zweck Ez V(z, ), so leuchtet zuniichst ein, daB

d,x’l*

dieses alle in der Definition von Eﬁ@ geforderten KEigenschaften hat mit
Ausnahme von (26). Wenn aber 2, und z, dasselbe Funktionselement mit
einem von M, N, {A}, {P~} verschiedenen Mittelpunkt z, darstellen, ‘so
ist nach (30)

fﬁr 3 =k Q) dx i

T,=Zy+ T:
und P(¢, ) kann keine negativen Potenzen von ¢ enthalten, weil weder-
£M(z), - - -, noch EU+I(g, p, ), -, noch @M (z), --- solche enthalten.

"»,%n b

Nun ist wegen ‘i« =1

@’ a-? 1 F1PE, D
<31) d.z:" (1)(2” .’)?,}-—- dot—1 E’&)(‘zh &z) 3(;""1)2@__7)1; + PR

also fiir 7 =0:

Z‘;r-:mo + ¢ dfi’;<E(1) 7, Xo) = w-~- 2 B, mithir
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1 a-t
32, ER (=, x) =
{32) 9}2% B (=, x) ®E=D! gz 14

(1)(33 x).

Ableitungssatz I,: Die Elementarfunktionen hiherer Ordnung von (K
mit dem Argument & und dem Parameter x entstehen aus der Elementarfunk-
tion 1. Ordnung durch Differentiation nach dem Parameler zx.

Danach beantworten sich die drei im vorigen Paragraphen gestellterr
Fragen A), B), C) beziiglich E® aus den fiir E® gegebenen Darstellungen
Des Folgenden wegen wollen wir die Entwicklung von

EST Y, o), h=1,2, .
m, N
nach dem Parameter 7 (B) hier durchfithren.

Entwicklungstheorem I, ,:

Bs ist fiir
a d

1. byrz,=d+ ESY (e, a,) = E ( ) L(’Tl)(fé’ by

o™, N = M, N

2 m, iz, =m+ 1 E(Hl) (21, 2,) = 2’( ) @fﬂ)(z, m,)z
n 4 —_—1

3. w:z,=mn-+r71: REJS Ve, x,)——(Hz gof’)(m

+2( ) @(”H)(z, w)e’ "

4. a,: :g, = a + v: BEs st zunichst (28)

(32a) oy - = o

Ferner setze ich zur- Abkiirzung, wenn- § eine beliebige reelle oder kom-
plexe Zahl, r eine natiirliche Zahl ist,

(1= (E)rt=p—1 - 6—r+1, [§]-1
und fir s=1,2,.--, r

=01+ OLEI0T+ -+ (OLEIG

[fr,s]— )T 1)[7——1][1]+ T \s [r-—s s )
*) Diese Definition des Symbols L‘ﬁ s} kann auch noch fir s >> r ausgedehnt
werden, indem obenstehende Reihe alsdann mit dem Gliede bzw. dem Faktor

( r ) = O von selbst abbricht.
r4-1
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Hr s — 87
fir s =0 7,0‘ f i-
Dann wird wegen @, = —a, + ¢;
—-’é = w - .
B3) B, 8) =9 D) B, ) =7 $(),
=0 W
y=0

s B =0 [0 ]0 + ([0 +

S ( ); 01 23(}1)(”) ”}
und daher (28), (32a)

¢ (Iz+l) a 1 1
4 vz af (0 8 = i st )
Hierbei ist fir s =0, 1,2, ---, 2 und nach der Anm. auch fiir s > h:
(25) { =] 3@

5. pszzz-—- 1.
: + - ' - +2+h—1 /1) v+ 2+
38) BT 5= 1 D ((TITETY) @, )

y=0 >

Den Inhalt der Gleichungen 1., 2., 3, 4, 5. bezeichne ich als Entwick-
lungssatz (h + 1)t Stufe (Entw. I, ) fiir die Elementarfunktion (h+ 1)
Ordnung von (K) mit dem Argument z, und Parameter x, nach .
Fir das Folgende erweist es sich oft als vorteilhaft, statt E%+1(z, x)
N

— kh=0,1,2,... — die Funktionen
(37) Ei (e, 2) = Bz 2) + (=)' 2 E' (2, n)- 9 (2)
R®,R; W, R R, R T P

einzufiihren. In Abhingigkeit von 2 hat E dieselben Eigenschaften wie

E, nur daB an den Stellen n, von N E("“)(z,, x)‘ nicht Null, sondem

R, 9t; 9%, 5t it=0
_ )h-)-l @(h-}-l)

, %
Statt von der quadratischen Matrix E(:+1(z, z) spreche ich hier und

im folgenden kurz von ,der Elementarfunktion® (h+ 1)** Ordnung der

Klasse (K) mit dem Argumentz und Parameter z. a,I;’-("“), _1'5"‘“), Fo+o
sind’ wie fiir b = 0 zu definieren und schlieBlich fiir die Klasse (K) die
analogen Funktionen

gleich { (x, n,) ist.

E&t(z, 2) und
%*, %
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38)  ELT@, 8= ELTV@, 8 + (1) ) 60, m)wﬂﬁ’(x),
: gﬁ,?R m,n 9321% (S}Z) ™, R

sowie die entsprechenden Sitze aufzustellen.

§ 9. Das Elementardifferential dFk" *P(a, 2); Charakterisierung
und Aufateilung.

Ich schreite jetzt zur Bildung von Elementardifferentialen der Klasse
(K), welche auBer von dem Argument z noch von einem variabeln Para-
meter # abhingen.

Es sei AFP (x, )

%, M ,
——— e t,k=1,2,---,n

eine quadratische Matrix von Funktionen zweier in E’ veriinderlichen
GroBen z, 7, welche folgende Eigenschaften besitzt: Bei festem ¢-und 2

ist die Spalte (”Z“ —g-if ein Differential der Klasse (K); bei festem % und

B
und z ist die Zeile —f%’ﬂ* eine Funktion der Klasse (K). In ersterer Ab-

hingigkeit betrachtet (fiir jedes beliebige i und jede beliebige, von Spur-
punkten der in %, I, {A}, {P.] enthaltenen Punkte verschiedene Stelle

z von E’) verhalte sich das Differential von (K)

‘ ? 9;:)@61, Z) aFﬁ}(})C@z’ Z) ) ['z,—-
(39) { = , i I — arF, (x) — I3 F,(z)

dr

folgendermafien: bei M hat es hochstens Pole 1. Ordnung, bei M min-
destens Nullstellen 1. Ordnung; sonst ist es iiberall regulir aufer fiir
z—=2zund k=1, wo seine Entwicklung lautet:

(40) 55,==Z+1:: szLa(_fi’_i)_;—_-mJ—%(z) @.:-..——_..1,2’...7%

Die Unitit folgt analog wie in § 6. Die Existenz beweisen wir ebenfalls
zondchst fiir » = 1 durch direkte Aufstellung.
Die Funktionen - o
)( )} T 4 (ﬁ?)

bildeten eine Basis fiir das Ideal J (—8—) Setzen wir also

_ V@@ + - +§<’*><w>§£“)<z>

xXx—2

(2, 2



102 R. Kéxra

so verhilt sich das Differential 9,,(z,, 2) % im Endlichen bereits iiberall
reguliir, wenn £ < 2. Im Unendlichen moge es bei p,, — j=1,2,-- 0 —
die Entwicklung haben:

D(J} D(f)

© 1 -~ dir
F=t 5605 =Tl 1 R ),

wobei jedes D die Form hat:.D = f;(2). Die eventuell vorhandenen nega-
tiven Potenzen von 7 bringen wir durch Subtraktion der zu p,; gehorigen

Elementardifferentiale d §‘§§3‘) (2, Py ) zum Fortfall und erhalten in

~=(0
d%l(» J)<x17 P j)

- dx \ m, N
a5 2) 3 = Dy, 2) 52 ——22%’ @

ein Differential von (K), welches sich fiir jedes p_ ; reguldr verhilt und
dafiir bei M hochstens Pole 1. Ordnung bekommen hat. Fiir eine Stelle
m, von I wird ferner

~—r Vi d (m 7
7]}{2( t) Z) df 7= 0= [uzg\‘l;(z) Z d’E 7=0 gb }kz>’

wo ¢,(¢) wie f,(#) Funktionen von (K) sind. Bilden wir daher

dF}) (@, 2) du™ (x)

€2,9% dx - dax () o dx

ST dax dr 771::(’”2 2) dr 2 ;gz (2)- de  dzr’
(™)

so hat dieses alle in der Definition von dF® geforderten Eigenschaften,
auch fiir z = 2, wie man analog wie in § 6 erkennt.
Ich setze &,
AF,, (5, 2) _ %%) VEV@) +oo ,
(41) - dz Tz BRI

wo also £, d, d% an Stelle von £, d, dp tritt;

—

T 6 (1)

o :52, }2’ g; an Stelle von £, f, ¢ tritt und schlieBlich

a,a

(43) dFy;(, 2) _ P L6 +-- 1

dzx Lz

wenn beides gleichzeitig der Fall ist.
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Auf entsprechende Weise ist das inbezug auf %, 9t algebraisch cha-
rakterisierte Elementardifferential 1. Ordnung der Klasse (K) mit dem
AF3 )z, z)
5, M

Argument # und dem Parameter # zu bilden: =—"———— g , fir welches

d%;; d};{‘ dF die analoge Bedeutung haben.

§ 10. Potenzentwicklung des Elementardifferentials 1. Ordnung.

) aFdix,, 2) . g )
Man beherrscht wiederum ~* £ ™ vollstindig, wenn man die ana-

jogen drei Fragen A), B), C) wie in § 7 beantworten kann¥)
A) Es moge 2z, zundchst ein Funktionselement darstellen, dessen
Mittelpunkt von einer Stelle @ verschieden ist. Dann ist, je nachdem z,

ein Funktionselement 1. mit einem davon verschiedenen, 2. mit demselben
Mittelpunkt darstellt:

a_.

dl"(l)(xw Z) 1 4F 5) Zes % 1
L — “ bzw. = = —-k——g(%——wt) = P(z, t) bzw. = Pz, 1),
(44) :
i Fl(:’;)( ) [ P(’) t) k =i= Z,
2. iz~ Li + Pz, 1) k=i

Ist hingegen 2, ein Funktionselement mit dem Mittelpunkt «, dann ist
entsprechend den beiden Fallen fiir 2,

=2 <
1 1 dFé?(iL’,,%t) b __1' 1 dsz(xziff)_
T dv E dv
= P(z,) bzw. == - P(z, ),
7%

Gy 1

2 = Pz, ¢ L1
R L e T
. . . = 1 .

& 1 a4 oy {?:5 + P(r, 8)}, k=

Hieraus folgt

B) der fundamentale Entwicklungssatz fir das Elementardifferential 1. Ord-
oung nach dem Parameter¥), welcher folgende Gleichungen umfaBt: es
ist fiir die Stelle:

*) Der Inbalt des Folgenden bildet ebenfalls einen Hauptteil von ,,V*; ich gebe
hier nur die Resultate daraus ohne Beweis.

#) Vgl. fiir den algebraischen Fall WeierstraB, a. a. O. 2. Kap.; Brill-Noether,
2. a 0. 8. 4212,



104 RB. Koxie
'FZ% (‘”«r? ’1:) ?5.(7-'- 1)(.16 b&)

bééﬁg{z 9]%, lg{}: {S'EQ};

[y

a

aF(x,,2) .« &YV (2w,

2. w, z,=# -+t %__~— Mw&;vﬁm.ﬁy
s
Entw. 11;: dF e
Icy(xfz’ ‘“t} x d% (
3. m,, z=m+t =D t,
y=-1
CL
ng}; z) o AFYTY (%5 @)
4 a, z,— o+t w}v?‘i’w—m-———: N BT L
2 ) dr / dr r

7=0

7 o« +1
L Y o )
. pw‘” &, == T: e dn == —-—Wd'z e
7=0

=]

Der Satz — Entwicklungstheorem II, — kann so ausgesprochen werden:

Alle Elementardifferentiale der Klasse {ff} — und zwar jedes genau em-
mal — entspringen als Entwicklungskoeffizienten des Elementardifferentials

1. Ordwung von (K) mit dem Argument x, und dem Parameter z, nach t.

C) Die vollstindige Entwicklung nach dem Argument z folgt spéiter
von selbst aus dem Vertauschungssatz I, (§ 13). Das Analoge gilt fiir

dFY (2, ).

R, M

§11. Potenzentwicklung der Elementardifferentiale hoherer Ordnung.
df‘,ﬁ’? (z, 2)

. . d
Zuerst muB noch die Existenz von wﬂm—— 3;-33 fir A>1 nach-
A1 dFNz,, 2,)
gewiesen werden. Bilden wir zu dem Zweck —— | 2% — | und
az""t dz

bedenken, daB, falls 2z, ein Funktionselement mit einem von den Spur-
punkten von R, M, {A}, {P.} verschiedenen Mittelpunkt darstellt, in
den Reihen in (44) keine negativen Potenzen von r vorkommen konnen,
so folgt analog wie in § 8
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\.41 . o
dh-l dFISz)(a’z? "’t)
45 92,9]2 T — 1 "J?,SR o
(45) - dx dr (h—1! g1 dt

d‘i‘/&g}z%) (x'z 3 zt)

Ableitungssatz II,: Die Elementardifferentiale hiherer Ordnung von (K
mit dem Argument x und Parameter z entstehen aus demjenigen & Ordnung
dwrch Differentiation nach dem Parameter z.%)

Wir beherrschen damit auch fiir die Elementardifferentiale hoherer
Ordnung die drei Fragestellungen A), B), C). Des Folgenden wegen gebe
ich hier ausfithrlich die Entwicklung von dF(l’ Y(«,, 2)) nach dem Para-
meter ¢ (B)*¥):

Entwicklungstheorem II,_,:

~"+1)( ) ® Az +1
d x, , 2 5 (a: b,)
1. b, 2,=d+t: -.—1——’ - E’ ( ) R "
n AFEF Dz %) aFy 0z, n,)
¢ e . ’ 4 ]
2. m,a=n4t eI o E’( ) - =1
y=n
3 dF{ (2, %) (1 48P @)
. W, G=m+ b iz = T Tas
*© Ty +1),
! _d%_l”___\_xi_ﬁ‘f‘ ) t}'—h
2 dx 4
y=h

173

4. a,z=a+t: hier ist

dF Y@ i) _ g 9 A3 @ 0
dx = 2 o B

'/'.:0

2, .
dl

&5 ( ) — b {[tﬂ@’@ + (i’) [hfi Jﬁ)’a)@ deet (}}:) [‘("; S OIGE ,;h}
und daher

—a

(46) 4 1 dFI§§+1)(xz’ %t) _ 1 _l_f \
' % dx BRI [

Hierbei ist fiir s =>: 0:
% [ e me

*) Vgl fiir den algebraischen Fall H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliche,
Leipzig 1913, S. t1e.

**) Der Kiirze halber lasse ich im folgenden die Angabe von M, N dberall weg._
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= €0 1

wn TP oy S S e
y=1

Den® Inhalt der Gleichungen bezeichne ich als Entwicklungssatz

{h+ 1)t Stufe (Entw.-S. IL, ) fiir die Elementardifferentiale von (K) mit
Argument x und Parameler z.
Ebenso wie bei den Funktionen ist es hier vorteilhaft, statt

(k+1(x z) k=0, 1,2,
die Differentiale
(49) AR ) = AT (0 0) + (= 1) 20TV m) - a8 ()
927% SR’ 93% 9?. S).Yt (S)ﬁ) gR 932

einzufiihren, welche in Abhingigkeit von dem Argument z dieselben
Eigenschaften wie die dF**" haben, nur 'daB an den Stellen m, von M
%§b+1) (2, m,)

AEEID (2 5
i z 1 ¥t . . E+1R, M - .
o _ nicht Null, sondern gleich (— 1) 7 wird.
Fiir die Klasse (K) sind die analogen Differentiale
dF Ve, e,
%, B dz
T dzat h=0,1,2,---
und dFL Ve, )
&, 305 R, M
nebst den entsprechenden Sitzen aufzustellen.
d?ﬁ? (z, 2)
Fir =1 stellt gz,s;g;%t_ — die Verallgemeinerung der Weierstra8-
schen Funktion G (zy, %) im Mgebraischen Fall dar.¥)
" ()
%) 8. Weierstrab a. a. O. S. 269f. oder Brill-Noether, a.a. 0. 8. 427 = o

2
a7, m,)
entsprechen bei Weierstra die Funktionen H(xY),; g}—ﬁx——i&z
H '(my)“; dberdies wird da I =M, T =N gewihlt. Vgl hierzu die Anmérkung am

Schluf vor § 3.

die Funktionen
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1V. Abschnitt.
Die Vertauschungstheoreme.

§12. Zusammenhang zwischen den Elementar-Funktionen und
-Differentialen von zwei Variabeln.

Wir wollen nunmehr alle Zusammenhénge zwischen den aufgestellten

AR+ (4 %) d \if‘g‘f Dz, 2)
(h+1) S5+ 1) R, M dz  wm dx
B ea), BTG, T o g U g

m, R gk, N

zu erforschen trachten. Von vornherein sind folgende 4 Arten mioglich:

ar

L F— Tz
i E—E

dF d4F

I11. ds — du
IV. . ar

dz

Dazu kimen noch die Relationen zwischen den komplementiren GroBen
T, Il = II, I = III, IV, die aber formal nichts Neues liefern. Auch IV
kénnen wir weglassen, da es durch Verbindung von I mit III oder von
II mit T entsteht, so daf wir im wesentlichen folgende drei Typen iibrig

behalten:
den Zusammenhang zwischen

I den Funktionen von (X) und Differentialen von (2@ ,
II. den Funktionen von (K) und Funktionen von (K),
IIL den Differentialen von (K) und Differentialen von (K).

Es ist nun sehr bemerkenswert, dab II und III ihren Ausdruck finden
in Gleichungen, welche bei gleichzeitiger Vertauschung von Argument und
Parameter, ¢ und k, sowie aller GroBen mit ihren komplementiren unge-
dndert bleiben und daher den Namen Vertauschungstheorem verdienen.
Bezeichnen wir der Gleichformigkeit halber die Beziehungen I auch als
solche, so erhalten wir, den verschiedenen Ordnungen der Elementar-
Funktionen und -Differentiale entsprechend, die unendlichen Serien von
Vertauschungssitzen. Der gemeinsame Quell, aus dem sie alle entspringen,
ist der Gedanke: Man betrachte die in I—III links stehenden GréBen in

Abhingigkeit von dem Parameter und mache als solche eine Partialbruch-
darstellung von ihnen.
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§ 13. Das Vertauschungstheorem 1. Stufe zwischen Funktionen
und Differentialen,

ES (z,, :c,) e ® ist in Abhingigkeit von z ein Differential von (X),
von z eine Funktion von (X). In ersterer Higenschaft besitzt es, wie ein

Blick auf die Gleichungen 1.—5. des Entw.-S. I, (§ 7) lehrt, genau die
df’gﬁ (z, 2)

in der Definition vo sﬁ,mdt af
die Stelle z = 2z, wo es sich nach (30) verhilt wie
( PO~ B@) ki
j—i+P@@=—%+$@, b i
da fiir ein von R, M, | {B.} bzw. deren Spurpunkten verschiedenes z

die Rethen P(f,7) in (30) keine negativen Potenzen von z enthalten
konnen. Mithin folgt: g

EY dx ‘;zﬁs;%? (#er2)
Yert. II: sm ‘R (~,.’x: ) d’t —’-—-ng'— .
Diese Gleichung gilt zunichst unter der Voraussetzung, die ihrer Ablei-
tung zugrunde lag, d. h. fiir jedes beliebige 7 und jede beliebige, von den
Spurpunkten von R, M, {A}, {Ps} verschiedene Stelle z von E’ (s. § 9).
Da sie aber eine Identitit in z (und z) darstellt, gilt sie, so lange beide
Seiten einen Sinn behalten, d. h. auch noch fiir die ausgeschlossenen

Stellen.*) Dabei tritt' iibrigens, wenn 2, ein Funktionselement mit dem
Mittelpunkt a vorstellt und h =j ist, die Gleichung

.
&=

1 ¢ e _dg 1 dF“)( »2)
= EN(z, z) e T

& dr
an Stelle der obigen usw. fiir =——g oder befdes zusammen.

1.,1(1)
——di—~-—— in Abhingigkeit von z
zu betrachten, so wiren wir auf Grund von Entw.-3.II, und der Defini-
tion von EY% in § 6 zu derselben Gleichung gelangt.

Aus Vert. I, bzw. der damit dquivalenten Gleichung

Wiren wir davon ausgegangen,

(50) m(z = — —:— -

*) Das letztere gilt auch fiir alle andern Vertauschungstheoreme, wo ich es je-
doch der Kirze halber eigens zu erwihnen unterlasse.



Riemannsche Transzendenten 109

konnen nun durch Differentiation nach 2 oder z beliebig viele neue Iden-
tititen gewonnen werden. Besonders wichtig sind die folgenden

3 ; 1 & o _ L (1Fe
1) BRI )”’—h““ D) = — e (D),

Damit beherrscht man auf Grund von Ewntw.-S. 11, die Entwicklung von

ESY(e,2) — h=0,1,2,--- — nach dem Argument t vollstindig und .
dze oben § 8 fiir die Elementarfunkiz’men offen gelassene Frage C) ist da-
mit erledigt.

aF| V(a2 1 g ( dF{)e, fZ) 1

” (
(02) dr T ORT g dz" ar T R!? az* (EZ ) %z) dt)

Damit beherrscht man auf Gmmd von FEntw.-S. I, die Entwicklung von
aF{ Y, 2)
R T
die oben § 11 fir die Elementardifferentiale offen gelassene Frage C) ist
damit beantwortet.
Bedeuten 7, s zwei beliebige Zahlen der Reihe 0,1, 2, --. so ist all-

gemeih: )
. F(‘S +1 ( 2
(53) 2 (B o, )] = — ot g | R,

— h=0,1,2... — nach dem Arqument v vollstindig und

§ 14. Das Vertauschungstheorem (h + 1)t Stufe zwischen
Fanktionen und Differentialen.

Wir studieren Jetzt E("H) (%, x>;_i_§ in Abhingigkeit von x. Als sol-

cher ist der Ausdruck ein Dxiferentia,l der Klasse (E’) z sei zunichst
wieder eine gewdhnliche, von' den Spurpunkten von M, 9, {A}, {Po}

verschiedene Stelle. Pole von E(h“)( 2, )-— kénnen, wie ein Blick auf

die Gleichungen lehrt, liegen 1. be1 z=rzund k=4, 2. bea N, 3. bei {A}.
1. Bei 2 =2 und % = ¢ ist nach (31) fiir { = 0:

E§};+1)< 4z ) )}H_f + EB( )7

also bleibt daselbst die Differenz
AFE~D(z,, 2)

{h+1) dz , A+l RWM .
G — O B —

regulir. 2. Bei einer Stelle n, von R ist nach Entw. I, ,, 3
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— 1 -
B 2 = G g@) - + B,

also hat die Differenz
dFL Ve, n,)

— (— 1)”Z¢(n)(z) A - B

)
bei M hochstens nur mehr Pole 1. Ordnung. 3. Bei g, ist schlieBlich
nach Entw. I, ,, 4

Y, a
1 4 e dx 1 1 1
1), N2
% E’j (z: ‘1’¢> dr  h! e A { } ’

TJ) T

. 1=[—a7 (g-,-l) ; — 2 ...k
WObel { J P ad 71 S"__Jl m gz (z) aj) S 0, 1, ’ s ]G

ist (33, 35); mithin bleibt die Differenz

a3y (, a,)
B—, 22‘ [k o] @(1)(5’ a) ",
_ AT (@ 0)
+ [k h—1jf’$(2 0) " J’ =

bei allen Stellen von {9} regulir. C ist also ein Differential von (K),
welches hochstens bei 3t Pole 1. Ordnung hat, d. h. es ist

" dp™ ()
=Zﬂ (@) - P Ea

(%)
Nun geht die Gleichung fiir eine Stelle m, von M iiber in (17)

€= EF (s m) = () 1
M, RN '
Mithin besteht die Identitét:

Vertauschungstheorem I, ,:
dlp(h-i-l)( z" ‘>
E&FY p M -
m (7 )d +(—1) T de

d ‘%’(’H-l)(x‘n ) Qp(m)(x‘
A () R, M h
— 1 D) B = D E m) . B
) (‘-’R)
n d%[(‘h)(x,aj)

“%2 2![1 o}@m('z )T

o =1
®*) d%‘k (. ;)
4~[h h—l_l@ (7 0)) =, "{]} =0
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Die Beschrinkung, daf 2 eine gewshnliche Stelle ist, konnen wir jetzt
fallen lassen. Die ldentitdt in z und z besteht, solange die vorkommenden
Ausdriicke ihren Sinn behalten; wir bezeichnen sie als Vertauschungs-
theorem (h + 1)t~ Stufe (2 = 1,2, - - ) zwischen den Funktionen von
(K) und den Differentialen von (K)

Aus dieser (deichung konnen durch Differentiation nach 2 oder z
ebenfalls unbegrenszt viele neue hergeleitet werden. Analog wire Vert. T, .,
aufzustellen.

§ 15. Die Vertausehungstheoreme 2. Art fiir die Funktionen
von (K) und (K).

Betrachten wir wieder E\;(¢, ) als Funktion von z, als welche es
M,

der Klasse (TZ) angehort uné{ .sel z zunichst von den Spurpunkten von
MmN, M, K, {A}, {Po) verschieden. Dann ist zuniiehst fir » =z und

k=1
(”(z, x) + Eflw,2) = 4
R, %

reguldr. Bei M ist £ und E regulér; bei M ist £ reo*ular wihrend
dort hochstens Pole 1. Ordnung hat; bei M ist E reguldr, wihrend sich
dort E verhilt wie (Entw.-8.1, . 3)

ES (s a) = o) | +
wme % T

Also ist A= Do) & (z,n,) =
@™ o Ww

bei N regulir. Bei a; ist E, d. h. %— \E; (5:1, Z) reguldr, wihrend F, d. .
At

(da:)—« {@m( aj).}hr...}

dort einen Pol 1. Ordnung hat, wenn ¢, == 0 ist (Entw.-8. I;, 4.). Daber ist

*Z 2@(1)(2’“) m(m; o) =C

(%] 3—1,e]=§=0

daselbst regulir und hat alles in allem sonsi; hochstens bei M Pole
1. Ordpung; mithin folgt

C=s D P @) § ()
) *
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und da fir ¥y C= @‘ )(z fiy) = f3(z) - 1 wird (§9), gilt schlieSlich die

Identitit:
Yertauschungstheorem I :

o n) + B, 9~ PXOR @) —2’ (@), €06 )
) (gz)
-> 2 &0 0) & (@) = 0
(0} s=isg 40 o, 9t
Wir konnen diese Gleichung mit Hilfe der in (37), (38) eingefiihrten

Yunktionen kurz so schreiben:
n

EXe#) + Eflg, ) — > D GV, a)Cm(x, a) = 0.
SN W, N M, N; W®™,N (%) o= 118‘1#0 m, N
Diese Gleichung bleibt ungedndert, wenn man darin z mit z, © mit k, so-
wie alle anderen dorin vorkommenden Ausdriicke mit ithren komplementdren
vertauscht®) Wir bezeichnen sie daher als Vertauschungstheorem
1. Stufe fiir die Funktionen von (K) und (K). (Vert. II,)
Wenn alle ¢, = 0 sind, erhilt man als wichtiges Korollar:

Yertauschungstheorem IT *:
EQ, «) + ED(z,2) =0
om0 E% R WBWR
Ganz analog erhilt man das Veo*tauschu%gstheorem 2. Stufe fiir die
Funktionen von (K) und (K), welches so lautet:

Vertauschungstheorem 1L,

Fie ) —E ) + ) 8, 1)-9l() — D! e ;) 77()
o Do % @

_._21 2'“ @(l)(% ;) @(1)(37 J)
{ﬂrz I=1; 45=0

+ e, + DB 0) 8o ) — ¢ 80, 0) 6(s 0)
T, B, R

=1, ‘;:%’_0

oder kiirzer E@)(Z ) — EX)(z, ) WZ { }
mw; M, % 931,9% ", N 19}

e e

* Diese kuree Ausdrucksweise ist cum grano salis zu versiehen; sie ‘soll nichts
anderes besagen als eben der Inhalt der Gleichugg Vert. II,. Dieselbe Bemerkung
£ilt iberall im folgenden auch.
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Diese Gleichung, bzw. die linke Seite derselben bleibt bis auf das Vor-
zeichen ungefindert, wenn man darin obige Vertauschung vornimmt; denn
es ist fir §;=0:—&; =+ «; und fir
g=1:(—&;+1)=¢;, —a=—(—¢ +1)
Das allgemeine Vertauschungstheorem (h+1)%" Stufe — h=1,2,.-- —
lautet schlieBlich:

Vertauschungstheorem II,  ,:

(k-i-i)(z ZL') +( l\h EULH)(:&, Z)
m, N; ?& ?ri EW,S'Z m R

Z{ 2 Wh o] (&<x)(z,a.)§§><x} a)+--

j=1 8 =
—, ') S TR
o [ 2] & 0) 8w ) |
! m, % m, N

+Z [[7 o’ @m(z Ul“)(x, a;) + -
Jj=1, J—l
o [; ] 680, ) (e, aj)] — 0.
U T, % M, R

Man erkennt: die linke Seite vorstehender Gleichung bleibt bis auf den
Faktor (— 1)* ungedndert, wenn man darin ¢ mit z, ¢ mit k£ und alle
sonstigen GroBen mit ihren komplementiren vertauscht. Denn die Sym-

bole {: ] wo f eine beliebige reelle oder komplexe Zahl, # eine natiir-
liche Zahl 1, 2 -« ist, haber die Eigenschaft, daB

T I N R I A B GV I
L%4~ewﬁﬁ”ﬂnpﬁ—<wP??}
)= [0
(54b) [r o] =(=1y [fr rw-l] Ly, 1] —1y [r,:f2]"
Lol =G L L= [
Gt [ )= [0 L= ol
Lﬂ_;~e4rrﬁjﬂ-

Fir r=h und f=—¢; wird im Fall §;=0:—f=o;=— ¢;, im Fall
g=1:1—f—1=0¢,—1=—¢;
Mathematische Annalen. LXXIX. 8
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§ 16. Die Vertanschungstheoreme 3. Art fiir die Differentiale von
(K) und (K).
dFN(z, 2)

. ) . W  dz dx
Wir betrachten jetzt S el r

meter . Als solches ist es ein Differential der Klasse (KX). Es besitzt — wenn
wir z zunichst wieder auf gewéhnliche, von den Spurpunkten von N, I,
R, M, (A}, {P-)} verschiedene Stellen beschrinken — Pole héchstens
fir 2=o und ¢ =k, M, {A}, {Po}. DBei der ersteren Stelle verhilt es

in Abhanglgkelt von dem Para-

dF(, 2)
sich wie — % — —?zf %’—z-; durch Subtraktion dieses Gliedes schaffen

wir den Pol fort. Indem man weiter ganz wie in § 15 verfihrt, kommt
man unter Benufzung von Entw.-S. II,, § 10 zu der Gleichung:

Yertauschungstheorem IIIL:
AFP (e, 2y dFV(w, 2)

9%, M R, M
az + dzx

a5M (@, w) (zq,,ﬂ@ gV, my) A (x)
P e
¢ dx d.?}
@ )
o | 880 4306, 0,) - AFP @0, 4306 b)) ]
w®  K® AW %, 9t —
T 2 } dx dz dz dz =0

i
-

Hierin ist der Kiirze halber der Faktor —&% gff unterdriickt und daher

ﬁg statt 6 d;f statt’ %q-;"— usw. geschrieben. Unter Einfihrung der Be-

zeichnung (49) lantet diese bei gleichzeitiger Vertauschung von # und z,
¢+ und k, sowie aller sonstigen GroBen mit ibren komplementiren in-
variante Gleichung

. :ng‘,g(z, z) "dF Dz, 2)
%, 9 ; R, M %, 9, %, x ;
&t —+ 2 ]=0
(B )

Sie ist das Vertauschungstheorem 1. Stufe fiir die Differentiale von (K) und
{E). Dasselbe 2. Stafe lautet:
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Yertauschungstheorem I1I,:
a Fz.(f,) (z, x) d F]g) (z, 7)

%, it W
dz dzx
aFD (z, wx) dp{™ (2) agP e, m)) ap™ ()
wR W __Z‘ %, % »”
+ - dz dz dz dz
) )
ﬂ dg*%)(z, a,) d%}ﬁ‘)(z, a,)
Y Am %, %

(%) j=1;£)=0

oder bei Kinfiilhrung der Bezeichnung (49) kiirzer:

aF 9z, z) dFD(z, 2)
%ﬁeS%’% _ ’R,?ﬁ; ?ﬁ;ﬁ
dz dx

. A3V, ) AP, a)

+Z{ Zaf%’mdx o EJJz’gﬁdz }nO'
)

j:l;sJ:O

Ein besonders einfacher und wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn bei
simtlichen Stellen o kein rein imaginirer Exponent e, = ia; (¢ +0),
(j=1,2,--,») vorkommt, in welchem Falle alle ¢, <=0 sind oder &=0
und «; = @, = 0 ist. Alsdann fallt die Summe tiber () fort und man
hat das Korollar:

Yertauschungstheorem IIL*:

dF & (z, x) d?ﬁ{gx, 2)
FEwm  RWBR
dz dz ‘

Die Voraussetzung dieses Falles liegt insbesondere dann vor, wenn (K)
gleich einer Klasse algebraischer Funktionen ist und dann stellt IL* die
beriihmte Gleichung von Weierstrafs baw. eine Verallgemeinerung derselben
dar¥) '
Das allgemeine Vertauschungstheorem (& + 1) Stufe — h=1,2,....—
AF Vg, 5

; o . . m dxdz
erhiilt man schlieBlich, wenn man von dem Differential %’w—————-——d pr Tr 3

ausgeht und es in seiner Abhingigkeit von # betrachtet, wofiir die Ent-
wicklungen des § 11 gelten:

*) 8. WeierstraB, a. a. O, S. 234; Hensel-Landsberg, a. a. O, 8. 593 4; H. Weyl,
Die Idee der Riemannschen Fliche, Leipzig 1913, 8. 112; Brill-Noether, 2. a. 0. S. 427.
8‘8
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Yertauschungstheorem III, ,:

aFAFD g, ) AEL+D (g )
RIS X S (— 1>%§ﬁ9ﬁ;i932' B
dz T dz

% e 0(1) (.’E a}) d % (}&) (Z > j)

RO 1D PR

* F“EJ“% B e
[ e 798 a8
ih,h—11 de dz |

- a0, a) APV, a)
& 32,93?: %)ijé IR N
+ 51 [?i 0 dx dz T

J= 1,@#0‘-

_ ~aFEY g0
g, ol de @ §} 0-
Man erkennt wieder, diese Gleichung bleibt bei Vertauschung aller GréBen
mit ihren komplementiren sowie von 2 und #, 7 und % bis auf den Faktor

(—1)* ungeindert; man sehe (54) die Eigeuschaft der Symbole [f 8} fir
r=~"hund § =g,

}J

—B+1l=—ea+1=4¢ wird

. A e T 1.
wobei im Fall ¢, = 0: —f a;=&;, im Fall § = 1:

V. Abschnitt.
Die Reduktionstheoreme.
§ 17. Die BReduktionstheoreme 1. Art.

Die drei Arten von Vertauschungstheoremen I, ,, IL, ,, III,_ , geben
uns simtliche Zusammenhinge zwischen den Elementarfunktionen und
-Differentialen von zwei Variabeln (s. § 12). Sie haben, wenn 7 <z oder
z=z und ¢k ist, die Form identischer Gleichungen

P(t, )= 0.

Wir wollen darin den Koeffizienten von #, von 7* und 'von #'7* aufsuchen.
Die beiden ersteren geben uns Gleichungen, welche wir — ihrem Charakter
gemiB — als Reduktionstheoreme bezeichnen: je nachdem sie aus I, II, III
hervorgehen, unterscheiden wir sie als Reduktionstheoreme 1. 2., 3. Art.
(Der Koeffizient von #'¢* liefert uns die Reziprozititstheoreme 1., 2., 3. Art,
welche wir jedoch erst in einem n#chsten Abschnitt behandeln) Wir er-
halten auf diese Weise systematisch alle Zusammenhiinge zwischen den Ele-
mentorfunkiionen und -Differentialen von einer Variabeln.
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Aus I, folgt zundchst, wenn wir darin den Koeffizienten von 7° auf-
suchen:
Reduktionsthtorem I, (%): )3, 2)
1. fiir eine gewdhnliche Stelle dj: @f““)(z 9;) = — L?’i__*_____._]

s
S = (% 1; “ Y
dF(l)( Z)—‘
2. fir m,: GE+O(z,m) = — | B2 "0 ~1,23, ..
Y = T e
“aFO(,, )
3. fiir n,: @i(s'“) (Z, H,,) = — %mﬁz ’ s=—1 07 1; 27" 2
L. —d
&
- F\n( )“i
. ) 79 R
4. fir a;: %(’535;“)(2, a)=— K -L& , s=0,1,2
il
5. fir p,;; EFF(g, ywj)=——~ , s=01,2,.
W™, RN = z"

Red. I, (+*): Reduktionstheorem 1. Art 1. Stufe fiir Funktionen:
Sdmtliche in bezug auf M, N algebraisch charakierisierte Elementarfunktionen
vom (K) enispringen als Entwicklungskoeffizienten des mit negativem Vorzeichen

versehenen Elementardifferentials 1. Ordnung von (K) mit dem Argument z,
und dem Parameler z nach dem Argument <.
Dieser Satz bildet das Gegenstiick zu dem Entwicklungssatz I, von

§ 10, wonach alle € als Entwicklungskoeffizienten von E (1)2_15 nach dem
Parameter entspringen.

Analog erhalten wir, wenn wir in I, den Koeffizienten von # aui-
suchen:

Red. I,(7): Reduktionstheorem 1. Art 1. Stufe fiir die Diffe-
rentiale: Samtliche, in bezug auf N, M algebraisch charakterisierten Ele-

mentardifferentiale von (K) enispringen als Entwicklungskoeffizienten der
mit negativem Vorzeichen versehenen und wmit -f multiplizierten Elementar-

funktion 1. Ordnung von (K) mit dem Argument z, und Parameter z, nack
dem Argument .
Gehen wir allgemein von Vert. I, +1 — h=1,2,-.. — aus und be-

denken wir, daB nach Entw.-S. I 1 fiir eine Stelle d; (ﬁ,r-- d-+ 1)

h+12
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¢, dx7) h+4s
(R+1){ il SR, (h+1+9)
[ﬂ',Egiz (” $,5) dr s ( h ) 9.12‘(,%% ' (2) b‘;)

aFEDE , 27
%mz z? {
und nach Abl II, L“WZ{*WJ,,;
gleich der 2*™ Ableitung einer Funktion von (K) ist, so folgt¥)

Red. I,,,(v): Reduktionstheorem 1. Art (k4 1) Stufe fiir
die Funktionen: Sdmtliche, zur Stelle by gehorigen Elementarfunktiones
der Ordnungen h+1+s — §=0,1,2,... — lassen sich linear, homogen
und mit konstanten Koeffizienten ausdriicken durch die v iberall endlichen
Funktionen, die & zu W gehorigen Elementarfunktionen der Ordnung h+ 1
und die ns-h zu simiflichen Stellen o gehvrigen Elementarfunktionen der
Ordrumgen 1,2, - - -, b sowie durch die h* Ableitung einer Funktion von (K).¥¥)

Besonders einfach und bemerkenswert wird der Satz fiir h = 1.

Red. I, ., (#") oder das Reduktionstheorem 1. Art (A + 1) Stufe
fiir die Differentiale zu formulieren, das analog launtet, iiberlassen wir
dem Leser. Speziell fiir 7 =1 lehrt uns der Satz bzw. seine Integralform:
Séimitliche, zur beliebigen (gewdhnlichen) Stelle by gehorigen Elementariviegrale

AFEE (, b9)
von (K) M N P dr — r=0,1,2,--- — lassen sich darstellen

durch die é iiberall endlichen Integrale, die T zu N gehdrigen Elemeniar-

dFo =, n,)
wntegrale R Qdv, die ns 2u simtlichen o; gehirenden Elementar-
g dr 3

) g(]:)(ﬂ%: a,)
integrale %R y P dr und eine Funktion der Klasse.

¢ 18. Die Reduktionstheoreme 2. Art.

Suchen wir jetzt in Vert. II, den Koeffizienten vonv* — $=0,1,2,.-- —
an der gewdhnlichen Stelle b, so kommt:

[N e

% Ich begniige mich hier, das Theorem fiir eine gew&hnliche, von M, %, {¥},

{%B, } verschiedene Stelle auszusprechen. )

4 *% DaB hier wie sonst z einmal als Zeichen fiir die Anzahl der linear unab-

hingigen iiberall endlicken Funktionen steht, das andere Mal fiir eine Ortsuniformi-

sierende; ebenso dab s, das die Anzahl der Verzweigungspunkte a bezeichnet, noch
anders gebraucht wird, kann wohl zu keiner Verwechslung fithren.
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Reduktionstheorem I (v*):

o3
&, % o, 5

R } .
Gz, ;) = % (&, z)j + Zt EP ., m)“j g
Al 2l
[

—_2 Z”: { vg)<§1: aj)] '?gg:(z; a,)

o j:l,a?]:%-:o n, v

oder in Worten: Reduktionstheorem 2. Art 1. Stufe fiir die Funk-
tionen: Samitliche, sur belicbigen (gewihnlichen) Stelle by gehirigen Ele-
mentarfunttionen von (K) lassen sich ausdriicken durch die v dberall end-

lichen Funktionen, die © 2u R gehivigen Elementarfunktionen 1. Ordnung,
die A, zu similichen a, mit &+ O gehdrigen Elementarfunktionen 1. Ord-

wung sowie durch die Emtwicklungskoeffiziewter wvon E(1>(x, 2) nack dem

Arqument .
Hierbei ist
‘A =08 = Ay + A
{95) A,= Anzahl der Stellen a, mit ¢, ~0: a9,
}A = o w om o &=11a®,

Red. 1I,(#) gibt dasselbe fur die GV (e, b;).
T, %
Gehen wir jetzt zu Vert. II, und bedenken, daB EfY (z, z) = = E;Eﬁ (z, )

‘ist.  Wir wollen jetzt den Koeffizienten von z° fiir alle Stellen der Ebene

untersuchen.
1. Sei by =M, N, {A}, {Po}; dann folgt fiir s=0, 1, 2, --

- 7
- Cp. 4 5 i
{b8) (s+1) & (z, bs) = t—; i (i%z, 2) !
”9‘3’%,?% ~z
_Sepe. n) g0+ 3| | 8P
(g;) 33?,93 ) LR =,
=2 2 L 50, @) | - 606, o)
@) j=1,5;=0 U BB

-3 Searn] Losew-s] 180

(% i=Lg=1
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Es konnen also fiir beliebiges b, alle Elementarfunktionen
€2 (2, by), €O(e, by),
ausgedriickt werden durch die

v za N gehorigen Funktionen €(z n,)= q>(“) (2)

m,Nn
- ~ (2
T 5 9} » ” @i )(Z7 II;;)
(d7)
(0) (1) (0
AO » aJ »” b SJC (‘Z )
(1 1 (1 2 (1
| 2A,,, of » ” &Y (2, af )) und G (z, oY),
m, N n, N

sowie durch die Ableitung einer Funktion der Klasse.
2. Bei m, folgt dasselbe fiir s =0,1,2,... oder fiir

@) B,
€, (Z: my)? €, ("7 m,u)) o '
3. Bei m, ist die niedrigste vorkommende Potenz — und zwar ist —

wenn wir nur die Glieder mit negativen Potenzen hinsetzen —
(n)
] = () —

;f—g(?) A . (}I) ) SR

[ +1 &7 (2. ny)]# @ (2) 0,

was sich gerade weghebt. Es folgt weiter fiir s =0, 1,2, --- dasselbe fir
€7, m,), €%(,n,), -

4@, Sei a), zuniichst eine von den Stellen a¥; dann folgt (s. Ent-
S.'L, 4. und (35), (35))

;% Ef‘zf)'(z: ?”z) ""%{[1 g:i (’m(z ay) + [1 1 J@@)(Z’ a) -7+ }

die eine negative Potenz - - ! hebt sich gegen das Folgende weg und zwar

ecen den Term
geg

r I R a’ ’ ’
TR

und es folgt fir s=0,1,2-.. ) )
3 — e s da 1 ) \"/( o'
@ [ L e =|d g B ]
[ 1 Q;' o
_2 ‘t?‘;;'k v@if (‘Z"t? ~{ T')( ) +2[: 91‘1) (2) (g) n:},
®) = M, 3 5 Y
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4®, Sei jetzt ay eine'von den Stellen at); dann ist daselbst nach
Ent.-S. I,, 4. und (33), (39)

1 t A a’ 1 — o, ’ — o, 2 ’
2 B9 x,)=;?{[ L]0 + [ 7] 80 G )
yl 4 ] +
+ [’1‘ ‘;‘a] &Pz ap) + - - } :

: . . 1 1 .
Die beiden negativen Potenzen _, und — heben sich gegen das Folgende

weg und zwar gegen die Glieder

a,
+ o 7@(9)( z,,65) | - €7 (5, &)
% .

’ 1 o,
und - (" oy + 1) 7, (1)( L3 CI,) 1' 1@2'2)(5) ﬂ,'),
L 2%y —
— a'« 7 — lx’; s
da 1, o’] =T % [ 1, 1’] =(-w&+1)

ist und es folgt fir s=0,1,2,.-.

- (+9) , =‘ 1 d Fo a’ i
(59) ; L1, S+ 9 @ (’g? a; i—z‘é} dz s\)%,Eg;"(xﬁ Z)_} s
S S T
®) ) ()

5. Betrachten wir schlieflich eine Stelle ., so folgt aus Ent-S. I, 5.
fir s=0,1,2,.--

(60) 2 +9) 6" sy -—1_@, VEﬁ)@”” ‘ﬂ
_2{ },s-ys q);n) (z\ +2[ ‘; S48 @(2) (,,) Il") +2{
{R) ®® w ®

Zusammenfassend kdnnen wir Red. I, (z*), d.h. das Reduktionstheorem
2. Art 2. Stufe fiir die Funktionen von (K) so aussprechen: Abgesehen vor

ﬁ@g:)(z, ba); 9)'%5: (Z} nr) - ba %: %} gt} {QI}? {%m } - Zwsswz SiCh aae EZ@‘
mentarfunktionen von (K) durch die © + % -+ A, + 2A, in (57) bescichneten
Funldtionen sowie durch die Ableitung einer Funklion der Klasse darstellen.

Speziell fiir eine algebraische Klasse, woselbst 7 =7 =1 und mit ¢,
auch «; gleich Null ist, gilt das Korollar:
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Reduktionstheorem IL* (v*): Abgeschen von
@m (2 y), @“)(z, )& & (% )

’

dassen sich alle Elementarfunktionen mittels einer Konstanten, der Fumktion
@(2)(% fiy), den @(” (2, o), @(2) (2, &) sowie der Ableitung einer Funkiion

»dantellen )

Red. II, (#) gibt das Analoge fir die Funktionen von (X).

Die Aufstellung und Formulierung von II, ., (*) und II, 4 (¥) iiber-
lassen wir der Kiirze halber dem Leser. Hierin tritt die %% Ableitung
einer Funktion ein, '

§ 19. Die Reduktionstheoreme 3. Art.

Suchen wir in Vert. III, den Koeffizienten von ¥ — r =0,1,2,... —
an der gewohnlichen Stelle Dy, so kommt:

Reduktionstheorem III, (#):

%x M 0, W !
dx dt i

o«(r+1)<mt,b§> [dFak(zt’@ !

+ 2[% 1, 2 (sm) R, MW

dx
; { [d&;’) G, »ﬂ aFD (@, pe) [9B M-W a3D (@, =)

d%gl) &, m ) ‘{ {m) (@) rd ’P(ﬁ) (% )] d§§cl) (z, iﬁﬁ)

N | B® KX Ty EE X
dt L az L dat s dz
=~ :

-oder in Worten Reduktionstheorem 3. Art 1. Stufe fiir die Diffe-
rentiale: Samtliche zur belicbigen (gewihnlichen) Stelle d; gehirigen Ele-
mendardifferentiale von (K) lassen sich ausdriicken durch die & iiberall end-
dichen Differentiale, dic 6 zu W gehorigen Elementardifferentiale 1. Ordnung,

die 2n zu Puo;(j=1,2,---, m) gehdrigen Elementardifferentiale 1. und
. . . AFD(z

2. Ordnung, sowie durch die Entwicklungskoeffizienten von w»w—;z(: Ak nach

dem Argument t.

Analog ist Red. III, (7°).

B

*} % besteht hierbei aus einer einzigen, beliebig zu wihlenden Stelle; M aus
§=p bteﬁen, far welche kein iiberall endliches Differential vergchwindet und welche
von {9} mwnd {$,} verschieden sind.
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Wir schreiten jetzt zu Vert. III;, erinnern uns, daB

ng)(z, .76)~ _a (’)(z z)
dz T dx as

war und untersuchen den Koeffizienten von # fiir alle Stellen der Ebene.
1. Sei wieder Dy = M, N, {A}, { P, }; dann folgt fir s=0,1,2,.--

d§%2+r) (xr[s bd> }r ( thk (dt7 .7}) 1

%, M IREAREY dx 1
(9' + 1) dr . !_;Zx dt dr Y
d%f,? Gm)l  ap™@) TAvE) Y aF® (a,, Wy
2 f i ‘7% 9& % R, M )
—— ———-—-—-—#* -t e { * ”i;:M__’ -
@) (%)

%", M

a3 €, a) ] a3y @, a,)
7

dr

Es konnen also fiir beliebiges Dy alle Elementardifferentiale

d§D@,, 05  AFV(x,, by
T dz ? dzr 4

ausgedriickt werden durch die

d%go) (w,, wm,) d“’wg“) (x,)
6 zu M gehorigen Differentiale i’-t’—%l—g;—» =% S
a5 (z,, W
(61) ¢, M " - %, M —
aFP (=, a}o))
A0 , o wE

sowie durch die mit —g multiplizierte
Ableitung einer Funktion der Klasse.
2. Bei'n, folgt dasselbe fitr » =0, 1,2,--. oder fiir die Differentiale

&3P () aFd (e, n,)

— RO e et .

dz ? dz 7
3. Bel m, hebt sich wieder die eine vorkommende negative Potenz

~t‘§ (analog wie bei Funktionen unter 3.) weg und es folgt fir r=0,1,2,---
dasselbe fiir die Differentiale
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Pz, m)  A5P(z,, m,)
dz ? ar ?

e v

4. Sei g, zunichst ebenfalls wieder eine von den Stellen a}”; dann

folgt (46)

,d

(62) 1 dij(xt, zz} [ o d%L (@, a) L. ‘[a;,]dgfg“ﬂ)(xt, @) g
ta"," 1,0 dr i, r dz

- #

Die eine hier vorkommende negative Potehz ~: hebt sich in Vert. III,

gegen das Folgende weg und zwar gegen den Term

PR (ffz_t’) D@ )
Lta' t—1 dz‘

und es folgt fir r=0,1,2,---

— N
d% -'H‘)( ) i dF(,lk (Zt’ z,) 1
[ EY? . ; 1 d 91’,93? _ ja=z
1, r+1 dz T L) da dt ar |7
a9y (x ” P @, Wy
[ 1 d% (zt’ m’u) ] g;fk ( z) i 1 ‘gm)(dt)—s ( ] (-t)
t&’} dai o dr +Z l_ t’;‘/ Cdt e drw
() %)

dFP (x,, a)

}
+2 2 Ltzf d%' W-a)*!,r _ %mdt

() j=1; =0

4™, Sei jetzt o} eine von den Stellen a, also & = 1; dann besteht
daselbst wieder die Gleichung (62), wihrend alle in Veh. III auftreten-

den Differentiale von (K), z B. QI"(Z‘) eine Entwicklung der Form haben*)
1 dw, (%) 1 1
A (U 10

Setzen wir also

[ 1 d’% @
} t“'

2~ B

und analog fiir die anderen, so folgt also fiir »r =0, 1, 2, -

# Man erinnere sich der Definition des Multiploms (5).
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/ ay— =
d%(l-i-r) @, o ) ’ dF(l’(zt, x,) i
Co T R® 1 dis®:  fdz
]__ J - - {”:' dec \ dt dr_d ¢er
d‘{)('“)(.c ) dzy‘,’(x,, M~ )
_Zr e )7‘ - Z JRkewm
: '_ _}:" T Jz" d‘b’
(%) (™)

d g(kl) (xf) aj)

&, j=1; §=0

5. Fiir p.,; ist schlieBlich (48) (s — 1)

AFL .0 2) dg iﬁ Ay (@, v o1
R dﬁ - s

dt dt dz
d=1
also folgt fir r=0,1,2,. .-
N - s 3 (1) @ -

d%k_ /') Ly P ) ! /dFJ]}g(:t’ xf)) ‘
g LR T 4tnm dz |
o+ 1) dr | dz dt dz 4

dw(knl)(x:z) "
’_ LN N

ST LY 43 3
@ e () M) 1=1; ¢5=0

Zusammenfassend konunen wir also Red. III, (#), d. h. das Reduktions-
theorem 3. Art 2. Stufe fiir die Differentiale von (K ) so aussprechen:
Abgesehern von

AP @, 0y  AFP@aAm) A (@, b))

%, I i , om de ,."”ﬁ_;i._..t. e — Dy MM, N, (A, (B —

lassen sich alle Elementardifferentiale von (I\f/ ) durch die 6 + 6+ A, in
(61) bezeichneten Differentiale sowie durch die (mit Z—f multiplizierte) Ab-

leitung ciner Funktion von (K) ausdriicken.
Speziell fiir eine algebraische Klasse*) (K) (K), woselbst 6=6=p
und mif ¢, auch «, gleich Null ist, gilt das Korollar: Abgesehen von

Reduktionstheorem YIL*:
aF (2.0 4P, m)  daFP@,. ) AF e b

dr T dx ? dr 7 dz

.

*) Vgl. Hensel-Landsberg, a. a. 0. 22. Vorlesung.
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lassen sich alle Elementardifferentiale mit Hilfe der p iiberall endlichen,
der p za M gehdrigen Elementardifferentiale 2. Ordnung und der Ablei-
tung einer Funktion darstellen. :

Analog launtet Red. IIL, (7*) fiir (K). Die Aufstellung und Formu-
lierang von I, () bzw. III, , (%) tiberlassen wir wieder der Kiirze
halber dem Leser und bemerken nur, daB hier die A% Ableitung einer

Funktion eintritt.

VI. Abschnitt.

Die Reziprozititstheoreme.

§ 20. Die Reziprozititsgesetze 1. Art.

Wir untersuchen jotzt den Koeffizienten von #"7* in den Vertauschungs-
theoremen und erhalten damit 3 Arten von Sitzen, die wir ihres eigen-
artigen Charakters wegen als Resiprozititstheoreme bezeichnen.

Vert. 1, lautete:

aFW(z,, 2,
(1) R, MW
(63) (an) d e PRk
Sind by, b4 zunéichst zwei voneinander verschiedene, gewdhnliche Stellen,

2, bzw. z, ein Element mit dem Mittelpunkt b bzw. d, so folgt, wenn man
die beiden Entwicklungssitze heranzieht, unmittelbar fiif® 7, s — 0, 1,22

! %('r-r 1) béj) ‘;

! |

{s4+1) /b e R, W\ i
@p (Zi,ba)\ p == — Wd‘t ts.

Wir halten nun d; fest, nehmen statt b; aber anch der Reihe nach eine

von den Stellen von I, N, {A}, {Bo }.
Fiir m, ergibt sich fur r=—1012..45=0,12, -

% agy TV &,, m,) j

(¢+1) %, W
(‘g& (t)bé)?"“-‘ dr ot
und speziell fir r = — 1 (21)
| aw &)
@('-&-1) o - m .
%S& (zt7 6) %t"‘l d«y {‘6‘9

Fir w, und fir r=1,2,.-+5 s=0,1,2,--+ folgt

3{ (r«f-l)(d
{s+1) _ &®
@3-}- (Zﬁ b&){ = --—~3~;ML.
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Fir a, haben wir statt von (63) auszngehen von der Gleichung
aF ) (a,, 2,)

1 m —_ ~2&9}::
“ o (5” ,) T~ t; d+

und erhalten aus dem Entwicklungssatz I 4 fir r,§=0,1,2,...
d?}(r—i-l) ('%z' a

1 (s+1) 5 %", M }
t"’: Gm ( ¢ a)* dz gt

fiir p,; und r,5=0,1,2,.-- schlieBlich

d%(s-?tl)( 1) pw )

(s+ 1) - %M .
@,js% (~ty 53) o dz "

Nun konnen wir auch fiir d; der Reihe eine von den Stellen 3, N, {A}, { P
nehmen und erhalten damit das Reziprozititstheorem 1. Art 1. Stufe:

Reziprozititstheorem I,:

Der v* Entwicklungskoeffizient der zur Stelle by gehirigen Elementar-
funktion (s + 1) Ordnumg an der Stelle by st entgegengesetzt gleich dem
st Entwicklungskoeffizienten des zu Bﬁ gehbrigen  Elementardifferentials
(r + 1) Ordnung an der Sielle d5. b, und by sind dabei swei beliebige,
voneinander verschiedene Stellen; r, s beliebige daselbst tiberhaupt migliche
Zahlen )

Die Koeffizienten der festen Unendlichkeitsstellen I bzw. N fiir die-
Elementarfunktionen bzw. Elementardifferentiale werden insbhesondere durch
folgendes Korollar gegeben:

Reziprozititstheorem I *:

apfo &) ) .
(s+1) m
@ (2, 05) i PR b+a
! r &
| ) @, (&)
GO 4 ! _—— . ]
Sﬁ,# (t) j){t——l L taj dz "
ageV(,, b,) )
%, M ‘ _ (my?
dx =1 ;?;F (ZQ ,r’ bta
aFTT (2, q) | =
LY. S R B AN
dz [t [t"‘: D (t)J:r

* Fiir die Stellen a, ist das sinmgemip zu verstehen. S. L*.
*) Die Gleichungen gelten auch noch, wenn by mit m, bzw. b, mit n, zu—
sammenfillt, wie aus dem Residuensatz (64), (68) direkt gefolgert werden kann,
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Analog folgen ans I,., (h=1,2,--.) die Reziprozititstheoreme 1. Art hi-
herer Stufe, deren Aufstellung® wir der Kiirze halber dem Leser fiberlassen.

§ 21. Die Reziprozititsgesetze 2. und 3. Art.

Indem man in II, ; den Koeffizienten von ¢"7* anfsucht, gelangt man
zu Sitzen, welche den Zusammenhang geben zwischen den Entwicklungs-
koeffizienten der zu d; gehorigen Elementarfunktionen von (K) an der
Stelle b, und denjenigen der zu b, gehorigen Elementarfunktionen von
(K) an der Stelle b,

Ich beschrinke mich darauf, Rez 1I, anzugeben unier der Voraus-
setzung, daf b,, b; zwei voneinander und von %2 R R, (A, {Ba)
verschiedene Steﬂen sind.

Reziprozititstheorem I, :

1) /8 T+ 4,
gg’%r )(Zn D) ¢r+ V@§+ (Z, E’#) .

"“21}9 n)(g @ﬂli(xﬁ 1t ) ___2 & )(Z,“ ) - vin)(u%)
) e TR tf @,’}) v % s
- 2 §P¢se) &) =0,
o) s=1; ]:%:G w90, R vt

Indem man sehlieflich in I1I,,, den Koeffizienten von ¢"1° bildet,
gelangt man zu Sitzen, welche den Zusammenhang geben zwischen den
Entwicklungskoeffizienten der zu b, gehorigen Elementardifferentiale von
(K) an der Stelle b, und denjemgen der zu by gehdrigen Elementardiffe-
renfiale von (K) an der Stelle b,. Ieh beschrinke mich auch hier darauf,
das Reziprozitdtsgeselz 3. Art 1. Stufe anzugeben, unter derselben Voraus-
setzung iiber b, und ;:

Reziprozititsgesetz I, :

agrtvd,. 5y aFETVE,, by
M| ?R: ?_3}, A
dr 2 dt (gr
d?}gﬂ (:fé i) diﬁﬁgﬁ (%a\)‘ m)ie’iif) d%p’ ("'t’ w )
N ™ =" ’”2 ;L RS %
Z dr &  dt ¥ ; dt e ai i
=) ()
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Mit Rez. I, ,, I,,,, III,,, sind alle Zusammenbhinge zwischen den Ent-
wicklungskoeffizienten der Elementarfunktionen und -Differentiale von (K)
und (X) bekannt.

VII. Abschnitt.
Die allgemeine Reduktion der Funktionen und Differentiale.

§ 22. Die Partialbruchdarstellung eines beliebigen Differentials
von (K).

Es sei ’@’) (g\ g; ©n beliebiges Differential der Klasse (K)

Seine Unendhchkeltsstellen samt den zugehorigen Entwicklungen seien die
folgenden:

1. Eine gewisse Anzahl gewGhnlicher, d.h. von I, N, {A}, { P}
verschiedener Stellen b;:

(46)
g a6, A4 Do
L=d+1t:- (gt()_dd R + D 4.

¢

t
2. Gewisse von den Stellen von M; setze ich M =MW - M", so
mogen bei WM Pole gelegen sein, bei PM” nicht:

w’ (1) '
w dGu &) DA g D(my)

— (/c')
L=m +¢t: = 4.+ lt ++ D4

3. Gewisse von den Stellen von NM; setze ich N =N - N, so mogen
wieder bei N Pole gelegen sein, bei I’ nichi:

) a6 ZI) D(;w/) D(n")
A ao,( i ” ) o
S=n +1: —7g T Feeek Y D0+

4. Gewisse von den Stellen von {‘2[}, und zwar, wenn die Gesamtheit
der ns Stellen () = A’- A" ist, mogen bei den in A’ enthaltenen Stellen
a; Pole liegen, bei A" nicht:

a (a’,) ’
Z,;—a'-{—t" 1 () 1 D,,;J,- +'D(la/)+D(a;,)+
‘ s M T
'D. Gewisse von den n Stellen p.,;, ndmlich p.,:
®© )
~ D 4
o 1 Gt . (J) iy
e -t_,; TR L

Mathematische Annalen. LXXIX. 9
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Hiermit ist die denkbar allgemeinste Annahme gemacht. Nach dem ,,Eesi—
duensatz fiir die Differentiale” geniigen die Koeffizienten D r linearen Re-
lationen.*) Es ist nimlich, wenn f;(f) eine beliebige Funktion von (K) ist

Zf,, GRAGE Zf CHAGE:

ein ra&’wnales leferenhal und daher seine Residuumsnmme gleich Null
W3hlt man insbesondere fiir / die 7 iiberall endlichen Funktmnen q)(“) (£,

so gibt das die 7 Relationen

(69) 22’@% 6% o,

i=1 .J*‘

e

‘wo die erste Summe iiber alle Unendlichkeitsstellen von %?—zu erstrecken

ist. Wahlt man fiir f, dagegen _Eﬁ) (¢, ), so ist aus dem gleichen Grunde

(65) 2 Z‘{ E§ & ) - 37,@) ddi{ E =0.

Ji
Diese Gleichung liefert in expliziter Form mit einem Schlage die Partial-
bruchzerlegung von g,(x) und damit gk(z) —— mittels der Elementardiffe-

rentiale von (K).
Das soll zundchst gezeigt werden; wir untersuchen der Reihe nach

die SteHlen, wo [ 1o = O ansfallen kann

a) Fir Q =x+1 und j= % ist, wenn wir zunsichst unter z, eine ge-
wohnliche, von allen 7, verschiedene Stelle verstehen

m(gtz .’L‘) =7 + %(t)}
dgk{gt)g

G(8) =G@) + ~Gr,_ ot
a}'so [ ]t" 1 == ?L.(.’E).
‘b) fiir %3 iS‘h
dF{l}(gg’ &) it d%(}'-!-l){x%)
1) ko ) __ ag @Ry
i A R
also naeh 1. r=

. d% (xz by) d d%b (3: hé)
{ ] R aédé)wf_m Z’ Do 2E 28
&

i=2

et i Rt

%3 “Iﬁ‘ $ 5.
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¢) fiir m, ist allgemein

L V(m> * aZr+
@ " . ar, *u (:17, g,t) _ (.’B) 1 d%k ta, my)
Bk, ) = — dzx o dm Tt +2 dz R
’” r=0
also fiir my~, wenn daselbst
! ” )
Gur (&) = Gur(m”) + dg o t+ =Dy #" -
. m”u d'lp )($> -
gesetzt wird [ ]r = — D( ‘ ———J‘————“,‘ fiir n,s dagegen
(m! ) dzp(m’)(a:) (m ) d%/. (@, m, ') »4:}4::’ m’ ) dgm(x m)

[ ].—— D™ i D, L0 5 W)

dx dz ’

=
also fiir alle Stellen m, von M zusammengenommen:

Z[ :L» =“‘2D(m) M._Zp(m y 480 (z,m a3 @ my)

(M) @y |

e gy (z, )
S,
W) i=
d) fiir n, ist allgemein

n' dlgl)(x’g d Sy +1) z,n
B, ) — — 2 _...2 e
also bei ny: [ ] -
t——l
bei 1, - (@) o)) d%k (x, n,)
bei 1, : [ :L_l:__.__ T __ZD . ),
e) bei a; ist allgemein
Ry 1 dﬁk, @ & > dFT (g, a))
a ) = — = Y @
7=0
also fiir a: “?E'%(g, z) = — £
?
X a
dG‘ r(g) —_ ” o
;tt"—"ta){ }7 da ¢ = — « + & ist;

’

4/,
. t v(lj / J %(4) ’
it _ .pep) 88 a)) £y 88y (x5 a%)
. [ ]&-1"_ - rra “2 DiP =g

dx
k=2

-9‘
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) bei po;
= AFD@, g S V@, Py
TR (I 2
y =0
3130 fﬁr poojl
_ @) d%}k ('”’ Peog?) . ( ’}d%k ("" Pesye)
[ oo Wi Sy

‘Wenn wir alles zusg’mmenfa,ssen, erhalten wir also die
Partialbruchdarstellung:

Ay,
- (dg) d%ﬁ {wr bé’) d dg'k (.‘2:, b&)
(66) (@)= - 5
D d% (m> () 485 (n, My (m; ) (! )d%k (w, )
+ + 2 + > 2D
% () zz‘
A1y
(n ,:) d?& (‘(5: n,/)
+2 2 D dz
(W) i=2
o (1)
{e7) d%k (x, a (@) agd(x, w)
D, I __,W!,_, e D BB A
! d
(wj) d%}y (x? ‘pco’l {eo j) %< )(m) pw ,)
X 3o e
%’: ooy} 4=
a & LW
oder kiirzer, wenn wir B 0 setzen:

(67) a6 (@) dw 2 D{mu) d% (50) 4 2 D(p,,) agP ("Ew %)

T dzr
(m
+ZZ _D(%z d%k (x,, pﬂ) iy

wo die > iiber alle Unendlichkeitsstellen p, von —== "( %) yu erstrecken ist.

Aus der ausfihirlichen Gestalt (66) erkennt man, daﬁ man in der Tat die
gesuchte Parfialbrachdarstellung vor sich hat; denn die einzelnen Zeilen
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stellen gerade die in 1. bis*D. gegebene Emtwicklung dar, wenn man an

die Normierung der 7& denkt ((17)—(@3)). Nur daB fiir die Stellen von,

N auch der richtige Koeffizient D, kommt, bleibt zu iiberlegen; das folgt
aber aus dem Residuumsatz (64). Nimmt man hierin.ein ¢, so folgt:
mit Hilfe von Rez. L, * gerade, daf fiir v}~ in (66) [ :L_l =0 wird, nimmt

man dagegen ein @™, so folgt ebenso, daB fiir n,, in (66) [ }t_l——-' D

wird, wie es sein soll.

§ 23. Die Reduktion eines beliebigén Differentials.

Indem man auf die in (66) auftretenden Elementardifferentiale die
Reduktionstheoreme des V. Abschnittes in dieser oder jener Weise zur

d Glc (xft)

Anwendung bringt, kann das Differential auf die mannigfachste

Weise ,reduziert® werden. Wir wollen msbesondele auf alle in (67) auf-

tretenden Hlementardifferentiale gleichzeitig Red. III, zur Anwendung
Ay
bringen. Dann wird aus ZZ’ ein lineares Aggregat von

P O ) e
dr ’ dz ? dr

und der Ableitung eiver Funkfion. Wir haben demnach den allgemeinen.
Reduktionssatz fiir die Differentiale: Alle Differentiale von (K) lassen
sich reduzieren auf folgende Elementardifferentiale:
a ié,(zgm) (x)
die ¢ iiberall endlichen Differentiale —lk-a-tk— ,

a3} (@, vg)
dz ?
0(1) (2, my,)
(68) —‘a’?"*
%}'1) @,, ')
dr ?
AFD (@, )
dz ?
a3 @,, Ty
az
und die mit g; multiplizierte Ableitung einer Funktion der Klasse (E’)

die Differentiale 1. Ordnung by ==, N, {A}, {Bs)

&0 =0,

die 6 Differentiale 2. Ordnung
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Die Integralform des Saizes lehrt uns, was durch die Integrale Neues
zu den Funktionen der Klasse hinzutritt: nimlich pur die den Differen-

tialen (68) entsprechenden Integrale.
Spezieller Reduktionssatz fir die Differentiale: Alle Diffe-

rentiale von (E), fiir welche '
.D:(ldé) — ng‘u') — Dgnl") — DS“J’ ) =0

ist, d. h. in deren Integralen — aufer eventuell bei (A) — keine Logarithmen
vorkommen, lassen sich reduzieren auf die

(m) ()
6 iiberall endlichen Differentiale T ,
d%’gz) (xfn fﬁ}.‘i
o Differentiale 2. Ordnung }i’_%}_&?,,_ ,
agP (@, o)
A, Differentiale 1. Ordnung B, & =0 oder —id
* > d'; 7 7 ‘A

Zusatz 1: Ist (K) speziell eine solche Klasse, daB fiir jedes a und
jedes j entweder @ = 0 oder ¢; = o + 9¢; mit ;= 0 ist [d. h. kein rein
imaginires & = ¢e; vorkommt], dapn lassen sich alle logarithmenfreien

Integrale ( f d%@—f@.d z, f d%?d a z) ausdriicken durch die

"’\m) (x't)

G iiberall endlichen Integrale / ——g—dr,

%"‘” (@, Titm)
6 Integrale / P dr

und eine Funktion der Klasse.

Zusatz 2: Ist (K) eine algebraische Klasse*), so wird ¢ = 6 = p und
es lassen sich alle logarithmenfreien Integrale ausdriicken durch die 2p
nFundamentalintegrale“ und eine algebraische Funktion.

[}
Zusatz 3: M — Hﬁp’ ist hierbei ein Divisor von der Art, da8

— auBer den eventuell vorhandenen iiberall endlichen Funktionen — keine
Funktion von (K) existiert, welche Multiplum von -1 ist.

#) 8. WeierstraB, a. a. O, S. 264; Hensel-Landsberg, a. a. O. 22. Vorlesung; Brill-
Noether, . a. 0. 8. 428.
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§ 24. Partialbruehdarstellung und Reduktion einer beliehigen
Funktion von (K).

Ist f;(£,) eine beliebige Funktion von (X) mit Polen und Entwick-
lungen analog wie 1., ---, B., so genfigen nach dem Residuensatz fiir die
Funktionen®) die Koeffizienten den & Relationen

(9 ZZ’[ W )] .-

wo sich die > iiber alle Pole von f; erstreckt; setzt man jetzt
. AERDE )

(10) P N A
=1 _

St

so erhilt man mit einem Schlag die Partialbruchdarstellung von f£(2)
mittels der Elementarfunktionen von (K) — analog zu (66). Wendet man-
auf diese die Reduktionstheoreme des V. Abschnittes in der einen oder
andern Weise an, so kann man f,{z) wieder auf die mannigfachste Weise
reduzieren. Insbesondere ergibt die Anwendung von Red. II, einen dem bei
den Differentialen analogen allgemeinen und speziellen Reduktionssatz
fiir die Funktionen von (K).

SchluBbemerkung.

Obwohl das Vorstehende nur fiir Riemannsche Funktionen- und Diffe-
rentialsysteme in der Ebene gilt, so gestatten die darin entwickelten Me-
thodén doch die Ausdehnung auf den Fall, dafl nicht die Ebene, sondern
eine beliebige geschlossene Riemannsche Fliche vom Geschlecht p vor-
liegt. Insbesondere ordmen sich dann fiir n = 1 auch die Resultate ein
— soweit sie arithmetischer Natur sind (d. h. nicht Integralperioden be-
treffen) —, welche PrymgRost in dem Werk: ,Die Prymschen Funktionen
1. Ordnung®, Leipzig 1911, im 2. Teil gegeben haben.

Berlin, 24, November 1917.

% 8. 1 § 5



