
Dber ein Reziprozit~ttsgesetz der verallgemeinerten 
Legendreschen Transformation. 

Von 

C. Carath~odory in Smyrna. 

1. Die Berechnung der verallgemeinerten Legendreschen Transformation, 
auf die ich in einer friiheren Arbeit aufmerksam gemacht habe~), wird in 
vielen F~illen erleiehtert dutch die Bemerkung, dab diese Transformation, 
bei Yertausehung der griechischen mit den lateinischen Indizes invariant 
bleibt. 

Hierunter ist folgendes zu verstehen: 

Die verallgemeinerte Legendresche Transformation erhhlt man, wenn 
man aus zwei Reihen yon je (nt~ ~ 1) Ver~inderlichen 

f,p~,; ~., u~ (i--= 1 , 2 , . . . , n ;  a ~ l , 2 , . . . , ~ ) ,  

die dutch die Relation 

verbunden sind, zwei neue Reihen yon obenso vielen Veriinderlichen 
~', p~.; qs, Hi. ,  mit I-Iilfe der Iolgenden Gleichungen berechnet- 

(2) a .B=  dab f - -  ~ p i  g~ 
$ 

(3) f,,-x F=la,,el 

o 

(5)  ri+o = X p, o 
a 

(6) F + ~ = 2 p ~ . I I ~ . .  
i ,  a 

~) Uber die kanonischen Ver~nderlichen in der Variationsreeimung der mebr- 
faehen In~egrale, diese Zeitschrfft 85, S. 78-88. 
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Hierbei laufen die lateinisehen Indizes durchweg yon 1 bis n, die 
griechischen durchweg von 1 bis /~ und d./~ bedeutet das algebraische 
Komplement yon a.z in der Determinante l a.B !; ferner bedeutet 5.z Null 
oder Eins, je nachdem r @ fl oder a = fl ist. 

Vertauschen wir nun in diesen l~ormeln die lateinischen mit den 
griechischen Indizes, so wiirden wit zwei wei~ere Reihen yon je (n/~-/-1) 
Ver~inderlichen F', P '  ; ' ' i.  q5, Hi.  einzufiihren haben, die dutch folgende 
Formeln definiert werden: 

(7) b~j ~ , j f  - Z p~o.j~, 

(8) f " - ~ F ' = [ b , j ,  

(9) f n-1 p ,  = 

$ 

(10) ~ H;o = >_: p,o b,, 
t 

(11) f ' +  r P;on;~ 
i ,  a 

Der Satz, den wir beweisen wollen, 
Oleichungen 

beaagt nun,  daft etets die 

F'=F, P~o=P,., n;.=n,o, ~ '=r  
bestehen. 

2. Wit bemerken hierzu, da/~ man die Determinante l a.pl  durch eine 
(n + #)-reihige Determinante folgenderma[~en darsteUen kann 

l aa  fl [ -~- 
~j 0 

.pjQ aa  

Multipliziert man in dieser letzten Determinante die mit dem Index j 
bezeiohnete Kolonne mit ~ip, summiert fiber j und addier~ die Summe 
zu der mit fl bezeiehneten Kolonne, so kommt, weil einerseits 

und andererseits naeh (2) 

ist, 
1 

p~. ~.~f  

Durch Multiplikation der n Zeilen mit dem Index i durch f und 
Mathematlsche Annalen, 86. 18 
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Division der p Kolonnen mit dem Index fl dutch dieselbe Gr6l]e enth~ilt 
man ferner: 

Nun multipliziere ich die Kolonne mit dem Index fl durch -- Pi~' summiere 
fiber fl und addiere diese Summe zu der Kolonne mit dem Index ]; es 
kommt mit Beriieksiehtigung von (7) 

bj~ xqfl 
(12) 0-a.  = f ' - " l b ,  il. 

Wenn wir diese Gleichung mit (3) und (8) vergleichen, erhalten wir 
sehlielllich 

( la )  F '=F .  

(14) 

3. Aus (7) folgt: 

�9 # g, 

Nun entnimmt man leicht aus (2), (3) und (4), dab folgende 
Relation besteht') 

dieses in (14) eingesetzt gibt uns 

F ;  
a o  

(15) 

d. h. mit Beriicksichtigtmg von (4) 

FF z/,. = _Y' b , ,P �9  
$ 

Hieraus folgt nun: 

t � 9  

and mit Beriicksichtigung yon (8) und (13) 

oder endlich 

0e) 

t $ 

Di~e letzte Gleiehung mit (9) verglichen, liefert uns sehlieBlieh: 

P;.=P,o. 

*) a, m,. O; Ol. (16).  
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4. Aus (7) folgt ferner" 

(17) Z bit "Pt, = Z ~it fPtc, -- ~, ~ie~tePta ; 
t t t ,  0 

nun ist naeh (2) 

"~ Pt~ ~Zte = r f - -  a~e , 
t 

und man kann statt (17) schreiben 

t 

oder, wenn man noch (5) beriicksichtigt, 

Z bit Pt, -= 7 ~ Hi ,  
t 

Diese letzte Gleiehung mit (10) vergliehen liefert uns 

~t8) n'o = ~ o .  

Aus (13), (16) und (1S), verglichen mit (6) und ( 11 ), entnehmen 
wit endlich 

(t9) r  

so dal~ alas Reziprozit&tsgesetz der verallgemeinerten Legendresehen Trans- 
formation v611ig bewiesen ist. 

5. In der oben zitierten Abhandlung hatten wir bemerkt, dal~ unsere 
Transformation in die gew6hnliche Legendresche Transformation iiber- 
geht, falls # = 1 ist. Die Auofi~hrungen die#er Note zeigen nun,  daft 
wir es wieder mi t  einer gew6hnliehen Legendre~chen Trans/ormation zu 
tun haben, /alls # bdiebig, aber ]etzt n = 1 ist. 

Dies tritt  bei Variationsproblemen auf, in denen des zu variierende 
Integral zwar mehrfach ist, abet nur eine einzige unbekannte l~ual~ion 
und ihre ersten Ableitungen enthiilt. 

Im allgemeinen wird man zur Bereehnung der kanonisehen Koordinaten 
yon Variationsproblemen dasjenige unter den Gleichungssystemen (2) bis (6) 
oder (7) bis (11) bevorzugen, in welchem die vorkommenden Determinanten 
die niedrigste Ordnung besitzen; also des erste, falls n > #, und das zweite, 
falls # > n i s t .  

Smyrna ,  den 3. Januar 1922. 

(Eingegangen am 3. 1. 22. ) 


