Uber ein Reziprozititsgesetz der verallgemeinerten
Legendreschen Transformation.

Von
C. Carathéodory in Smyrna.

1. Die Berechnung der verallgemeinerten Legendreschen Transformation,
auf die ich in einer fritheren Arbeit aufmerksam gemacht habel), wird in
vielen Fillen erleichtert durch die Bemerkung, daf diese Transformation,
bei Vertauschung der griechischen mit den lateinischen Indizes invariant
bleibt.

Hierunter ist folgendes zu verstehen:

Die verallgemeinerte Legendresche Transformation erhélt man, wenn
man aus zwei Rethen von je (nu < 1) Verénderlichen

Loy @, (i=1,2,...,n,¢=1,2,..., ),
die durch die Relation

(1) froe=2p,m,

verbunden sind, zwei neue Reihen von ebenso vielen Verinderlichen
F, P; @, 1II;,, mit Hilfe der folgenden Gleichungen berechnet:

(2) aaﬁxéaﬂf'—‘zpia’ﬂ'ﬂ
(3) " F =|a.s)
(4) fr Py = %7 Mo Buo
(5) eIl =2 Py Gno
(6) F + fD:iZa'Pia IT;,.

') Uber die kanonischen Veranderlichen in der Variationsrechnung der mehr-
fachen Integrale, diese Zeitschrift 85, S. 78—88.
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Hierbei laufen die lateinischen Indizes durchweg von 1 bis n, die
griechischen durchweg von 1 bis u und @,.; bedeutet das algebraische
Komplement von a.; in der Determinante |a,z!; ferner bedeutet é,5 Null
oder Eins, je nachdem « = § oder o« = f ist.

Vertauschen wir nun in diesen Formeln die lateinischen mit den
griechischen Indizes, so wiirden wir zwei weitere Reihen von je (nu 4 1)

Verinderlichen F’, P,-'a; @’ H;a einzufithren haben, die durch folgende
Formeln definiert werden:

(7) by =0l — %pio iy
(8) frNF = | by,

(9) f"—1P£a= Znaa 51’3
(10) P H",“ = %1 Pea bit
(11) F'+ &' =3 P.II,.

Der Satz, den wsr bewetsen wollen, besagt nun, dafS stets die
Gleschungen

F'=F, Pio=2P;,, H.,=I,, &=
bestehen.

2. Wir bemerken hierzu, da man die Determinante |@.p| durch eine
(n + u)-reihige Determinante folgendermalen darstellen kann

d; 0

Multipliziert man in dieser letzten Determinante die mit dem Index j
bezeichnete Kolonne mit s, summiert itber ;5 und addiert die Summe
zu der mit B bezeichneten Kolonne, so kommt, weil einerseits

2 Oijip = Tig,
?
und andererseits nach (2)
%+ 2 Pjayp = Oupf

ist,
0ij mip

Aap!l =
l ﬂl Dia 6aﬂf

Durch Multiplikation der n Zeilen mit dem Index ¢ durch f und
Mathematische Annalen. 86. 18
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Division der u Kolonnen mit dem Index g durch dieselbe GroBe enthélt
man ferner: ‘
| O f g
p,'a 60‘»3 .

Nun multipliziere ich die Kolonne mit dem Index 8 durch — P, ;> Summiere
iber 8 und addiere diese Summe zu der Kolonne mit dem Index j; e
kommt mit Beriicksichtigung von (7)

Ia,,ﬂ,:—_f""

bjs mip

0 b =1 bl.

(12) |Gap| = """

Wenn wir diese Gleichung mit (3) und (8) vergleichen, erhalten wir
schlieBlich

(13) F'=F.
3. Aus (7) folgt:
(14) 30,/ =3 0,1 P, = 37,7, P,
Nun entnimmt man leicht aus (2), (3) und (4), daB folgende
Relation besteht?)
.2 P, p,, = e @, —0,,F;
dieses in (14) eingesetzt gibt uns
‘?bu'Paa = f Pis — fg—ﬂ%‘nig Bao + F 70,
d. h. mit Beriicksichtigung von (4)
(15) IF igu = 3 by Pra.
Hieraus folgt nun: -
F‘Z Teo by =%7 byt Pyabies
und mit Beriicksichtigung von (8) und (13)
F 3 aabi=3duf" " F P,

oder endlich
[P Pia=3 meq by

Diese letzte Gleichung mit (9) verglichen, liefert uns schlieBlich:
(16) Pj,=Pi,.

% s 8. 0. Gl (16).
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4. Aus (7) folgt ferner:
(17) Zt;’bitptazztaitfpta_t’ze’pientepta;
nun ist nach (2)
ZJ Dio 7o = 6(19 f— oo
und man kann statt (17) schreiben
% b1 Dia = P, —“%’ Do (0, — @, )
oder, wenn man noch (5) berticksichtigt,
‘tzbupm= @I, .

Diese letzte Gleichung mit (10) verglichen liefert uns
(18) Hi’a = I];Ia .

Aus (13), (16) und (18), verglichen mit (6) und (11), entnehmen
wir endlich

(19) =0,

so daB das Reziprozititsgesetz der verallgemeinerten Legendreschen Trans-
formation vollig bewiesen ist.

5. In der oben zitierten Abhandlung hatten wir bemerkt, dal unsere
Transformation in die gewdhnliche Legendresche Transformation iiber-
geht, falls u=1 ist. Die Ausfiihrungen dieser Note zetgen nun, daf
wir es wieder mit einer gewdhnlichen Legendreschen Transformation zu
tun haben, falls u beliebig, aber jetzt n =1 1st.

Dies tritt bei Variationsproblemen auf, in denen das zu variierende
Integral zwar mehrfach ist, aber nur eine einzige unbekannte Funktion
und ihre ersten Ableitungen enthélt.

Im allgemeinen wird man zur Berechnung der kanonischen Koordinaten
von Variationsproblemen dasjenige unter den Gleichungssystemen (2)bis(6)
oder (7)bis(11) bevorzugen, in welchem die vorkommenden Determinanten
die niedrigste Ordnung besitzen; also das erste, falls » > u, und das zweite,
falls 4 > n ist.

Smyrna, den 3. Januar 1922.

(Eingegangen am 3. 1. 22.)



