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Zur geometrischen Deutung der Charakteristiken einer partiellen
Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei Verinderlichen.

Von

C. CaraTrEODORY in Gottingen.

§ L

Dualistische Betrachtungen, wie sie in der Geometrie iiblich sind,
fiilhren zu einer sehr elementaren Begriindung der Theorie der Charakte-
ristiken fiir die Differentialgleichung

1) F(z,y,2 p, 9) = 0; g‘:’:=p> g'yi:"’q'

Mit S. Lie kann man diese Gleichung als ein vierdimensionales Ge-
bilde von Flichenelementen ansehen, wenn man unter Flichenelement einen
Punkt und eine durch ihn gehende Ebene versteht. Die eindimensionalen
Elementvereine der Differentialgleichung wollen wir dann in FElementkegel,
Elementplankurven und Elementstreifen einteilen, die folgendermaBen defi-
niert sind:

1. Der Elementkegel im Punkte xyz ist der Inbegriff aller Flichen-
elemente von (1), die durch diesen Punkt gehen.

Die Erzeugenden der Elementkegel geniigen bekanntlich den Glei-
chungen
@) X—=z _ Y—y Z—z

F, F, ~pF,+4qF,

wo X, Y, Z laufende Koordinaten bedeuten.
2. Die Elementplankurve in der Ebene

z2=px+qy+c
ist der Inbegriff simtlicher Flichenelemente von (1) welche in dieser
Ebene liegen; hierbei bedeuten p, ¢, ¢ konstante Parameter.
Die Projektion dieser Kurve auf die XY Ebene und die ihver Tangente
im Punkte z, y lauten:
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F(z,y, c+p2+9yi 1, 9) = 0,
@) (Fo+pF) (X—2) + (F,+49F,) (Y—y)=0.
3. Als Elemenistreifen wollen wir alle iibrigen eindimensionalen
Elementvereine der Differentialgleichung (1) bezeichnen.
Sie bestehen aus einer Kurve ¢,
z=2z(), y=9(), 2=2()
und einer abwickelbaren Fliche durch diese Kurve, welche von den
FEbenen
4 Z—20) =p@)(X—20) + ¢() (Y—y®)
umhiillt wird; p und ¢ werden als Funktionen von ¢ durch die Gleichungen
F(z,y,2; p,9) =0,
(3) #(t)=pa' () + 9y ()
bestimmt.
In jedem Flichenelement des Streifens gibt es vier ausgezeichnete
Richtungen, namlich: die Tangente #, der Kurve ¢, des Streifens und die
Erzeugendee, seinerabwickelbaren
Flache;dieTangente?, der Element-
/ plankurve ¢,, und die Erzeugende

/ ¢, des Elementkegels % im betrach-

teten Flichenelemente (Fig. 1).
Die Projektion dieser Rich-
tungen auf die XY Ebene lauten

folgendermafen:
a) Fir ¢,
iz _ dy;
® 7070

b) Fiir 4, wegen (3)
+ (F,+q¢F,)dy, = 0.
¢) Fiir ¢, erhilt man durch Differentiation von (4) nach ¢ mit Be-
riicksichtigung von (5)

Fig. 1.

® p(t)dus + ' (t)dys = 0.
d) Fir ¢, wegen (2)
(9) dz, _ 4y,
FP FQ

AuBerdem haben wir, weil die Gleichung (1) lings des ganzen Streifens gilt

Fo+Fy+Fo+Fp+Fqg=0
oder.nach (5). ¥ S

(19 (E+pF) o+ (Fy+qF)y + Fp' + Fg' = 0.
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Wenn nun ¢, und ¢, zusammenfallen, d. h. die Gleichung

d% — d?/4
dz, dz,
gilt, so muB nach (8), (9)
Fp' + F,q=0

sein. Dieses in (10) eingesetzt liefert
F+pF)a' + (F+qF)y =0
und diese letzte Gleichung besagt nichts anderes, als daB

dy, _ dy,
dx, dz,’
also daB die Richtungen ¢, und 4 auch zusammenfallen.
Hieraus folgt unmittelbar folgender Satz:
Fallt in eimem Flichenelement eines Elementstreifens die Erzeugende e,
der abwickelbaren Fliche des Streifens zusammen mit der Erzeugenden e,
des Elementkegels in diesem Flichenelemente, so fallen auch die Tangente i,
der Kurve des Streifens und die Tangente t, der Elementplankurve im be-
trachieten Flichenelemente zusammen; wnd umgekehrt.

§ 2.

Mongesche Kurven nennt man bekanntlich solche Kurven, deren Tan-
genten in jedem Punkte mit einer der Erzeugenden des Elementkegels
in diesem Punkte zusammenfallen.

Als Mongesche abwickelbare Flichen wollen
wir dementsprechend solche abwickelbaren Flichen
bezeichnen, deren Erzeugende e in jeder Tangen-
tialebene mit einer der Tangenten ¢, der Ele-
mentplankurve ¢, in dieser Ebene zusammenfallt
(Fig. 2).

Ist eine beliebige Fliche X im Raume vor-
gelegt, so bestimmt in jedem Punkte P von X
der Schnitt des Elementkegels in diesem Punkte
mit der Tangentialebene der Fliche mindestens
eine (reelle oder imaginire) Richtung 6,. Diese
simtlichen Richtungen kinnen in einer einfachen Schar von Mongeschen
Kurven p, vereinigt werden, welche auf der Fliche X liegen.

Ahnlich kann man durch diesen Punkt mindestens eine Tangente 4
an die Elementplankurve legen, welche in der Tangentialebene von X
in P liegt.

Die zu diesen Richtungen ¢, konjugierten Richjungen kénnen abermals

Fig. 2.
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zn einer Schar von Kurven y, vereinigt werden. Ist X selbst keine ab-
wickelbare Fliche, so sind die abwickelbaren Flichen, welche die Fliche X
lings einer Kurve y, umhiillen, Mongesche Flichen.

Es sei jetzt X eine Integralfliche der Gleichung (1) und p, eine
Kurve, welche der Schar von Mongeschen Kurven auf dieser Fliche kon-
Jugiert ist. Dann fallen fiir den Elementstreifen Eings y, die Richtungen
¢, und ¢, zusammen und infolge des oben bewiesenen Satzes beriihrt ¢,
in jedem ihrer Punkte die Elementplankurve in der Tangentialebene dieses
Punktes.

Mit anderen Worten: Es sind die Richtungen e, und t, der Erzeugenden
des FElementkegels und der Tangente der Flementplankurve in jedem F'lichen-
elemente eimer Integralfliche konjugiert, und es fallen die Kurvenschaven y,
und p, zusammen.

Man nennt bekanntlich charakteristische Streifen der Differential-
gleichung (1) Elementstreifen, welche eine der Mongeschen Kurven einer
Integralfiiche enthalten.

Wir haben also folgende Eigenschaft der charakteristischen Streifen
erkannt:

Die charakteristischen Streifen einer Gleichung F(z,y, 25 p, q) = 0 sind
Elementstreifen, welche die FEigenschaft haben, zu gleicher Zeit aus einer
Mongeschen Kurve und einer Mongeschen abwickelbaren Fliche zu bestehen.

Es miissen also fiir diese Streifen wegen der obigen Definition die
Richtungen # mit ¢,, 4, mit ¢, zusammenfallen; und es gelten die Glei-
chungen
(11) 2@ __y® =1, ey q@®

F, T F, F,FpF, F,fqF, ¥
oder wegen (10)
12) [(Fo+pF)F,+ (F,+qF) F](A+u) =

Verschwindet der erste Faktor dieser Gleichung nicht, so muB (1+ p) =
sein, und wir haben, indem wir die Gleichung (5) noch hinzuziehen,

(1 3) z (t) Yy (t) Z(t) VX0 — q @) .
F? FQ P F + ng —F,+pF) — (Fy +4qF)

Dieges sind aber die gewohnlichen (leichungen der Charakteristiken.
Im allgemeinen Falle, wo

Fo+pF)F,+ (F,+qF) F, +0,

ist also der bewiesene Safz hinreichend, um die Charakteristiken zu
definjeren,
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§ 3.

Im Falle wo dieser Ausdruck identisch verschwindet, gehort die
Differentialgleichung (1) einem nichtlinearen Strahlenkomplex an¥*). Die
Elementkegel der Differentialgleichung fallen mit den Elementkegeln des
Komplexes zusammen, wihrend die Elementkurven der Differentialglei-
chung nichts anderes als die ebenen Komplexkurven sind. Fir jeden
Elementstreifen welcher eine Mongesche Kurve enthilt, fallen die vier
Richtungen i, %, ¢, ¢, zusammen, und die abwickelbare Fliche eines
solehen Streifens, welche hier die Kurve des Streifens als Riickkehrkante
besitzt, ist ¢mmer eine Mongesche abwickelbare Fliche.

Unsere Uberlegungen reichen nicht mehr aus, um die Charakteristiken
zu definieren, und man miiBte die Gleichung (1+u)=0 durch einen
Grenziibergang gewinnen.

§ 4.

Wir haben gesehen, daB fiir jede Integralfiiche der Differentialglei-
chung (1) die zwei ausgezeichneten Richtungen ¢, e, der Tangente der
Elementplankurve und der KErzeugenden des Elementkegels in jedem
Flichenelemente konjugiert sind. Man kann nach der Gesamtheit der
Flichen fragen, die durch diese Kigenschaft definiert sind. Durch leichte
Rechnungen findet man dann, daB es Integralfiichen einer partiellen Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung der Form

0%z 0%z 0%z
(14) AQ—P+BM+OW=O

sein miissen. 4, B, C sind Funktionen von 2,9, 2, p, q.

Die Gleichung (1) ist ein intermediiires Integral der Gleichung (14);
und die charakteristischen Streifen von (14) enthalten abermals eine
Mongesche Kurve und eine Mongesche abwickelbare Fliche von (1), aber
es branchen keine Elementstreifen von (1) zu sein.

Nimmt man z. B. fiir (1) die Gleichung

1 + P2 + {l2 = O;
so findet man als Integralfiichen von (14)

a) entweder solche, fiir welche die Minimalkurven Asymptotenkurven
sind. Die Kugel ist die einzige reelle Fliche dieser Art,

b) oder solche, fiir welche die Minimalkurven konjugiert sind. Diese
Eigenschaft fiihrt aber auf Minimalfiichen,

Ebenfalls konnte man nach solchen Flichen fragen, welche durch die-
Eigenschaft definiert sind, daB die Richtungen %, ¢, aufeinander senkrecht

*) Lie-Scheffers, Geometrie der Beriihrungstransformationen p. 640.
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stehen, oder zusammenfallen. Dieses fithrt auf Differentialgleichungen
erster Ordnung
®(z,y, 2; p, Q)*(); Y(z,y,2p,9)=0.

Die gemeinsamen Integralfiichen dieser letzten Gleichungen mit der
Gleichung (1), wenn solche existieren, liefern solche Integralffichen von
(1), fir welche die Charakteristiken Asymptotenkurven oder Kriimmungs-
linien sind, das heiBt auf Fragen, die von Lie behandelt worden sind.

Gottingen, Februar 1904.

Nachtrigliche Bemerkung des Verfassers:
Statt Elementkurve wird man besser sagen Elementplankurve.



