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Zur geometrischen Deutung der Charakteristiken einer partiellen 
Differentialgleichung erster 0rdnung mit zwei Veranderlichen. 

Von 

C. CARATHI~0DORY in GSttingen. 

w  

Dualistische Betrachtungen, wie sie in der Geometrie fiblich sind, 
fiihren zu einer sehr elementaren Begrfindung der Theorie der Chaxakte- 
ristiken fiir die Differentialgleichung 

~z ~z 
(1) F(x,  ,J, z; p, q) = 0; ~ = p ,  @ = ~ .  

Mit S. L i e kann man diese Gleichung als ein vierdimensionales Ge- 
bflde yon Ftiickenelementen ansehen, wenn man unter Fl~ichenelement einen 
Punkt und eine durch ihn gehende Ebene versteht. Die eindimensionalen 
Elementvereine der Differentialgleichung wollen wit d~.nn in J E ~ k e g e l ,  
Elementplankurven und Elementstreifen einteilen, die folgendermaSen deft- 
nier~ sind: 

1. Der :Elementkegel ira Punkte x y ~ ist der !nbegriff aller Fl'~chen- 
elemente yon (1), die dutch diesen Punkt gehen. 

Die Erzeugenden der Elementkegel gentigen bekanntlich den Glei- 
chungen 
(2) r - y _  

wo X, Y, Z laufende Koorclinaten bedeuten. 
2. Die Elementplankurve in der Ebene 

z = p x  + q y  + c 

ist tier Inbegriff s~mtlicher Fliichenelemente yon (1) welche in dieser 
Ebene liegen; hierbei bedeuten 1o, q, c konstante Parameter. 

Die Projekfion dieser Kurve auf die X YEbene uad die ilirer Taugen~ 
im Punktr x, y lauten: 



3. AIs ~Eleme~tstreifen wollen wir alle fibrigen 
Elementvereine der Differentialgleichung (1) bezeichnen. 

Sie bestehen aus einer Kurve q 

x = x(~), ~ = ~(~), ~ = ~(~) 
and einer abwickelbaren Flii.che dutch diese Kurve, 
Ebenen 
(4) 

F(x, y, c ~- p x  -l- qy; p, q) ~- O, 
( ~ + p F 2  ( x - ~ )  + (F~+aF~) ( Y - y )  ---o. 

eindimensionalen 

i 

Fig. I. 

Fl~che; dieTangente t~ der Element- 
plankurve c~, und die Erzeugende 
e~ des Elementkegels k im betrach- 
teten Fliichenelemente (Fig. 1). 

Die ProjekCion dieser Rich- 
hmgen auf die X Y Ebene lauten 
folgendermal~en: 

a) F~r t~ 
dx~ d y 1 (6) ~'(t) = y'(~)" 

b) Fiir t 2 wegen (3) 

(7) (F~ + pF~)dx~ 

c) Fiir e 1 erh~t man durch Differentiation 
riicksichfigung yon (5) 

(8) f ( t)dx~ + ( ( t ) d y ~  • o .  
d) Fiir e~ wegen (2) 

dx4 dy~ (9) F_~= ~ 

A ~ e m  haben wir, well die G]eichung (l)l~ings des ganzen Streifens gilt 

~ "  + ~ '  + P~'+ ~ f  + F~'= o 

(t0) (F~-i-pF,)x'-l- (Fv-l-qF,)!/-p F~j~ + F q q ' ~  O. 

yon (4) nach t m i t  Be- 

umhii]]i wird; p und q werden als Funktionen yon t dutch die Gleichungen 

F ( x ,  y, z; p, ~) = O, 

(5) ~" (t) = p x" (t) + q y" (t) 
be~immt. 

In jedem Fl~ichenelement des St;reifens gibt es vier ausgezeichnete 
Pdchtungen, n~.mlich: die Tangen~e t 1 der Kurve c 1 des Streifens und die 

Erzeugende e 1 seiner abwickelbaren 

Z - -  z(t) = p(t)  ( X - -  x(t)) -I- q(t) ( Y--y(t))  

welche yon den 
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Wenn nun ~ und e~ zusammenfaUen, d. h. die Gleichung 

dy~ dy~ 

gilt, so muB nach (8), (9) 
+ = o 

sein. Dieses in (10) eingesetz~ lieferg 

( ~ + p  ~3  z' + (~; + q ~3 y'---- 0 

und diese let~zte Gleichung besag~ nichts anderes, als da~ 

dy~ dy~ 
dxx ----- dx~ ~ 

also dab die Rieh~ungen t a und t~ auch zusammenfallen. 
Hieraus fol~ unmi~telbar folgender Satz: 
~iillt in einem i~78chenelement eines Elementstreifens die Erzeugende e x 

der abwickelbare~ .Fliivhe des Streifens zusammen mit der ~Yxzeugenden a z 
des Elementkegds in diesem Fliicl~nelemente, so falle~ auch die Tangente t~ 
der Kurve des Streifens und die Tangente t~ der ~nen~21ankurve im be- 
trachteten ~'ldc~nelemente zusammen; und umgekehrL 

w 

Mongesche Kurven nennt man bekannffich solche Kurven, deren Tan- 
gen~en in jedem l:)tln~e mi~ einer der Erzeugenden des Element~kegels 
in diesem Punkte zusammenfallen. 

Als Mongesche abwickdbare _Vl~hen woUen 
wit dementsprechend solche abwickelbaren Ftiichen 
bezeicbnen~ deren Erzeugende e in jeder Tangen- 
~ialebene mit einer der Tangenten t~ der Ele- 
mentT!ankurve c~ in dieser Ebene zusammenf~I~ 
(Fig. 2). 

Ist eine beliebige Fl~ehe 2~ im I~ume vor- 
geleg~, so bes~immg in jedem l~nk~e P yon 27 
der Sehnit~ des Elementkegels ia diasem Punk~ 
mit der Tangen~ialebene der Fr~he mindes~ns 
eine (reelle oder imagin~e) Rieh~ung e~. Diese 

�9 j . 

t 
/ / 

/ / 

s 

/ 

Fig. 2. 

s~m~tichen Richtmngen kSunen in einer einfachen Schar yon Mongeschen 
Kurven ~'1 vereinig~ werden~ welche auf der Fl~mhe 2~ liegen. 

A hulich k~:nn man durch diesen Punk~ mindes~ens ebie Tangen~e t~ 
an die F A e m e n ~ p ~ e  legen, welehe in der Taugentiatebene yon 2; 

P neg  
Die zu diesen Richtungen t~ konjugier~en Ric~l~mgen kS~en abermals 
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zu einer Schar yon Kurven y~ vereinigt werden. Ist 2~ selbs~ keine ab- 
wickelbare Fl~che, so sind die abwickelbaren Fl~4chen, welche die Fl~che 
!i~ngs einer Kurve 72 umhiillen, Mongesche Fl~i~hen. 

Es sei jetz~ 2~ eine In~egralfliiche der Gleichung (1) und 73 ei~e 
Kurve, welche der Schar yon Mongeschen Kurven auf dieser Fl~che kon- 
jugiert ist. Dann fallen fiir den Elemen~streifen 1;4ngs 7s die Richtungen 
e I u n d  e~ zusammen und infolge des oben bewiesenen Satzes ber~hr~ 7a 
in jedem ihrer Punk~e die Elementpla.n!mrve in der Tangentialebene dieses 
P u n ~ s .  

Mit auderen Worten: _F_,s sind die t ~ t u ~ g e n  e~ und t 2 der Erzeugenden 
des JElementkegels und der Tanger~te der Elvmentlalankurve in jedem F l t i c ~  
elemente einer Integralfliiehe konjugiert, und es fallen die :Kurvenscharen 71 
und 7~ zusammen. 

Man nennt bekanntlich ckarakteristische Streifen der Differential- 
gleic~ung (1) Elementstreifen, welche eine der Mongesehen Kurven einer 
Int~gralflii~he ent~alten. 

Wit haben also folgende Eigensehaft der charakteris~isehen Streifen 
erkannt: 

Die charakteristischen Streife~ einer Gteichung F(x ,  y, z; p, q) = 0 sind 
Elementstreifen, welche die Eigenschaft haben, zu gleicher Zeit aus briner 
Mongeschen Kurve und einer Mongeschen abwickelbaren F l~he  zu bestehen. 

Es mtissen also ffir diese Streifen wegen der obigen Definition die 
Richtungen t 1 mit e~, /2 m i t e  1 zusammenfallen; und es gelten die Glei- 
chungen 

(1!) x'(t) y' (t) f (t) q' (t) 

oder wegen (10) 

02)  qFo)F ] + = 0. 

Versehwinde~ der ers~e FakCor dieser Gleichtmg nicht, so mug (X + g ) =  0 
sein, and wit baleen, indem wit die Gleiehung (5) noeh hinzuziehen~ 

(13) x'(t) y'(~) z'(t) F(~) q'(t) 
G =  -G~ = p G  + q ~  = - < ~  +~'~) =-(G+q~>" 

Diets  sind abet die gewShnlichen (~leichungen der Charalr~eristiken. 
Im a!!gemeinen Falle, we 

ist a]~o der bewiesene Satz hi.reichend, um die Char~kteristiken zu 
a e ~ ~  
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Im FaUe wo dieser Ausdmck identisch verschwindet, gehSrt die 
Differentialgleichung (1) einem nich~hnearen Strahlenkomplex an*). Die 
Elemen~kegel der Differentialgleichung fallen mit den Elementkegetn des 
Komplexes zusammen, w~hrend die Elementkurven der Differentialglei- 
chung nichts auderes als die ebenen Komplexkurven sind. Ftir jeden 
Elementstreifen welcher eine Mongesche Kurve enth'~t, fallen die vier 
Richtungen t 1, t~ e~, e.~ zusammen, und die abwickelbare Fl~iche eines 
solchen Streifens, welche bier die Kurve des S~reifens als Rtickkehrkan~e 
besitz~, is~ immer eine Mongesche abwickelbare Fl~iche. 

Unsere ~Tberlegungen reichen nicht mehr aus, um die Charakteris~iken 
zu definieren, und man mfiBte die Gleichung ( 2 + ~ ) ~ 0  dutch einen 
Grenztibergang gew~nnen. 

w  

Wir haben gesehen, dab ftir jede Integralfl~iche der Differen~ialglei- 
chung (1) die zwei ausgezeichneten Rich~ungen t2, e~ der Tangente tier 
Elemen~plan~urve und der Erzeugenden des Elemen~kegels in jedem 
Fl~chenelemente konjugier~ sind. Man kann nach der Gesamtheit der 
Fl~hen fragen, die durch diese Eigenschaft definiert sin& Durch leichte 
Rechnungen finde~ man dann, dab es Integralfl~ichen einer partiellen Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung der Form 

(14) A b e +  B ~ y  + C ~ = 0  

sein mfissen. A, B, C sind Funktionen yon x, y, z~_p, q. 
Die Gleichung (1) is~ ein int~rmedi~ires Int~gzal der Gleichung (14); 

und die charakteristischen Sta'effen yon (14) enthalten ahermals eine 
Mongesche Kurve und eine Mongesche abwickelbare Fl~he yon (1), abet 
es brauchen keine Elemen~streffen yon (1) zu sei~ 

Nimmt~ man z. B. ffir (1) die Gleichung 
1 + lo S + q~ = 0, 

so finder man als Integralfl~ichen yon (14) 
a) entweder solche, fib- welche die Minimalkurven Asympt~tenkurven 

sind. Die Kugel ist die e i ~ g e  reelle Fl~iche dieser Art, 
b) oder solche, ftir welche die Minimalkurven konjugiert sind. Diese 

Eigenschai~ ffihrt abet auf Minimalfl~tchen. 
Ebenfalls kSnnt~ man nach solchen Ft~hen fragen, welehe (lurch diem 

Eigensehaf~ defmiert sind, dab die "Richtungen t~, e~ aufeinander senkrecht 

*) Lie-Scheffers~ Geometrie der Berfihrungsta~nsformationeB p~ 6~. 
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s~hen, oder zusammenfa]len. Dieses ~tihr~ auf Differentialgleidh~gen 
e~-st~r 0rttnung 

Die gemeinsamen lmteffralfliichen dieser letzten Gleiehungen mi~ der 
Gleichung (1), wean solche existiereu, liefern solche Integralfliichen yon 
(I), far welche die Charat~erisfiken Asympf~tenkurven oder Kriimmtmgs- 
liaien sind, das hei$~ auf Fragen~ die yon Lie  behandelt worden sind. 

GS~tingen, Februar 1904. 

l~achtr~gliche Bemerkung des Verfassers:  
S~a~ Elemen~kurve wird man besser sagen Elementplankurve. 


