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Wer die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung in den letzten
Jahrzehnten verfolgt, wird sich dem Eindruck nicht verschliefen, daf
dieser Zweig der mathematischen Wissenschaft in zweierlei Hinsicht hinter
allen anderen bedeutend zuriickgeblieben ist. Es fehlt einmal — nur
wenige Arbeiten russischer Mathematiker bilden da eine Ausnahme — den
analytischen Sdfzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung jene Prézision der
Formulierung und Beweisfihrung, die in anderen Teilen der Analysis
lingst zur Selbstverstindlichkeit geworden ist. Und es besteht anderer-
geits, trotz mancher wertvoller Ansitze, iiber die Grundlagen der Wakhr-
scheinlichkeitsrechnung als einer mathematischen Disziplin heute noch so
gut wie keine Klarheit: was um so erstaunlicher erscheint, als wir nicht
nur in einer Zeit lebhaften -Interesses fiir axiomatische Fragen innerhalb
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9 R. v. Miges.

der Mathematik, sondern auch in einer Epoche stetig wachsender Aus-
breitung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf den verschiedensten An-

wendungsgebieten leben.

Die vorliegende Arbeit will nur dem erstangefithrten Mangel Rechnung
tragen, indem sie versucht, eine grofle Reihe von Einzelproblemen der
‘Wahrscheinlichkejtsrechnung (das Bernoullische und Poissonsche Problem
und seine Verallgemeinerung, das Glaufische Fehlergesetz, das Gesetz der
grolen Zahl; dann das Bayessche und Laplace-Bienaymésche Problem
und seine Verallgemeinerung, einen zweiten Satz der Fehlertheorie und ein
zweites Gesetz der groBen Zahl) von einem einheitlichen und allgemeinen
analytischen Gesichtspunkt aus zu bewaltigen. Dabei lie es sich natur-
gemil nicht vermeiden, daB die Darstellung, namentlich im zweiten Teil
dieser Arbeit, auf einem bestimmten System von ,,Grundlagen“ aufge-
baut wurde, dessen zusammenhéingende und erschopfende Darstellung in
diesem Rahmen unmdglich war. Nur das fir die Formulierung der beiden
,» Fundamentalsitze* Notwendigste ist in den §§8 und 10 auseinandergesetzt,.
Wenn man mit Recht die an diesen Stellen gegebenen Andeutungen fiir
unvollstandig und mancher Aufklirung bediirftig erkennen wird, so habe ich
doeh andererseits alles getan, um die Ergebnisse auch im Anschluf an die
heute iiblichen Begrifisbildungen und Ausdrucksweisen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung verstindlich zu machen. Eine zusarpmenfassende Darstellung
der ,,Grundlagen” soll — wenn anders Zeit und Umstinde es noch ge-
statten — bei spiterer Gelegenheit, vorgelegt werden.

Der erste Teil dieser Arbeit, enthaltend die ;analytischen Entwicklungen‘,
geht von einem einfachen, durchaus nicht tiefliegenden, aber wie es scheint,
neuen und jedenfalls fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung sehr fruchtbaren
Satz der Analysis aus, der im wesentlichen folgendes besagtt). Sei
fis fas fs, ... eine unbeschrinkte Folge von Funktionen einer reellen
Variablen #, die an bestimmten, im Endlichen gelegenen Stellen
T=a, Gy, G, ... ein reelles, endliches Maximum und eine reelle, nicht
verschwindende zweite Ableitung besitzen, so gilt, gleichmiBig in jedem
endlichen Intervall von #:

@ Jm Ao 2 o+ 2) o (o + )] = omst e,

Wwo 73 eine mib »n wachsende positive Grofe (die negative halbe Summe der
genannten zweiten Ableitungen von f.- f) bedeutet. Geniigen iiberdies
die f noch gewissen Bedingungen im Unendlichen, so gilt auch

') Die vollssandigen Voraussetzungen der Sitze usw. sind in dieser Einleitung
durchwegs nicht angegeben.
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b
(b ,,lf.} J f (al ) fe (% -+ %) it (a" - %) du = konst.cife*“2 du
fiir beliebige endliche oder unendliche ¢ und 5. Von dem speziellen Fall
dieses Satzes, in dem alle f auBerhalb des Bereiches 0 < # < 1 verschwinden
und innerhalb desselben durch z*(1—2)'™% (0 <a < 1) dargestellt
werden, macht man in der heutigen Wahrscheinlichkeitsrechnung zum
Beweis der Laplace-Bayesschen Formel Gebrauch. In den §§1 und 2
werden die beiden in (a) und (b) enthaltenen allgemeinen Behauptungen
I und IT unter dort naher angegebenen Voraussetzungen bewiesen und
durch einige fiir die Anwendungen wichtige Korollare, namentlich die Aus-
dehnung auf mehrere unabhéingige Variable, erginzt.

Die Ergebnisse der beiden ersten Paragraphen dienen zunichst in § 3
dazu, um zwei im wesentlichen bekannte, aber niemals mit den richtigen
Voraussetzungen formulierte, geschweige denn bewiesene Satze IV und V
unter Verwendung eines von Laplace herrithrenden Gedankens (,,erzeugende
Funktion®“) zu erledigen. Sei w,, v,, 9,, ... eine unbeschrinkte Folge
reeller, nicht negativer Funktionen der reellen Variablen z, deren von — oo
bis -- oo erstrecktes Integral gleich 1 ist, und die im wesentlichen dadurch
charakterisiert sind, daB shre Gesamischwankungen eine endliche obere
Schranke besitzen. Dann gilt, gleichmafig in jedem endlichen Bereich
von u:

(d) lim f f fvl x1 'Uﬂ~1(xn-1)vn(rnu‘|—bn—xl"w-z_

N=® —~B —~®
.

1
— xn_l) dacl [N dmn_l :Ft: e~ B

wo r, und b, gewisse, durch v,, ,,..., », bestimmte Grofen (b,

die Summe der ,,Mittelwerte“ a, = f xv, (z)dx, r, die doppelte Summe der

Streuungen® [(x — @) v, (x)dx, x=1,2,3,...n) bezeichnen. Hat man

andererseits statt der Funktionen w,, v,, ¥y, ... einzelne Folgen nicht
negativer Zahlen v, (%), 0,(), 0;(%),... mit #=0,1,2,..., wobel die
iiber x erstreckte Summe jedesmal 1 betrigt und die b, (ac) die ‘wesent-
liche Eigenschaft aufweisen, daB fiir jedes x wenigstens ein Paar un-
mittelbar aufeinander folgender z-Werte durch nicht verschwindende
p-Werte beseizt ist, so gilt, ebenfalls gleichmafBig fiir endliche u:

1 e
() lim g, 3TN 3oy (m)0a () - by (m) = e,
x %z Tn —1

wenn bei der Summation iiber alle x-Werte x, + x, 4o+ x,=17,%,+ b,
1*



4 R. v. Miges.

gesetzt wird, mit limu, = » und bei analoger Bedeutung von b, und r,
wie oben. Man erkennt, daf in (e) ein interessanter Satz iiber die Koeffi-
zienten eines Polynoms, das als ein Produkt sehr wvieler Polynome mit
positiven. Koeffizienten erscheint, enthalten ist (vgl. §7,4)

In beiden Fillen, sowohl in dem zu (d) fiihrenden Fall ,,geometrischer,
wie in dem zu (e) filhrenden ,,arithmetischer Wahrscheinlichkeiten, kann
man iiberdies eine analoge Gleichung fiir den Grenzwert des unbestimmien
Integrals der linken Seite von (d) bzw. (e) angeben, wenn man statt der
v.(x) bzw. v,(x) jene monotonen, fiir & = — oo verschwindenden Funk-
tionen V, (%) einfithrt, fiir welche V,,(b) — V,.(a) gleich dem von a bis b
erstreckten Integral von v, (), bzw. der von a bis b erstreckten Summe der
0.(x) gleichkommt:

m [ [Vt b=~ gy o — 20 ) AV s o) ATy (). . AV, (1)
2 =L__ f e dx,

wobei die Integrale links im Stieltjesschen Sinne zu bilden sind. Diese
Gleichung (c) gilt gleichmdBig fiir alle Werte von w, ihre Geltung geht
aber weit iiber das bisher Gesagte hinaus.

Definiert man némlich V, (z), V,(x), V,(), ... ohne Riicksicht auf
Eigenschaften ihrer Ablestungen, als monotone, von null bis eins an-
steigende Funktionen, die im wesentlichen nur der Bedingung geniigen,
da3 die Folge der ,m-ten Momente f xmdV,(x) ber festem, aber be-

5

liebigem m fir x= 1,2, 3, ... beschrankt ist, so 1aBt sich (¢) immer noch
beweisen, wihrend weder (d) noch (e) einen Sinn hat (Behauptung IIT).
Der Beweis ist aber keineswegs mehr durch Zuriickfithrang auf (a) und (b)
zu erbringen, sondern erfordert ganz andere Hilfsmittel, mit denen wir
ihn in den §§ 4 und 5 im AnschluB an einen von Tschebyschef und
Markoff eingeschlagenen Weg?) erledigen. Durch die gemeinschaftlichen
Bemithungen dieser beiden Mathematiker ist tatsichlich ein Beweis von
(¢}, unter Heranziehung der Theorie der Kettenbruch-Entwicklungen, wenig-
stens fiir die Falle, in denen die V, beschrinkte Ableitungen haben oder
durch einfache Treppenlinien dargestellt werden, zustande gekommen; unser
allgemeiner Beweis arbeitet dagegen nur mit elementaren und anschau-
lichen Hilfsmitteln. Fiir die Sitze (d) und (e), die nicht etwa aus (c)

¥} Vgl A, A. Markoff, Wabrscheinlichkeitsrechnung, deutsch v. H. Liebmann,
Leipzig 1912, S. 776, 9598. P. L. Tschebyschef, Oeuvres, St. Pétersbourg 1899/1907,
Bd. IT, 8. 481. Vgl a. FuBnote 7.
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abgeleitet werden konnen, scheinen Beweise bisher noch nicht versucht
worden zu’sein.

In §6 werden die in den vorstehenden Gleichungen (¢) bis (e) ange-
deuteten Behauptungen ITT bis V durch einige Korollare ergénzt, die nament-
lich die Ausdehnung auf mehrere unabhingige Veranderliche und verschiedene
Varianten der Voraussetzungen zum Gegenstande haben.

Die im zwetten Teil der Arbeit enthaltenen ,, Anwendungen in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung® tithren zu zwei allgemeinen, hier als ,,Fundamental-
sitzen bezeichneten Ergebnissen, von denen das erste sich auf die Behaup-
tungen IIT bis V, das zweite unmittelbar auf die Behauptungen I und II
des ersten Teiles stiitzt. Man kann die beiden grofen Problemgruppen,
von denen die Fundamentalsitze handeln, im AnschluB an die fibliche
Terminologie, als den Bernoullischen und den Bayesschen Ideenlkreis
charakterisieren.

Bernoullis Fragestellung, gehorig erweitert, aber immer unter Ver-
wendung der heutigen Ausdrucksweise dargestellt, geht dahin (§ 8): Welches

_ist die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses, das sich als die Summe sehr
vieler, unabhingigen Zufallsgesetzen gehorchender, Einzelversuche darstellt?
Der einfachste, von Bernoulli selbst behandelte Fall (§ 7, 2) ist bekannt-
lich der: Aus einer Urne, die lauter sonst gleiche, aber teils mit Null, teils
mit Eins bezeichnete Kugeln im Mischungsverhiltnis (1 —¢): g enthilt,
wird in n-facher Wiederholung je eine Kugel gezogen; wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit o, (z), wenn n éine sehr grofie Zahl ist, gerade die
Summe # (also @ mit Bins bezeichnete Kugeln) zu ziehen? Laplace hat
die Frage dahin beantwortet, da 1, (z) bei groBem n asymptotisch durch das

,,GauBsche Gesetz® e~ ¥ mit 4= (% — q) \/ifﬂint—;) dargestellt wird.

Unsere Gleichung (e), die in die Aussage des ersten Fundamentalsatzes ein-
geht, besagt, daf dieses Gesetz viel allgemeiner gilt: nicht nur (Poissonscher
Fall), wenn jeder der n Ziige aus einer anderen Urne (mit anderen Mischungs-
verhiltnis) erfolgt (§ 7, 3), sondern auch dann, wenn jede Urne in beliebiger
Mischung mit beliebigen Zahlen 0, 1, 2, 3, ... bezeichnete Kugeln enthilt
(§7,4), endlich auch analog, wenn jede einzelne Ziehung durch eine endliche
Gruppe von Zahlen charakterisiert wird (z. B. Fiinfnummernziehung beim
Zahlenlotto, § 7, 5). Grundsitzlich das gleiche Problem liegt in der Fehler-
theorie vor, wenn nach der Wahrscheinlichkeitsdichte w, () fiir das Auftreten
eines Fehlers z gefragt wird, der als die Summe von =, unabhingigen
Fehlergesetzen geniigenden, Elementarfehlern aufgefaft wird (§ 8, 5). Hier
sagt unsere Gleichung (d), die ebenfalls einen Teil des ersten Fundamental-
satzes bildet,” daB, wie immer die Gesetze der Elementarfehler beschaffen
sein mogen, bei geniigend groBem 7 das GaubBsche Gesetz fiir den Gesamt-
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fehler resultiert. Endlich kann man Gleichung (c¢) heranziehen, um eine,
wenn auch eingeschriinktere, Aussage fiir beliebige ,,Verteilungeh V, (x) zu
gewinnen. Wendet man aber das Augenmerk lediglich auf den Umstand,
daB der Faktor von z® im Exponenten des GauBschen Gesetzes mit 1: 7
unendlich klein wird, so erhdlt man (§ 8, 6) das sog. Gesetz der grofen
Zahl, das wir das ,erste“ nennen, weil ihm in der Problemgruppe des
zweiten Fundamentalsatzes ein analoges zur Seite tritt. .

Uberhaupt fithrt die Bayessche Fragestellung, deren Ausgestaltung
im zweiten Fundamentalsatz (§ 10) ihren Ausdruck findet, zu zahlreichen
Analogien mit den Folgerungen aus dem ersten. Das Ausgangsproblem
ist folgendes (§9, 1): Man hat in n Ziigen aus einer Urne mit schwarzen
und weiBen Kugeln an mal schwarz gezogen; gefragt ist nach der
Wahrscheinlichkeitsdichte w, (%) dafiir, da die Wahrscheinlichkeit eines
schwarzen Einzelergebnisses bei x liegt. Nach Laplace folgt w,(z),
die sog. ,,a posteriori-Wahrscheinlichkeit, fiir groBe n asymptotisch dem
GauBschen Gesetz ¢~ ** mit w = (z — a) é—;(lﬁ:;i’ sobald die ,,a priori-
Wahrscheinlichkeit aller x-Werte gleich angenommen wird. Unser zweiter
Fundamentalsatz, der sich auf die Gleichungen (a), (b) und die zugehérigen
Korollare stittzt, besagt zunichst, daB dieses Ergebnis von dem Verlauf der
a priori-Wahrscheinlichkeiten. ganz unabhdngig ist (§ 9, 2), wodurch erst
seine groBe praktische Bedeutung begriindet wird; weiter, daB die analogen
Aussagen moglich sind, wenn die Urne in beliebiger Mischung nicht nur
zweierlei, sondern beliebig wielerles, etwa mit 0, 1,2, 8, ... bezeichnete,
Kugein enthalt (§ 9, 8). Ein wichtiges Problem der Fehlertheorie fallt in
diesen Ideenkreis (§ 10, 4): Man habe als Resultat von » Beobachtungen
einer unbekannten GroBe @, mal den Wert b,, a,nmalb, ... a,n mal b,
erhalten; wie groB ist die ,,Wahrscheinlichkeitsdichte a posteriori* w, (x)
dafiir, dafl der ,,wahre® Wert der Beobachtung (d. i. derjenige, der sich
als Durchschnitt bei einer ins Unendliche fortgesetzten Beobachtungsreihe
ergeben miiite) bei « liegt? Der zweite. Fundamentalsatz erteilt, in Er-
weiterung eines von Bienaymé bewiesenen Laplaceschen Satzes (§9,4)
die Antwort, daf — unabhingig von jeder Annahme iiber die a priori-
Wahrscheinlichkeiten — w, () bei groBem n proportional e~ wird, mit
w=(x—4):8V2, wo A den Mittelwert und s® die Streuung der

n Beobachtungs - Ergebnisse (4 = Ya,b,, s*= Y 0, (b, — 4)?) be-

deutet. Dieses Resultat, das von der Annahme des GauBschen Fehler-
gesetzes ganz unabhingig ist, aus dieser Annahme aber auch keineswegs
-abgeleitet werden kénnte, nennen wir den zweiten Satz der Fehlertheorie
(§ 10, 4). Endlich ergibt sich (8 10, 5) aus der Bemerkung, da8 in der
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Laplace-Bayesschen Formel der Faktor von z*® im Exponenten mit n
wachst, das schon erwihnte zweite Gesetz der groflen Zahl, dessen einfache
Formulierung man am Schlusse dieser Arbeit findet.

Die prizise Darstellung der Fundamentalsitze erforderte, wie oben
bemerkt wurde, die Einfiihrung einer ganzen Reihe neuer Begriffe und
Bezeichnungen, die nach Ansicht des Verfassers bei einem logischen Aufbau
der Wahrscheinlichkeitsrechnung als eines Teiles der Mathematik nicht
entbehrt werden kénnen. Da die darauf besiiglichen Erklarungen und
Bemerkungen im Texte (§ 8, 1—3 und § 10, 1—2) ohnehin so kurz als
mdglich gehalten wurden, eriibrigt sich eine auszugsweise Wiedergabe an
dieser Stelle. Der wesentliche Inhalt der Sitze und ihrer Anwendungen
bleibt natiirlich von der Annahme oder Ablehnung des vorgebrachten
Systems von ,,Grundlagen unabhingig.

I. Teil. Analytische Entwicklungen.

§ 1. Sitze iiber den Grenzwert eines Produktes von Funktionen.

1. Bezeichnungen. Es seien f,(z), fo(2), f;(%),... reelle oder
komplexe Funktionen der reellen Variablen z, eindeutig definiert fiir alle,
endlichen oder umendlichen, reellen Werte von z. Es mogen ferner z,,
%,, X,,... reelle Zahlen bezeichnen, die in einer bestimmten, noch an-
zugebenden Weise linear von einer einzigen reellen Zahl v abhingen.
Wir betrachten das Produkt

(1) pn(u):fl(xl)'ﬁ.‘.(w‘.’)"‘f;z(xn)
sowie sein bestimmtes Integral
b

(2) Pn(a’b)zfpn(u)du

[
und untersuchen inshesondere die Grenzwerte
(1) p(u)=nli=ﬁiz%(u)=f1 (@) - fo (%) -
und ,
(2) P(a,b)=lim P, (a,b) =lim [ p,(u)du,

wobei naturgemi8 die 7, gewissen Beschrinkungen unterworfen werden.
Diese Produktbildung geniigt dem kommutativen Gesetz (Vertauschbarkeit
der Faktoren), dagegen dem assoziativen (beliebige ZusammenfaBbarkeit
der Faktoren) nur unter Einschrinkungen fiir die Beziehung zwischen
und den z,, die wir nicht als erfiillt annehmen.
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2. Voraussetzungen. a)Von jeder einzelnen der Funktionen f,, fos
fs,-.. setzen wir voraus:

1. Die Funktion f (x) habe an einer im Endlichen gelegenen be-
stimmten Stelle z ==a, den reellen Wert 1 und sei hier zweimal diffe-
renzierbar; der erste Differentialquotient sei nall, der zweite reell, endlich
und nicht positiv:

(al) fla)=1 [/(a)=0, fl(a)=~—2s.

2. Der Betrag des dritten Differenzenquotienten von f, (z) und damit
der des ersten von f.'(x) habe an der Stelle » = a, eine endliche obere
Schranke. Danach gilt fiir die Funktion

log nat £, (a, +y)+s2 y*
(3) 2, (y) = e p
die zufolge (a1) an der Stelle‘&%:éc ;a}ax den Grenzwert null annimmt, bei
hinreichend kleinem y, > 0, fiir ein bestimmtes endliches C!:
(a2) B (y) | <Cllyl, fir |yl <y,

3. An allen Stellen, die von a, verschieden sind, sei der Absolutwert
von f () kleiner als 1 und habe auch nicht den Grenzwert 1. Es existiert
also zu jedem, noch so klein vorgegebenen ¥, ein positives 4., so daB
(3) flaty)| <l—8 fir |y|>7,.

Es geniigt iibrigens, da diese Ungleichung fiir alle Yy mit Ausnahme
einer Menge vom Inhalt null besteht.

4. Fir 2=+ oo und = — co verschwinde | f, (%)] mit einer posi-

tiven Potenz von %, d. h. es gibt ein ¢, > 0 derart, daB fiir geniigend
grofles X, :

(ad) e f(x) | <1 fir |o|>X,.
b) Von der Gesamtheit der Funktionen fis fa> fss- - - setzen wir voraus:
1. Die Folgen der Zahlen a,, a,, a,,... und 83, 83, 83, ... seien be-

schrankt, die Summe der letzteren wachse aber stirker als mit der *[s Po-
tenz von n ins Unendliche, d. h. es gebe zwei positive endliche Zahlen 4, 8°
und eine fiir % = co verschwindende Funktion e(n)> 0, so daB fiir alle »

ns

< e&(n).
2
x=1
2. Es gebe ein von » unabhingiges C’, so daB fir alle %, bei hin-
reichend kleinem y,:

(b2) 1 (m)| <C'ly| fix |y <y,

o <A, s < S

(b1)
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Hieraus folgt u. a., daB das arithmetische Mittel

=

20” (y) im Be-
#=1

reich |y| <y, beschrénkt ist und stetig mit y gegen null geht.

3. Es gebe ein von wxﬂunabhdngiges positives J, so daB fir alle =,

bei beliebig vorgegebenem -¥,:
(b3) [l (aty)i<l—25 fir |y[>7,,
hochstens mit Ausnahme einer Menge von y-Werten vom Inhalt null.

4. Es gebe ein von x» unabhdngiges X und ein ebensolches ¢ > 0,
so daB fiir alle »

(b4) e f ()| <1 fir |o]>X.

Man sieht ohne weiteres, daB, wenn alle f, untereinander gleich sind,
die Voraussetzungen b) in den a) enthalten sind. Allgemein kann man
sagen, daB durch die b) eine gewisse Gleichmdpigkeit in der Erfiillung
der a) gefordert wird.

3. Behauptungen. I Gendigen die f;, f,, 3, . - . den eben angefihrien
Voraussetzungen (a1), (a2) und (b1l), (b2) und setzt man

U
(4)  S4slteld..fei=r m—ats, (x=12...7)
n

so gilt fir die mit (1) und (1) definierte Funktion p(u)

(1) pu)=e*

in jedem endlichen Bereich von w. Oder ausfithrlicher: Es ldft stch stets
ein n, finden, so daf

I ]fl(al+%>-f2<a2+’%)...fn<an+%>__e__uz,[<8.
fiir Z“l<’u’o: n > Ny
bei beliebig vorgegebenem & und .

IT. Gentigen die Funktionen fy, [y, [y, - - samilichen Vorausselzungen
(al) bis (a4) und (b1) bis (b4), sind sie iberdies integrabel und haben
die 52 eine von null verschiedene untere Schranke s®, so gilt auch fir die
in (2) und (2') definierte Funktion P (a,d)

b
(11) P(a,b)= [e~¥du

a
fiir belichige endliche oder unendliche a, b. Oder ausfithrlicher: Es gibt
stets ein m,, so daf

b b
(Ir') [Jﬂ <a1+%) -fa <a2+:—f:)...fn (%‘*‘;1:‘;) du-fe‘“’du1 < ¢ fir m > n,
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bei beliebig vorgegebenem ¢ und endlichen oder unendlichen a, b. Zugleich
gilt auch Q1. (1) bew. (1) fiir die ganze u-Achse, héchstens mit Ausnahme
einer Nullmenge von Punkten.

Man sieht leicht ein, daf die Festsetzung (4) di¢ Bedeutung hat, fiir
jedes n

() P.(0)=1, p(0)=0, p;(0)=—2
zu bewirken. Denn es ist mit Riicksicht auf (al)

pn(o)“—:fl(%)'ﬁz(a‘%)"'fn(an>=': L;

ferner

, 1 i P2,(0) o .

7 (0) =5 5 F LA 11 (@) =0;

endlich

n n

" 1 2,(0) n 2 o .
B (0)=5 3 Payiie)=—5 3= —2.
gl % R oy=1

4. Beweis der ersten Behauptung. = Aus der Definition von 4,
in Gleichung (3) folgt:

(3} lognat f, (@, + y) = — S2y* + y2 9. (y).

Setzt man hier y = %:r, und summiert die Gleichungen fiir x = 1 bis x,
so erhdlt man mit Riicksicht auf (1) und (4):

n
(5) lognat p (u)= ——u‘~’+£— 2> 0. (1’1)

7,
N =1 n

Fiir den Absolutwert des zweiten Summanden rechts hat man nach Vor-
aussetzung (b1) und (b2):

2 S0.(2)<on

vorausgesetzt, dal |u:r,| < y, bleibt. Dies letztere 18t sich fiir || << u,,

da 7, nach (b1) mit n ins Unendliche wichst, durch Vergroflerung von n
erreichen, womit also gezeigt ist, daf

(5" {lognat p, (u) -+ u?

bei hinreichend groBem n. Aus (5") folgt, daB p, e sich beliebig wenig
von 1 unterscheidet, wenn nur n groB genug ist, und daraus die Be-
bauptung L A ’

Man sieht, daB die Behauptung I lediglich auf dem Verhalten der
Funktionen f, in der Umgebung der Stellen a, beruht.

5 <C'ulem)]}

(57)

<e, fir |u|<u,
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5. Hilf.ssat_z.' Ehe wir zum Beweis der zweiten Behauptung iiber-
gehen, erledigen wir folgenden Hilfssatz. Sei n(u) eine, im allgemeinen
komplexe, Funktion der reellen Variablen u, deren Absolutwert die Gréfe n,
zur oberen Schranke hat. Dann gibt es zu jedem vorgegebenen & ein
u, > 0 und emn 5y <3, so dafs

U ‘/—
— oyt ” T . :
(6) |6fe witnlidy — 5 < fiir alle [y(u)[ <7, und U > u,.

Beweis: Sei «(w) der reelle Bestandteil von #(u), so daB auch
la(u)| <1y, 80 ist

le=ut 4| = ;e-umm; <L g—ut(i—1n,),

Daraus folgt fiir beliebiges u, und 7, < 1:

!

6 we—u2(1+11)du§< i —u® (1= 9p) ,_—__._‘_\/,J_E,_ — T
oY) <[e du= 221 = @ (T}

wenn @ das GauBsche integral

(7) b (x)= \}; _Ee”“”du

bezeichnet. Da bekanntlich ®(z) mit = oo monoton gegen 1 geht,
kann man ein %, so wihlen, daB, etwa fir 5, =}, und um so mehr fiir
7o < %, der Ausdruck rechts in (6) kleiner als —;;Wird. Dann gilt fiir den
Integranden in (6) bei n, <3:

T %
(8") S

und iiberdies, da auch 7, = 0 gesetzt werden darf:

fir U >,

Lo o

(6”/) . [un ot \/-7_[ €
16fe du— 5 [ <3

weil ‘é“ der Wert des von null bis - oo erstreckten Integrals von e~ ist.

Bezeichnet man mit e, (u) und fe,(u) den reellen bzw. komplexen
Bestandteil von e—#7(® so folgt aus dem ersten Mittelwertsatz der
Integralrechnung:

%o 2 . %o —t 0 < wy < W,
ofe—u (19 (@) gy = [el(“1)+”'e~z(ue)]_!e du {0<u:<u2
Da man durch Herabdriicken von 7, unter } den Faktor vor dem Int\egral—
zeichen rechts beliebig nahe der reellen Einheit bringen kann, so ergibt
sich weiter, daB durch entsprechende Wahl von #, — nach erledigter Ver-
fiigung iiber %, —
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P o wg
(6””) t'ofe u[1+n(u)]du__6j6 du <3
gemacht werden kann. Durch Addition von (6”), (6”) und (6") folgt
(6) und damit der Hilfssatz.
6. Beweis der zweiten Behauptung. Fir endliche o, b 1t
sich die Gleichung (II) aus der Behauptung I in einfachster Weise, etwa
mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung, ableiten. Eg

geniigt demnach, Gleichung (IT) fiir den Fall @ = 0, b ==o00 zu beweisen,

da der Beweis fir o = — o0, b= 0 in ganz gleicher Weise zu fithren ist.
Wir haben also zu zeigen, daB
(s) | fow)du - <o

0

wird, bei hinreichend grofem # und bei der durch (1) und (4) fest-
gelegten Bedeutung von p, (u). Zu diesem Zweck zerlegen wir das In-
tervall 0, co durch noch naher zu bestimmende Zwischenwerte U und U’
in drei Teile und zeigen, daB bei entsprechender Wahl von U und U’ fiir
hinreichend groBe n:

’ 4U vz ’
(8) P (u)du— 5[ <,

'

(8") [ pa(w)du, <&,

Yy Qe o

(8) | [ou(w)duj<e”.

Um zuniichst (8') zu beweisen, beachten wir, daB nach (5)

(9) P, (%) =e-w+1w)] nit n(u):—.———-l-jﬁ,‘(u).

3
r- 7,
"y "

}Qach’dem oben dargelegten Hilfssatz bestimmen wir %, und 7, zu dem
. (8') vorgeschriebenen ¢. Zufolge der Voraussetzung (b2) und wegen
87> 8% gilt fiir das in (9) definierte 7 (%)

Uy

Tn

¢ "
g;s?r_: fUI

”

@) nw)]<|o'n

< Y-

Wir kénnen also |7 (u)| < 7o erreichen, indem wir ein %, so groB wahlen,
daB %o -7, erstens kleiner wird als das nach (b2) bestimmte y, und zwei-
tens kleiner als 7,s*:C". Damit ist (8) zuniichst fiir n =, und U = u,
bewiesen; die Gleichung gilt aber auch zufolge des im vorausgehenden
Abschnitt bewiesenen Hilfssatzes fiir grofere U, wenn nur der Quotient
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U:r, durch entsprechende VergroBerungen von m unter wu,:r, gehalten
wird, weil dabei |%| unter 7, bleibt. Also ist allgemein: '

Tp Yo I

'I’ I~ B
(97) prn(u)d%*%t}<e' fir n>n,,
4] .

bei einem durch ¢’ und die Funktionen fis [y fas ... bestimmten, end-
lichen y, (das nicht mit dem y, von (b2) identisch sein wmuB).

In das Integral (8”) fithren wir an Stelle von  die neue Integrations-
Variable y durch % =7,y ein und erhalten so:

(10) 7, Foalrav)dy = 1, [, (0, + 9)-Fu(ay +9). . f (3, +9)dy,
Yo Yo

wenn mit y, der zu U’ gehérige Wert U’:7, bezeichnet wird. In (10)
ist |y stets grofer als y,, es gibt also nach Voraussetzung (b3) ein
positives 8, so daB |f,| <1 — 8. Daher ist nach dem Mittelwertsatz der

Absolutwert von (10) kleiner als

(107) rﬂ(yl—-yo)(l—6)"<\/ﬁ-S-(yl-y0)-(1——6)
wobei § die in (b1) eingefithrte obere Schranke der |s,|. Die Nullmenge,
in der die Ungleichung (b3) fiir f, etwa nicht erfiillt ist, kommt bei der

Integration nicht in Betracht. Fiir hinreichend groBe n wird (10") be-
liebig klein, so daB fiir ein gewisses #’

n
b

< g" fir n>n

w1
(107) | [ o (w)du
¥
gilt, bei beliebigen endlichen y,, ¥,.
Mit dem Integral (8") verfahren wir zundchst in gleicher Weise und
schreiben dafiir

(11) 7, o (raw)dy =r, [fila +v)-fi(a+y).--fula. T ¥)dy:

Nun treflen wic die noch offene Wahl von y,, indem wir y, > A4+ X
setzen, wobei 4 und X die in Voraussetzung (b1) bzw. (b4) eingefiihrten
GréBen bezeichnen. Es ist damn |a, -+ y|> X fir alle Werte des Inte-
grationsbereiches von (11),” daher nach Voraussetzung (b4) der Absolut-

wert von (11) kleiner als

(1) r, [(@+y) @+ ) (g +y)| "z <] (y— 4y
¥ <.'/,;; S (yl__A)~ua+1

not— 1
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Da der Ausdruck rechts mit wachsendem # unter jeden Betrag sinkt, ist
damit bewiesen, daf fiir ein gewisses n”
(117) | [o (w)du] < &” fir n>n"
¥y

gilt, bei der oben eingefithrten Verfiigung iiber y,. .

Die Gleichungen (9”), (10”) und (11”) sind gleichwertig mit (8')
bis (8”) und diese geben zusammen (8), womit der Beweis fiir die
Behauptung II iiber den Grenzwert eines Produktes von Funktionen
erbracht ist.

§ 2. Korollare zn den Sitzen des § 1.

1. Schwichere und stirkere Divergenz von Xs?. In unserer
Beweisfithrung fiir die erste Behauptung des § 1 war es wesentlich, daB
die Summe 72 =% + 82 -+ ... 82 (d. i bis auf einen Faktor die Summe der
zweiten Ableitungen der f, an den ausgezeichneten Stellen a,) stirker als
mit der £ Potenz von » ins Unendliche geht (dritte der unter (b1) zu-
sammengefaiten Voraussetzungen). Man kann aber auch zulassen, daB 72
schwacher wachst, etwa mit der Potenz n*, u < £, wenn dafiir die unter
(22) und (b2) gemachten Voraussetzungen verschirft werden. Denn es
kommet nur darauf an — siehe Gleichung (5”) des §1 —, daB

1
(1) 1207

fiir {4 < u, mit wachsendem n gegen null geht. Nimmt man an, daB
fir jede einzelne der Funktionen #,(y) mit », > 0

(a2’) ()| SOyl i |y|<y,
und fiir die ganze Folge der 8., &,, &, ... mit » >0
(b2’) SISOyl iy <y,

gilt, so sieht man, daB (1) mit wachsendem n verschwindet, sobald nur

H >£§. Andrerseits geht der Betrag von (1), da jedes #,.(y) an der
Stelle g = 0 stetig ist, auch dann mit wachsendem n gegen null, wenn 72
mit der ersten Potenz von n wichst und die Stetigkeit der &, (y) als gleich-
mafig vorausgesetzt wird. Wir haben so den Satz

L. Man kanwn die dritte der Voraussetzungen (b1) durch

2
»+2

() e Se(n), >0,

P

w=r)

g
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ersetzen, wo £(n) eine mit n = co verschwindende GropPe bezeichnet, wenn
gleichzeitig die Voraussetzungen (a2) und (b2) durch die obenstehenden
(a2') baw. (b2') ersetet werden; gili aber statt (2) die Voraussetzung,
daf3 r; mit n wdchst (also z. B. eine von null verschiedene untere Schranke
der s? existiert wie im Falle der Behauptung II), so kann man (a2)
ganz fortlassen und an Stelle von (b2) fordern, daf zu einem beliebig
vorgegebenen. © > 0 ein y, existiert, so daf fir alle x

(b2%) ' 19 (y)| < © bei [y| <y,
gilt.

Von diesem Korollar wird man insbesondere dann Anwendung machen,
wenn die /, an den ausgezeichneten Stellen ,,gleichmifiig regulir sind, so
daB die 9,(y) durch Potenzreihen mit einer gemeinschaftlichen Majoranten
darstellbar sind.

2. Verinderte Bedingungen fiir £, im Unendlichen. Die in
(a4) und (b4) gestellte Forderung fiir das Verhalten der f, im Unend-
lichen kann, wie der Gang des Beweises von II zeigt, gemildert werden.

” «

Es geniigt z. B., an Stelle von (b4) vorauszusetzen, da8 Za,; etwa mit
n=1

Vn ins Unendliche wichst, wenn a, die mit (a4) eingefithrten Exponenten

bezeichnet — s. GL (11') von § 1. Andrerseits kann man den Satz II

erweitern, . indem man das Produkt p, (u) statt iiber du, iber vw(u)du

integriert, wobei % () von entsprechendem Verhalten im Unendlichen sein

muB. Es ergibt sich so folgender Satz

IT,. Bedeutet w(w) eine fir alle reellen Werte von w definierte, in
jedem endlichen Intervall integrable Funktion und tritft an Stelle der
Voraussetzungen (a4) und (b4) die Bedingung, daf

(3) tim |, (w)w(w) du| =0
bei hinreichend groflem X, so gilt

b b
(1L,) lim [ p,(u)y(u)du=[ e**y(u)du
n=w @ [

fiir alle endlichen oder umendlichen a, b. Ist y (u) beschrankt, so gilt
(11,) unter den Bedingungen des §1. Von diesem Korollar machen wir
in §38 zum Beweis der Behauptungen IV und V Gebrauch. - Setzt man
in (8) w=1, so hat man hierin die allgemeinste Form der an Stelle
von (a4) und (b4) zuldssigen Bedingung fiir den Satz II.

Eine analoge Abinderung gestattet iibrigens auch die Bgdingung (23)
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bzw. (b3), da es hier nur auf das Kleinwerden des Produktes und nicht
auf das der einzelnen Faktoren ankommt. ’

3. Erweiterung durch Einfiihrung einer Dichtefunktion v (y).
Eine fiir die Anwendung in der Wahrscheinlichkeitsrechnung sehr wesent-
liche Erweiterung erfahren die Behauptungen des § 1, wenn, dhnlich wie
in dem eben behandelten Fall, ein Faktor zu p, (u) hinzutritt, der aber
Jetzt nicht als Funktion von %, sondern als Funktion v (y) von y =wu:r,
gegeben sei. Da, wie wir gesehen haben, der Wert von p(u) in jedem
endlichen Bereich von %, und der von P(a,b), wenn die entsprechenden
Voraussetzungen erfiillt sind, in jedem Bereich der @, b iiberhaupt, nur von
dem Verhalten der f, in der Umgebung von g =0 abhingt, ist es klar,
dafl es jetzt auch im wesentlichen nur auf 3 (0) bzw. das Verhalten von v
fiir kleine y ankommen kann. Die Beweise des § 1 lassen sich fast un-
veriindert fiir folgenden erweiterten Satz fiihren:

L, II,. Es bedeute vy (y) eine im ganzen Bereich der reellen Achse
definierte, beschrinkte Funktion won y, die fiir y = 0 stetig ist; dann
gilt fir die mit (1) und (4) in § 1 definierte Funktion p, (u):

= T [y (2] 2, ()] =y (0)e

fiir jeden endlichen Bereich (u] <uy unter dem Voraussetzungen des
Salzes 1; und
b

4

fir alle endlichen oder unendlichen a, b unter den Voraussetzungen des
Saitzes T1.

Man muB nur beachten, daB aus der Stetigkeit von 1 folgt, daB
1w (y) —(0)] Kleiner als jeder vorgegebene Betrag gemacht werden kann,
wenn nur |y <y, und y, hinreichend klein gewdhlt wird. Nun hindert
aber nichts, die in § 1, 6 mit Yo bezeichnete GroBe beliebig klein zu
wahlen; durch VergréBerung von n wird das zugehdrige w, = 7y, hin-
reichend vergroBert. AuBerhalb des Bereiches |u| < uy, — was nur fiir die
Behauptung IT in Frage kommt — wird aber p, () oder wenigstens das
Integral iber p,(u) nach § 1, 6 so klein, daf der Wert des Faktors
y{u:r,) iberhaupt gleichgiiltig ist, wofern er endlich bleibt.

4. Funktionen mehrerer Variablen. Die beiden Behauptungen
von § 1 lassen sich auch auf den — fiir die Anwendung in der Wahrschein-
hichkeitsrechnung sehr wichtigen — Fall ausdehnen, in dem die 7, von
mehreren reellen Verinderlichen oW, @ g® abhingen und xdabei



Fundamentalsitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 17

dhnlichen Bedingungen unterworfen sind wie den in § 1 angefiihrten.
Die Grenziiberginge sind genau dieselben wie im Falle einer Variablen
und brauchen hier nicht wiederholt zu werden. Nur emige formale Rech-
nungen sind erforderlich. Zunichst folgende Bemerkung:

Wenn wir in die Aussage I an Stelle von u die Variable y=wu:7,
einfithren, so nimmt sie die Form an:

2

Yim [, (0, +9) £ (@ +9) .- fulo,+ 9)] = 37

Diese Gleichung gilt, wie wir gezeigt haben, wenn hinzugefiigt wird,
dafl beim Grenziibergang nicht etwa y, sondern r,y=u konstant zu
halten ist. (Fiir konstantes y ist die Aussage trivial, da beide Seiten gegen
null geben bzw. gleich 1 sind.) Unsere Ableitung wire aber ganz un-
geindert geblieben, wenn wir statt u eine andere Variable, die sich von %
durch einen endlich bleibenden Faktor unterscheidet, gewahlt hitten. Setzen
wir z. B. in der Annahme, daB r] mindestens mit n wichst (wie es fiir II ver-
langt ist) also daB r):n > s%,

T Y
(4:) V;T"‘hn: B == h,,”vn%

so folgt aus unserer Annahme und der zweiten Ungleichung (b1):
(4" 8% <h, < 8.

Es gilt somit auch

I ) e

bei festgehaltenem z, und analog die Behauptung IIL.

Dies vorausgeschickt, sei jetzt f, Funktion der -k Variablen 2%, oder,
wie wir kiirzer schreiben wollen, des k-dimensionalen Vektors Z; sie habe
an der Stelle Z = G,d en Wert 1 und sei hier zweimal differenzierbar; die
ersten Differentialquotienten seien null, die zweiten durch die reelle
Matrix s, gegeben, namlich:

(5)

Der fritheren Bedingung, daf s; nicht negativ sein durfte, entspricht jetzt
die Forderung, dafl die quadratische Form Zsi"l)y(‘)y(’~> nicht negativ

= — 2R, (,d=1,2,..., k)

wird. Geometrisch heift das, daB Z = a@. ein Lé%liptischer oder mindestens
parabolischer Punkt der Fliche f, ist, dessen hohle Beite nach unten ge-
richtet ist. Die Rolle der in GL (8) des §1 definierten Funktion 4, (y)
iibernimmt jetzt die Funktion

Mathematische Zeitschrift. IV. 2
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log nat £, (@~ +¥) +2 sff’ l)ywy(}')
p oA
5/ o >
(5°) STy

wo die Summationen von 1 bis & zu erstrecken sind. Zufolge (5) nihert
sich ¥, mit y¥ =0 (t=1,2, ..., k) dem Grenzwert null, und wir setzen
wie in (bz*) voraus, daf alle &, sich gleichmdfig stetig verhalten. Bei
Addition der fiir x=1, 2, ..., n angeschriebenen Gleichungen (5') ent-
stehen die Ausdriicke

n
(5") rieh = 28R,
x=1

= 19,,(_'(7)’

von denen wir im Sinne des ersten Korollars voraussetzen wollen, daf sie
sich nur durch nicht verschwindende, fiir alle n endliche Faktoren h\"

von n unterscheiden:
' (&)
rn

rr el
(5 ) T"“hn

und dall die mit ihnen gebildete quadratische Form positiv definit sei.
Hierauf fithrt dieselbe Uberlegung wie die in § 1, 4 angestellte analog (4"')
zu dem Satz:

G o R R

Geniigen die f, iiberdies den leicht auf den Fall mehrerer Variabler iiber-
tragbaren Bedingungen (a8), (a4) und (b8), (b4), so gilt auch das Ana-
logon zu (II):

II,) lim (-— i_)- (— 2
(IL,) lim P NNE Gt
W(?bei die Integrale iiber einen endlichen oder unendlichen Teil des Raumes
wit dem Element dZ = dz™.dz® ... d2™ zu erstrecken sind. Wir kommen
8o zu dem Ergebnis:

L, II,. Wenn die Funktionen 7, der k reellen Variablen x®

(e=1,2, ..., k) den hier angedeuteten, durch Ubertragung von (al) bis
(a4) und (b1) bis (b4) aus §1 hervorgehenden Forderungen gendigen,
gelien die obenstehenden, zu (1’ ) und ( I1") analogen Gleichungen (1, ) und (1I1,).

Natiirlich lassen auch die im vorliegenden Paragraph erérterten Ab-
dndernngen und Erweiterungen sinngemi Anwendung auf den Fall mehrerer
Variablen zu.

5. Verschwinden der zweiten Differentialquotienten der f,. An
den vorstehenden Sitzen iiber den Grenzwert des Produkbes von Funktionen

y _-.}:hff’)')zmz(l)
)...f%(ibn—}——/;)dsze iz,
N yn

(@)



Fundamentalsitze der Wabrscheinlichkeitsrechnung. 19

wird es jedenfalls am auffalligsten erscheinen, daB man, ausgehend von
fast ganz willkiirlichen, nur unbedeutend eingeschrinkten Funktionen £,
zu einem so speziellen Resultat, wie es die Limes-Funktion e~* darstellt,
gelangt. Dies Ergebnis wird verstindlicher, wenn wir uns tiberlegen, dafl
wir mit unseren Aussagen lediglich das Verhalten der £ in der unmittelbaren
Umgebung eines gewShnlichen Scheitelpunktes zur Darstellung gebracht
haben. Denken wir uns die f, reell, was sie ja in der Nihe des ausge-
zeichneten Punktes sind, und der Hinfachheit wegen — fiir die jetzige
Uberlegung — unbeschrinkt differenzierbar, so ist das Kennzeichen eines
Scheitelpunktes (d. i. eines Maximums) dies, daf mindestens der erste
Differentialquotient verschwindet und der erste nicht verschwindende
Differentialquotient von gerader Ordnung und negativ ist. Nehmen wir
nun an, es sei

(6) ;= —(27)tsY”

die niedrigste, bei irgend einem f, (an der Stelle # =a,) nicht ver-
schwindende Ableitung und es wachse die Summe

(6' 2y _. . 2y
67) 1= 3 s
=1

mit n von gleicher Ordnung ins Unendliche. Dann kann man an die
Stelle der in Gleichung (3), § 1 eingefithrten Funktion ¥, (y) die folgende
treten lassen:

” log nat f%—[»(szy)?“’
(6") S — ().

Man sieht, daB jetzt in dhnlicher Weise wie frither und unter analogen
Voraussetzungen geschlossen werden kann, daB

(1) ﬂlini [fl (“1 - ::‘> 1o <% + :) ooty (an + :9] = g

und ebenso hinsichtlich des Integrales iiber du. Es ist noch zu beachten,
daB hier 7, mit der 2v-ten Wurzel aus n wichst, so daB, wenn wir (I,) auf
die obenstehende Form (4'') bringen wollten, es heifflen miifite:

[y

(6/”) f;.<a1 +§‘i-:>f:_, <a2+2__i_:> o fn (an +£~:):e~(hnz)2a'

Vn Vn n
Man sieht an (6”') deutlich, wie der Piozefl der Abszissendehnung fir
das Resultat wesentlich ist. Die weitere Verfolgung der hier angeregten
allgemeineren Fragestellung konnen wir unterlassen, da sie fiir die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung bisher keine Bedeutung erlangt hat. Es soll nur

zur Verdeutlichung der eigentlichen Resultate festgestellt werden:
PAd
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I, II,. Man gelangt zu dem ollgemeineren Ausdruck (1) fir den
Grenzwert esnes Produktes von Funktionen, in dem hohere, gerade Potenzen
wn Exponenten von e aufireten, wenn die ersten nicht verschwindenden
Differentialquotienten in den Scheitelpunkten der f, von héherer als zweiter

Ordnung sind.
§ 3.

Satze iiber den Grenzwert eines Integralproduktes von Funktionen.

1.Bezeichnungen und Definitionen. Esseien V,(z), V,( =), Vy(z),...
reelle, nirgends abnehmende, im ganzen Bereich der reellen Variablen z
definierte Funktionen, die fiir x = —oo den Wert null, fiir z =oc den
Wert eins besitzen und an etwaigen Sprungstellen stets den Wert ihres
oberen (rechten) Limes annehmen. Wir wollen derartige Funktionen, um ‘
nicht immer ihre Eigenschaften wiederholen zu miissen — im Hinblick
auf ihre Bedeutung in der Wahrscheinlichkeitsrechnung — kurz als ,,Ver-
tetlungen’ bezeichnen.

Da V(z) monoton ist, existiert fiir jede beschrinkte, stetige Funktion
¢(z) das ,,Stieltjessches Integral

b
*) [o(2)dV(z),
das in bekannter Weise als Grenzwert einer Summe iiber Ausdriicke von
der Form ¢(& ){(V(2, +.1) — V(=,)] definiert wird, wobei eSSz <E <2 15b,
t=1, 2, 3... eine Intervall-Teilung des Integrationsbereiches a, b bedeutet,
deren groBte Intervall-Linge beim Grenziibergang gegen null geht. Wir
wollen das Symbol (*) auch auf solche @(z) anwenden, die beschrinkt,
nicht notwendig stetig, aber jedenfalls monoton (oder wenigstens von be-
schrinkter Schwankung) sind und hierzu festsetzen, daB unter dem Wert
von (¥) stets der obere Limes der Summe gemeint sei.

) Die Zeichen —oco und --oc als untere bzw. obere Grenze eines be-
stimmten Integrales lassen wir hinfort weg. Es bedeutet also f schlechthin

die Integration iiber die ganze reelle Achse, f die Integration von — co
bis z usw.?).

“;"Die.hier eingefithrte Bezeichnungsweise S ¢ (z)dV(z) ist den in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung gebréuchlichen, wie D{¢ (z)] (Durchschnitt von ¢, Bruns)
O:i/ar ?n-H @ (%) (mathemas. Hoffnung von ¢, Markoft) dadurch iiberlegen, daB die
Vertea%ung, bezfiglich deren der Durchschnitt gebildet wird, ausdriicklich angefiihrt
erscheint. An Einfachheit diirfte sie auch nicht nachstehen und vor allem sich der
sonstigen Schreibweise der Analysis besser anpassen. ~
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Als |, Integralprodukts der n Verteilungen V, (), V,(%), ..., V,(x)
definieren wir das (n — 1)fache, im Stieltjesschen Sinne und gemaB der
eben gemachten Festsetzung zu bildende Integral

(1) W,(u ff fV (=2, — % —. ..~ 2 ) B V1 (1) B Vi—a(Zn—0)- .. AV, (),

wobel v in einer bestimmten, noch niher anzugebenden Weise linear mit
x wdchst. Die Existenz des Integrales im Hinblick auf die unendlichen
Grenzen ist dadurch sichergestellt, daB |V, | <1 und [dV, =1 fiir jedes «.

Man sieht sofort, dafl das Integralprodukt wieder eine Verteilung ist:
Es verschwindet fiir u = — oo, weil V, (—o0) = 0, es kann mit wachsendem
% nicht abnehmen, da der einzige von u abhingige Faktor des Integranden,
namlich ¥, nicht abnimmt, wahrend die anderen positiv sind; es geht fiir .
u =00 in das Produkt [dV, (x,)-[dV,(2,) ... [dVy_;(w,—1) iiber, dessen
Faktoren samtlich gleich 1 sind; und genugt schlieBlich an etwaigen Un-
stetigkeitsstellen der ausgesprochenen Bedingung, da das Integral als die
obere Limes-Funktion definiert wurde.

Gegenstand unserer Untersuchung ist vor allem der Grenzwert

(1 . W(u)=1LnW,(«)
f== 0

fiir eine unendliche Folge von Verteilungen, die gewissen Einschrinkungen
unterworfen werden wird.

Haben séimtliche V. (x) — was wir jedoch nicht allgemein voraus-
setzen wollen — eine beschrdnkte Ableitung v.(x), so hat auch W, (u)
eine solche, und man erhdlt durch Differentiation von (1):

=konst. [ [... fv,(x— 2, —2— .. — Xpe 1) Vo1 (Tn—1) Vpa (Tp—g). .-
(2 ) v, (2,)d2p -1 d dx
 (2)A%p 1Ay o ... da,.
Die Konstante vor dem Integralzeichen ist der Koeffizient von u in dem
linearen Ausdruck fiir x. Die nicht-negativen Funktionen w,(z) bzw.
w, (u) bezeichnen wir als die zu V, bzw. W, gehorigen ,,Verteilungs-
dichten‘.

Haben die V,(2) — ein anderer Grenzfall — nuwr fir x==0,1, 2, ...
Wachstumstellen, und zwar mit den SprunggréBen v,(0), v.(1), 1.(2), ...,
so haben auch die Integralprodukte W, , zunichst als Funktion von z be-
trachtet, dieselbe Eigenschaft. Die Sprunggrofien w, (), ,(w, ), 1,(%,), ...,
wobei die u,, %,, U,, . .. vermdge der linearen Beziehung den =0, 1, 2, ...
entsprechen, sind gegeben durch (7 — 1)fache Summen:

(8) w0, (u)= Db, (,) 0, (2,) ... 0, (,),

zu erstrecken iber alle ganzzahligen z,, @, ..., , mit der Summe 2, unter
Beachtung der Zuordnung zwischen x und %. Nur unwesentlich allgemeiner
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ist der spiter zu betrachtende Fall, in dem von den Wachstumstellen der
V. vorausgesetzt wird, daf ihre Abstinde ganzzahlige Vielfache einer Ein-
heit e sind.

In den beiden Sonderfillen (2) und (3) fragen wir nach den Grenz-
werten

@) () = lim w, ()
und
(8" lm(u)zlium [konst. 1, (u)],

wobel konst. wieder den in (2) auftretenden Wert hat. In (1’) und (2')
sind beim Grenziibergang die Werte von u festzuhalten; in (8’) wird der
Grenziibergang so vollzogen, daf das bei jedem n nur diskreter Werte
téhige u sich einer festen Grenze nihert. DaB dies méglich ist, wird sich
-spiter (§ 3, 8) zeigen.

Man iiberzeugt sich leicht, daB in allen Fillen die Faktoren des
Integralproduktes wertauschbar sind. Dagegen geniigt die Definition (1)
dem assoziativen Gesetz nur bei besonderen Festsetzungen iiber die Be-
ziehung zwischen z und , die fiir uns nicht in Betracht kommen (vgl.§1,1).

Fiir n =1 erginzen wir die Definition durch die Festsetzung

(1) W, (w) = 7, (),
aus der in den Fillen (2) und (8) notwendig folgt:
(2" w, (u) = konst. v, (),

(3" w, (u) =1, (z).

2. Voraussetzungen. a) Von jeder einzelnen der Verteilungen V, ()
setzen wir voraus:

1. Es existiere eine positive Zahl ¢, fiir die das Integral
{al) C= fe“izedV,,(x)

einen endlichen Wert besitzt. Man erkennt leicht, daBl es keine weitere
Einschrankung bedeutet, wenn fiir C ein beliebiger Wert > 1 vorge-
schrieben wird.

Aus (a1) folgh, daB fedes Integral von der Form Jo@ v, (x)
existiert, wenn @(z) beschriukt ist oder im Unendlichen mnicht stérker
wachst, als etwa ein Polynom in z. Insbesondere erkennt man, dal jede
(a1) geniigende Verteilung einen endlichen »Mittelwert™ a, und eine end-
liche ,,Streuung* 2 besitat:

(4) a.= [2dV,(z), 8= f(z——az)‘“’dV,,(x).



Fundamentalsétze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 23

2. Die Streuung s; der Verteilung V., (x) sel von null verschieden:
(a2) 82> 0.
Mit anderen Worten heillt das: Die Verteilung 7, habe mehr als eine
‘Wachstumsstelle.

b) Von der Gesamtheit der Verteilungen V. (z) setzen wir voraus:

1. Es existiere zu einem festen ¢ > 1 eine positive Zahl ¢?, so daB
unabhdngig von »:

c?(x—a,)?

(b1) fe 2 4V, (2)<C.

Dies erfordert nur (wenn die Folge der a, beschrinkt ist), daBl es fiir
die in a) definierten Zahlen ¢, und s, ein von null verschiedenes kleinstes
Produkt ¢, s, gibt.

2. Die Reihe der in Gl (4) definierten Mittelwerte a, und der Streu-
ungen s, seil beschrdnkt, doch wachse die Summe der letzteren stdrker
als mit der ?|, Potenz won n ins Unendliche:

2

(b2) g <4, s2<8, -2 <e(n),

e

x=1
wo A und 8 beliebige endliche Betrige und £(2) eine mit n=co ver-
schwindende positive Funktion von n bedeutet.

Man erkennt wieder wie in § 1, dal die Voraussetzungen b) nur
eine gewisse Gleichmdfigkeit in der Erfillung der Voraussetzungen a)
fordern. Sind alle V, untereinander gleich, so sind die b) in den a)
enthalten.

Die Bedeutung von (b1) liegt vornehmlich darin, daf dadurch die
Folge der mit dem Anfangspunkt a, und dem Mafstabfaktor s, gebildeten
. m-ten Momente“ der Verteilungen V, beschrdnkt wird. Rechnet man
namlich das Maximum der Funktion zme-¢*#*, so findet man leicht

(5) |zme” 62221<<20 e>'
Daraus folgt, wenn

(5") 3=

gesetzt wird, mit (b 1) fiir den Betrag des aunf z bezogenen m-ten Mo-
mentes von V,(z):

(6)  |famdVi(a)l < [lzme=c e dV, (z) < O (%),

unabhingig von zx.

-

CH

wld
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8. Behauptungen. IIL Geniigen die Verteslungen V., V,, V,,...
den eben angefihrten Voraussetzungen (al), (a2) und (b1), (b2) und
selzt man
2 b,

Tu

(7) r=r,u+b,, %=
(7)  by=a,tay ... 4a,  r2=2(sids-...+82),

wo a, und 82 die in (4) definierten Mittelwerte und Strewungen der V,
bezeicknen, so gilt fir die mit (1) und (1) definierte Verteilung W (u):

(III) W(u)z‘/i;f"e—z*dxz & (u)

tm ganzen DBereich der u-Achse. Oder ausfiihrlicher: Es lGpt sich stets

en n, so finden, daf fir n > n,:

@)y ff SVt b, —m —m— o — wyny) AV (7o)
AVo(Zn—s)...dV, (@) — P(u) <

fir jedes u, bei beliebig vorgegebenem .

IV. Besitzen die Verteilungen V,, V,, V., ... dberdies ) durchweg be-
schrdnkie Ableitungen v, , v,, v,, ... von gleichmadfig beschrinkter Variation
{also so, daB die Gesamtschwankungen 015 05 O, ... VO 9, ,, U,,... eine
obere Schranke ¢ haben), so gilt awfer Gleichung (I11) auch fir die mit

(2) und (2') definierte Verteilungsdichte w(u) n jedem endlichen Bereich
von u:

. 1 e
(Iv) w(w)= e = p(u)
an allen Stetigkeitsstellen von w(w); und an allen anderen Stellen:
‘ ’ 1 e __
(Iv") Czlw(e+0)+w(u—0) =‘7—;e—“ = (u)
Ausfithrlicher lautet (IV): Bs lapt sich zu jedem vorgegebenen Uy und &
ein my s0 finden, daf fir n > Nyt
v e Sl fe(rutb,—a — By~ oo ~ By g )Vpq (Zyey)
Un~2(Tn-2)-.. v (2, )42, day_,. .. dz, — @ (u)| <e
far jede Stelle |u' < Uy, an der das Integral stetiy ist.

V Besitzen die den Bedingungen (21)(a2) und (b1) (b2) gendigenden
Verteitungen®) V,, V,, Ve, ... nur diskret liegende Wachstumsstellen mqt

*) Durch die Korollare in § 6 werden die Voraussetzungen fiir die Fille dor
Behauptungen IV und V wesentlich eingeschrinkt werden.

*) Vgl. die vorangehende FuBnote.



Fundamentalsatze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 25

den Sprunggrofen.p,(x), v, (%), v5(x), ..., deren Abstinde (Differenzen
der xz) nur ganzzahlige Vielfache einer Einheit e sind, wobei der Ab-
stand e selbst mindestens einmal bes jedem V. und zwar zwischen zwer
endlichen, mit x = co nicht gegen null gehenden Sprunggrifen vorkommt,
so gilt aufer Gleichung (III) auch fir die mit (3) und (8") definierte
Zahlenfolge 1 (u):

(V) w(u)=—= = = et = g (u),

oder ausfithrlicher: Fs Iifft sich zu einem beliebig vorgegebenen & ein
n, finden, so daf fir n > n,

(V') i, D) 0 (,)0,(,) .00, (2,) —@(u)] <e
(z,,)
fir u =" —0, 21, £2,...),

Tn

wober die Summation Uber alle Wertverbindungen w,=1k.e (k.=0,
4+ 1, £ 2,...) 2u erstrecken ist, fir welche k, +k, + ... +k, =m,, und
die m, so zu wihlen sind, daff u mit n = oo einer festen Grenze zustrebt.

Da r? nach (7’) zufolge der dritten der Ungleichungen (b1) mit =
ins Unendliche wéchst, kann man, wenn nur = geniigend grof gewihlt
wird, immer ein ganzzahliges m, so finden, daB} der Unterschied zwischen
einem beliebig vorgegebenen % und dem Quotienten (m,e— b, ):r, be-
liebig klein wird.

Die Bedeutung der Festsetzung (7) und (7’) ist analog (4') in §1
die, daB jetzt der Mittelwert aller W, (u) null, die Streuung aller W, (u)
gleich einhald wird. Denn fithrt man in (1) fiir  den Wert aus (7) ein
und ersetzt bei Bildung von [udW,(u) die Integrations-Variable u
durch die neue z,:

(8) x,=r,u+b,— o —, — X — ... — Ty, TﬂZ(x,,-—a,

so erhalt man:

(9) ah=[waW,(w)=L].. fZ’ L — ) AV, (2,)-dV, (z,)...dV, ()

=lf(x1——a,1)d171(x1)fd172 -des...deﬂ
+ 2 [ —a) V) [ar,-[av, [av,... [av, 4. <

da in jedem der n» Summanden rechts der erste Faktor vermdge (4)
null ist. Analog behandelt man das n-fache Integral, das die Streuung
von W, (u) liefert:
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, 1
(107) s,?:fu"dﬂ',l(u):z_jff...

n - n
[ 3 @ma + D —a) (s, a)| 4V, ) dT, (). 47, (z,).
x=1 ne A=l
Die von der Doppelsumme mit » == 1 herriihrenden Glieder sind wieder
null, die von der einfachen Summe stammenden einzeln gleich s} nach
der zweiten Gleichung (4); demnach hat man mit Riicksicht auf (7):

82 =

Wi

(P

1

2 4

{10} Sn =
“

it

$==1

Uber das gegenseitige Verhiltnis- der Behauptungen IIT bis V ist zu
sagen, daB zwar IV und V mehr aussagen als IIT (weil jedesmal auch
GL IIT) gilt), aber unter wesentlich einschrinkenderen Voraussetzungen
iiber die Verteilungen ¥, (%). Es erweist sich im folgenden als verhéltnis-
maBig einfach, IV und V durch Zuriickfihrung auf die fritheren Sdtze I
und IT zu beweisen, wéhrend der Beweis von Satz IIT umfassendere Vor-
bereitungen erfordert.

4. Zurtickfithrung der Integralprodukte auf einfache Pro-
dukte. Die Bildung der hier als ,,Integralprodukte*‘ bezeichneten Ver-
teilungen it sich, wie schon Laplace im wesentlichen erkannt hat, auf
die Bildung einfacher Produkte von Funktionen zuriickfithren. Man sieht
zunéichst in dem durch (3) gekennzeichneten Fall von Verteilungen mit
nur ganzzahligen Wachstumstellen, da m, (%) nichts anderes ist, als der
Koeffizient von ¢” in der Entwicklung des Produktes von Polynomen

2o ()t (o)t Do, ()17,

wo die Summen iiber alle 2= 10, 1, 2,... zu erstrecken sind und zwischen
w und z die Bezichung (7) besteht. Im allgemeinen Falle beliebiger
Verteilungen werden an Stelle dieser Summen Stieltjessche Integrale
treten miissen, wobei noch eine gewisse Freiheit in der Verfiigung iiber ¢
und etwaige Faktoren gelegen ist.

Wir definieren zundchst (in § 4 wird eine andere »erzeugende Funk-
tion" verwendet werden) als ,,komplexe Adjunkte:* 7. (x) einer Verteilung
V.{z) mit dem Mitiehwert a,, die Funktion:

(11) . f(2)= [t eit=00iaV, (2).
Hier ist also, wenn von der Konstanten a, abgesehen wird, ¢! fiir ¢

gesetat. Das Integral existiert fiir jeden endlichen Wert von gz und hat
einen absoluten Betrag < 1. Durch Differentiation findet man

(11) K@) =i @ 6" eemae-aii g, (3).
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Daher ist fir « = g,, mit Riicksicht auf die Definition von @, und
s; in GL (4):

(11”> f (a‘x>:17 f'(ak)=0, f”'(a%\)— -

Die komplexe Adjunkte des n-tem Integralproduktes bezeichnen wir
mit p, (z); sie ist nach (11) vermdge (9) und (10) definiert durch

(11a) P, () == [ e d W, (u)
und hier gilt
(11"a) P, (0)=1, p,(0)=0, p;(0)=—3.

Um das grundlegende Multiplikationsgesetz der komplexen Adjunkten
zu erhalten, miissen wir in (11a) den Wert von d W, (u) aus der Defini-
tionsgleichung (1) des Integralproduktes einsetzen. Verwendet man wieder
die Substitution (8), so entsteht:

7% < (x,—-ax)
pale) = [T e AT v ) a7 )
Hier lassen sich die Integrations-Variablen z,, z,,...,%, trennen und

man erhdlt fiir p, (#) ein Produkt von n Faktoren der Form

fe(””'“")’%idvz(xk)=f” (aer.ﬂE)_

Demnach wird: "
(12) p(w)=f (o, + 2 ) hla+ %) fula+2);

in Worten:

Die komplexen Adjunkten der Verteilungen V., einerseits und die
shrer Integralprodukie W, andererseits stehen tn wesentlich derselben

Beziehung zuetnander wie die in § 1 betrachteten Funktionen f. und
thre Produkte p,,.

Nur in der Normierung liegt ein kleiner Unterschied: In § 1 bedeutete
— 72 die halbe Summe der zweiten Ableltungen der 7, an den Stellen
& = ad, jetzt ist es mach (77) und (11”) die doppelte Summe. Daraus
folgt, daB der Limes von p, (%), falls wir die Erfiillung der Voraussetzungen
des § 1 durch die komplexen Adjunkten der V,, nachweisen knnen, den Wert

u?

(13) p(u)=1lmp,(u)=¢ *
annehmen mubB. B

Tatsichlich ist leicht zu sehen, daB unsere f, dem ersten Teil der
Voraussetzungen des § 1, nimlich (al) und (82), sowie (b1) und (b2)
geniigen. Denn (al) ist durch (11”) erledigt, wihrend (b1) genau durch
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die Voraussetzung (b2) iiber die V, im vorliegenden P?,ragrap"h gedeckt
wird. Es bleibt also nur noch (a2) und (b2) nachzuweisen, nimlich

| lognatf, (a,+y)+ 8 y®
(14)  B)l= -

Nun verhilt sich f, und log natf, an der Stelle y =0 Yollkommen
regulir: der Zahler von 9, (y) verschwindet samt seinen beiden ersten
Ableitungen fiir y = 0, die dritte Ableitung ist vermége (11') und (11”):

L0yl fir Jyl<y,.

s T o a’f,(a,) . 3
zorllognat, (a,+ y) + 3s2y*], , = —ggi = —i [ (s —a.) dVi(z).

Dieser Ausdruck besitzt nach (6) und der zweiten Ungleichung (b2)
die von » unabhiingige obere Grenze

08 ()

wo (' und ¢? die mit (bl) eingefiihrten Konstanten bedeuten. Es ist
somit fiir hinreichend kleine |y]:
T8 ’ 3/ 8 \%

(14')  [lognstf, (a,+y)+2s79°| <Oy tir 0’ > 08 (L),
womit (14) bewiesen ist. Zufolge Sutz I gilt sonach (18) in jedem end-
lichen Bereich von wu.

Setzt man in (11a) fiir W, (2) die GauBsche Funktion b(z) ein,
so ergibt sich die zugehorige komplexe Adjunkte

x?

(15} fez“'d@(z): —l-—fe*z"“””'dz=§_-;—Ife—(z°€i)ﬂdz=:e"}t .
Vad Va
Danach wird man wohl vermuten konnen, daB, wenn P, (%) nach

(18) gegen e % konvergiert, unter gewissen Umstinden W,(z) gegen
®(z) konvergiert. In den Spezialfillen der Shtze IV und V laBt sich
dies, wie wir sehen werden, durch ndhere Betrachtung der 7, sowie durch
Aufstellung einer Umbkehrformel, die eine Verteilung aus ihrer komplexen
Adjunkten zu finden gestattet, auch wirklich nachweisen.

© 5. Beweis der Béhauptung V. Wir wollen annehmen, was offenbar
keine wesentliche Einschrinkung gegeniiber den Voraussetzungen des Satzes v
ist, daB Wachstumstellen der Vi(x) nur bei.x =0, 1, +2, ... liegen.
Die komplexe Adjunkte ist sodann nach (11) durch

(16) fa.+y)= be(x)e(““%)vi

definiert, wobei die Summation iiber alle ganzzahligen x zu erstrecken ist.
Multipliziert man (16) beiderseits mit e~E-%Jvi wo 2z wieder eine ganze



' Fundamentalsitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 29

Zahl, und integriert von —z bis + = nach y, so fallen rechts alle Sum-
manden aus, fiir die x 4=z, und es bleibt nur fiir x =2z das Integral
279, (z). Somit besteht die Umkehrformel:

(16") b*<z):§%f fx(“n"l_y)e_(z_a")yidy: 2=0, +1, £2,....

Man kann dies noch etwas anders schreiben, indem man an Stelle
von f,-eine neue Funktion f: durch

(16")  fHady)=f(h+y) fir —a<y<a,
=0 s lyl>a=

einfiihrt, womit (16’) lautet:

(16™) b (2) = §17v ff,,*(ax +y)e tmvidy.

Fir die komplexe Adjunkte p,(y) des n-ten Integralproduktes hat
man nach (11a):

(17) - mm=2mqu2m@g%M%a
U z

wobei die Summation wieder iiber alle ganzzahligen x auszudehnen ist.
Behandelt man (17) analog wie oben (16), multipliziert also beiderseits

Y.
PP o gk . . -
mit e "', so mull man von —r7, 7 bis. 47,7 nach y integrieren,

damit die Integrale rechts fiir x <+ 2 verschwinden. Die Umkehrformel
lautet mithin:

T

Tn
1 - i bll bn 1 bn 2
(17°) mn(%)?«mfpn(y)e Wiy, w= =g ok —aEL

—Tp T
gobald wieder u an Stelle von z substituiert wird. Setzt man hier fiir p,
den Wert aus (12) ein und berficksichtigt (16”), so erhilt man:

 (177) 7,10, (u) 2217,ff1* (“1 +%>'f: (%-]-,.%)--.f: <“"+Fy,.> e~ uvidy,

Die Funktionen f: erfilllen ebenso wie die f (s. den vorangehenden
Abschnitt) die Voraussetzungen (al),(a2) und (b1),(b2)des § 1, die sich
ja nur auf das Verhalten in der Umgebung von y = 0 erstrecken. Dariiber
hinaus geniigen aber die f: auch den Bedingungen (a4) und (b4), da
sie nach (16") auBerhalb eines endlichen Bereiches iiberhaupt verschwinden.
Fiir das Verhalten gegeniiber (a8) und (b3) sowie fiir die Existenz einer
unteren Schranke der s? ist nun der in Satz V gemachte Vorbehalt ent-
scheidend, wonach fiir jedes » wenigstens ein Paar aufeinanderfolgender ganzer
Zahlen m, und m, -1 existieren muB, fiir welche v, nicht verschwindet.
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Da namlich stets _)_7 b.(x)=1, kann f nur dann den Betrag 1 er-
reichen, wenn alle Winkelargumente (#—a,)y in (16) bis auf ganze Viel-
fache von 2 einander gleich sind. Nun ist aber fiir zwei aufeinander-
folgende  der Winkelunterschied gleich y, und da (16) nur bis |y|==
gilt, so sieht man, daf} ! f:' auBerhalb der Stelle y = 0 niemals 1 werden
kann, wie es (a3) verlangt. Ist p der Betrag, der voraussetzungsgemiB
von 1, (m,) und b, (m,. -+ 1) nicht unterschritten wird, so hat man

' (a+y)| <1—20(1—cosy),
womst (a3) und (b3) won § 1 Geniige getan tst. Aus der Definition der
Strenung folgt iiberdies:
o 85,230,

weil die beiden Stellen z =m, und %= m,,, zur Strevung mindestens
den Beitrag p[&” -+ (£ —1)"] liefern, dessen Minimum fiir & = eben 1p ist.

Mithin erfiillen die f: samiliche Voraussetzungen des § 1. Schreibt
man (177} in der Form
. . . 1 . ,
(17") w(u)zhmmmn(u)=2;ffp,, (9)w(y)dy mit y(y)=e-vvi,

n=L

wo [y | =1, so folgt aus dem Korollar II, in § 2:

_33__‘ ; —u® Yl —y?
(18) m(u)-.:.z_{;fe 1 7“4?,:9.;.\[@ (2+“)d(—g-) =2 o(u),
womit Q1. (V) bewsesen ist.

Aus (18) ergibt sich auch sofort, daf Gl (III) fiir die jetzt betrach-
teten Verteilungen gilt. Denn zu einem beliebig vorgegebenen U und &
kann man nach (18) ein n, so bestimmen, daB fiir n > 7,

&
4r, U
Sind nun a, b zwei Punkte des Intervalls || < U, so besteht W.(6)—W (a)
aus hdchstens 7,-2 U Summanden 1w, (%,). Demnach ist zufolge (18’):

b
!
H

(18") fm(b)—Wn(“)*quir‘) ’<"§'

(18") m, (u) - 2] <

Ta

fir w|<U.

Die hier auftretende Summe geht aber im Sinne des Riemannschen
Integralbegriffes gegen & (b) — @(a).

Um einzusehen, dafl die Ausdehnung dieser Uberlegung auf den Fall
@ = —oo zulissig ist, braucht man nur zu beachten, daB sowohl &(—-U)
als W, (—U) kleiner als 1:2U” sein mufl, weil die Streuung beider Ver-
teilungen % ist. Wihlt man also U® >'%, so gilt fiir u < U, und weiter mit
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Riicksicht auf das Verbalten der Verteilungen im positiv Unendlichen,
auch dariiber hinaus:

(18a) W, () — ()| < S+ £ .
Dies st der Inhalt der GI. (IL1).

6. Beweis der Behauptung IV. « Wir schlagen einen analogen Weg
ein, um IV zu beweisen, indem wir zuerst eine Umkehrformel fiir die
Berechnung von v, bzw. w, aus f, bzw. p, aufstellen und sodann die be-
sondere Natur der hier auftretenden f, untersuchen.

Die Umkehrung wird vermittelt durch das Fouriersche Integral-
theorem, das fiir jede integrable, im Unendlichen verschwindende Funktion
von beschrinkter Schwankung angeschrieben werden kann. Es lautet
fir v, (®):

(19) 'Ez(z)zgﬁfdufv,_(x)cosu(z—x)dm

1 g . - .
= %fe a2 gy | v (2) e da.
27

Durch den Querstrich iiber v, soll angedeutet werden, dab %, nur
an Stetigkeitstellen mit v, iibereinstimmt, sonst aber das arithmetische
Mittel zwischen dem rechten und linken Limes bezeichnet. Fiithrt man in
(19) den Wert von f, aus (11) ein, so gewinnt man die Umbkehrformel:

(19’) %(z): —;;&Rffz(az..f.u)e—(z-a}c)uidu.

Denn fiir die komplexe Adjunkte f, einer Verteilung mit beschrinkter
Ableitung nimmt (11) die Form

(19//) fn(a%_[__y):fvz(m)e(w—a”)yidx
an. Analog hat man fiir die Ableitung des Integralproduktes:

(19"’) @,x(z)zrz—l;%ffp"w)e”“idu,

da auch w,, das durch (2) aus den v, gewonnen wird, von beschrinkter
Schwankung sein muf. .

Von den f, ist im Abschn. 4 allgemein gezeigt worden, dal sie dem
ersten, Teil der Voraussetzungen des § 1 geniigen. Wir wollen jetzt be-
weisen, daB sie im vorliegenden Fall — in dem die Ableitungen v, von
gleichmiiBig beschrinkter Schwankung sind — auch die dibrigen Voraus-
setzungen der Satze I und II erfiillen.

Bezeichnet o, die Gesamtschwankung von vy (2), 80 188t sich v, {x)
als Differenz zweier monotoner Funktionen, die von null bis 3o, wachsen,
darstellen. Daher ist nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung
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og ﬂ 20'n
;fv,,(x)-cosy(w— a.)dz| gz-%[&f‘cosy(w—a,{)dﬂgm,

un’d da dieselbe Beziehung fiir den Sinus gilt und die ¢, die obere

Schranke ¢ haben:
2124, 2v%¢
{20) Ifx(an‘f‘?/),é I‘/yld_é ";‘ !

womit den Bedingungen (a4) und (b4) des § 1 Gendige getan ist.

Die Bedingungen (a8) und (b8) verlangen, da |7, | dauernd unter-
halb 1 bleibt (abgesehen von der Stelle y = 0), was fiir klei’x}e y aus (20)
nicht zu ersehen ist. Nun kann das Integral rechts in (19) auf keinem
Teilintervall ¢, B groBeren Betrag haben als das zu demselben Inter-
vall a, f gehdrige Integral von v,, das wir mit V, (e, 8) bezeichnen
wollen. Es geniigt daher, da das iiber die ganze Achse erstreckte Inte-
gral von v,(z) den Wert 1 hat, fir srgendein « < § nachzuweisen, daB

fiir [y]> g,
8 :
(207 V(e, B) — | [ o (2)e® ¥ dx| > 8,

damit sicher auch 1 —|[f, [> 6 wird Wabhlen wir nun «, § so, daB
ly| (B — &) =2m, so bedeutet die linke Seite von (20°), durch V, (e, )
dividiert, den Schwerpunktsabstand einer iiber den Umfang des Einheits-
kreises (mit der Dichte |v,:y|) ausgebreiteten Masse V, (a, 8) von der
Kreisperipherie. Dieser Abstand wird am kleinsten, wenn die Masse még-
lichst konzentriert wird: da aber v, nicht gréBer als 30, werden kann,
wird die stirkste Konzentration, also das Minimum von (20') erreicht,
durch gleichformige Verteilung mit der Dichte |g,:2y| iiber den Bogen
2yV.(a,p):0,. Daraus ergibt sich

8 _ ,
(20") | [vu()e® Y gy | < | % sin P B)Y) 0 G [Vele,B)ys |
o . O = Y |

Der Wert von V.(e,8) kann nicht etwa bei jeder Wahl von ¢ mit
wachsendem x gegen null gehen, da sonst Streuung und Mittelwert, ent-
gegen der Annahme (b2 ) dieses Paragraphen, nicht beschriinkt sein kénnten.
Man weist leicht nach, daB auf das Intervall T (44 28) mehr als £ des
Jvdz entfallen muB, so daB hier die durchschnittliche Verteilungsdichte
mindestens 3:8 (4 +28) betrigt. Daher muB es innerhalb des Intervalls
F (44 28) wenigstens ein Teilintervall von der Lénge f—c=2mn:|y|
geben, fiir welches in (20"

5 - 3_7; 3n
(207) Vn(“:ﬁ)>4ly§(A+2S)g166(A+2S)
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zu setzen ist, Weil wir mit Riicksicht auf (20) nur |y|-Werte unterhalb
4 ¢ zu betrachten brauchen. Endgiiltig ist daher fiir y, <|y' <40

3 r sin o : . 37 Yo
(21) lfx\>160(A+ZS)L1 a] mit a“lGa‘z(A-%?S)’

womit den Bedingungen (a3) und (b3) des § 1 Geniige getan 4st.
Endlich haben die Streuungen s? auch eine durch o bestimmte untere
Grenze. Denn eine Verteilung, deren Dichte nirgends gréfer als § o, sein kann,
erreicht ihre kleinste Streuung hei stérkster Konzentration, also wenn die
Dichte lings einer Strecke 2 :0, den Maximalwert } o, anfweist. Daher ist

2 1 1
S 27,52 §oir
Mithin sind aolle Bedingungen des §1 erfillt,
Wenden wir auf ( 19") das Korollar 1T, des § 2 in derselben Weise,
wie es oben bei (17 ") geschehen ist, an, so finden wir:

(22) W (x) = limw, (x) = *S{J‘ "gqm :e;_x_zfe'g”i)!d(ﬁ) = e__xn.

Z
= - 2

Dies ist der génaue Inhalt von GL (IV) und (IV').

Aus (22) folgt auch leicht, da im vorliegenden Fall iiberdies Gl. ( 11I)
gilt. Denn da die Streuung von W, fiir jedes n gleich 3 ist, hat man
f.iir U P O

-7
(22’) fw E 1—5,
‘ k13 2U¢

Man kann daher stets ein U so grof wihlen, da8 der Betrag rechts in (22")

kleiner als Z— wird; macht man dann n, so groB, daB fiir n > n,

(22" By () —p(w)| <gp fir [u[LT,

was nach (22) immer mdglich ist, so ist im ganzen Bereich — oc, U,
und weiterhin, weil auch

"
(227) f v (u 20‘
gilt, auch im Bereich U, co

(23) ,fw du——qu(u du' <e,

was der Inhalt von G (IIT) ist.

7. Ansatz zum Beweis der Behauptung III. Die Behauptung III
besteht darin, daf Gl (IIT) auch ohne eine der einschrankenden Voraus-
setzungen des Abschn. 5 oder 6 bewiesen werden soll. Bedenkt man, daB

Mathematische Zeitschrift. IV. 3
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jede Verteilung V, oder W, eine monotone Funktion, daher die Differenz
W, — & von beschrinkter Schwankung, iiberdies im Unendlichen null und
m;t Riicksicht auf die Voraussetzung (b1) auch absolut integrabel ist, so
kann man fir W, — @ das Fouriersche Integraltheorem ansetzen:

(24) W, (2)— @(z)zﬁl‘,;fduf[w,,(x) — &(z)]cosu (z —z)dz
:Q%Si‘fe—zuiduf[ml(x) — O (x)]e*widg.

Durch den Querstrich soll wieder angedeutet werden, da8 W, nur an
Stetigkeitstellen mit W, iibereinstimmt, sonst aber das arithmetische Mittel
des rechten und linken Limes bezeichnet. Andrerseits findet man aus (11a),
unter Beachtung von (15) und mit Riicksicht auf das starke Verschwinden
von W, — @ fiir & oo, durch partielle Integration:

(24') po(u) — & €= [ e [AW, (2) — A D ()]
=—ui [[W,(z)— &(z)]e*¥da.

Setzt man dies in (24) ein, so erhélt man die allgemeine Umkehrformel :

() W@)- 06 =~ L[ L p e FJau.

In Abschn. 4 ist gezeigt worden, daB der Klammerausdruck rechts fiir
wachsende 7 in jedem endlichen Bereich |u | < U gleichmiBig gegen null
geht. Um aus (25) schlieBen zu kénnen, daB zugleich W, gegen @ kon-
vergiert, miite man noch sehen, daB das Integral rechts in (25) fiir den
Integrationsbereich |u |> U mit wachsendem % null wird. Dies gilt
jedenfalls, wenn die f, deren Produkt p , ist, den Bedingungen (a3) (a4)
und (b3) (b4) des § 1 geniigen, also z. B. im Falle des Satzes IV (Ver-
teilungsdichte von beschrinkter Schwankung).

Im Falle des Satzes V, und daher auch im allgemeinen Fall beliebiger
Verteilungen, bestehen jedoch die Voraussetzungen (a3) (a4) usw. nicht.
Nimmt man als Beispiel etwa die unter die Annahmen des Satzes V
wit e =2 fallenden Verteilungen:

Vi)=V,(z)=...=0 fir —1>g,
=3 » +lr=zx—1,
=1, x>1,
fir welche f,(y)=f,(y)=... =cosy wird, so sieht man, da 7 im

allgemeinen nicht einmal gegen null geht. Unter den besonderen Voraus-
setzungen dgs Satzes V war es wohl mdglich, die Funktionen f, durch die
giinstiger verlaufenden f: zu ersetzen und so auf dem Umweg iiber
Gleichung (V} die Gleichung (II1) zu beweisen. Fiir beliebige Ver-



‘Pundamentalsitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 35

teilungen scheint ein derartiger Weg und damit eine direkte Ausniitzung
der Beziehung (25) und (13) nicht mdglich zu sein. Um Gleichung (IIT)
im vollen Umfang der Behauptung IIT zu beweisen, miissen wir weiter
ausholen und im folgenden Paragraphen einige Hilfsmittel entwickeln, die
in § 5 zum Beweise selbst fithren werden.

§ 4.

Vorbereitungen zum Beweis der Behauptung III.

1. Reelle Adjunkte einer Verteilung, Es wird fiir das Folgende
niitzlich sein, an Stelle der in § 8, Gleichung (11) definierten , komplexen
Adjunkten® eine reelle Funktion einzufiihren, die sich hinsichtlich des
Multiplikationsgesetzes dhnlich verhélt, die allerdings nicht den Voraus-
setzungen des § 1 entspricht. Wir definieren als reelle Adjunkte einer
beliebigen Verteilung V. (x) mit dem Mittelwert a. und der Streuung s?
die reelle Funkiion.

(1) g (w) = F [ AT (2),

Das Integral existiert fiir jeden endlichen Wert von w, falls die V, der
Voraussetzung (a1) des § 3 geniigen. Besitat V, eine beschrinkte Ab-
leitung ., so ist g, im wesentlichen die sog. Laplacesche Trans-
formierte von v,. Fiir w=0 hat g, (u) den Wert 1 und die erste Ab-
leitung null; aber die zweite Ableitung ist, im Gegensatz zu Gleichung (11”),
§3 gleich —s24-s2=0. Uber das Verhalten fiir grofie « kénnen wir vorerst
nichts aussagen. Sicher ist nur, daB g, der Definition nach positiv ist, also
keine Nullstellen im Endlichen besitzt.

Die reelle Adjunkte des n-ten Integralproduktes bezeichnen wir

mit q,(%):
(1) g, (w)=¢e 7 [e=ud W, (2);

sie besitzt natiiclich alle eben erwihnten Eigenschaften der g, (u), sobald
die Konvergenz des Integrales in (1') nachgewiesen ist. Wir beweisen
diese, indem wir g, (u) aus den g, (u), g, (%) - g, (u) berechnen und
damit zugleich die grundlegende Formel fiir die Anwendung der g und ¢
ableiten.

Setzen wir in (1) so wie in § 3,4 den Wert von dW, (z) aus der
Definitionsgleichung (1) von § 3 ein und verwenden wieder an Stelle von
x die neue Integrations-Variable #,, die durch (8) in § 3 definiert ist,

so entsteht durch Trennung der Variablen:
g%
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z"a'z)
—~6~sz fe = avy (z,)-dVs (%) .- 4V, (2,)

ig-e 3

ki
P
n:

—&

1\';

) e)j:i —(a;n——an);u—
e T, () fo T ). e “d7,,).
Demnach mit Riicksicht auf (1):

(2) a.()=g (502 05

Es multiplizieren sich somit bes Bildung der Integralprodukte die reellen
Adjunkten so wie die komplexen. Fiir den Grenzwert des g, folgt daraus
natiirlich nichts, da die g, den wesentlichsten Bedingungen des § 1 nicht
geniigen. Der Weg, auf dem wir zu unserem Beweis gelangen, ist vielmehr
der, daB wir eine Potenzentwicklung der g  aufsuchen, aus dieser eine
Reihe fiir g, gewinnen und schlieBlich aus den Koeffizienten dieser Reihe
direkt auf W, schlieflen.

2. Entwicklung der reellen Adjunkten. Wir setzen zunichst
formal an:

x-—a;,
(3) ( ‘/é»>—~e g fe W gy (%) = 69 + oW cBu .
worin nach dem oben Dargelegten stets
(3a) W=1, o =0of=0

sein muf, und wollen beweisen, daB die Reihe rechts fiir alle Werte von
u konvergiert. Zu diesem Zwecke benutzen wir die bekannte Entwicklung:

“E
. —-——uz
(4) ¢ E T oy () oy (DUt o (),
in der die ¢y, ¢, ... die Hermiteschen Polynome:
. . 2? 28z
» tg=1, g =—z, =35 =i Gg=—F+ 7,

4) T (=1 mek

<k= 0,1,2,..., ﬁ bzw. ’l‘_;__l)

am::‘-d 4kk; (m_gk—;)_l“
bezeichnen. Die Reihe (4) konvergiert gleichmaBig in jedem endhchen

Intervall von 2z und 4, weil die Zshl der Summanden von &, DUr mit —2—

wichst, wihrend der kleinste Nenner noch ( )' enthalt. Verwenden wir
von nun sn die beiden Variablen z und

(5) 2= >
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der kiirzeren Schreibweise wegen, nebeneinander, so ergibt sich fiir die
Koeffizienten von (3) der Ausdruck
(3) o =J o, (2)dV.(2)

und es ist nur zu zeigen, daf die mit diesen Koeffizienten gebildete
Reihe (3) konvergiert und — mit Riicksicht auf den unendlichen Inte-
grationsbereich — daB sie wirklich g darstellt.

Das erstere folgt aus Gleichung (6) des § 8, nimlich:

(6) Jlzrav.(z)<0(5n)*.
Denn nach (4°) ist bei Beriicksichtigung von m! > (7—)2}) ! (—)
, 2 I 2 ’m—2k 1
(6 ) ; G l éZ ' - m ?
k

a5
4% ket 5 k) 3 k

daher nach (3")

2|3

~Bak -k

(3") fc;m>]<0£<cﬂ;)<£nk>i =<”(:~)'(2§1_e+%) — g,

5)!
womit die Konvergenz von (8) fiir alle » bewiesen ist. Man erkennt auch,
daB die Folge der ¢t bei festem m beschrinkt ist und ¢ zur oberen
Schranke hat.

Um die Zulissigkeit der gliedweisen Integration als Ubergang von (4)
auf (8) zu beweisen, beachten wir, daB die mit den oberen Grenzen der
Betriige der ¢ : C' nach (8”) gebildete Reihe

k
k

(6") 2 . (L+2) v
A/

konvergiert, und zwar gleichméBig in jedem endlichen Bereich von u. Ist
also ein ¢ und ein w, vorgeschrieben, so kann man dazn U, = U (u,)
berechnen und auf Grund der Konvergenz des Integrals (b1) ein z, so
bestimmen, dafl fiir alle |z| >,

-z

(6”) [ecaV, (x) —}—zfec’z’dV,,(:c) < 3—[];

Ersetzt man hier e durch |z|”, so hat man rechts den Faktor von ¢
aus (6) hinzuzufiigen (vgl. §3, GL (6)). Ersetzt man daher e®# durch
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@, (2), so ist rechts der Faktor von C aus (3”) beizufiigen. Mithin wird
mit Riicksicht auf (6”) bes beliebigem m:

3 ( (m) e

) | [ @@+ @t +au(2umdViz)— 60+ vt o um]| <4,

” fir x> 2, [u|<u,

Weiter kann man, da das Integral in (3) existiert, ein z, > ﬁnden,'

fiir welches bei [u| <,
= 2 _ % &

(7" —!5,-“% () + ey (z)utay(2z)w’+...]dVe(x) — g, (ajj) : <y
Endlich 1aBt sich wegen der gleichméfligen Konvergenz von (4) zu diesem
z, ein m, bestimmen, welches das Restglied der Reihe (4) fiir |u| < u,
und [z} <, unter den Betrag ¢: Gz, herabdriickt, so daB fiir dieses m,:

(") | la@ 4 Ja00) — [T(e) + ..+ o (JumaV.(a) < £

Wendet man (7'), das fiir jedes m und fiir jedes 2 > x, gilt, auf m,
und z, an, so erhilt man durch Zusammenhalten von (7’), (7”) und (7"
das verlangte Resultat:

(7) %( T/a)—[c}ﬁo’—f—ciﬂu—{—...+c}:"l)u”‘x]
8” Z

Unsere Ergebnisse (8”) und (7) lassen sich kurz so aussprechen:

Far Verteilungen, die wnseren Voraussetzungen in § 3 gendigen, ist
die reelle Adjunkte eine ganze Funktion und die Folge der K oeffizienten ¢
bei festem m beschrdnkt.

3. Uber die Nullstellen der Hermiteschen Polynome. Die
wesentlichsten Eigenschaften der in (4) angefilhrten Hermiteschen
Polynome ¢, — daB sie m reelle Zeichenwechsel besitzen usw. — setzen
wir als bekannt voraus und wollen hier nur die Prizisierung eines (be-
kannten) Satzes iiber die Verdichtung der Nullstellen®) mit wachsendem m
durchfithren. Man beweist leicht, daf die Funktionen

<e fir |ul<w,.

2t
(8) Yn(2)=¢ *a,(2),
die in den Nullstellen mit den a,, ibereinstimmen, der Differentialgleichung
(8" vn=—(2m+1—2%y,

geniigen. Denn (8) gibt in (8") eingesetzt die Differentialgleichung

®) A. A Markoff, Bull. de PAcad. St. Petersburg 5, série 9, 1898, p. 437;
W&hrscheinliehkeihsrechnung, deutsch von H. Liebmann, Leipzig 1912, S. 258.
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o — 22am -+ 2me, =0, und da man aus (4) (indem man beiderseits
differenziert und dann links wieder die Reihe fiir den Exponentialausdruck

setzt) leicht ablgitet, daB ap = — am-,, so ist (8') nur der etwas ver-
anderte Ausdruck fiir die bekannte Rekursionsformel

(8”) am-~1+22a7,1+2m0(m+1=0,

welche die Hermiteschen Polynome (4') charakterisiert. Nun haben die
Integrale von (8') die Eigenschaft, daB sie in dem Bereiche, in dem
22— (2m-+1)>>0 ist, ihre konkave Seite der Abszissenachse zukehren, also hier
keine im Endlichen gelegene Nullstelle haben kénnen, da sie sich sonst nicht
asymptotisch der Abszissenachse ndhern kdnnten. Andererseits verhalten
sich die Integrale im Bereich |z | <V2m 4 1 wie Sinus-Linien, d. h. sie
bilden Wellen wie die Integrale von 2” = — ¢®z und diese Wellen sind
im Bereich |z | <z, < V2m -~ 1 mindestens so stark gekriimmt, wie die
einer Sinus-Linie mit ¢* = 2m + 1 — 22 und héchstens so stark, wie die
einer Sinus-Linie mit ¢® = 2m -+ 1. Daraus folgt also der Satz:

Diem reellen Nullstellen der H ermiteschen Polynome a,, (z) liegen nich
auferhalb des Gebietes |z} < V2m -1 und verdichten sich bei wachsendem m
derart, daf3 in einem Gebiet |z | <z, < VEm 1 der Abstand d,, zweier

aufeinander folgender nicht gréfer als ;/2:__:? 1st.  Andererseits kann

der Abstand nicht kleiner als T;L sein:
\,2m+

(8" SN S SO —
Vem--1 ™ Vem+1—2
4. Die einer VerteilungV, zugeordneten Treppen S Zwischen
den Momenten einer Verteilung und den Koeffizienten ihrer reellen Adjunkten
besteht ein einfacher Zusammenhang. Da man die Gleichungen (4'), welche
die Hermiteschen Polynome definieren, unschwer nach den zm aufldsen
kann, sobald die a,, gegeben sind, nimlich:

3 __ . 8
(9) 2°=gqp 2l=—q, 2°=20+3 2 =—00—50¢- .

so sieht man, daB das m-te Moment von V., sich durch ¢, c™, ..., e
linear ausdriicken 138t, z. B. fiir m = 3:

[23QV, () = — 6/ ag(2)dVi() — 2 [a, (2)dVe(2) = — 667 — 3o

Dies vorausgeschickt definieren wir als eine ,,m-stufige T'reppe oder
»Treppenlinie eine Verteilung (d. i eine monoton von noll bis 1 an-
steigende Funktion), die genau m tm Endlichen gelegene Wachstumstellen
hat und sonst iiberall konstant verliuft. Das Bild einer solchen Funktion
ist tatsichlich das des Querschnittes durch eine Treppe, die aus m Stufen
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besteht. Wir wollen den folgenden, fiir den Zusammenhang zwischen
einer Verteilung und den Koeffizienten ihrer Adjunkten fundamentalen

Satz beweisen:

Bedeutet m eine beliebige natirliche Zahl und V, eine unseren
Voraussetzungen (al) und (a2) gemiigende Verteilung (oder eine Ver-
teilung, deren reelle Adjunkte eine ganze Funktion ist), die selbst nicht
weniger als m Wachstumstellen hat, so gibt es stets eine m-stufige Treppe
8™, die mit V, in den ersten 2m Momenten (vom nullten bis zum
2m — 1-ten) oder, was dasselbe ist, in den ersten 2m Koeffizienten der
reellen Adjunkten, dbereinstimmi, sie wird in jeder Stufe von V,, doppelt,
namlich im horizontalen und vertikalen Teil der Stufe, geschnitten.

Um dies zu beweisen, konstruieren wir zunéichst die Treppenlinie,
indem wir ihre Wachstumstellen (und zwar als Nullstellen eines Poly-
noms A™) und dann die dazugehérigen SprunggréBen 3V, 8% ... g™
angeben. Die Wachstumstellen nennen wir auch einfach die Stufen, und
die 8" die Stufenhihen.

Wir gehen von der quadratischen Form in den Y,
(1) Sloy+ay+.-+a, vy, 1'dV(z)= Y44y,
. [

aus, die positiv definit sein muB, weil der Integrand nicht negativ ist
und das Integral nur dann verschwinden kénnte, wenn V, (#) gerade nur
an den héchstens .on — | Nullstellen des Klammerausdruckes Wachstum-
stellen hitte, was der Voraussetzung zuwiderlauft. Setzen wir also nach (10)

{10") A}(tt,l):fab(z)a;_(z)de(m) (d=0,1,2,...,m)

— immer mit dem in (3) definierten Zusammenhang zwischen z und z —
s0 hat das Gleichungssystem

m—1

(107 A o= — 4™ 1010, m—1)

=0

eme von null verschiedene Nenner-Determinante, also eine eindeutige

Lisung o® el ... o1 Bilden wir mit diesen 00 des Polynom.
m-ten Grades in z:

(m) -
M) B =o,tor e,  +oma, L. L g0

80 1aBt sich vor allem zeigen, daB es genau m reelle Nullstellen besitzt.

_ Gleichung (10”) besagt niimlich mit Riicksicht auf (10’), daB zunichss
Jedes Integral der Form
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(11 S8 dv( 21 @ ¢,00 AV, (%) + [ 6, ¢, dV.(2)
m—1
= Dlow AP L4 — (1=0,1,2,...,m—1)
=0
verschwinden mufl, weiterhin daher auch jedes Integral der Form

(11" J Prei(2)- 8™ (2)dV, (2) = 0,

in dem Py, (2) ein Polynom von hochstens (m — 1)-ten Grade bezeichnet.
Das letztere deshalb, weil nach dem, was oben gesagt wurde, jedes solches
Polynom linear durch die ersten m Polynome «, also durch ¢, a;,.- ., tm-1,
ausgedriickt werden kann. Aus dem Verschwinden von (11”) folgt nun, daf
p™ genau m reelle Zeichenwechsel besitzen muB, da man sonst fir
P(z) das Differenzenprodukt (z—z,)(2—2,)..., W0 2, 2,... die Null-
stellen sind, setzen kénnte, womit dann der Integrand konstantes Zeichen
im ganzen Intervall erhielte.

Die m Nullstellen von ,B(m sollen die Stufen der Treppe S sein;

wir bezeichnen sie mit 2z bis z™.

Als Stufenhohe sei der Stelle 2 zugeordnet:

L B (2)dV(x) ,
(12) gi)zj‘(*”——fm (t=1,2,...,m).
Dabei bedeutet g’ die Ableitung von f§ nach z, und es bleibt jetzt zu
beweisen: 1. daB die 8{ simtlich positiv, 2. daB ihre Summe gleich 1,
3. daB die ersten 2m Koeffizienten der Adjunkten der durch sie be-
stimmten Verteilung mit den ¢ bis ¢2~1 iibereinstimmen; 4. dafl V. ()
und S (x) genau 2m— 1 Schnittpunkte haben.

5. Nachweis der Eigenschaften von S™. Die Formel (12) ist,
wie bekannt, die Grundlage der Lagrangeschen Interpolationsformel, die
zum Ausdruck bringt, daB fiir ein beliebiges Polynom Py, von héchstens
{m~—1|tem Grad:

ST ) S PO L R
~1 % % 7 L = L1 (%)
ot m (z_zi)D‘ﬁz(m)(zi)) I
Dies gilt, gleichgiiltig wie die 29 ausgewshlt werden. Setzt man in

(12’) fiir Ppy—, der Reihe nach ¢y, &, ..., Gy—y €10, SO folgt sofort aus (12),
daB fiir diese Indizes k=0 bis m — 1:

(18)  [a,(2)d 8™ () —~2ak(z V8 = [ a,(2)d V. (x) ) = .
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Damit ist ein Teil der Behauptung 3 und, wenn man ,=0 in (13)
einsetzt, die Behauptung 2 erwiesen. '

Ist k> m, hochstens gleich 2m — 1, so gilt fiir die oben mit (11)
getroﬂene,-;pezielle Wabl von 8™ immer noch (13), wie folgende Uber-
legung zeigt. Man sucht zu jedem «, fir m <k < 2m—1 den Quo-
tienten @ und Rest R bei Division durch g™:

t,=Q8™ +R, (k=m,m~+1...2m—1)

wobei @ und R hochstens vom Grade m — 1 sind und R mit «, an allen
Nullstellen von £ ibereinstimmt. Wegen (11”) ist daher
FY 2

J e (2)dV.(2) = [Q(2) B (2)aVe(w) + [ R(2)dVi(2) = [ R(2)d V. (2),
d bh. das Integral iiber «, ist auf ein solches iiber R, also iiber ein Poly-
nom von hochstens (m — 1)-ten Grade zuriickgefithrt. Auf R 148t sich
wieder (12) anwenden, und da R(2%)=q,(2%), so ist (18) auch fiir
die weiteren Indizes k==m bis 2m—1 und damit die Behauptung 3
in vollem Umfang erwiesen.

Aus (18) folgt natiirlich, mit Riicksicht auf den wiederholt erwihnten
Zusammenhang zwischen den ¢, und beliebigen Polynomen, da8 der zweite
Teil der Gleichung auch besteht, wenn an Stelle von «, beiderseits des
zweiten Gleichheitszeichens ein beliebiges Polynom von héchstens (2 m~1)-tem
Grad gesetzt wird. Wihlen wir das Polynom P (z) = [(z—2™) (z2—2)...
(z—2""™]% das vom (2m —2)-ten Grad und durchweg nicht negativ
st, 50 bleibt links in (13) lediglich 8- P(2™) und rechts das Integral
iiber das positive P(z): Also muB 3™ positiv sein und in gleicher Weise
jedes andere 8. Dies ist der Beweis fiir die erste der oben angefiihrten
Behauptungen.

Um endlich die letzte zu beweisen, leiten wir durch partielle Inte-
gration ab:

(14) 0=fq (2)[dV, () — a8 ()] = fa,;(z)[&im)(m) — V™ (2)].

Auch diese Gleichung bleibt, da sie fiir % = 0 bis 2 m —1 gilt, bestehen,
wenn an Stelle von «f ein beliebiges Polynom von héchstens (2m—2)tem
Grad gesetzt wird. Hatte also S8 — V. nicht mehr als 2m — 2 Zeichen-
wechsel 2,, z,..., so konnte man das Differenzenprodukst (z—z,) (2 —2,). ..
in (14) an Stelle von «f einsetzen und bekime einen Integranden von kon-
stantem Vorzeichen, dessen Integral — im Gegensatz zu (14) — nicht ver-
schwinden kann. Damit ist, iber die Behauptung (4) hinaus, gezeigt, daf
zwes beliebige Verteilungen, die in den ersten 2m Momenten diberein-
Stimmen, wenigstens 2m — 1 Schrittpunkte aufweisen miissen.

Die besondere Bedentung dieses Satzes gerade fiir die Treppen S™
liegt darin, daB ja eine derartige Linie in jedem horizontalen und jedem
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vertikalen Stiick nur eimmal von einer andern, monoton ansteigenden
Linie getroffen werden kann. Da nun eine m-fache Treppe nur 2 m — 1
Solche Stiicke besitzt (die Teile der Horizontalen in der Héhe null und eins
ungerechnet), so sieht man, daB sie in jedem Stiick einmal geschnitten

werden mufl. Wir kénnen diesem, fiir uns grundlegenden Ergebnis fol-
gende Form geben:

Eine Verteilung V., (), die selbst wenigstens m Wachstumstellen
aufweist, wird durch Angabe ihrer ersten 2m Momente in threm
ganzen Verlauf, an jeder Stelle z, auf ein bestimmies beschrinktes
Gebiet eingeengt: Liegt der zu x nach (5) gehirige Wert won z zwischen
2 und 22V, so liegt V(%) zwischen 8 (28— 0) und Sf"’( z;L“)—}—O);
fallt 2 mit einem der 2Y zusammen, so liegt V., (x) zwischen Sﬁm)(zﬁi)—!—O)
wnd S,(,’")(z,(f)w 0). Der Ordinatenunterschied zwischen einer Verteilungs-
linie V,(x) und einer shrer zugeordneten Treppen SI”(z) kann nie
gréfer sein als eine Stufenhche der letzteren.

6. Die einer Gaullschen Verteilung & zugeordneten Treppen
w™  Die in §8, Gl (15) definierte GauBsche Verteilung mit dem
Mittelwert ¢ und der Strenung s:

r ey
: Vi) - ble) e @ (28 = L [T
(15) () = P(2) gb(s‘/2> e da
nimmt hinsichtlich der hier in Rede stehenden Probleme eine besondere
Stellung ein. Zunéchst reduziert sich ihre reelle Adjunkte g(u) auf das
erste Glied; denn mnach (1) ist:

1 JIWES - - T 1j‘—(”~’f+’ﬁ—_f)2 z—a
15’ e 2 287 e e 2 s )=
(15") g(u) 8‘/2ne e x 7 e Wz sVa d(s‘/z)
Es sind also alle zu @ gehorigen Koeffizienten ¢ = ¢ = ¢ = .. == 0.

Hieraus ergeben sich naturgemiB einfache Beziehungen fiir die nach Ab-
schnitt 4 der Verteilung @ (z) zugeordneten Treppen pm, !
Fithren wir die GauBsche Verteilungsdichte ¢ und ihre Ableitungen

(4

o, 0", . .., p™ en:
)

16 ?")(z)ﬁ—/-l:e"”“, 90'::-1_.(—-2z)e"‘“"’, ¢"=AL(422—2)3—22,...;
yr Va

va o
so bestatigh man leicht, daB die in Klammer gesetzten Polynome sich
nur durch konstante, d. i. von z unabhingige, Faktoren von den Hermite-
schen unterscheiden:
(16") @m = 2™ m! %e‘z’am(z).
As

Daraus folgt fiir die in (10’) zur Bestimmung der ¢® eingefithrten

Koeffizienten 4“” in unserm Fall dV(x)= ¢ (z)dz:
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(2 1 — (l).,l‘m
(16”) A"”:fa, tpdz= fa,<p“’dz‘é-i~'—z—!—~ fﬂup e dz

und dieser Ausdruck ist, wie - bzw. i-fache partielle Integration zeigt,
null fiir 1 == 4. Demnach sind in den linearen Gleichungen (10”) simt-
liche rechten Seiten null, daher auch alle o und es bleibt ﬁ(’”) T,
d. h. die Stufen der Treppe Y™ liegen an den Nullstellen des m-ten
Hermsiteschen Polynoms.

Bs kommt nun weiter gar nicht darauf an, auch die Stufenhohen y©
von ¥™ nach Gl (12) zu bestimmen, wenn wir nur den Verlauf der ¥
fiir groBe m verfolgen wollen. Wir erinnern uns an-den in Abschnitt 2
dieses Paragraphen ahgeleiteten Satz iiber die Verdichtung der Nullstellen
der @,. Da die @-Linie die Treppe ¥™ in jeder Stufe schneiden mu8,
kann eine Stufenhthe nicht groBer sein, als der Anstieg der @-Linie bis

zur nichsten Stufe, also nicht gréfer als —-%: mal dem in Abschn. 3
Syam

bestimmten groBten Abstand zweier Nullstellen von «,,. Nach den Er-
gebnissen des vorangehenden Abschnittes kann sich aber die eine Ver-
teilung darstellende Linie niemals mehr als um die Héhe einer Treppen-
stufe von der Treppe selbst .unterscheiden. Wir haben also den Satz:
In dem Bereich 2| <z, <V2m +1 ¢ilt

) 2z

. m o 1 [
(17) | B(2) — ¥ )(x)!éw”<g~s ng;i;zg

fir jedes m, mit der in (5) festgelegten Zuordnung zwischen z und .

§ 5.
Beweis der Behauptung III.
1. Die Koeffizienten der Adjunkten von W,(xz). Wenn wir
die Gl (2) und (8) des vorangehenden Paragraphen zusammenhalten, so

gewinnen wir fir die Adjunkte ¢, des n-ten Integralproduktes W, den
Ausdruck:

(1) !lu(u)=ﬁ[cﬁ°’+0i”(s%§2u>+cf’ (fi‘;%?uerCQ’ (E‘Eu)s—kj

P 7,

Andererseits setzen wir g, (%) entsprechend (8) von § 4, da die
Strewung von W, gleich , ist:

(1) Glw) =k + B u+ kP w4

. Den Koeffizienten k™ von um in (1’) erhéilt man somit, indem man
die Summe aller Produkte von der Form '

(1M (AR . 2\
() Ao e e, g (1)

1 2 ? "
¥
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mit g, + o 4 - - + @, = m bildet. Eine obere Schranke fiir den Betrag
von k™ wird sich also dann ergeben, wenn man in dem Ausdruck rechts
in (1) sowohl die ¢ als die s, durch obere Schranken fiir ihre absolute
Betriige ersetzt. Mit Riicksicht auf die Bedingung (b2) von § 3 und
Gl (3”) in § 4 ersetzen wir daher unter Beachtung von (3a) in §4 das

Produkt rechts in (1) durch

@ (1B B2 -~ 4oy

——=1+<?)D+®D‘Z+‘..+D“.

Der Koeffizient von %™ in der Entwicklung des Ausdruckes (2) liefert die
gesuchte obere Schranke firr k" |, falls m > 1.

Da D mit einem Glied dritter Ordnung in % beginnt, braucht man,
um den Koeffizient von wm™ zu finden, in der Entwicklung der n-ten Potenz

m
rechts in (2 ) nur bis zum Glied D3 zu gehen. Wir nehmen nun an, es sel
(3) n>20,

dann wachsen die Binomialkoeffizienten in (2) bis zum letzten in Betracht
kommenden und der Ausdruck (2) wird noch iiberschitzt, wenn wir den
Koeffizienten des letzten beibehaltenen Gliedes vor alle setzen, also

" o m
(87) (ﬂ) (l+D+D +...4+ D3]
fiir (2) nehmen. Der Ausdruck in der eckigen Klammer in (8") ist von
n nur noch insofern abhingig, als 7, in D vorkommt. Fassen wir die
Glieder, die ™ ergeben sollen, zusammen, so hebt sich 7y im Nenner
heraus und wir erhalten:

o D\ BayE" By a2 R o r% 1
(3) Ve | < ? R e le(n)]®, (m>1)

wo R, eine von n unabhingige, ¢(n) eine nach Voraussetzung (b2) mit
wachsendem 7 gegen null gehende Gréfe bezeichnet. Man sieht also:
Der Koeffizient E™ von u™ in der Entwicklung der reellen Adjunkten
des n-ten Integralprodultes geht mit wachsendem n und konstantem
m > 1 gegen null.
Es ist weiter nicht schwer, den Ausdruck R, zu bestimmen, wenn
man beachtet, daB jede Potenz D* aus lauter Produkten der Form

Tn
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besteht, wobei die u die Werte 38, 4, 5, ... durchlaufen. Somit ist

" " i
B .oomy
1 1\2 » 1
(1) By 3 Semonom = (4 )" S0 ZWT“T}' ‘
z=1 W w= “ "2" “r e ‘2" H

Da u mindestens gleich 3, so ist jeder Summand der rechts zuletzt
stehenden Summe sicher kleiner als 1! Die Zahl der Summanden ist
gleich der Zahl der Kombinationen zur Summe m — 2x, gebildet aus
%z Zahlen der Rethe 1,2, 38,..., d. i
(4111) <m——2x—1><< m > | (m=>_:—3)

x—1 x—1

Setzt man diesen Wert fiir die Summe iiber die u in (4”) ein und

m

beachtet, daf C” héchstens gleich C'3 wird, so erhilt man:

0 mees e 208 () —om (g A eE om
x=],

Dieser Ausdruck wachst im allgemeinen mit m, aber schwicher als

(?)!, womit die aus Gl (2) in § 4 folgende Konvergenz jeder einzelnen

Entwicklung (1’) bestitigt wird. Man kann (3) und ( 4) zusammenfassen in

om 2

(m)'e“’(n), fir m > 8.
5!

Fir m=0,1,2 gilt natiirlich, unabhéngig von n:
(5') =1, BY=r?=o.

2. Die den W, zugeordneten Treppen T,™. Nach § 4,4 gebort
zu jeder Verteilung, die mehr als m Wachstumstellen und eine ganze
Funktion zur reellen Adjunkten besitzt, eine bestimmte m-stufige Treppe,
die in den ersten 2m Koeffizienten der Adjunkten mit der gegebenen
itbereinstimmt.  Von den Integralprodukten W, ist nun leicht zu sehen,
daf die Zahl ihrer Wachsturostellen mit n ins Unendliche gehen mub,
wenn sie nicht iiberhaupt schon fiir Jedes n >y unendlich ist. Das
letztere tritt ein, wenn Vna unendlich viel Wachstumstellen hat! Haben
aber simtliche V, nur endlich viele, und zwar n,, 80 geht aus der Dar-
stellung Gl (3) in § 3 hervor, daB die Zahl der Wachstumstellen von w,
gleich der Summe 7, + % +...+n, ist. Da nach Voraussetzung (a2)
jedes V, mindestens zwei Wachstumstellen haben muB, ist damit die Be-
hauptung_ erwiesen. Es leuchtet auch ein, daf infolge des Wachsens von
7, mit Vn die Wachstumstellen von W, (%) sich im allgemeinen in jedem
endlichen Bereich unbeschriinkt verdichten.

(5) B <
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Nehmen wir nun an, es sei ein festes m vorgeschrieben und zunichst
n > m gewdhlt, so daB es sicher eine zu W, zugeordnete Treppe 7'+ gibt:
die Konvergenz der Entwicklung von ¢, ist ja mit Gl (5) (wie schon
vorher durch die Darstellung (2) in § 4) nachgewiesen. Die m Stufen
von T, sind die Nullstellen eines Polynoms yim (vgl. §4,4):

(6) =t o, oY, o oW,

wobei die o\) die Losungen der m linearen Gleichungen:

m—1

(6") NV BE o — —BM™Y (1=0,1,2,...,m—1)
=20

mit der Definition

(6”) B = [, (2)eu(2)d W, (2) (,A=0,1,2,...,m)

bedeuten. Die GroBen z und z, die allgemein nach (5) in § 4 zusammen-
hingen, sind jetzt wegen o' =0 und s’®= 1 einander gleich.

Jedes der Produkte «,; mit ¢+ 2 < 2m —1 kann man durch einen
linearen Ausdruck in den e, &, @,, ..., ¢t darstellen, wobei aber «, nur
in den Produkten mit ¢ = A auftreten kann. Denn andernfalls konnten die in
(16”), § 4 behandelten Ausdriicke von der Form f ., o, o dz unmoglich
fiir ¢== 41 verschwinden, weil f(cotpdzzz 1 und [e,pdz=0 fir 140
aus (16”), § 4 folgt. Da nun rechts in (6') die oberen Indizes von B
niemals gleich werden, kommen hier nur ¢, mit «>0 und, nach Inte-
gration iiber dW,, nur k.’ mit « > 0 in Betracht. Fiir diese Koeffizienten
gilt aber Gl (5) und (5), d. h. man kann bei festem m durch Vergrofe-
rung von n die rechte Seite der Gl {6’) vermdge des Fakbors e(n) be-
liebig klein machen.

In der Determinante des Gleichungssystems (6') stehen nur in der
Hauptdiagonale Elemente mit gleichen oberen Indizes. Diese liefern bei
Entwicklung des Produktes «,-«,, wie man sich, etwa durch Ausfithrung
der in (16”), § 4 angedeuteten Integration iiberzeugen kann, das Glied
ty:2°-¢t.  Alle anderen Elemente der Determinante fithren wieder zu
GroBen, die den Faktor e(n) enthalten und sonst nur von m abhingig
sind. Die Determinante unterscheidet sich also bei wachsendem # beliebig
wenig von dem positiven Wert 27 *F*F " TH1.11 21 e (m—1)1] 7
Das Ergebnis dieser Uberlegung ist, daB die loy)| bei festem m und
wachsendem n unter jeden vorgegebenen Betrag sinken.

Weitere Folge des Verhaltens der ol ist, daB der Unterschied zwischen
dem Polynom ».™ und dem Hermiteschen Polynom «, in der Weise
mit wachsendem n sich der Null nihert, daB simtliche Koeffizienten von

. . [
v gegen die entsprechenden von’ e, konvergieren. Dabei hat yo™ nach
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dem in § 4,4 gegebenen Beweis durchaus reelle Nullstellen. Da pun die
Wurzeln einer algebraischen Gleichung stefige Funktionen der Gleichungs-
koeffizienten sind, so kdnnen wir schlieBen: Die m Wurzeln von y™, also
die Stufen der Treppe T\ nihern sich mit wachsendem # und festem m
mehr und mehr den Nullstellen des Hermiteschen Polynoms ¢, und

erhalten den
Batz (1): Man kann stets zu gegebenem m ein n, > m so bestimmen,
daf fiér n>mn, der Abstand zwischen den Nullstellen wvon e, und den
Wachstumstellen von TV kleiner als ein beliebig vorgegebener Betrag wird.
Die Stufenkohen der Treppe 7'+ sind nach Gleichung (12) des § 4 durch

(m) d
4‘(5”’) [C] IML (Lzl,z,...,m)

n =
(z=2) i ()

gegeben, worin z, die Nullstellen von 7im bezeichnen. Was hier als
Integrand neben dem Differential dW, erscheint, ist ein Polynom vom
{m — 1)-ten Grad, das sich wieder als Linearform in den Cgy €y vy Oy
susdriicken 148t. Daher ist jedes t\” ein linearer Ausdruck in den
EDEY BV Die Koeffizienten dieses Ausdruckes héingen lediglich
von y™ ab und dieses ist nach (6) durch die &7, kY, ..., 58™™Y voll-
stindig bestimmt. Da beide Abhingigkeiten stefig sind, sind auch die t¥
stetige Funkiionen der Koeffizienten k2 ... ™.

Oben ist geseigt worden, daB jeder einzelne Koeffizient by fir o>1
mit wachsendem # gegen null geht. Andrerseits sind nach § 4, 6 die
Koeffizienten der GauBschen Funktion @, bis auf den ersten, der immer
konstant = 1 ist, gleich null. Wenn daher m eine feste Zahl ist, muB
der Wert von t¥, der eine stetige Funktion der %Y ist, mit wachsendem #
stetig jenem Wert zustreben, den man erhilt, wenn man A£® =1 und
by =0 fir ¢ >1 setzt, oder kurz dem Wert 4 ©, der sich fiir die Stufen-

héhen der Treppe ¥™ einer GauBschen Verteilung ergibt. Wir haben
somit den

Satz (2): Man kann stets wu einem gegebenen m ein n, >m so
bestimmen, daf fir n > ny, der Uniterschied zwischen der i-ten Stufen-
hoke £ von T™ und der analogen, Stufenhohe v von ¥™, oder auch
der zwischen der Treppenhohe von T™ in der i-ten Stufe und der ent-
sprechenden Treppenhihe der Treppe ¥™ beliebig klein wird.

3. AbschluB des Beweises. Um nunmehr zu zeigen, da W, (z)
mit wachsendem n gleichmiBig gegen D (x) konvergiert, wihlen wir zu-
nichst ein z, > 0 5o groB, daf P (@) fiir |#|> =, sich um weniger als %
von dt.?m Grenzwert 0 bzw. 1 unterscheidet, also so daB

{73 : oo 1. T
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Hierauf wahlen wir ein m so, daB die in § 4, 6 ermittelte obere Grenze
fiir die Stufenhohe y© der Treppe P™ nicht groBer als % wird; also, da
jetzb ¢ = 1:V2, nach (17) in § 4:

(7 v SV <w 2m>x3"-1+n<§>2.

er-_l—-ac(;-‘ D)
Liegt eirimal m fest, so bestimmen wir nach dem ersten der im voran-
gehenden Abschnitt gewonnenen Sitze =, so, daB fiir n > n, der Ab-
stand dy zwischen einer Nullstelle von «, und der zugehrigen Stufe

yon T, kleiner ist als der kleinste Abstand zweier aufeinanderfolgender
Nullstellen von ¢,,, also so, dal (vgl. § 4, 3):

(7" ay —:—;::fe fir mn>n, =1,2,..., m.

Ferner sei nach dem zweiten Satz des vorangehenden Abschnittes n, derart
gewihlt, daf der Unterschied zwischen der :-ten Stufenhohe von T und
von W™ nicht groBer als ¢:8(m 1) ist, also

(7"t -y < 8—@‘4;-13. fir n>mny, c=1,2 ..., m.

Bedeutet dann n, die gréBere der beiden Zahlen n, und m,, so behaupten
wir, daf

(8) W, (2)— D (z)| <e fiir n>n,
gleichmaBig fiir alle Werte von @ von — oo bis +-oco.

Denn zuniichst kann sich innerhalb des Bereiches |z | < , die Héhe
der Treppe T™ von der Hohe der Treppe Y™ an der gleichen Stelle,
vermége (7") nicht um mehr unterscheiden, als um eine Stufenhdhe 3,
vermehrt um die Hohendifferenz der beiden Treppen in Punkten gleicher
Stufenzahl. Es ist also nach (7) und (7")

4 | ryy (o m me
(8" T (@) — P (2)| < g+ sty

Weiters kann nach dem SchluBsatz in § 4, 5 der Abstand zwischen W, und

T™ nicht grofer sein als das grofte t,’ und der zwigshen @ und ¥™

nicht gréBer als das groBte w©, also nach (7 “Yund (77 ):

" £

(8") W, (2) = T (2)| < 5 T gm 1y
(8™ . | & () — P ()] < 5-
Durch Addition von (8'), (8”) und (8") ergibt sich

(8a) W, (@) — B(a)| < & fir |2l <a,

Mathematische Zeitschrift. TV, 4
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womit ein Teil von (8) erledigt ist. Nun geht aber W, (x) ebenso wie
@ (z) auberbalb 'z < a, monoton gegen mull bzw. gegen 1 und unter-
scheidet sich nach (7) und (8a) an der Stelle 2, hochstens um & von
diesen Grenzwerten. Daher folgt (8) auch fiir alle Werte von « fiir die

>y,
Damit st die Behauptung 111 des § 3 -in vollem Umfang erwiesen.
4. Riickblick auf den Beweisansatz in § 3. In § 3 haben wir
zum Beweise der Behauptung III die Gleichung (25) abgeleitet:

- i u”
e Uz

() )= 0(e) = — g R [ (py(w) — ¢ Fdu,

worin p, (u) die korplexe Adjunkte von W, bedeutete und nach (12) als
Produkt der analog definierten komplexen Adjunkten f, der V, (z) erschien.
DaB der Klammerausdruck rechts in (9) fiir jeden endlichen Bereich von «
mit wachsendem % gleichmiBig gegen null geht, war eine Folgerung aus
dem Batz I des § 1. Zum Nachweis der Behauptung III war es aber
noch notwendig zu zeigen, daB das iiber den unendlichen Bereich von
erstreckte Integral (9) der Null zustrebt. Es fragt sich, in welchem Zu-
sammenhang der von uns jetzt direkt gefithrte Beweis fiir III mit dieser
Formulierung steht.

Zuniichst ist zu sagen, dafi die Ubertragung der in § 4, 1 und 2 iiber
die reellen Adjunkten angestellten Uberlegungen sofort ergeben wiirde:
Auch jedes f, und jedes p, ist eine ganze Funktion der Variablen . Die
Koeffizienten von /. sind, bis auf Zahlenfaktoren, die die Konvergenz
herbeifiihren, unmit@elba.r die ,,Momente* der Verteilung V. (z). Weiter
wiirde eine analoge Untersuchung wie die in § 5, 1 zeigen, daB die Koeffi-
zienten der Entwicklung von p, mit wachsendem n ZwWar nicht gegen null,

aber gegen die Koeffizienten der Entwicklung von ¢ + konvergieren. Es
liegt darin, wie man sieht, nur ein sehr spezieller Fall des Satzes I, nim-
lich der Fall, daB die ‘dort behandelten f. in der Umgebung der aus-
gezeichneten Stellen g, Potenzentwicklungen mlassen (Konvergenz in der
ganzen Ebene ist durchans nicht erforderlich, vgl. §6,2), bei denen die Koeffi-
zienten jeder Ordnung eine beschriinkte Folge bilden. Unter dieser Voraus-
setzung kann man die Behauptung I geradezu dahin aussprechen, da8 die
Koefﬁzien?en der Entwicklung des Produktes p, (1) gegen die der Entwick-
lung von ‘e~#':4 konvergieren. So ordnet sich der erste, im Abschnitt 1 des
vorstehenden Paragraphen enthaltene Teil unseres Beweises den fritheren
Betrachtungen unter.

. Der Weite Teil des Beweises, der sich auf die Bezichungen awischen
eier Verteilung V,(2) und den ihr zugeordneten Treppen S™ (), baw.
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zwischen: W, (x) und T,(,m’(x) erstreckt, enthdlt nun gerade das, was zum
Nachweis des Verschwindens von (9) noch ausstand. Denn im wesent-
lichen ist gezeigt worden: Wenn die Momente m-ter Ordnung der Ver-
teilungen W, (2), W, (), ... gegen das m-te Moment von @ (x) konver-
gieren, so geht W, (%) — @(x) gegen null”). Im AnschluB an (9) ausge-
sprochen, lautet der Satz: Das Integral rechts in (9) hat den Grenzwert
null, sobald die Potenzentwicklung des Klammerausdruckes gliedweise
gegen null konvergiert. Der Wert des Klammerausdruckes selbst geht,
wie wir wissen (Beispiel in § 3, 7), nicht im ganzen Integrationsbereich
gegen null.

~ Man darf aber nicht auBer acht lassen, dal der eben ausgesprochene
Satz tiber das Integral (9) nur vermége der hesonderen Bedeutung des
Klammerwertes fiir die gesuchte Funktion W, — @, nicht etwa fiir jedes
Integral [ e=+%iG(u)du, wo G eine ganze Funktion ist, gilt. (Damit
eine solche Funktion G die Entwicklung einer reellen Adjunkten sei,
miissen die Koeffizienten so beschafien sein, daB z B.(10) in § 4 positiv
definit wird.) Er besteht beispielsweise nicht ohne weiteres in dem Fall
der GI. (19”) von § 3, die wir unter Verwendung von (15), § 3 in der
Form schreiben:

u2
(9™) w, (%) — ‘/1; e~%" == 2131— R[ewsip, (u)—e *]du.

Denn wenn simtliche V,(z) und daher auch die W, () Treppen von
endlicher Stufénzahl sind, so hat die Ableitung w, von W, fir jedes n
an éiner mit n wachsenden Anzahl von Stellen den Wert co. Andererseits
haben wir fiir den besonderen Fall, in dem simtliche v, (%) und daher
auch die w, (#) Punktionen von beschréinkter Schwankung sind, das Be-
stehen von (9”') oben direkt nachgewiésen (§ 3, 6).

§ 6.
Korollare zu den Sétzen des § 3.

1. Schwiicheres und stirkeres Anwachsen von X's;. In der
dritten der Voraussetzungen (b2) in § 8 ist gefordert worden, daB die
Summe der Streuungen stirker als mit der ®/, Potenz von 7 ins Unend-
liche wichst. Die Uberlegingen in § 5, 1, insbesondere GL (3) zeigen,

7} Diesen Satz, der die wesentliche Schwierigkeit des Beweises von 11T in sich
schlieBt, hat P. L. Tschebysclief 1873 ohne Ableitung angegeben, Journal de Liou-
ville, sér. II, t. 19. Einen Beweis auf Grund der Theorie der Kettenbruch-Entwicklung
bestimmter Integrale gab zuerst Markoff 1884 (russisch), dann Tsch ebyschef sel_bst
(Oeuvres, Bd. I, 8.421 und Bd.IL, 8. 443). Vgl auch die Monographie von A.Wassilief

und N. Delaunay, ,P. L. Tschebyschef®, Leipzig 1900, Kap. VI Zfd VIL
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daf fiir den Beweis der Behauptung IIT dieses Verhalten von 72 nic.ht nur
hinreichend, sondern auch notwendig ist. Dagegen wird diese Bedingung
im Falle der Behauptungen IV und V gegenstandslos, da hie.r' zufolge der
besonderen Voraussetzungen (iiber das Vorhandensein eines Paares von
endlichen Wachstumstellen bzw. iiber die beschrinkte Gesamtschwankung)
die s eine von null verschiedene untere Schranke besitzen. ‘Dies ist in
den Abschn. 5 und 6 des § 3 ausdriicklich nachgewiesen worden. Wir
konnen daher aussprechen:

1V,, V,. Die Voraussetzung (a2) und die letzte der drei Ungles-
chungen (b2) kann im Falle der Behauptungen IV und V (auch fiir den
Beweis der Gl. (II1)) fortgelassen werden. B

2. Einschrinkung der Bedingungen im Unendlichen. Mit
den Voraussetzungen (al) und (b1) in § 3 sind den Verteilungen V,, be-
stimmte Einschrinkungen fiir das Verhalten von-dV, im Unendlichen
auferlegt worden, deren Bedeutung hauptsichlich darin bestand, da8 die
Existenz der m-ten Momente jeder Verteilung und die Beschrianktheit
threr Folge bei festem m sichergestellt wurde. Nun ist bei dem Beweis
der Behauptungen IV und V in § 3 iberhaupt nur von den Momenten
erster, zweiter und dritter Ordnung Gebrauch gemacht worden. Wir
haben also zunschst das Korollar:

IV,, V. Die Behauptungen IV und V des § 3 gelten auch unter
Weglassung der Voraussetzungen (al) und (b1), also ohne jede weitere
Einschrankung fir dV, im Unendlichen, falls zu den (ersten beiden)
Voraussetzungen (b 2) noch die hinzugefiigt wird, daf3 die Folge der dritten
Momente der V, beschrankt ist:

(1) f(x—a,c)_‘“’dv,‘(x)<1<.

Hierbei geniigt es, die Momente, wie es hier angeschrieben ist, auf die
urspriingliche Variable x bzw. z —a, zu beziehen, statt auf (x—a,):s,,
da ja die s? eine von null verschiedene untere Schranke haben.

Bei dem Beweis der Behauptung IIT in §4 und 5 ist von den Vor-
aussetzungen (21) und (b 1) vor allem zu dem Zwecke Gebrauch gemacht
worden, um die Entwickelbarkeit der reellen Adjunkten g. einer Ver-
teilung ¥, sowie die Beschrinktheit der Koeffizientenfolge ¢!™ bei festem
m nachzuweisen. Es ist klar, daB man in-(al) und (b1) noch etwas
schwicher -wachsende Funktionen statt e°'?* cinsetzen konnte, ohne die
Folgerungen zu beeintrichtigen. Dariiber hinaus sieht man auch leicht,
daB die Konvergenz der Entwicklung in der ganzen Ebene nicht wesent-
lich ist, sondern die in der Umgebung des Nullpunktes geniigt. Aber
man kann sogar durch eine kleine Abénderung des Beweisganges die Vor-
aussetzung (a 1) darauf beschrinken,, daf die Momente beliebig hoher
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Ordnung (e:zdlich sind. Denn dem Zusammenhang zwischen den Koeffi-
zienten ¢ der V, und %™ der Integralprodukte, wie er in § 5,1 dar-

gelegt wurde, liegt die folgende Identitii in den H ermiteschen Poly-
nomen zagrunde: ”

n
z,—~a Ve K .
0) (TS 2 () St () st (). st (a,)

w==l, Hoys Bhayeees tin
wobei die Summe rechts so zu bilden ist, daB u, + p, ...+ 4, =m, und
S " ,

L, — G,

(3) 2, = , ta=2(si+a+...+s)

s, V2
gilt. Daraus folgt sofort fiir die Koeffizienten der Adjunkten von W, :

() B = J (W)W, )= I . o 32 av, (2,) . a7, ()

ezl
Z\" ts glin in
-(42) oo ol a) AV,(&)- [ ) AV5(2) . .. [, (2,) A, (2)

und daher, mit Riicksicht auf die Bedeutung von ¢™  die Formel (1)
in §5 fiir ki”. Man beweist (2) am einfachsten, indem man fir Ver-
teilungen, die den Voraussetzungen des § 8 geniigen, so wie es oben ge-
schehen ist, das Multiplikationsgesetz fiir die reellen Adjunkten ableitet
und dann beiderseits die Koeffizienten gleicher Potenzen von w gleichsetzt.
Hinterher kann man sich von den Voraussetzungen beziiglich der V, un-
abhingig machen, da (2) lediglich eine Eigenschaft der Hermiteschen
Polynome darstellt.

Die Erweiterung des Geltungsbereiches unseres Satzes, zu der wir so
gelangt sind, lautet:

II1,. Die Behauptung 111 des § 3 gilt auch, wenn an Stelle der
Voraussetzung (a1) nur verlangt wird, dafl fir jede Verteilung V, die
Momente [zmdV.(x) jeder Ordnung m existieren und an Stelle der
Voraussetzung (b 1), daf die Folgen der Momente samilicher Verteilungen
bei festem m. beschrinkt sind.

Praktisch wird man von dieser Verallgemeinerung wohl selten Gebrauch
machen, da die empirisch gegebenen Verteilungen im Endlichen begrenzt
sind (und hierbei nicht mit dem Grenzwert null der Streuungen gerechnet
werden muB), so dafl die Voraussetzungen (al) und (b1) von § 3 von
vornherein erfilllt sind, wihrend fiir , theoretische® Verteilungen in der
Regel der Satz IV, oder V, eintreten wird.

3. Erweiterung durch Einfihrung linearer Verbindungen
statt einfacher Summen Die Defnition des Integralproduktes in
§8, 1 kann in symmetrischer Form wie folgt geschrieben werden:




54 R. v. Mises.

(4) AW, (w)=[[ ... [V, (2)dT,(2,)- . AV, (=,),

wenn hinzugefiigt wird, daB die Integration rechts bes konstanter Summe
%, + %, + ...+ %, =« durchzufithren ist und u eine bestimmte lineare
Funktion von « darstell. Wie wir gesehen haben, geht W, (), wenn
diese lineare Funktion die durch (7) und (7’) in § 3 gegebene Form be-
sitzt, mit wachsendem n gegen @ (w). Oft wird nun die Aufgabe in der
Form gestellt, daB die Integration (4) nicht bei konstanter Summe,
sondern unter Festhaltung einer gewissen linearen Verbindung der z, zu
bilden ist: "

(4) Wa, P, ..+ b, =, (n=1,2,...).

Hierbei haben wir die n Koeffizienten auch noch von dem Index n
des Integralproduktes abhingig angesetzt. Liegen simtliche 2 in end-
lichen. Grenzen, so folgt durch Transformation der Variablen sofort, daB
ImW,(u)= &(u), wenn jetzt

n n
: 2 2 2
(4") w=r,x+b, mt r,=2 2 his:, b,= 2 b, -
Hz=] m=z

gesetzt wird und @, bzw. s; Mittelwert und Streuung von V, bezeichnen,
Natiirlich kann man hier, wie auch in dem Fall, daB alle A = 1, auch
eine beliebige endliche Transformation mit der Variablen % vornehmen.

Andererseits ist es klar, da wenn die 5™ die genannte Bedingung
nicht erfilllen, die Anwendung unserer Resultate allgemein iiberhaupt
nicht mdglich ist%). Nur der folgende Satz kann ausgesprochen werden:

I, IV,, Vy: Die Behauptungen U1, IV und V des § 3 gelten
auch fir die in (4) (4") (4”) gegebene erweiterte Definition des Integral-
produlies, falls an Stelle der Voraussetzungen (a2) und (b 2) folgende
treten:

{a2™) h.s.+0
(b2")  |h,a.|< 4, hisil < 82,

o

ne

n
2 ks

%=1
4. Verteilungen in mehreren Dimensionen. Die Sétze des § 3
gestatten auch eine — fiir die Anwendungen sehr wichtige — Ausdehnung
auf den Fall von Verteilungen mit mehreren unabhingigen Variablen.
Es sei wieder wie in § 2, 4 das Zeichen (spr. z-Vektor) ein Symbol
fiir k Verénderliche 2% 2™ 2™ Unter einer Verteilung V. (%) im

<e(nm).

) ! Em Beispiel fiir efnen solchen Fall, in dem W, nicht gegen & konvergiert,
siehe bei . Hausdorff, Leipz. Ber. 1901, S. 166.
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k-dimensionalen Raum verstehen wir eine reelle, in bezug auf jede der
k Variablen monotone, nicht abnehmende Funktion, die fir z® = z®
= ...= 2% = — 0o den Wert null, fir ¥ = 2® = ... = 2% — coden Wert 1
besitzt und an jeder Stelle ihren oberen Grenzwert annimmt. Durch zwei
Vektoren @, b, die der Bedingung o <b“ (:=1,2,..., k) geniigen,
wird ein von Parallelen zu den Koordinatenebenen begrenzter Raumteil
bestimmt, dessen Koordinaten &“ die Unglelchungen a¥ < g9 < Y er-
fiilllen. Zu jedem solchen Raumteil gehort ein gewisser durch V,(Z) be-
stimmter Betrag, den wir mit V,,(@, b) bezeichuen wollen und der dadurch
definiert ist, daB V(%)= V.(—co, Z) und daB fiir einen Raumteil @, b,
der in zwel oder mehrere andere Raumteile der betrachteten Art zerfillt,
die Betrige sich addieren. Sind die Koordinaten ¢“ und b gegeben, so
stellt sich V(@,b) als eine Summe von 2° Funktionswerten V(%) dar,
wobei die Komponenten der Z aus den sdmtlichen Permutationen der a®
und 5“ mit abwechselndem Vorzeichen bestehen, z B. fiir k = 8:

V( a, I ) e V( b(l), b(2)= b(3)) ( b(") ) _’_ V( (1) a(a) 6(3) ) . V(b(l), a(‘z): 6(3))
+V( a(l)’ b(*.!)’ a( ) V( b(l) b(“) )+V(b(1> C(: a[ ) 17( (1) a(i)’ a(3))_

Das Stieltjessche Integral einer stetigen Funktion ¢ (Z) iiber den

Raum @, U, das wir durch J @(Z%)dV,(Z) bezeichnen, ist dann definiert
(@, b)

als der Grenzwert einer Summe, deren Glieder die Form ¢ (&.)-V, (@, b.)
haben, wobei die Raumteile @, b, durch eine unbegrenzt enger werdende
Intervallteilung des Bereiches @, b entstehen. Hat ¢(Z) Unstetigkeits-
stellen erster Art, so soll unter dem Integral wieder der obere Grenzwert
der Summe verstanden werden. Bei Integralen, die iiber den ganzen un-
endlichen Raum zu erstrecken sind, lassen wir die Bezeichnung der Grenzen
wieder weg.

Mittelwert einer k-dimensionalen Verteilung ist der k-dimensionale
Vektor @.:

(5) @ = [EdV,(Z), a¥=[z9dV. (%) (t=1,2,..., k);
Strewung die k-reihige symmetrische Matrix s, mit den Komponenten
(5") 8P = [ (29 — a®) (2 — a®)dV, (%),

deren quadratische Form positiv definit ist, weil

(") «f{zu(a)(x(z)_a,ﬂ")}‘dex(E)> 0,

wenn der Fall, da V,(Z)nur auf einer einzigen Ebene des k-dimensionalen
Raumes Wachstumstellen hat, ausgeschlossen wird ( Voraussetzung (a2)).
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Als komplexe Adjunkie definieren wir:

S (e0-all)s

(6) ful@+@)=[e a7, (%).

Diese Funktionen' entsprechen den in §2, 4 gemachten Annahmen fiir
% ~= 0 (abgesehen vom Faktor 2):

ar.(o 2°f,(0) . a"f,,(d) !
(6) £l0)=1; T —o; a,

Den iibrigen Voraussetzungen des § 1, némlich |/ | < 1 fiir 7 40,
und den Bedingungen hinsichtlich des Verhaltens im ‘Unendlichen geniigen
die £, bei analogen Einschriinkungen fiir die V,, wie sie in § 3 angegeben
wurden.

Unter dem n-ten Integralprodukt der V,(Z) verstehen wir die
k-dimensionale Verteilung

(7) W) =J[...
[V (5—7—5,—... —Zn1) AV 1 (Byy) AV (Bns) . . - AV, (7, ),

wobel die Additionen nach den' Regeln der Vektorrechnung, d. h. kompo-
nentenweise auszufiihren sind. Den Zusammenhang von 7 und # wollen
wir mit

<.

2105 Hy } -

PRI

® b

(7)) B=Var+d, =22 [ _gia+...+a,

ansetzen und dabei der Einfachheit halber annehmen, daB die Summe
#¥ nicht nur, wie es der dritten Voraussetzung (b2) in § 3 ent-

der s,
. . 2 . "
sprechen wiirde, stirker als mit n®, sondern genau mit n anwichst. KEs
selen also die GroBen
’ (e, 4)
rﬂ

®
—rry, ») 1
{/n) k::}z - :;26’}:’“
*

durchaus endlich (wie in §2,4). Aus (7) und (7”) folgt dann, daf der
Mittelwert von W, null, die Streuung gleich %, d. h. durch die Matrix
der k" gegeben ist,” deren quadratische Form wieder positiv definit sei.
Fir die komplexe Adjunkte p,(%) des Integralproduktes von W_ (%) er-
gibt sich danach:

Sulzlg

®  p@=[ aw ()

ul,

S (0-al) =i
=fffe R av(z)...av,(z)
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Nach Satz I, von § 2. ist somit

P TGO
(8") lim p, (G)=¢e¢ “* "
Nn=0o0
\(R)Tenn r(n)an die quadratische Form Sh\* 2“ z* durch Transformation
D e ) e
der 2" in £ in eine Summe von Quadraten verwandelt:

k
<8n) Zhr(:.m 2 Z(A) = ZH#) CW,
[ =1

go nimmt (8’) die Form an:
' -3 3 gk 0

&

(8”) lim p, () =

Andererseits findet man, daB fiir eine GauBsche Verteilung in k

Dimensionen:
=2
L3

z
' d 2 § V T [ 23
St VP22, B 2= m_____f ~ 3 A, e
die nach (6) gebildete komplexe Adjunkte den Wert

I

-2 H g
(9") e
besitzs. Demnach wird in Analogie zu den eindimensionalen Sitzen des
§8 zu schlieBen sein, daf — bei geeigneten Annahmen fiiber das Ver-

halten der V, (%) — W, (%) gegen einen Ausdruck analog (9) konver-
giert. Wir stellen daher den Satz hin: .

I1,,1V,,V,. ‘Wennman die Voraussetzungen (al) (a2) und (b1){b2)
des § 3 auf k-dimensionale Verteilungen sinngemdf erweitert, so ergibt
sich fiir das mit (7) definierte n-te Integralprodukt:

(IIL,)  lim W, (Z) @( £ )@( £ ) q§( L )

m. o, L) == T ——rmm e e | )
Y e VeE®) \VomE® VeH®
im Falle die V,(Z) nach dem Volumelement dzW dz® ... dz® ge-
nommene Ableitungen v, (%) haben, die beschrankt und von gleichmdfig
beschrdnkter Schwankung sind, auch fir die analog gebildete Ableitung

w, (Z) von W, (Z%): »
5

amg @
e

(1V.) B (&)= e mo AS . B

endlich, wenn die V,(T) nur in den Punkten eines k-dimensionalen
Gitters Wachstumstellen haben, wobel nach jeder Koordinatenrichtung
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wenigstens esnmal zwei benachbarte Punkte endliche Sprunggréfien auf-
weisen, auch fir die Sprunggréfen (%) von W, (Z):

gl
2 ag®
p— e n
Vol - (@) VextE® . g

Dabei gehen die Koordinatenrichtungen der f‘j’ W%Lcl;)die Werte H}
durch Hauptachsen-Transformation aus der Ma:‘,rg,)w hy' " hervor, deren
Komponenten nach (7”) durch die Sireuungen s.’” der gegebenen Ver-
teslungen bestimmi sind.

Man kann die Ausdriicke rechts in (IIL,), (IV,) und (V,) auch in
den urspriinglichen Koordinaten z® schreiben, wenn man die Koeffizienten
der Matrix bestimmt, deren Hauptachsenrichtungen mit denen der %
tibereinstimmen, wahrend die Hauptachsenlingen die halben reziproken
Werte haben. (Ein Beispiel hierzu s. § 7, 5.)

5. Geometrische Deutung der Sitze I bis IV. Denken wir
uns in einem n-dimensionalen Koordinatensystem Ly, Ly, .., X, eine gka-
lare Funktion des Ortes p, gegeben, die dadurch gekennzeichnet ist, daB
sie sich als ein Produki von n Funkiionen der einzelnen Koordinaten
ftz ) fo (@) ... f,(%,) darstellt. Die £.(z,) sollen den Voraussetzungen
des § 1 genfigen, also im wesentlichen die Eigenschaft besitzen, dafB sie
an einer reguliren Stelle x, = a, den Wert 1 und sonst iiberall kleinere
Betrige annehmen. Verfolgt man dann wom Punkte 7 -- @ qus m der
Richtung ,,unter 45° (nimlich in der durch % =@, =...=2x, gegebenen
Richtung) den Wert von P,> s0 findet man nach Satz I, daB dieser Wert,

als Funktion des in einem bestimmten MaBstab g — ‘71'_1’:2' gemessenen Ab-
N

standes z von @, sich um so mehr dem e-«® néhert, je gréBer die Zahl n
ist — gleichgiiltig, wie die einzelnen Funktionen f. aussehen. Haben simt-
Liche f, an der Stelle 2, die gleiche zweite Ableitung, so bleibt der MaB-
stabfaktor von n unabhingig. Er wird insbesondere gleich 1, wenn die
. 80 normiert werden, daB die zweiten Ableitungen gleich — 2 sind.
Satz IT erginzt die Aussage nur durch eine Hinzufiigung iiber das Ver-
halten von p,(u) im Unendlichen.

Es ist klar, daB man statt der Richtung ,unter 45°¢ quch eine
belicbige andere wihlen kann, die etws durch Ty x, =R
AL B gegeben wird, wobei simtliche B in endlichen Girenzen
liegen. Dies bedeutet ja nur eine unwesentliche Transformation der un-
abhingig Verinderlichen der f. und hitte analog dem Korollar ITI, und

IV, dieses Paragraphen als Korollar in § 2 formuliert werden kénnen,
wenn es sich nicht eben von selbst verstiinde, '
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Nehmen wir nun an, es seien an Stelle der £, (x.,) Funktionen v, (%)
der Koordinaten gegeben, die den Voraussetzungen des § 3 geniigen, d. i. im
wesentlichen: sie sind Ableitungen von,,Verteilungen, die endliche Momente,
wenigstens big zur dritten Ordnung, besitzen, und von beschrankter Schwan-
kung. Durch die Momente erster Ordnung, oder die Mittelwerte a,, wird
wieder ein Punkt @ des n-dimensionalen Raumes bestimmt. Durch diesen
Punkt, und dann in beliebigen Abstinden z von diesem Punkt, legen wir
Ebenen ,unter 45°“ (ndmlich solche, die durch x, 4+, + ... +z,=2
== konst. bestimmt werden), bilden auf jeder Ebene das Integral des Pro-
duktes der Funktionen v, (x,), ndmlich die GroBe

wusf. . .ffvl ()0, (2y).. v, (2,)d2, da, ... d2y_y

-

und betrachten dieses w, als Funktion des Abstandes z — vﬁ vom Punkte 7.
n

Unser Satz IV besagt, daB diese Funktion, bis auf einen verinderlichen
MaBstabfaktorr, : Vn, sich den Werten von "/% e~ U <mit u =" z) nahert,
sobald 7 hinreichend wichst. Der MaBstabfaktor bleibt wieder von =
unabhingig, sobald alle Verteilungen auf a, bezogen gleich groBe Momente
zweiter Ordnung ( gleiche Streuungen) haben und wird inshesondere gleich 1,
wenn alle Streuungen gleich 1/, sind. Satz III kann aufgefalSt werden
als eine Erginzung zu IV fiir den Fall, daB die v, (%) nicht beschriinkt,
aber integrabel sind und daB demgemif nicht iiber die oben betrachtete
Funktion, sondern nur uber ibr unbestimmtes Integral etwas ausgesagt
werden kann.

Mit dem Korollar ITT, und IV, dieses Paragraphen ist die Ausdehnung
der Betrachtung auf belzebzg geneigle Ebenen, an Stelle der ,,unter 45°¢
stehenden, gegeben. Zusammenfassend kénnen wir sagen:

Schreitet man im n-dimensionalen Rawm von dem (in beiden Féllen
verschieden definierten) ausgezeichneten Punkte @ lings irgend einer Geraden
G fort, so stellt sich einerseits das Produki p, der Funktionen Fu(Zon)s
niimlich p, (u)=71, (2,) - fo (%) - - - [u(,) als Funktion des Abstandes von &
betrachtet, - andererseits das I ntegmlprodukt w, der Funktionen v, erstreckt
iiber die zu G senkrechten Ebenen:

w, (u)=[.. Slo(z)v, (=) v (2,)de, da, . A2y,
als Funktion des Abstandes der Ebenen vom @ betrachtet, im Limes fir

\ 1 .
n=o0c als e~ *" bzw. :/_ e~ %" dar.
7

Die genauen Voraussetzungen, Formulierungen usw. dieser Satze sind
in den vorangehenden Ausfilhrungen enthalten.
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Eine einfache und lehrreiche Deutung gestatten auch 'die in den
Korollaren § 2, 4 und § 6, 4 gegebenen Erweiterungen fur die Fille mit
mehreren unabhingig Verdnderlichen. Wir miissen jetzt einen Raum von
kn Dimensionen betrachten, in dem die Komponenten des Vektors # durch
gl (e=1, 2,...,m; ¢=1, 2, ..., k) dargestellt werden. A-nstelle der
Geraden ,unter 45° im Falle des einfachen Produkies tritt jetzt der
durchk{n — 1) Gleichungen der Form z}’ =z’ == ... ':?w;ll)(l, me ], 2,. s k)
herausgehobene k-fach ausgedehnte Unterraum. In diesem stellt sich das
Produkt p, nach geeigneter Regulierung der MafBstibe und nach ent-
sprechender Drehung des Koordinatenkreuzes (Transformation der quadra-
tischen Form in § 2, 4 auf eine Summe von Quadraten) im Limes fiir n ~ oo
als ein Produkt von % Funktionen ¢~ Z'"*'“* dar. Analog sind im Falle
der Integralprodukée die Integrale der Produkte iiber k (n — 1)
dimensionale Réume zu erstrecken, die durch % Gleichungen der Form
2 42 L+ 2 = 2" = konst. definiert werden und als Funktion der
k Variablen z(*) zu betrachten. Hierauf ergeben sich die w, (%), wieder
nach Regulierung des MaBstabes und Transformation auf Hauptachsen, im
Limes als Produkte, wie es Gl (IV,) oben zeigt.

Man sieht, daB sich hier neue Fragen ankniipfen lassen, die bei den
einfachen Produkten trivial sind, bei Integralprodukten aber zu neuen,
schwierigen Problemen fithren; néimlich die Fragen, was bei Hinzutreten
beliebiger weiterer linearer Beziehungen rwischen den kn Variablen ent-
steht. 8o hat beispielsweise Markoff fiir & = 2 mit den neu hinzutretenden
Gleichungen 2 = 21}, (=1, 2,...,n — 1) das Integralprodukt , verket-
teter GroBen untersucht und unter gewissen Voraussetzungen wieder die Kon-
vergenz gegen das Exponentialgesetz gefunden®) In der vorliegenden
“Arbeit bleiben diese Untersuchungen, die, allgemein gefaBt, auf hohere
Produktbildungen fiihren, unberiicksichtigt.

II. Teil. Anwendungen in der Wahrscheinlichkeits-

rechnung.
§ 7.
Die Binomialzahlen, der Bernoullische und Poissonsche Fall und seine
Verallgemeinerung.

1. Die Binomialzahlen. Der einfachste Fall einer Anwendung der
Satze tiber das Integralprodukt liegt vor bei Betrachtung der Binomialzahlen

{ n) als Funktion von 2, im Limes fiir » =00. In der Wahrscheinlich-

T

%) Val A A Markeff, Wahrscheinliéhkeibs-Rechnung, Dtsch. v. H.Liebmann,
Leipzig 1412, Anhang II und IIL.
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keitsrechnung tritt diese Aufgabe z. B. beim ,Kopf- und Adlerspiel** auf,
wenn man voraussetzt, daB die Wahrscheinlichkeit, beim Werfen einer
Miinze die eine oder-andere Seite zu treffen, gleich I ist. Man fragt
nach der Wahrscheinlichkeit 1o, (u), bel n Wiirfen eine bestimmte Anzahl
« von Kopfwiirfen zu erreichen, wo z und w in einer noch festzusetzenden
Beziehung stehen.

Setzen wir

Vi) =V, (2)=V,(2)=... =0 fiir <0,

(1) =1, 0<a<1
=1 » 1Zu,

H

so entsprechen diese Verteilungen den allgemeinen Bedingungen des § 3
und den besonderen Annahmen der Behauptung V. Denken wir uns der
Adlerseite den Wert null, der Kopfseite den Wert 1 zugeschrieben, so
stellt V, (x) die Wahrscheinlichkeit dar, beim z-ten Versuch ,,hochstens z
zu treffen’. Mittelwert und Streuung ergeben sich nach (4) in § 3, da V.,
nur die zwei Wachstumstellen 0 und 1 mit den Spriingen v, (0) = 0.(1) =3
besitzt, zu

(1) G == = 0-3+1-3=3,
it e=at = = (— BB+ (PR
Daraus folgt nach (7 )und (7) in §3:
L]
_ o2
a7 h=h A=ga=Viedd o=

Das n-te Integralprodukt W, () der Verteilungen (1) liefert da-
her die Wahrscheinlichkeit, bei n Wiirfen ,hochstens die Summe =z
\/ % ~-+— ? zu treffen”. Man erkennt das unmittelbar an der G (3)

des §d dle hier als Definition des Integralproduktes zu gelten hat. Die
GroBe 1w, (u) selbst bedeutet die Wahrscheinlichkeit, gerade die Summe «
in % Wiirfen zu erreichen. Andererseits kann man diese Wahrscheinlich-
keiten in bekannter Weise durch die Binomialzahlen n-ter Ordnung bzw.
durch deren von null bis zu dem angegebenen Wert von z erstreckte
Summe ausdriicken. GL (V) und (III) des § 3 liefern daher die folgenden
beiden Sitze:

(Da)m(u)whm\/ u)mlini n+% (\/—u+2> ‘/1_;;6 u"'(p(u)

VEurd :
(2b) W ()= lim W, (u) =lim =~ (Z):;/l;fe”’gdwzﬁ(u).

gn
n= @ n=ow 2 r=0
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In Worten besagt (2a): Die Binomialzahlen <Z> bei festen n als

Funktion von = — g, in gehorigem, mit n verdnderlichem, Abszissen~

und Ordinatenmafstab aufgetragen, ergeben in thren Endpunkten m
Limes fiir n = oo die Gaufsche Linie ‘/1_ e ™™, wobei der Zusammenhang
T o

zwischen u und T — g durch (1") gegeben ist.

In der iiblichen Gestalt von Ndherungsformeln fir grofe n lauten
(2a) und (2b):

1 — - z ~ -
@) (B)~E e (Vi) D () ~ero(Viamh),
Ve z=0

Die genaue Bedeutung von (2”) kann natiirlich nur aus (2a) und (2D)
entnommen werden.

Es ist bekannt, wie man (2) und (2') durch direkte Rechnung unter
Heranziehung des Stirlingschen asymptotischen Ausdruckes fiir die
Fakultéiten ableitet. Hierzu mag bemerkt werden, daf die Stirlingsche
Formel sich als ein sehr spezieller Fall unseres Satzes 11 iiber den Grenz-
wert eines Produktes von Funktionen darstellt. Denn man hat mit der
Substitution z — n = nx:

(3) = [ = e (e,
0 —1

Setzt man fi=f,=...f= (14+a)e~* fiir x> — |
= 0 pw &<l —1,
so geniigen diese f, simtlichen Voraussetzungen des § 1 und insbesondere
ist f(0)=1, f(0)=0, £ (0)= — 1, also r - 5" Demnach liefert (II)
auf a= — 00, b = oo angewendet:

) i [ (V) 3 [ a1 = i Vo ey
also die Stirlingsche Formel: »
(3") nl~nre=nV3gn.
2. Der Bernoullische Fall. Aus einer Urne, die schwarze und
weile Kugeln (oder die Zahlen Null und Eins) enthilt, wird mit der

Wahrscheinlichkeit p > ( eine schwarze, und mit der Wahrscheinlichkeit
g=1—p>0 eine weille Kugel gezogen. Die Verteilungen

K(x)zve(x)zvg(x)z---x()fﬁr % <2 0,
(4) =p , 0<a<1,
=1, 1<%
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geniigen den allgemeinen Voraussetzungen des § 3 und den besonderen der
Behauptung V. Man findet:

a1=a2=a3=...:O-p—i;l-q:q,' b,=ngq,
(4") sP=at=si=... =g p+pig=pg ri=2npg
z= V2npgu-+ng, uzf/;_;%z

zu treffen®, 1, (u) die Wahrscheinlichkeit, gerade die Summe z zu gewinnen.
Mit Ricksicht auf die direkte Darstellbarkeit dieser Wahrscheinlichkeiten
durch den binomischen Lehrsatz liefern unsere Gl. (IIT) und (V):

(5a) w(u)=1limV2npgqm,(u
n=mw
. T —Vinpa - waos n 1 gt
:nh:r{il/anqu Vinpagna+\inng (v’ghpé'u—i—nq):ﬁe v —g(u);
(5b) Vinpgou+ng 1 u
= 1] = 1 n—T g% n T - a? = .
W (u)=lmW,(u)= lim 2:1 png* () vnfe dw=®(u)

Dies ist der exakte Ausdruck der von Laplace gefundenen Losung
des Bernoullischen Problems. Als Ndherungsformeln fiir grope n lauten

(5a) und (5b):

! L I - __AL_M rz—nyg
(5a) Cenrar~ o (L)
z
’ WA P ronrg
) 2 Qe =)

Auch diese Gleichungen lassen sich, wie bekannt, unschwer mit Hilfe
der Stirlingschen Formel ableiten. Noch einfacher gewinnt man sie {(und
natiirlich auch die spezielleren (2a) und (2b)) durch folgende Uberlegung.
Aus der Definition ‘

(6) mn(u)z(Z)pn_qu: (13:,1,2,...‘],

in der u und » durch die Beziehung x = r, % -+ b, verkniipft sind, leitet
man durch Ubergang von z auf -1 ab:

1
10, (u + »—) — 10, (%) 1+-2-
(6’) r ____“_._’.’,'.'_..__..-._M.-—- = — QuTnmn (u) —5211‘——*5—‘.
n ’
1 1222, 2L
In Tn n

Der Bruch rechts geht mit wachsendem @ gegen 1, der Bruch links
nihert sich dem Differentialquotienten der Funktion w(«). Man hat also
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im Limes fiir n =oco: w'(u)= — 2w (u), woraus sofort (5a) folgt. —
Fiir uns sind (5a) und (5b) nur ganz spezielle Beispiele fiir die Behaup-
tung V des § 3.

3. Der Poissonsche Fall. Poisson hat die Bernoullische Aufgabe
dahin erweitert, dal die Wahrscheinlichkeiten p, ¢ eines schwarzen bzw.
weillen Zuges nicht konstant, sondern won Zug zu Zug wechselnd ange-
nommen werden. Wir haben also die Verteilungen:

V.= 0 fiir z <0,
(7) =, 0Z2<1,
=1, 1<Z%; (x=1,2,3,...),

Hierbei wird angenommen, daf die p_ und ¢, von null und eins ver-
schieden sind, womit wieder allen Voraussetzungen des § 3 und auch den
speziellen Annahmen des Satzes V Geniige getan ist. Man findet

7
an=O.pz+1'gx=qn’ b”zZQ"’
=]

n
(7 =@ 0+ 0, =00, rni=2pq,
n==]
Vzﬁz s g,
T = p,(g,:,u_i_ q,‘: u"'-“‘?:‘i;:;_;::_—:.

Erteilen wir wieder der schwarzen Kugel den Wert null, der weiBen
den Wert 1, so gibt W, (u), fiir die Verteilungen (7) berechnet, die Wahr-
scheinlichkeit, . héchstens die Summe z — V?E};; g;u + 2'q, zu treffen®,
,(u) die Wahrscheinlichkeit, gerade diese Summe z zu ziehen. Eine
direkte Darstellung von mw,(w) in geschlossenen Ausdriicken ist hier nicht
mehr mdglich. Die Poissonschen Resultate sind in den beiden folgenden,

aus unseren Gl (TIT) und (V) entspringenden Gleichungen prazisiert:

(8a) m(u)=1£mv22pzqzmn(‘u)=Vie“"’mzp(u),

(8b) W(u)"znliniwn(u):-‘/%fe—w*dwa D (u);
die als Naherungsformeln fuir grofle n lauten:
, -3
{83) m” u}= fU,’; T N"—}-“T__ i*——-‘._hii ,
( (=) VeZs,q, \Vasp.e,
(8b') W, (u)— W,;(x)qub(””__‘__zi’i_),
2Zp,q,

wenn 1, (z) baw. W, (z) die Wahrscheinlichkeiten bezeichnen, in'n Ziigen
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genau « bzw. héchstens x als Summe zu ziehen. Alle 3 sind von » =1
bis % zu nehmen. -

Die von Poisson herrithrende Ableitung, die mit geringen Varianten
auch in den heutigen Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung wieder-
gegeben wird, benutzt die schon Laplace bekannte Zuriickfilhrung des
Integralproduktes auf einfache Produkte einschlieSlich der Umkehrformel,
im Sinne unserer allgemeinen Uberlegungen in § 3, 5%). Die in unseren Be-
hauptungen I und IT enthaltenen allgemeinen Resultate werden dann durch
umstindliche Abschitzung des in Gl (17') des § 3 auftretenden Integrals,
in geiner besondern, dem vorliegenden Fall entsprechenden Gestalt, ersetzt.

4. Allgemeiner eindimensionaler Fall Eine weitere Verall-
gemeinerung des Bernoullischen und Poissonschen Problems entsteht,
wenn die einzelnen Urnen nicht nur schwarze und weifle, oder mit Null
und Eins bezeichnete, Kugeln, sondern auch 2, 3, ..., m-wertige enthalten,
und nach der Wahrscheinlichkeit gefragt wird, in # Ziigen die Summe
oder ,,hochstens die Summe 2z zu ziehen. So wird z. B. beim gewdhn-
lichen Zahlenlotto aus einer Urne, die die Zahlen 1, 2, 3, ... bis 90 enthlt,
gezogen und man kann nach der Wahrscheinlichkeit fragen, in » Einzel-
Ziehungen einen bestimmten Durchschnitt % : n zu erhalten. Hier ist jede
Verteilung durch 7 nicht-negative Zahlen gegeben, deren Summe <1,
nimlich durch die ,,Einzelwahrscheinlichkeiten* v, (0), 0. (1),. .., 0.(m —1),
zu denen b, (m) = 1--,(0) — v, (1) — ... — 0, (m — 1) hinzutritt. Jedes
0. () stellt die Wahrscheinlichkeit dar, beim x-ten Zug die Zahl z zu
ziehen. Unsere V,(z) sind definiert durch:

(9> V,,(m):O, x <0,
=1,(0), 0Lz <1,
=1,(0)+ 0.(1), 1<z <2,

=1,(0)+0.(1)+0.(2), 2Z52<3

) Eine Ausnahme bildet H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektiv-
maBlehre, Leipzig 1906, S. 191f., der den Satz darauf stiitzt, da8 in der Entwicklung
von W, (z) nach den Ableitungen von & (x) die Koeffizienten der spiteren Glieder
mit wachsendem n gegeniiber dem ersten zuriicktreten. Diese Betrachtung lieSe sich
nicht ohne Schwierigkeit zu einem Beweis des Poissonschen Satzes ergénzen, indem
man noch zeigt, daB auch die Summe der Glieder mit n = 00O gegen pull gebt. Aber die
Allgemeinheit der in den §§ 8—5 gegebenen Beweise 148t sich auf diesem Wege nicht
erreichen, weil die Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach der Exponential-
reihe an engere Voraussetzungen gekniipft ist (beschrinkte Schwankung und Ver-

%2
schwinden im Unendlichen stirker als = "¢ %), Vgl R. v. Mises, Jahresber. d.
deutsch. Math.-Ver. 1912, 8. 9.
Mathematische Zeitschrift. IV. 5
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Im Falle des Zahlenlottos ist nach der iiblichen Annahme jedes
(1) = 0u(2) = ... = ,(90) = 5.
Man findet zu (9):

n < ] 2.
b, = D 20, (2); s?:=2(x—-ax‘vx<x)z%w‘nx<w>~az,
=0 z=0 =
(9,) . n om n id
b= 3 D av(o) r:iLZ{Zx“’“*W““J ’
w=1 =0 x=]1 | =0

wodurch der Zusammenhang x = r, % -+ b, zwischen dem Argument u der
GauBschen Funktion und der Summe x der Ziehungsergebnisse fest-
gelegt ist.

In unserem Beispiel des Zahlenlottos ist a, = 45,5, 87 = ¢ [1* -+ 2?
+...4+90%] — 45,57 = 674,9167; daher b, =45,5n, 5= 1340,83n%.
Mithin ist die Wahrscheinlichkeit 1, (%) in n Einzel-Zichungen (vor denen
jedesmal das zuletzt gezogene Los zuriickgelegt wird) die Summe 2 oder

den Durchschnitt —f; zu ziehen, asymptotisch fiir groBe n:

- 2
(x——45.-’: n)

1 1 36.74 Vn

7
= N e e )
0 (u) m”(x) \/:1 36,74 \'n
und exakt, wenn « fiir den Zahlenwert 1349,83 ... geschrieben wird:

’ 4 S 1 —2
9"y nhzniln V2 naw,(u)= v{-;]-_te “

Die einzige Bedingung, der die v, (z) allgemein unterworfen werden
miissen, damit Satz V gilt, ist die, daf fiir jedes » mindestens ein Paar
aufeinanderfolgender Koeffizienten von null verschieden sein muf. Denn
die Beschriinktheit der ersten drei Momente, die nach den Korollaren V, und
V, auBlerdem noch allein zu fordern wiire, ist sichergestellt, wenn die Zahl m
als endliche GroBe unabhingig von » gegeben ist. Da man nun die gesuchte
Wahrscheinlichkeit v, («) fiir das Treffen der Summe 2 = r,u-~+b, in be-
kannter Weise durch Multiplikation der PolynomeZ’n,, (@)% (%=1,2,3,...,n)

findet, kénnen wir folgenden allgemeinen Satz ?iber die Koeffizienten eines
Produktes von Polynomen aussprechen :

Besitzt jedes Polynom P, — Zb,,(x)t” der unendlichen Folge P,,

P, Py, ... von Polynomen hdchstenfs m-ter Ordnung louter nicht-negative
Koeffizienten, die Koeffizsentensumme 1 und mindestens ein Paar unmittel-
bar aufginander]‘qlgender (auch im Limes) nichi verschwindender Koeffi-
zienten, so liefern die Koeffizienten &, (x) der Entwicklung des Produktes
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P, P,Py... P,= >k, ()t°, als Funktion des Index x, bei gehoriger

z
(won n abhdngiger) Wahl des Anfangspunktes, des Abszissen- und Ordi-
natenmafstabes aufgetragen, im Limes fir n= co die Gaupsche Linie
71; e es ist
v J
(10) lim 7, &, (1, +8,) = —=e™*

H== W \/.7[

mit den durch (9') bestimmten Werten von 7, und b,. Der Grenziibergang
ist so zu vollziehen, daB u konstant gehalten wird oder zumindest fiir n == co
einem festen Wert zustrebt.

Dieser, wie es scheint, neue Satz zejgt, daBl die oben angefiihrte be-
kannte Higenschaft der Binomialzahlen nicht etwa fiir diese kennzeichnend
ist, sondern der Koeffizientenreihe eines jeden Polynoms zukommt, das im
wesentlichen als Produkt sehr vieler Polynome mit positiven Koeffizienten
entsteht.

DaB das Vorhandensein eines Paares aufeinanderfolgender Koeffizienten
nicht nur hinreichend, sondern (wenigstens fiir ,,fast alle* Polynome) auch
notwendig ist, sieht man leicht ein. Denn wenn z. B. die Koeffizienten
aller ungeraden Indizes ganz ausfielen, konnten gar keine ungeraden Summen
entstehen; wenn nun die ungeraden Indizes zwar vorkédmen, aber nur in
wenigen Faktoren, so miiten in der Entwicklung des Produktes die un-
geraden Glieder verhiltnismiBig viel kleinere Koeffizienten haben als die
benachbarten geraden, was offenbar dem Resultat (10) widerspricht.

In unserem Satz V von § 3 ist nichts enthalten, was eine Beschrénkung
auf Polynome von endlicher Ordnung notwendig machen wiirde, wenn nur
alle Voraussetzungen des § 3 erfiillt sind. Machen wir von den Korollaren
V, und V, in § 6 Gebrauch, so kénnen wir sagen:

Die in Gleichung (10) zum Ausdruck kommende Eigenschaft der
Koeffizienten besteht auch fiir das Produki von Potenzreihen, die nach
positiven und eventuell auch negativen Potenzen fortschreiten, sobald noch

folgende Bedingungen erfillt sind: es muf
| ! ‘ ) con
(10") ;{an,,(x)!‘(f.l,' Zm‘znn(rc)l<B, 12x3bz(x)]<0,

d. h. die Folge der ersten, zweiten und dritten Momente der gegebenen
Koeffizienten beschrdnkt sein.

Die beiden vorstehenden Sitze sind nur eine andere Form der
Gleichung (V) unter Berticksichtigung der Korollare V, und V,. Es
eriibrigt sich, Gleichung (III), die naturgemiB in analoger Weise als Satz
iiber die Koeffizienten einer Potenzreihe gedeutet werden kann, noch be-

sonders auszusprechen.
5*
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5. Mehrdimensionaler Fall. Die bisher abgeleiteten Séii.:ze, nament-
lich die beiden letzten allgemeinen Behauptungen, ]f&ssen sich v-ermijge
"unseres Korollars V, in § 6 auch auf Fille mehrdimensmn.aler Vert_ellungen
ausdehnen. Um diese Anwendung zu erkliren und zugle'lch den in §6’fj‘
angedeuteten Rechnungsgang zu erliutern, wollen wir ein konlj:re'tes Bel-
spiel aus dem Rahmen der klassischen Aufgaben der Wahrscheinlichkeits-
rechnung voranstellen.

Beim ,,gewdhnlichen Zahlenlotto* werden aus eine.r Urne, die zu
Anfang jede der Zahlen 1 bis 90 einmal enthélt, hinter_en'lande_r 5.Zahlen
gezogen. Dabei wird angenommen, daB die Wahrscheinlichkeit eine be-
stimmte Zahl zu ziehen, fiir alle in der Urne enthaltenen Zahlen gleich
gro ist. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Ziehung eine bestimmte Folge
von 5 Zahlen 2@, @, ..., «® zu erhalten, wird durch eine 5-dimensionale
Verteilung dargestellt, wobei

(11) b.(2®, 2, ., 2 = Gy s =2

fir gWeg@ .. £ a®; z0, 2@, 20 =123, ..., 90,
wihrend alle iibrigen v, null sind. "Diese, von x unabhéngige, Verteilung
geniigt allen Voraussetzungen der Behauptung V. Man erhilt fiir den

5-dimensionalen Vektor des Mittelwertes @, und die 5-dimensionale Matrix
der Streuung F,:

@ =Z[1+2+...+90] =455, t==1,2,...,5;
S =2 400N — a5t =B o, s
st — 95%5 [1-241-34...+1 .90—1_2‘.1—}—2-3~{~...—f«2-9()+'...]~~45,52

:—g—%zﬁ L,ZZ‘Q].,'27...,5, 0=+=}u-
Da die ¢! und s*? fir alle x gleich sind, stimmen die letzteren mit den
in (7”) des § 6 definierten h,(,f’“ liberein, wihrend die ersteren b,(,’) =z 45,5 n
ergeben. Die aus den A" gebildete quadratische Form
(117) elzf +2d 4 ... +22) + 28(z,2, T2t 2 2)
hat zur einen Hauptachse mit dem Wurzelwert A == -4 B die Gerade
# =% =...=2z; die anderen 4 Hauptachsen entsprechen dem Wurzel-
wert 1, = ¢ — B, kénnen also in der Ebene B2y -z =0 be-

liebig (orthogonal zueinander) angenommen werden. Die quadratische
Form mit derselben Orientierung und reziproken Wurzelwerten ist

g+ 4 2) 28 (a4 +2,2,),

11[”
(117) mit o xt3p 2.86 8 2

T (@SB (@i T s pr=~ (a—F)(a+45) " 15-85.91"
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Setzt man, wie in § 6,4 Z=Vnz+1b,, so ergibt die Anwendung von

Satz V, fiir die Wahrscheinlichkeit v, (2, 2, ..., 20)), in n Ziehungen

durch die an erster Stelle gezogenen Lose die Summe z@ = Vnz® -+ 45,57
()

(bzw. den Durchschnitt %—) , durch die an zweiter Stelle gezogenen die

Summe z® = Vnz® + 45,5n usw. zu erhalten:

(12) lim Vr®w, (20, 2@, .., 2®)
Nn=
—— 1 _ e—%(a(l)ﬂ+z(2)2+_“+z(5)~:) _ﬁ,(,u)z(‘z)+.,,+z(4)z(5))-
V()3 1, 1t

Es ist iibersichtlicher, hier an Stelle von 7 als neue Variable z=7: V2«
einzufiihren, so daB dann Z=V2n«# + b, wird, weil'man dadurch einen
bequemen Vergleich mit dem oben § 7, 4 betrachteten eindimensionalen
Fall gewinnt. Setzen wir teilweise gleich die Zahlenwerte ein, so wird:

i U .
(12) limV2ne w,(u®, u®, . ., u®)
n=ow .
1,0006 ~ 100058 (w4 . + %) — 0,082 (2 u® 4. 4 u W) y(8))
— e .
V=

Man sieht, daB der Koeffizient der Quadratsumme im Exponenten sich
wenig von 1, der der iibrigen Glieder wenig von null, der ganze Ausdruck
nur unbedeutend von der fiinften Potenz des oben gefundenen (9”) unter-
scheidet. Der Unterschied rithrt ja nur von dem Nicht-Zuriicklegen der
Lose innerhalb einer Ziehung von 5 Nummern her.

Der allgemeine Satz, der hier dem im verigen Abschnitt fiir Polynome
einer Variablen angegebenen entspricht, lautet:

Besitzt jedes der Polynome in k Variablen

Po= ) 0. (%, @y oy @) HOE L B
der unendlichen Folge von Polynomen P, Py, P,, ... von hichstens m-tem
Grad in jeder Variablen lauter nichi-negative Koeffizienten, die Koeffizienten-
summe 1 und hinsichilich jeder Variablen mindestens ein Paar unmittelbar
aufeinanderfolgender (auch im Limes) nicht verschwindender Koeffizienten,
so haben die Koeffizienten k,(%,, %,, ..., ,) der Entwicklung des Produkites

P,P,...P,= Dk, (%,%,...%,)t ... t{* als Funktionen der Indizes
x, ..., bei gehériger, von n abhdngiger Wahl des Koordinatensystems

(Anfangspunkt und Achsenrichtungen) sowie der Mafistibe fir jede Achse
und fir die k, selbst, die Form eines Produkies von k Gauw Bschen

Funktionen ;/—% e—ul—uf—..—4  Die Aufsuchung der genannten Elemente,
k24

also der linearen Beziehungen zwischen den z, und u., fillt, wie in§ 6, 4
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beschrieben, wesentlich mit der Aufgabe der Reduktion einer Fldche zweiten
Grades auf Mittelpunkt und Hauptachsen zusammen.

Die Ausdehnung auf Potenzreihen, die Ubertragung auf die Integrale W,
usw. bedarf keiner besonderen Erklirung. Der exakte Ausdruck fiir die
Forderung hinsichtlich aufeinanderfolgender nicht verschwindender Koeffi-
zienten lautet: Es gibt fiir jedes » eine Gruppe von k& Zahlen m,Y aus der
Reihe 0,1,2,...,m—1 (1=1,2,..., k), so daB gleichzeitig

()

’ ( / 7\ -
bz(x{: xé; ey Bpmgy My, Tiggy on ey xk) >0,

O] ” "y -
b%(x],.’y xil’,7~--: wt”-—-ly e —,_13 Bigas 0y xk)»)b

fiir zwei Wertverbindungen =y ... 2 und 27 ... i bel einem von x» unab-
hingigen positiven Wert von p.

§ 8.

Der erste Fundamentalsatz.

1. Die Verteilungen. Den Gegenstand der Wahrscheinlichkeits-
rechnung bildet die Untersuchung unendlicher Folgen von Elementen, die
durch unterscheidende Merkmale gekennzeichnet sind (Wiirfe mit einer
Miinze, Ziehungen aus einer Urne usw.); als Merkmal betrachten wir
immer einen dem Element zugeordneten Punkt im k-dimensionalen ,, Merk-
malraum (k> 1), oder seine Koordinaten z®), x®, ..  z®, Beispiele
solcher unendlich gedachter Folgen sind die Ziehungen aus einer Utrne,
die etwa beim gewdohnlichen Lotto zu einem 5-dimensionalen Merkmal-
raum fithren (Koordinaten sind die 5 Nummern einer Ziehung) oder die
Molekiile eines (Gases mit dem 3-dimensionalen Merkmalraum ihrer Ge-
schwindigkeiten (Koordinaten sind die 8 Geschwindigkeitskomponenten ).
Irgendeinem Raumteil B des k-dimensionalen Merkmalraumes mégen die
Merkmale von N, unter den ersten N Elementen der Folge angehdren;
dann fordern wir die Existenz des Grenzwertes

(1) lim kd =7V
New N R?

der natiirlich eine nicht-negative Zahl, héchstens gleich 1, sein muB. Wir
nennen V, die Wahrscheinlichkeit fiir das Aufireten des ,, Merkmales R
innerhalb der betrachieten Folge oder kurz die Wahrscheinlichkeit von R.
Eine Elementenfolge, fiir welche der Grenzwert (1) hinsichtlich eines jeden
Raumteiles existiert (und gewisse weitere Axiome, von denen hier nicht
die Rede sein soll, erfiillt sind) — nur solche Folgen werden in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung in Betracht gezogen — nennen wir im Anschiufl
an einen bekannten Ausdruck ein Kollektiv. Der Ausdruck »» Wahrschein-
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lichkeit eines Merkmales R hat demnach nur tnnerhalb eines wohl-
definierten Kollektivs einen Sinn.

Der in der Regel an die Spitze aller Betrachtungen gestellte Alternativ-
fall, ob ein , Ereignis eintrifit oder ,,nicht eintrifft, ordnet sich unserer
Auffassung in der Weise unter, daB hier ein 1-dimensionaler Merkmalraum
vorliegt, in dem V, null ist fiir jedes Gebiet R, das nicht einen von zwei
festen Punkten (z. B. # = 0 und z =1) enthalt, und von null verschieden
fiir jedes R, dem einer der beiden Punkte angehdrt. Ein einfaches Bei-
spiel bildet der Ausgangspunkt des Bernoullischen Problems (§ 7, 2),
wo man das Ziehen der weilen Kugel als ,,Eintreffen”, das der schwarzen
als ,,Nichteintreffen des Ereignisses” deuten kann, wihrend wir es vor-
gezogen haben, dem einen Fall die Zahl null, dem anderen die Zahl eins
zuzuardnen. Diese Bemerkung zeigt, daf auch von der ,,Wahrscheinlichkeit
fiir das Eintreflen eines Ereignisses® nur dann gesprochen werden kann,
wenn ein wohldefiniertes Kollektiv vorliegt.

Die Gesamtheit der V), fiir alle Teile des Merkmalraumes bildet die
Verteilung des Kollektivs. Bezeichnet B und R’ zwei Raumteile ohne
gemeinsame Punkte, so folgt aus der Definition (1) unmittelbar der Satz:®

(2) Faen=Vat T

in Worten: Die Wahrscheinlichkeit fiit das Auftreten des Merkmales B
oder B’ innerhalb des betrachteten Kollektivs ist die Summe aus der Wahr-
' scheinlichkeit fiir das Auftreten von B und jener fiir das Auftreten von R
Man pflegt diesen Satz den von der , Addition der Wakrscheinlichkeiten®
zu nennen und ihm einen zweiten iiber die Multiplikation zur Seite zu
stellen. Bei der Multiplikation handelt es sich aber um etwas ganz
anderes, niamlich um eine an zwei Kollektivs vorgenommene Operation
durch die ein drittes Kollektiv gebildet wird. (Vgl. unter Abschn. 2.)-
Die Beziehung (2) gestattet, die Verteilung eines beliebigen Kollektivs
durch eine einzige Funmktion von- k Variablen z@ ... xz®  darzustellen,
die hinsichtlich jeder Variablen monoton, nicht abnehmend ist, fiir
W —g®— = g®— oo den Wert null und fir ¥ =2%=...=z%=00
den Wert eins annimmt. Eine solche Funktion ist nichts anderes als das,
was wir allgemein in § 6, 4 und fiir den 1-dimensiopalen Fall schon in
§ 3, 1 unter dem Namen , Verteilung® eingefiihrt haben. Der Zusammen-
hang zwischen der fritheren Bezeichnung V(Z) und der jetzigen Vy, wird
dadurch hergestellt, daB V(Z)= "V, fir jenen Raumteil B, dessen Koor-
dinaten &Y den Bedingungen £ < 2" (wo #"“ die Komponenten von )
geniigen. Durch die Aufnahme des (Heichheitszeichens in die Beziehung
zwischen & und x“ wird festgelegt, da8 die Funktion V(Z) mit ihrer
oberen Limes-Funktion zusammenfallen muB. Es bedeutet daher V(%) die
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Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die erste Merkmalkomponente hdchstens
gleich z@, die zweite hochstens gleich ® wird, usf. Die untere Limes-
Funktion von V(%) wiirde die Wahrscheinlichkeit, dafiir liefern, daB die
erste- Komponente kleiner als x™ ist usw.

Unter allen moglichen Verteilungen heben wir zwei praktisch wichtigere
Typen hervor, die wir im Anschluf an iibliche Ausdriicke als ,,arithmetische
und ,,geometrische’* Verteilungen bezeichnen wollen.

Eine Verteilung soll arithmetisch heillen, wenn Vy, null ist fiir alle R -
die nicht mindestens einen Gitterpunkt eines durch £ Einheiten e, e,, ..., ¢,
bestimmten Gitters im Merkmalraum enthalten. Die Verteilung ist in
diesem Fall vollstindig bestimmt durch die Angabe der endlich oder ab-
zéhlbar unendlich vielen von null verschiedenen Werte von V,, fiir alle
solche B, die nur je einen Gitterpunkt umfassen. Wir nennen diese Ve
die Einzel- oder Punktwahrscheinlichkeiten der betreflenden Gitterpunkte
und schreiben dafiir v(Z) oder p(z®, z®, ..., 2®), wo die z© die Kom-
ponenten von Z und Koordinaten des Gifterpunktes bezeichnen. Die b (Z)
sind nicht-negative Zahlen, deren Summe 1 ist. Der obenerwihnte Fall
'der Alternative, ,,ob ein Ereignis eintritt oder nicht*, ist ein Beispiel fiir
eine 1-dimensionale, arithmetische, zweiwertige Verteilung.

Eine Verteilung heifle geometrisch, wenn an jeder Stelle Z des Merk-

malraumes der Grenzwert
¥

N - R —
(3) ;}21;1.1—_10 TR = (@)
existiert, endlich und beschréinkt ist. Dabei bedeutet 'R | das Volumen
des Raumteiles R und der Grenziibergang werde so vollzogen, dafl unter
Festhaltung von # die % Betrage |z — £ gegen null gehen, wenn & die
Koordinaten eines Punktes von R sind. Die Verteilung ist in diesem Falle
durch Angabe der Funktion () vollstindig bestimmt, die wir als die
Wahrscheinlichkeitsdichte im Punkte T bezeichnen. Die »(Z) sind nicht
negafiv und verschwinden derart im Unendlichen, daB das Raumintegral,
erstreckt tiber den ganzen unendlichen Merkmalraum, gleich 1 wird.

Im allgemeinen Fall von Kollektivs mit beliebigen Verteilungen gibt
es weder Einzelwa,hrscheinlichlgeiten noch Wahrscheinlichkeitsdichte.

2. Die Grundoperationen. Die Aufgaben der Wahrscheinlichkeits-
rechnung bestehen ausschlieSlich darin, aus den gegebenen Verteilungen
gegebener Kollektivs die Verteilungen anderer Kollektivs zu berechnen,
die aus den ersteren durch bestimmte Operationen abgeleitet werden. So
sind z. B. beim Poissonschen Problem die gegebenen Kollektivs die Folgen
der einfachen Ziige aus je einer Urne mit den durch p_, ¢ bestimmten,
I-dimensionalen, arithmetischen Verteilungen V, (§ 6, 3).x Das abgeleitete
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Kollektiv hat zum Element eine Ziehung aus simtlichen n Urmen und als
Merkmal die Summe der gezogenen weillen Kugeln; die gesuchte Ver-
teilung W, ist wieder 1-dimensional und arithmetisch.

Der systematische Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung erfordert
das Aufsuchen aller jener Grundoperationen, auf die die Ableitung neuer
Kollektivs aus gegebenen zuriickgefiihrt werden kann. Ohne hier die
Frage der Vollstandigkeit zu berithren, betrachten wir die folgenden drei
Grundoperationen, welche zur Formulierung der Fundamentalsitze not-
wendig sind: die Mischung, die Teilung und die Verbindung.

Unter Mischung verstehen wir die Verdnderung eines Kollektivs, die
dadurch bewirkt wird, daB jedem Punkt # des urspriinglichen Merkmal-
raumes ein Punkt Z’ eines neuen Merkmalraumes zugeordnet wird. Die
Verinderung ist nur dann wesentlich, wenn die Zuordnung nicht umkehrbar
etndeutig ist, z. B. wenn der neue Merkmalraum geringere Dimension hat
‘und die Zuordnung etwa in der Streichung der iiberschiissigen Koordinaten
besteht, oder wenn die urspriingliche Verteilung geometrisch, die neue
arithmetisch ist. Beispiele: Beim sog. ,,Nadelproblem* besteht das gegebene
Kollektiv aus den Wiirfen einer Nadel auf ein von dquidistanten Parallelen
gebildetes Strichgitter; Merkmal eines Elementes ist die durch drei Para-
meter bestimmte Lage der geworfenen Nadel (3-dimensionale, geometrische
Verteilung). Ein neues Kollektiv entsteht, wenn wir die Elemente nur
darnach unterscheiden, ob die Nadel einen Gitterstrich kreuzt oder nicht
(1-dimensionale, arithmetische, zweiwertige Verteilung). Nur wenn die
erste Verteilung gegeben ist, kann es Aufgabe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung sein, die zweite zu berechnen — womit sich das sog. Bertrandsche
Paradoxon erledigt. Ein anderer Fall: Die Ziehungen des Zahlenlottos
(vgl. § 7,.5) bilden die Elemente eines Kollektivs mit 5-dimensionaler,
arithmetischer 90-89-88-87-86 wertiger Verteilung. Sieht man aber als
Merkmal einer Ziehung nur die 5 gezogenen Zahlen ohne Riicksicht auf
ihre Reihenfolge oder gar nur ihre Summe bzw. (was auf dasselbe hinaus-
kommt) das arithmetische Mittel an, so erhdlt man neue Kollektivs; das
erste Mal ist die Verteilung wieder 5-dimensional, arithmetisch, aber nur
?%ﬁ wertig!!), das zweite Mal wird sie 1-dimensional, arith-
metisch und {5-90 — 4) = 446 wertig. In beiden Fillen ist also eine
eindeutige Umkehrung der Zuordnung nicht méglich.

Wie im Falle einer Mischung die neue Verteilung V' gefunden wird,

1) Upd zwar ist jedem Ziehungsergebnis z,, x,, ..., z; jener Punkt des Be-
reiches 51 > 52 e 55 > 0 im Merkmalraum zugeordnet, der entweder mit & identisch
ist oder durch Spiegelungen an einer oder mehreren der Ebenen El =&, . §=§
in # tibergeht.
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ist aus der Definition der Mischung auf Grund der Axiome, die das Kollektiv
im allgemeinen bestimmen, abzuleiten. Wir setzen, wie es in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung bisher immer tiblich war, das Resultat einfach hin:
Bezeichnot R’ die Punktmenge, in die R durch die Transformation iber-
geht — und wir wollen, da dies fiir die vorliegenden Zwecke ausreicht, R’
wieder als einen Raumteil ansehen?) — so ist

(4) Ve = Vo= [dV (&).
(R)

Insbesondere erhilt man V'(Z), indem man das Stieltjessche Integral
von dV iiber alle jene Ranmteile erstreckt, deren Punkte nach der Trans-
formation in Punkte & < 2" tibergehen.

Die zweite Grundoperation, Teilung oder Aussonderung, besteht
darin, da der Merkmalraum eines Kollektivs in zwei Riume B, und R,
zerlegt wird und dann alle Elemente, deren Merkmale R, angehéren,
ausgesondert werden. Es bleibt eine Folge von Elementen iibrig, deren
Merkmale alle in R liegen und die neue Verteilung V' aufweisen, fiir die

-y ! VA v/

(3% V= T V=0,

wenn 4 ganz in R, enthalten ist und B keinen Punkt mit R, gemein
hat. Dafl (5) tatsichlich besteht, ist wieder aus den Axiomen usw. zu
schiiefen. Beispiele: Beim obenerwihnten Nadelproblem kann man nach
der Wahrscheinlichkeit dafiir fragen, daB eine Nadel einen Gitterstrich
senkrecht kreuzt; dies wire nur eine andere als die oben angegebene
Mischung der urspriinglichen Verteilung. REine ganz andere Frage aber ist
es, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Nadel, von der man schon well,
dafl sie senkrecht zum Gitterstrich fallt, das Gitter trifft. Hier liegt eine
Teilung vor, indem alle jene Nadelwiirfe aus der Betrachtung ausgeschlossen
werden, bei denen die Nadel schief auffillt. — Fin anderer Fall: Man
stelle sich eine unendliche Folge von Urnen mit schwarzen und weiBen
Kugeln vor, jede gekennzeichnet durch eine zwischen null und eins liegende
ZaJ;I &, gleich der Wahrscheinlichkeit eines weiBen Zuges aus der betreffen-
den Urne. Das Element des Kollektivs sei nun ein dreimaliger Zug aus
irgendeiner der Urnen: sein Merkmal zweidimensional, nnd zwar erstens
die Zahl z%, die der betreffenden Urne zukommt, zweiteng die zwischen ()
und 3 inkl. liegende Anzahl 2@ der gezogenen weillen Kugeln. Als gegeben
vorauszusetzen ist die Verteilung V(x%, z®); gefragt wird nach der
Wahrscheinlichkeit V'(z") daftir, daB bei gegebenem x®, also bei be-
kanntem Ziehungsergebnis, der Zug aus einer Urne mit irgendeinem

¥} Bei exakter Durchfithrung der Grundlagen wird man statt von » Raumteilen*
allgemein von Punktmengen sprechen.
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zW-Wert erfolgt. Auf diese Fragestellung, die zum zweiten Fundamentalsatz
fithrt, kommen wir in den nichsten Paragraphen zuriick.

Endlich erkliren wir als die Verbindung zweier (unabhingiger) Kollek-
tivs die folgende Art, aus zwei Kollektivs mit den Elementen e’ bzw. e”
und den Verteilungen V' (') und V”(:Tc"’) ein neues Kollektiv mit den
Elementen e und der Verteilung ¥V (%) abzuleiten. Es sollen die Elemente
€s €y, €,... Kombinationen aus je einem Element ¢’ und einem Element e¢”
sein, und zwar so, daB e, aus e; und e;, dann e, aus ej und e) besteht
usf. Das Merkmal eines solchen Elementes e sei die Zusammenfassung
der Merkmale #’ und %7, d.h. wenn diese k' bzw. k" -dimensional sind, so
sei ¥ der k= (k' -+ k")- dimensionale Vektor, dessen erste k& Komponenten
mit denen von %', die restlichen mit denen von Z” iibereinstimmen. Ist
ein Raumteil R’ des ersten und ein Raumteil R” des zweiten Merkmal-
raumes gegeben, so ist dadurch ein Raumteil R des neuen, k-dimensionalen
Raumes bestimmt. Zwischen den drei Verteilungen V', ¥” und V besteht
dann die Beziehung:

(6) Vo= Ve Var,
deren Bestehen ebenfalls aus den Forderungen, denen ein Kollektiv ge-
niigen muB, zu begriinden ist. Beispiele fiir diesen Fall sind leicht an-
zugeben: Besteht jedes der gegebenen Kollektivs aus den Wiirfen mit
einem Wiirfel, deren Merkmal die Zahl der obenliegenden Augen ist, so
“hat-das abgeleitete Kollektiv zum Element einen Wurf mit beiden Wiirfeln,
dessen Merkmal von den beiden Augenzahlen gebildet wird. Man fragt
nach der Wahrscheinlichkeit, mit dem ersten Wiirfel eine gewisse Augen-
zahl ', mit dem zweiten die Augenzahl 2" zu werfen. Alle drei Ver-
teilungen sind arithmetisch, die beiden gegebenen 1-dimensional und 6-wertig,
die der ,,Verbindung* 2-dimensional und 36-wertig.

Diese Andeutungen iiber die Grundoperationen miissen hier geniigen.
Auf die verschiedenen sich aufdringenden Fragen, namentlich auf die der
Berechtigung der Anwendung dieser Begriffskonstruktionen auf Vorginge
der Wirklichkeit, kann in diesem Zusammenhange nicht eingegangen werden.

3. Zusammengesetzte Operationen, Faltung. Aus der in mannig-
facher Weise moglichen Zusammensetzung von Grundoperationen entstehen
alle jene Ableitungen neuer Kollektivs aus gegebenen, deren Untersuchung
den gesamten Inhalt der Wahrscheinlichkeitsrechnung bildet. So wie die
rationelle Mechanik nicht etwa die Antwort auf die Frage gibt, welche Be-
wegung ein bestimmter Korper zu einer bestimmten Zeit besitzt, sondern
auf die, wie man aus gegebener Anfangsgeschwindigkeit und gegebenem
Krifteverlauf die Bewegung zu irgendeinem Zeitpunkt berechnet, so liegt es
auch hier: Aus den bekannten Verteilungen der gegebenen Kollektivs werden
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die Verteilungen der abgeleiteten berechnet. Alle scheinbaren Paradoxien
und Unbestimmtheiten verschwinden mit Annahme dieser Formulierung aus
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Natiirlich bleiben — ebenso wie in der
- Mechanik und allen anderen exakten Naturwissenschaften — gewisse Schwierig-
keiten iibrig, die in dem Ubergang zwischen der Theorie und der Wirklichkeit
liegen. Sie sind hier im wesentlichen doppelter Natur: Man bedarf einmal
gewisser (experimenteller) Methoden, um die jedem Problem zugrunde-
liegenden ,, dusgangs- Wahrscheinlichkeiten zu ermitteln (in der Mechanik
die Anfangsgeschwindigkeiten usw.), und man muB} zweitens in jedem ein-
zelnen Fall den ,,Ansafz finden, d. h. das Problem auf die Grundopera-
tionen zuriickfithren (in der Mechanik die kinematischen und dynamischen
Eigenschaften des Systems feststellen).

Die beiden Fundamentalsitze, die wir in der vorliegenden Arbeit
entwickeln, beziehen sich auf zwei ganz bestimmte zusammengesetzte
Operationen, die wir als die Faltung und die Kreuzung von n Kollektivs
bezeichnen. Die zweite der eben genannten Schwierigkeiten wird also
dadurch ausgeschaltet, daBl wir von vornherein bestimmte Konstruktionen
betrachten, durch welche das nene Kollektiv aus den gegebenen hervor-
geht. Die erste entfillt von selbst, weil es gerade den wesentlichsten
Inhalt der Fundamentalsitze ausmacht, daB sie etwas tiber die Verteilung
des abgeleiteten Kollektivs bei in weiten Grenzen willkirlicher Wahl der
urspringlichen Verteilungen aussagen.

Wir verstehen unter der Faltung von (unabhéngigen) Kollektivs
mit k-dimensionalen Merkmalen die Zusammensetzung aus einer n-fachen
Verbindung (durch die ein Kollektiv mit k#-dimensionalem Merkmal ent-
steht) und einer darauffolyenden M 1schung, die das Merkmal wieder
zu einem k-dimensionalen macht. Sei e, das Element des ersten gegebenen.
Kollektivs, 7, sein Merkmal, ebenso ¢y, T, Element und Merkmal des
zweiten usf., so besteht ein Element E, der n-ten Verbindung aus einer
Kombination, fiir die wir symbolisch €, €, €. ..e, schreiben wollen. Das
Merkmal des Elementes E, setzt sich aus den kn Komponenten der Vek-
toren Z,, Z,,..., %, zusammen. Die Mischung sei definiert durch eine
k-wertige Gleichung:

(7) z=X,(2,%,....3,),

wobei der k-dimensionale Vektor # das Merkmal des Elementes E, der
Faltung bezeichnet. '

Sind Y, (z, )', Vo (&), ... die n Verteilungen der gegebenen Kollektivs,
so erhélt man die Verteilung W, (%) der n-ten Faltung in der Form:

(8) W, (@)=[[...[av,(z)av,(z)...av,(z),
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wobel die k(n — 1)-fache Integration rechts iiber alle Wertverbindungen
der %, @,, ..., T, zu erstrecken ist, welche bei festem Z der Gleichung (7)
gentigen.,

Hat die Gleichung (7) die Form einer linearen Beziehung
(7’> fzk1("21_51)+h2(552_52)+-.-’{"hn(fn*an),
worin die h, und ¢, gegebene Konstante sind, so sprechen wir von einer
linearen Faltung. Sind alle h, =1, so nennen wir die Faltung eine
Summenbildung aus n Kollektivs, sind alle b, = %, 80 nennen wir sie
Durchschnitisbildung *®).

In jedem Fall der linearen Faltung kann man (8) formal nach 7
integrieren und erhdlt, wenn %, == 0 vorausgesetzt wird:

8) W@ = [ [ (o4 EtemaBnsTbeon o Bia) gy, ). Y, ().
Man sieht hieraus, dafl das in §3, 1 eingefithrte Integralprodikt von
n Verteilungen, im 1-dimensionalen Fall und fiir &, =k, ~=~...=h, = rl )

¢ +¢+...+c,=>b,, gerade die Verteilung der n-ten linearen Faltung
liefert. Die Ausdehnung auf andere A, und auf mehrere Dimensionen ist
in §6, 3 bzw. § 6, 4 erfolgt.

4. Der erste Fundamentalsatz. Der erste Fundamentalsatz der
Wahrscheinlichkeitsrechnung enthélt eine allgemeine Aussage iiber die Ver-
teilung W, , zu der im Limes fiir n = co die fortgesetzte lineare Faltung
von n gegebenen Kollektivs fithrt. Um den Satz in Kiirze aussprechen
zu konnen, fithren wir den Begriff der ,fiir die Faltung normalen Ver-
teilungen* und einer ,,gleichmiBigen Folge* solcher Verteilungen ein.

Eine Verteilung soll als fir die Faltung normal bezeichnet werden
in folgenden Fillen:

a) Eine arithmetische Verteilung, wenn 1. nach jeder der % Koordi-
natenrichtungen wenigstens ein Paar benachbarter Gitterpunkte existiert,
in denen die Einzelwahrscheinlichkeit nicht -verschwindet; 2. das erste,
zweite und dritte Moment der Verteilung (in jeder Komponente) endlich ist.

b) Eine geometrische Verteilung, wenn 1. die Wahrscheinlichkeitsdichte
nach jeder Dimension von beschrinkter Schwankung ist; 2. das erste,
zweite und dritte Moment der Verteilung (in jeder Komponente) endlich ist.

c) Eine allgemeine Verteilung, wenn 1. ihre Streuung (die Deter-
minante der Streuungsmatrix) nicht verschwindet; 2. jedes Moment m-ter
Ordnung (m =1, 2, ...) endlich ist.

%) An Stelle der skalaren GréBen } konnten auch dyadische (Matrizen) treten,
ohne daB sich im folgenden etwas wesentlich &ndern wiirde.
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Eine unendliche Folge derartiger Verteilungen soll gleichmdfig heiBlen,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: In den Fillen a), b) und ¢) sollen
die unter 2. als endlich vorausgesetzten Momente beschrénkte Folgen
bilden; ferner soll im Falle

a) die Einzelwahrscheinlichkeit fiir je ein Paar benachbarter Gitter-
punkte nach jeder Koordinatenrichtung eine von null verschiedene untere
Schranke -haben (das ‘Gitter ist fiir alle Verteilungen als gleich voraus-
gesetzt);

b) die Gesamtschwankung der Wahrscheinlichkeitsdichte nach jeder
Dimension eine obere Schranke besitzen;

¢) die Summe der Streuungen (die Determinante der Summe der
Streuungsmatrizes) stérker als mit der ?/, Potenz von n ins Unendliche
wachsen.

Unter Verwendung dieser Bezeichnungen sprechen wir den ersten
Fundamentalsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung wie folgt aus:

Die fortgesetzte lincare Faltung unendlich vieler k-dimensionaler
Kollektivs, deren Verteilungen eine gleichmdfige Folge fir die Faltung
normaler Verteslungen bilden, bei konstanten oder wenigstens in end-
lichen Grenzen liegenden Koeffizienten ¢, und Verhdltnissen h, < hy :h, ...
in Qleichung (7') fiihrt auf das Gaufische Gesetz: Es lift sich stels
eine von n abhingige Koordinatentransformation im k-dimensionalen
Roum von T auf @ (Verschiebung des Anfangspunktes, Drehung der
Achsen und Verinderung der MaBstibe) angeben, so daf

a) bes arithmetischen Verteilungen die Einzelwahrscheinlichkest
m,(Z) der n-ten Faltung im Limes fiir n= oo proportional e~ =i~ -~
wird;

b) bei geometrischen Verteilungen die Wahrscheinlichkeitsdichte w, (%)
der n-ten Foltung im Limes fir n= oc proportional e U

c) #m allgemeinen Falle, also auch fir a) wnd b), die Verteilungs-
funktion W, (%) im Limes fir n=oco gleich dem Prodult fl)k/ul)

2

, 1 %
D(w,)... Dlu,), wo D(u)die Gau fsche Funktion -;.f e~*'dx bezeichnet.

v

Der Beweis dieses Satzes ist fiir den Fall % = 1 und &y < By ool hy
durch die Beweise der Behauptungen ITI bis V des § 8 gedeckt. Dabei
ist hinsichtlich der in der Festlegung der ,,normalen® Verteilungen und
ihrer ,.gleichmaBigen Folgen eingeschlossenen Voraussetzungen von den
Korollaren § 6, 1 und 2 Gebrauch gemacht. Die Ausdehnung auf % Dimen-
sionen und von 1 verschiedene Verhaltnisse hy:hy:hy ... wird durch die
Korollare § 6,4 und § 6, 3 gerechtfertigt.
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5. Summenbildung Erster Satz der Fehlertheorie. Es be-
deutet keine HBinschrinkung des Inhaltes des Fundamentalsatzes, wenn
wir von vornherein die Koeffizienten 5, der Gl (7’) als untereinander
gleich voraussetzen; denn in der Koordinatentransformation, die der Satz
verlangt, ist eine Verinderung der MaBstibe ausdriicklich eingeschlossen.
Sprechen wir also von Summenbildung statt allgemein von ,linearer
Faltung®, so umfaBt, auf arithmetische Verteilungen angewendet, der erste
Fundamentalsatz gerade die Aussagen des Bernoullischen und Poisson-
schen Gesetzes, einschlieflich der weitgehenden Verallgemeinerungen, die
im vorangehenden Paragraph behandelt wurden. In der iiblichen Aus-
drucksweise wiirde die allgemeine Aussage etwa laufen:

Die Wahrscheinlichkeit, in n unabhdingigen Ziehungen eine Summe T
zu ziehen, wird fir hinreichend grofe m proportional dem Ausdruck
e~ui~u~~% (wo die u linear aus den Komponenten von 7 zu berechnen
sind), gleichgiiltig, welche. Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Ziehungs-
ergebnisse bestehen, wofern nur die sehr weiten, allgemeinen Vorausselzungen
des Fundamentalsatzes (der ,,normalen® Verteilung und der ,»gleichmiBigen
Folge) erfillt "sind.

‘Tn dieser Form und insbesondere auch dann, wenn man die einzelnen
Verteilungen als ,,geometrisch® voraussetzt, d. h. annimms, daf iiberall
eine endliche Wahrscheinlichkeitsdichte besteht, bietet der erste Funda-
mentalsatz die allgemeine und prizise Formulierung des Gawfschen
Fehlergesetzes im Sinne der Theorie der Elementarfehler. Denn man
kann unseren Satz b) wie folgt aussprechen:

Lipt sich ein Beobachtumgsfehler als Summe von n unabhdngigen
Einzelfehlern auffassen, so wird die Wahrscheinlichkeitsdichie fir eine
gegebene Fehlergrofe T bei hinreichend grofem n proportional dem Aus-
druck e "%~ "% (wo die w linear aus den Komponenten von Z zu -
berechnen sind), gleichgiiltig, welchen Fehlergesetzen die einzelnen Kle-
mentarfehler geniigen, wofern nur die sehr weiten, allgemeinen Bedingungen
des Fundamentalsatzes (Beschrinktheit der Gesamtschwankung und der
ersten drei Momente) erfullt sind.

Die bekannten Ableitungen des Fehlergesetzes aus der Kombination
von Elementarfehlern gehen von viel engeren Voraussetzungen aus. In
der Regel wird (mit % = 1) als Gesetz des Elementarfehlers angenommen,
daB seine Wahrscheinlichkeitsdichte v, (%) fiir einen endlichen Teil der
x-Achse gleich einer konstanten, von null verschiedenen Grdle, im iibrigen
null seit). In diesem speziellen Falle sind natiirlich unsere Voraus-

1) Vgl. z. B. E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd. I, 3. Aufl,, Leipzig
1914, S. 173 ff.
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setzungen iiber die v, (z) reichlich erfilllt. Die korrekte Ableitung des
Ergebnisses wird aber kaum einfacher als die allgemeine in § 8, 6 ge-
gebene Betrachtung.

Wir nennen den eben &usgespl;dchenen Satz, wonach der als Summe
sehr vieler Elementarfehler erscheinende Fehler dem GauBschen Gesetz
geniigt, den ersten Satz der Fehlertheorie, weil 1hm ein zweiter ebenso
wichtiger — als Folgerung aus dem zweiten Fundamentalsatz — zur
Seite tritt (§ 10, 4).

6. Durchschnittsbildung. Erstes Gesetz der groBen Zahl

Setzt man in (7') alle Koeffizienten k:; und die ¢ = 0, so bedeutet

die durch (8') definierte GroBe W, (%) die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8
das arithmetische Mittel oder der Durchschnitt der Merkmale von n un-
abhingigen Kollektivs , hochstens gleich £« wird (d. h. jede Komponente
des Schwerpunktvektors der n Merkmalpunkte kleiner oder héchstens gleich
der betreffenden Komponente von Z). Fassen wir, um uns konkreter
augdriicken zu kdnnen, den Fall einer eindimensionalen, arithmetischen
Verteilung ins Auge, so haben wir in m, (z) die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dafl das arithmetische Mittel von 7 unabhingigen Ziehungsergebnissen
gerade x betrigt. Nun ist fiir den allgemeinen eindimensionalen Fall,
§7,4, der Zusammenhang zwischen dem Argument u der Gaufschen
Funktion und der Summe # der Ziehungsergebnisse mit @ =7, u - b, im
Anschluf an GL (9), § 7 festgelegt worden. Bezeichnen® wir jetzt statt
der Summe das arithmetische Mittel mit #, so miissen wir in die vor-
stehende Beziehung na statt = einfiihren, erhalten also fiir grofle n:

- <nm~bn)9
(9) Tnmn(m) ~ =€ i ’
e
oder nach einfacher Umformung
. ne
' by 1L, e
{9") m,,(;*f"&ﬂ)/\/“ T-I-e Tn

Da r,, die doppelte Streuungssumme der einzelnen Verteilungen, nicht
stirker als mit n wachsen kann, weil die Streuungen in allen von uns
betrachteten Fillen eine beschrinkte Folge bilden, so erkennt man, daB
der Faktor von # im Exponenten von (9’) mit # unbeschrinkt wichst.
D. h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dap das arithmetische Mittel der

Ziehungsergebnisse wm einen festen Betrag x wvon % abweicht, geht mit
wachsendem n gegen null. ’

. Man sieht leicht ein, daB dieser Satz fiir jede Durchschnittsbildung
bei den von uns betrachteten Verteilungen gilt, aber auch, daB zu seiner
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Ableitung keineswegs alle die Uberlegungen notwendig sind, die zu dem
Fundamentalsatz gefiihrt haben. Es geniigt, davon auszugehen, dafl, wie
in GL (10), § 3 festgestellt wurde, die Streuung des Integralproduktes
konstant gleich 3 ist. . Denn die Bildung des Integralproduktes entspricht

der Annahme A, =h, = ... = ";—’ die Durchschniftsbildung der Annahme
hi=hy=...= ;lb Daher ist im letzteren Fall die Streuung % mal so
groB3, also gleich

A A 17 o s, 9*
(&) TR S

wenn S° die obere Schranke der Streuungen bezeichnet. Man erhilt so
den allgemeinen Satz, der in der Regel als das ,,Gesetz der groBen Zahl
bezeichnet wird und fiir uns als eine spezielle Folgerung aus dem ersten
Fundamentalsatz ,.erstes”® Gesetz der grofien Zahl heilen soll:

Die fortgesetzte Durchschnittsbildung von Kollektivs mit Verleilungen,
deren Streuungen eine beschrinkte Folge bilden, fiihrt zu Verteilungen mat
unbeschrinkt abnehmender Streuwung.

Auf diesen einfachen Gtedankengang haben erstmals Tschebyschef
und Markoff die Ableitung des Gesetzes der groBen Zahl zuriickgefiihrt'®).
Geht die Streuung s%= [(x — a)?v(x)dz gegen null, so muB auch das
Integral von v (z) fiir jedes Intervall, das den Punkt z = @ nicht enthilt,
gegen null, fiir jedes andere gegen eins gehen. In engerem Anschluf an
die iibliche Ausdrucksweise der Wahrscheinlichkeitsrechnung wire daher der
Satz etwa so auszusprechen:

Die Wahrscheinlichkeit dafir, daf der Durchschnift von n unab-
hingigen Ziehungsergebnissen hochsiens um & wvon seimem Mittelwert ab-
weicht, geht bei festem, beliebig kleinem e, aber unbeschrdnkt wachsendem
n, gegen 1.

Mit fast unverindertem Wortlaut gilt der Satz auch fiir mehr-
dimensionale Verteilungen.

§ 0.

Das Bayessche Problem und seine Verallgemeinerung.

1. Bayessches Problem. In #hnlicher Beziehung wie die von
Laplace gegebene Losung des Bernoullischen Problems zum ersten
Fundamentalsatz, steht die ebenfalls von Laplace angegebene Form des

%) Vgl A. A. Markoff. Wahrscheinlichkeitsrechnung, dtseh. von H. Lieb-
mann, Leipzig 1912, S. 38. ~ Es sei noch bemerkt, daB mitunter der ganze Inhalt
des Laplaceschen Resultats, einschlieflich der Konvergenz von W, gegen die
GauBsche Funktion als ,Gesetz der grofien Zahl* bezeichnet wird.

Mathematische Zeitechritt. IV. 6
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Bayesschen Theorems, die oft auch als eine ,, Umkehrung des Bernoulli-
schen Satzes bezeichnet wird, zum ,zwetten Fundamentalsatz' der
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wir geben zunichst eine Darstellung der
Aufgabe und ihrer Losung im Anschluf an die iibliche Ausdrucksweise;
die Einordnung in das durch ,,Grundoperationen® und ihre Zusammen-
setzung, nach § 8, festgelegte System der Wahrscheinlichkeitsrechnung soll
im § 10 erfolgen. .

Fiir eine Urne, die schwarze und weile (oder mit null und eins be-
zeichnete) Kugeln enthilt, betrage die Wahrscheinlichkeit eines weiflen
Zuges z (0 <x<1). In n Ziigen (vor denen jedesmal die vorher ge-
zogene Kugel zuriickgelegt wurde), seien an mal (0 <a <<1) weille
Kugeln gezogen worden. Die Wahrscheinlichkeit dieser Verbindung ist

(1) (1) loe (1 =)~ )"

Die Fragestellung von Bayes geht nun dahin: Wenn o bekannt ist,
welche Wahrscheinlichkeit besteht dafiir, daB die n Ziige aus einer Urne
erfolgten, der gerade die Wahrscheinlichkeit z eines weilen Zuges ent-
spricht? Laplace nimmt an, daB die ,,a priori- Wahrscheinlichkeit  eines
jeden Wertes von x dieselbe ist, und setzt die gesuchte Wahrscheinlichs
keitsdichte w, (#) an der Stelle x:

(2> wﬂ(x):_on[xa(l_x)l'“:["’ ng—g:"’
wo C, so zu bestimmen ist, daB
1
(29 [w,(z)de=1
wird ’

Unm den asymptotischen Wert von (2) fiir sehr groBe n zu erhalten,
ziehen wir unsere Sitze I und II iiber den Grenzwert eines Produktes
von Funktionen heran. Setzt man

(3) fle)=fil@) = =f@)=(2) (=" fw o<az<i,
= 0 s 221, 250,

so genfigen diese f(z) sdmtlichen Voraussetzungen des § 1, sobald nur

0 <a< 1. Inshesondere erreicht f(z) an der Stelle 2 = q sein Maximum
in dem Wert 1 und man hat:

(3’) f(a)':l, f,<a)=O, f”(a)= 1

T a(l—a)’
somit nach (al) und (4) in §1:

(3" P L S a___n
(3%) 17 % T 2%e(l—ay T 3a(=a)

Da sich w, () nach (2) nur um einen konstanten Faktor von dem
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Produkt p, =Ff,- f, f; ... f, unterscheidet und dieser Faktor gemif (2’)
zu whhlen ist, so fithrt unser Satz I zu der Aussage:

2a(l—a) / 7 et on
(4 34) ’LU( )—— hmw (a-—]—’u,\/ ) \/ 971’&(1-—(1) —‘\/?&ﬁ:a}(p(ﬂi):
und Satz IT zu

at+u ‘/y—(l———:a)

4b) W(u) = 1imm(a+u\ 2a(l~ i‘—)) = lim fwn(x)dx = %;fe—z*dx = B(u).
n=w n=% vV T

Als Ndherungsformeln fiir grofle n geschrieben, lauten (4a) und (4b):

(4'a) (x)w\/ 24(1 ) (p<\/ V;L_Ud—AaJ (z— a)),

(4'b) W, (@)~ @ (\5arims (2—a)).

Dies ist die sog. Umkehrung des Bernoullischen Theorems, die in
der iblichen Ausdrucksweise besagt:

Die aus einer sehr groflen Anzahl von Ziehungen aus einer Urne
mit zweierles Kugeln erschlossene Wahrscheinlichkeit dafiir, daff die
Wahrscheinlichkeit eines Einzelzuges x betrdgt, folgt dem Gaupschen
Gesetz.

Die von Laplace herrithrende und heute allgemein vorherrschende
Ableitung dieses -Satzes besteht darin, daB fiir die spezielle, in (3) ge-
gebene Form der Funktionen f, die Uberlegungen durchgefithrt werden
die uns in § 1 zu dem allgemeinen Satz I gefithrt haben¢); die Geltung
von (4b) wird dann aus (4a) in meist unzuldssiger Weise erschlossen.

2. BinfluB ungleicher ,,a priori-Wahrscheinlichkeit®. Bayes
hat auch den Fall betrachtet, daB die Wahrscheinlichkeit der verschie-
denen Werte von z von vornherein nicht dieselbe ist. Nehmen wir an,
es sei eine beliebige sfetige Funktion v (x) gegeben, welche die ,,a priori®-
Wahrscheinlichkeitsdichte an der Stelle x angibt, dann txitt an Stelle von (2):

(5) w, (2) = C, v (2) [o* (1—z)1=]",

wo C, wieder aus der Bedingung (2') zu bestimmen ist. Nach dem in
§2, 2 abgeleiteten Korollar folgt aber, daf lime, sich nur um den
konstanten Faktor w(a) von dem fritheren Wert anterscheiden kann.
Da dieser Faktor, den wir von null verschieden voraussetzen, bei Bestim-
mung von C, nach (2’) wieder herausfallen muB, so sieht man:

16) Fiir den Beweisansatz von H. Bruns, a.a. 0. S. 282, gilt wieder das in Fub-

note 1% Gesagte.
6*
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Die Ergebnisse (4a), (4b) und (4'a), (4'b) gelten unverdndert, wenn
eine beliebige stetige, an der Stelle x = a nicht verschwindende a priori-
Wakrscheinlichkest fir x vorausgesetzt wird.

E. Czuber hat unter speziellen Annahmen fiir v erkannt, dafl der
Einfluf von v (z) auf w, bei groBem n zuriicktritt*?). Der entscheidende,
allgemeine Wert des Laplaceschen Resultates (4) liegt offenbar erst in
seiner hier bewiesenen Unabhéngigkeit von der Annahme iiber die ,,a priori-
Wahrscheinlichkeit<.

Wenn vy (%) an der Stelle x = a eine Unstetigkeit erster Art hat,
also einen rechten und einen linkep Grenzwert w(a—+0)=1v, und
w(a—0)=1y,, so ist

oo /2a(1~a)>~_ 2y, ) T m 1w
(5 Hﬂw“<“+”\ n ) Tt Voa(sa yE¢ >0
— 2w n L fiir < 0.

vt Y2a(i=a) Vx

Hieraus folgt der Wert von W, durch Integration; an der Stelle z =g
gibt es keine bestimmte Wahrscheinlichkeitsdichte w (0).

Wird die a priori-Wahrscheinlichkeit durch eine arithmetische Ver-
teilung dargestellt, so kann man wohl fiir endliches =

W, (x)=0C, > (=) e (1—a) 4"

ansetzen, wobei die Summe iiber alle z, <a zu erstrecken und O, wieder
aus (2') zu bestimmen ist. Aber man kann daraus nur schlieBen, daB
die Einzelwahrscheinlichkeit jenes Wertes z,, der a zunichst liegt, mit
zunehmendem 7 alle anderen iiberwiegt und unbeschrinkt nahe an 1
heranriickt.

3. Mehrdimensionaler Fall. Wenn die Urnen, aus denen gezogen
wird, nicht nur schwarze und weiBe (oder mit Null und Eins bezeichnete )
sondern 1,2, ..., kwertige Kugeln oder Lose enthalten, so fithrt die
Bayessche Fragestellung auf den durch die Korollare I, und II, in
§2 gedeckten Fall eines Produktes von Funktionen mehrerer Variabler.
Das ist nicht analog den Verhiltnissen bei der Bernoullischen Problem-
gruppe, wo das Vorhandensein mehrwertiger Lose noch nicht zum mehr-
dimensionalen Fall fihrte (§7,4), sondern erst die Betrachtung von

Ziehungsserien als Elementen (§ 7, 5).

Es seien. @, #,,...,x, die Wahrscheinlichkeiten eines Einzelzuges,
der ,,eins“ bzw. ,, zwei< ... »k* ergibt, und es seien tatsichlich in n Ziigen

% E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd. I, 8. Aufl,, Leipzig 1914, S.218.
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na,, Na,, ..., na, mit 1, 2,..., k bezeichnete Kugeln gezogen worden,
so daf
(6) Z+ 2+ Ar,=1, o +a-+...+a =1

Die Wahrscheinlichkeit dieses Resultates bei gegebenén z,, x,, ..., z, wire
proportional
(6”) [efad. ot (1w, —2y— ... — ey )% ]

Sind durch v, (#,), vy (%), - + -5 W,—y (2,_,) die ,,a priori-Wahrschein-
lichkeiten der einzelnen z-Werte gegeben, so hat man als Beantwortung der
Bayesschen Frage nach der Wahrscheinlichkeitsdichte w, (#,,%,, ..., Zx-1)
dafiir, daB unter Annahme des durch na,, na,, ..., na, bestimmten
Ziehungsresultates die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Kugelarten bei
Ty, Lys - s Ty, &, liegen:

(6”) W, (24> By oy Bpmz) = Oy (B) o () - - i (B ) ><
2. w:f;l(l T T Ty wk—l)ak:ln:
wobei C,, durch die Bedingung

(6™ Jffwn(ml Ty Tpey )%, AT, .. . dXpy =1

zu eliminieren ist.

(2 o

Um den asymptotischen Ausdruck fiir (6”) zu finden, setzen wir im
Sinne von §2, 4:

() fi=fi=...=[= <%>“ (%y . (Z:)ak_l (1—%—%;‘. .__mk_l>ak’

fir 0 <2, <1,

=0, fir L0, 2.21.

Die Funktion f(®,...%;—,) erreicht im Punkte z, =a,, %, =a,... %1
== @p_, ihr Maximum mit dem Wert 1. Man findet

(7 fla, @G, ag—q1)=1, %(a’l"'ak—l>=0,
- 1,1y ’f_, 1 )
«%(al"'ak"l):_(z+¢7k>’ d‘m‘“a?c—( 1...ak_1).___.&; (¢ %)
und daraus fiir die mit (5”) in § 2 eingefiihrten GroBen A:

" 1 1/1 1
O hoo=gg (14%); huzé.(ﬁaj+a;>.

Setzt man
E—1 , E—-1

(7)) QU2 2y Bemn) ——Zhuztz/—l{2%4—}(2%)2]

=1
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so besagt unser Korollar I :

. z Zy -1
a lim w <a La, + - ) Oy -+ >
(8 ) a=o 1+V’" ‘_i—\/ ' \/
. ‘/————- n¥k-1 e—Q(z;,zz,...,zK._l)
- (22) g q,...q
und analog II,:°
z —
(8b) th <Cl _I" —:"':ak—l—l_i—_})
Vo
a1+~ “k_1+ z)‘c—l

—-f fw (g, %oy - os Tp—y) Ao dy ... DBy

——— - B 22 gy

e i o - Q (2, T, - wk—].} dw da; dx
gk~ lal,&,.. akJ‘f f 2" k-1-

Der Faktor vor dem Integralzeichen rechts in (8 b) ist die Quadrat-
wurzel aus der Determinante der quadratischen Form @. Wir haben
somit als Verallgemeinerung des Laplace-Bayesschen Theorems in der
iiblichen Darstellungsform den Satz:

Die aus einer sehr grofien Zahl von Zichungen aus einer Urne mit
k verschiedenen Kugelarten erschlossene Wahrscheinlichkeit dafir, daf die
Wahrscheinlichkeit eines Einzelzuges jeder Kugelart bei x, baw. z,,. . ., «,
liegt, folgt einem (k& — 1)-dimensionalen Gawfschen Gesetz, gleichgiiltig,
welche a priori-Wahrscheinlichkeiten fir die »,, x,, . . ., x, angenommen
wurden.

Wir werden diesen Satz mit gewissen Verallgemeinerungen, im Rahmen
der in § B angedeuteten rationellen Begriffsbildung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, weiter unten als den ,zweiten Fundamentalsatz der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung® aussprechen. Hier soll noch eine Folgerung dar-
gelegt werden, die einem von Laplace formulierten, von Bienaymé im
wesentlichen bewiesenen, speziellen Resultat entspricht.

4. Laplace-Bienayméscher Satz. Laplace hat als allgemeine
Umkehrung des Bernoullischen Problems folgende Frage behandelt. Aus
einer Urne, die % verschiedene, etwa mit 1, 2,3, ..., k bezeichnete Lose
enthélt, werden (wie oben) in n Ziigen a,n Lose der ersten, a,n der
zweiten, . ..., a,n der letzten Art gezogen; die unbekannte Walrschein-
lichkeit eines Zuges der ersten Art sei wieder x,, die eines Zuges zweiter
Art z,, ... usf bis z,, so dal wieder die beiden Gl (6) gelten. Setzt

man nun
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k k
(9) Azgmam, X:_}jmxm,
m=1 m=1

wobei A4 der ,scheinbare, X der ,,wahre* Mittelwert der in der Urne
enthaltenen Werte heifit, so wird nach der Wahrscheinlichkeitsdichte v, (x)
dafiir gefragt, daB die Abweichung X — 4 bei z liegt. Der ,wahre
Mittelwert X ist nichts anderes als die Grofe, die nach der Definition des
Wahrscheinlichkeitsbegriffes als arithmetisches Mittel einer ins Unendliche
fortgesetzten Ziehungsserie sich ergeben miiBte. Fiir groBe = folgt v, (z)
nach Laplace dem GaulBschen Gesetz.

Wir erkennen unschwer in dieser Fragestellung eine spezielle, in dem
allgemeinen mehrdimensionalen Bayesschen Problem enthaltene Frage,
deren Beantwortung mit Hilfe von (8a) leicht méglich ist. Integriert
man nimlich w, (x,,%,, ..., %5 _,) Uberalle Wertverbindungen z,, %, , ..., %t -1
bei konstantem X, so gewinnt man die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das
Zutreffen des ,,wahren® Mittelwertes X. Die Vertauschung der Reihen-
folge des Grenziiberganges zu n =oco und der Integration ist zuldssig,
weil die f in Abschn. 8 auch alle Voraussetzungen des Satzes II, also
auch des Korollars II, erfiillen. Schreiben wir

g, =a,+2, X=A+X,
) Vn
(9"

k
also  w= Emzm,
m=1

so erhalten wir unter Verwendung von (8a):

(9”} llm ’U,n <——j’6:> ==

n=o yn

[ '1' - * _Q(zl,zg,...,zk_l)d d . dz s,
V(zn)’“*lalag...ak fjj ¢ e ko

wobei in der durch (7") definierten quadratischen Form @ die Variable
2%, durch die dritte Gleichung (9') zu eliminieren ist, unter Beachtung
von Gl (6), die jetzt

k
( 9”/) Z 2, = 0
m=1
ergibt.
Ersetzt man die Variablen z, ... zz—, durch (neue) z, ... %x-: mit
Hilfe von

(10) (m - k) zm = xm?
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so entsteht aus (9”) und (6):
(.10') T+ X o=,
und die quadratische Form (7/”) geht tber in

n }t #
(10") QmZh@,,z,z,:“Z(l‘kl)(y k)gw,.,, Ne .xz,,

-

womit die neuen Koeffizienten ¢, , zufolge (7”) definiert sind durch:

", _ ) ‘l”—m
“0 ) Gt,z_*é;kff;]c)(x__k)

1
fir cd=%; ¢, =- ,~1~—-~-7_, [~-—-_L 1 J
Z(L—-k) [ o 7

Um das Integral (9”) zu berechnen, muB man in den Ausdruck (10”)
von ) fiir z; _, den Wert w — x, — ... — x; ., einfithren. Dadurch entsteht
eine Funktion F (%, #,, ..., T4 —.) zweiten Grades in den 2, ... z;_,, die
man durch ,,Transformatmn auf Mittelpunkte zerlegen kann in eine qua-
dratische Form @ in den k — 2 Variablen z, — ¢, (wo die e, bestimmte
Konstante) und ein von den Variablen =, ... a3, freies Glied @, gleich
Fla, 0, oy tgs):

(11) Q= F(mm xg: < ema xk—‘l)le(xl:mg: cre xk—?)"ll_Qo'

Die Konstante @, ist geometrisch dadurch definiert, daB die Fliche
zweiten Grades Q = @, von der Ebene (10’) beriihrt werden muB. Hieraus
ergibt sich leicht fiir @, der Wert

, D .
(11) Qo:D1+Ug+-~-+Dk—1u’

wo D die Determinante |c,,.| der quadratischen Form @, D, diejenige
Determinante bedeutet, die aus | ¢..| hervorgeht, wenn darin die m-te
Spalte durch lauter ler emsetzt wird. Fiir die durch (10 ") gegebenen
Werte von ¢,, findet man:

(11" ~]1)»=2"“1(k— DU E—1)a,a,...aq, %’“:;am(k—m‘)m —m)

und daraus
k

11"y w—2q [E’ma ﬂzzazoZ(m—-A)?am

m=]

Da das Integral in (9”) bis auf einen konstanten (von u unabhingigen )
Faktor gleich ¢~ % ist, hat man

IRNE . 2 7, 2 . 2
112) lim v, <~) =-—Ze¢ ¥ mit P=— " )
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Dies ist im wesentlichen das von Laplace angegebene Resultat, fiir
das 1. J. Bienaymé einen allgemeinen Beweisansatz gegeben hat*®). Wir
kommen auf die Bedeutung dieses Satzes und seiner Verallgemeinerung in
§ 10, 4 zuriick. Ohne weiteres erkennt man, daB, wenn die k& verschiedenen
Kugelarten statt mit 1, 2, ..., k, mit irgendwelchen Zahlen b, 8,,..., b,
bewertet wiirden, nur in der Definition von 4, X und 72, GL (9) und
(12) b,, an Stelle von m zu setzen wire.

§ 10.

Der zweite Fundamentalsatz.

1. Abhingige Kollektivs: Zwei Kollektivs knnen in verschiedener
Weise so miteinander verkniipft sein, dal die Verteilung des einen eine
Funktion auch des zweiten Merkmales ist. In diesem Falle sagen wir,
die Kollektivs seien voneinander ,,abhdngig*. Bei der Definition der
,Verbindung® in § 8, 2 wurde ausdriicklich bemerkt, daf es sich um
unabhingige Kollektivs handelte; wir wollen jedoch die Definition jetzt
auch auf abhingige ausdehnen. Ein einfaches Beispiel ist folgendes: In
einer Urne mégen sich @ weille und b schwarze Kugeln befinden und es
sei die iibliche Annahme berechtigt, daB die Wahrscheinlichkeit eines weilen
Zuges a: (@ +b) sei. Das erste Kollektiv, das wir hier betrachten, be-
steht aus den einzelnen Ziigen aus der Urne, so daBl seine Verteilung dutch
b, (0)=a:(a+0b); b, (1)="0:(a-+b) gegeben ist. Das zweite Kollektiv
bestehe aus einer Reihe von Kinzelziigen, die derart erfolgen, daf vor
jedem Zug jedesmal eine Kugel, durch einen Zug als Element des ersten
Kollektivs, aus der Urne entfernt wird. Gilt immer noch die Annahme,
daB die Wahrscheinlichkeit der Anzahl der betreffenden Kugeln in der
Urne proportional ist, so haben wir

(1) b,(0)=(a—1):{@a+b—1) oder a:(a-b—1),
p,(1)="b:(a+b—1) oder (b—1):(a+b—1)
Die ersten Werte gelten, wenn beim ersten Zug eine weille, die
zweiten, wenn beim ersten Zug eine schwarze Kugel gezogen wurde. Nennen

wir z, das Merkmal des ersten Kollektivs (x, = 0 weil, @, =1 schwarz),
xz, das des zweiten, so ist die Verteilung V, Funktion von 2, und z,:

V, =0 (%, < 0)

(1) V=1 1L,)
a—1 . r a : e 1)
V&,:m:ﬂl bei &, = 0, 12_~——————a+b_1 beiz, =1, (0L, <1)

W) Mém. d. savants étrangers, Paris, t. V, 1838, 8. 513 und t. XV, 1858, 8. 615.
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Allgemein betrachten wir jetzt Verteilungen, die von einem k-dimen-
sionalen Parameter | abhingen, wobei der Querstrich wieder bedeuten
soll, daB8 y fiir eine Reihe von % skalaren Variablen als Symbol gesetzt
ist. Unter V(Z; j) wollen wir also eine Funktion verstehen, die fiir gewisse
gegebene Werte (oder Wertsysteme) von j, hinsichtlich Z die Bedingungen
des § 6, 4 erfiillt: namlich in bezug auf jede Komponente von Z monoton
ansteigt, fiir = — oo den Wert null, fiir Z=oco den Wert 1 annimmt
und iiberall gleich ihrem oberen Grenzwert ist. Ist der Parameter y einer
Verteilung V" (Z”; ) gegebene Funktion des Merkmales Z’ eines andern
Kollektivs, so sagen wir das erstgenannte Kollektiv sei von dem zweiten
abhingig. Andrerseits sprechen wir von einer Schar von Kollektivs, indem
wir alle Kollektivs, deren Verteilungen V" (%”; %) durch die verschiedenen
moglichen Werte von J festgelegt werden, ins Auge fassen.

Die Verbindung eines Kollektivs mit einem von ihm abhdngigen,
bzw. mit einer Schar von Kollektivs, erkliren wir analog der Definition
in § 7, 2 wie folgt. Es seien e/, ej,... die Elemente, Z' das Merkmal,
V'(#') die'Verteilung des ersten Kollektivs. Jedem Wert von Z’ ist ein-
deutig ein Wert des Parameters j zugeordnet, der in der Verteilung
T"(%"; §) einer Schar von Kollektivs auftritt. Diese Schar habe die
Elemente ¢7, ef,..., deren Merkmale die Werte von #” sind. Jedes
Element e, der Verbindung sei eine Kombination eines e, mit einem eZ,
wobel das letztere aus jener Elementfolge (der Schar von Elementfolgen)
entnommen ist, deren j-Wert dem Z'-Wert des betreffenden e’ entspricht;
Merkmal von e sei die Zusammenfassung von Z’ und Z”. Die Verteilung
V(Z), wo % die Zusammenfassung von Z’' und Z” bezeichnet, ist dann

(2) vz = [V(E"7)-av(E),
wenn 7’ der dem & zugeordnete Wert von j ist. Aus (2) folgt im Falle
der Unabhingigkeit, d. h. wenn V~ die zweite Variable nicht enthilt, der
speziellere Ansatz (6) von § 7. Sind die gegebenen Verteilungen ,,geo-
metrisch und die Wahrscheinlichkeitsdichten o' (#’) und & (Z; ), so
folgt aus (2):
(2" v(Z) == 0" (Z"; J')v'(Z').

Sind die V' und V" arithmetisch, so hat man analog:
{211) b(f‘)‘____bﬂ(fﬂ; y,)b,(fl)-

Beide Male bezeichnet j' den dem z’ zugehérigen Wert von 7. In
der iiblichen Ausdrucksweise lautet (2”), wie bekannt, so: Die Wahr-

scheinlichkeit eines aus der Verbindung zweier abhingiger Ereignisse be-
stehenden Ereignisses ist das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit des
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ersten mal der des zweiten, wobei diese unter der Annahme, daB das
erste eingetroffen sei, berechnet werden mufB!?).

Auf die ndhere Erdrterung dieser Definitionen und Behauptungen,
namentlich auf ihre Anwendbarkeit bei empirischen Beobachtungsreihen,
gehen wir hier nicht ein.

2. Kreuzung von Kollektivs. Unter der Kreuzung wvon n Kol-
lektivs mit k&, k,, ..., kb -~dimensionalem Merkmal, die alle von einem ein-
zigen k-dimensionalen Kollektiv abhingen, mit diesem verstehen wir die
Zusammensetzung aus der Verbindung der n -+ 1 Kollektivs (durch welche
ein k -k, +k, +... 4 k, dimensionales entsteht ) und einer darauf folgen-
den Teilung, die nur das k-dimensionale Merkmal iibrig 1a8t. Nehmen wir,
um uns einfacher ausdriicken zu k6nnen, zunichst an, simtliche Ve “teilungen
seien arithmetisch und durch die Einzelwahrscheinlichkeiten o (Z), b, (Z;; 7, ),
0, (Zy; 7,)s -+ > 9,(Z,; ¥,) gegeben, so bedeutet die Einzelwahrscheinlichkeit
t, (%) der Kreuzung, wo die 7, gegebene Funktionen von Z sind:

(3) ¥,=¥,(%)

folgendes: Die Wahrscheinlichkeiten v,, b,, ..., v, dafiir, bei n verschiedenen
Ziehungen die Ergebnisse %,, bzw. Z, ... Z, zu erhalten, héingen von einer
einzigen Variablen Z, oder von einer , Ursache“ Z ab, fiir welche eine
,»@ priori-Wahrscheinlichkeit p(Z) gegeben ist. Man fragt nach der
,»@ posteriori- Wahrscheinlichkeit o, (Z) der Ursache T, gestitzt auf
bestimmie Zichungsergebnisse, die in einem gegebenen Wertsystem der Z,,
Z,s ..., &, zum Ausdruck kommen. Es wird nach (2”) mit Riicksicht auf

{5) in § 8:
(3) 1, ()= konst. v(F)b, (Z;; 7, [Z]) 0, (Z; 7,[Z]) - - 0,(Z,; T [Z]).

wobei man fiir Z,,%,,..., %, die gegebenen Werte einzusetzen und die
konst. aus der Bedingung zu bestimmen hat, daBl die iiber alle mdglichen
Z-Werte erstreckte Summe der fv,(Z) gleich 1 wird.

Im allgemeinen Fall belicbiger Verteilungen V(Z), V,(Z,; ¥ ).
Vo (@5 7,)s -5 Vo (@, 3,) mub fiir jeden der Merkmalrdume der Ver-
teilungen ¥, bis V,, ein Raumteil R,, R,, ..., R, vorgegeben sein, fiir den
die ,,Teilung® oder ,,Aussonderung” zu bilden ist. Setzen wir das iber
R, erstreckte Imtegral von 4V :
(3”) JIE T =1AT). (x=12m)

1) Vgl z. B. A, Markotf, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Dtsch.v. H.Liebmann,
Leipzig 1912, 8. 12.
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wo bei der Integration j, festzuhalten ist, so.wird die gesuchte Verteilung:

(4) (&)= konst. [£,(7.)- £, (5,)-.. £.(7,)dV (&),

die Integration erstreckt iiber alle E, fiir welche £ gx(‘). Dabei be-
deutet 7_den nach (3) zu = £ gehorige Wert von 7, In dem oben
erwahnten Fall arithmetischer Verteilungen war angenommen, dafi jedes
R, nur einen Gitterpunkt des betreffenden Merkmalraumes einschlieft.

In dieser Festlegung der ,Kreuzung* als einer speziellen, zusammen-
gesetzten Operation, durch die ein neues Kollektiv aus gegebenen abgeleitet
wird, liegt ein wesentlicher Unterschied zwischen unserer Grundlegung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und der sonst iiblichen Auffassung, in der die
Wahrscheinlichkeit ,,der Ursachen® od. dgl. ein ganz besonderes, auf andere
Erfahrungs- wnd Erkenninisquellen zuriickgehendes Kapitel der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung bildet. ‘Doch soll hier auch darauf nicht weiter

eingegangen werden.
Wenn die durch (3) dargestellten Abhingigkeiten durchaus linear sind:

(4" gy, =¢ +hZ

nennen wir die Kreuzung eine ,lineare”. Auch hier kénnte man an Stelle
der skalaren GroBe %, eine Matrix gesetzt denken.

3. Der zweite Fundamentalsatz. Der zweite Fundamentalsatz
der Wahrscheinlichkeitsrechnung enthilt eine allgemeine Aussage iiber die
Verteilung W, (%), zu der im Limes fiir #n = co die fortgesetzte lineare
Kreuzung von n Kollektivs mit einem, von dem sie alle abhiingen, fithrt,
vorausgesetzt, dal alle Abhangigkeiten an derselben Stelle ihre Extrem-
werte erreichen. Um den Satz kurz aussprechen zu kénnen, fithren wir
den Begriff der ,fiir die Kreusung normalen Verteilungen und einer

»gleichméBigen Folge* solcher Verteilungen ein.

Eine von einem Parameter j abhingige Verteilung V.. (Z; ) soll als
fiir die Kreuzung normal bezeichnet werden, wenn fiir einen Raumteil
R, im Z-Raum, fiir den
(3) Jav,(® ) =1.(7)

(E,) :

nicht V%erschwindet, diese Funktion folgende Eigenschaften aufweist:

1. An einer im Endlichen gelegenen Stelle §= @, besitzt f ein
endliches Maximum vom Betrage A, und endliche Abteilungen der drei
ersten Ordnungen (unter denen die der ersten Ordnung verschwinden, die
der zweiten eine nicht positive quadratische Form mit den Koeffizienten
— 2404 bestimmen).
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2. AuBlerhalb der Stelle 7= @, bleibt [, unterhalb 4, (d. h. fiir
[ — @ > ¢ 8t A, — f, > 8., wo 8, > 0 nur von ¢ abhiingt) und im Un-
endlichen verschwindet f, mit einer positiven Potenz a, von |#|.

Eine unendliche Folge derartiger Verteilungen derselben Dimension
soll gleichmdfig heiflen, wenn folgendes zutrifft:

1. Die Folge der Komponenten von &,, der 4, sowie aller Ab-
leitungen der [ an der Stelle 7 = &, bis zur dritten Ordnung einschlieBlich,
ist beschrinkt,; die Folge der aus den negativ genommenen zweiten Ab-

leitungen gebildeten quadratischen Formen Z sl gy hat eine von
k=1

null verschiedene untere Schranke fiir jedes 7 <= 0.

2. Unter den positiven Zahlén 4, und «, gibt es je einen von null
verschiedenen Kleinstwert ¢ bzw. «.

Unter Verwendung dieser Bezeichnungen 148t sich der zwedte

Fundamentalsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung wie folgt
aussprechen:

Die fortgesetrte lineare Kreuzung unendlich vieler Kollektivs, deren
Verteilungen eine gleichmdfige Folge fir die Kreuzung normaler Ver-
tetlungen bilden, mit einem. beliebigen k-dimensionalen Kollektiv von
stetiger Verteilungsdichie, bei konstanten, oder wenigstens in endlichen
Grenzen liegenden Verhdltnissen h,: hy: by : ... in Gleichung (4') und
einem fir alle = gleichen Wert der Differenz ¢, — G., filrt auf das
Gaw fsche Gesetz: Es laft sich stets eine von n abhdngige Koordinaten-
transformation im k-dimensionalen Raum von T in % (Verschiebung des
Anfangspunktes um ¢, — &,, Drehung der Achsen und Verinderung der
MaBstibe) angeben, so daf die Wahrscheinlichkestsdichte w, (%) der n-ten
Kreuzung im Limes fiir n = co proportional e~ WU =% gy die Ver-
teilung selbst gleich dem Produkte @ (u,)- D(u,) ... Dlu,) wird, wo P{u)

%

die Gawfische Funktion vl_—fe*m’dx.

Der Beweis dieses Satzes fiir den Fall k=1 und die Annahme
by = h, =...=h, wird unmittelbar durch die in § 1 gegebenen Beweise
fiir die Behauptungen I und II gedeckt. Die Voraussetzungen, die in der
Festlegung der ,fiir die Kreuzung normalen” Verteilungen und ihrer
,gleichmaBigen* Folgen eingeschlossen sind, stimmen im wesentlichen mit
den in § 1, 2 gegebenen iiberein: Daf das Maximum von f, nicht eins,
sondern gleich 4, angenommen wurde, &ndert nichts, da bei der ,,Teilung®
der Kollektivs der Faktor herausfillt. Statt der Voraussetzung (a2) bzw.
(b2) von § 1 haben wir jetzt der Einfachheit halber die Existenz bzw.

Beschriinktheit der dritten Ableitungen gefordert, was nur etwas strenger ist.
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Die Ausdehnung auf mehrdimensionale Fille ist in § 2, 4 behandelt, die
naheliegende Erweiterung durch Einfithrung der untereinander verschiedenen
Multiplikatoren A, in § 6, 5 erwdhnt worden. Die ¢, in Gleichung ( 4’)
fallen aus der Rechnung vdllig heraus, wenn man von vornherein statt j_
die Variable § - ¢.— @. einfiihrt.

4. Anwendeungen. Zweiter Satz der Fehlertheorie. Als An-
wendungen des zweiten Fundamentalsatzes kénnen vor allem die im voran-
gegangenen Paragraphen behandelten Probleme gelten. Der eindimensionale
Bayessche Fall ist in der Weise aufzufassen, daB kleine Gruppen, etwa von
n’ Ziehungen, das Element eines Kollektivs bilden; das zugehorige Merkmal
ist die. Haufigkeit a, der gezogenen weillen Kugeln, Parameter die Wahr-
scheinlichkeit x eines weilen Einzelzuges. Die Funktionen f1= fg, ... sind
alle untereinander gleich und im Bereiche 0 <z <1 durch [z (1 —z)s]»
definiert. Die ganze weitere Rechnung zeigt nur eine unbedeutende Ande-,
rung gegen die in § 9, 1 durchgefithrte. Fiir die Sache selbst ist es wesent-
lich, da bei den aufeinanderfolgenden Gruppen von Ziehungen die relative
Havufigkeit, @, konstant bleibt. Dagegen ist der Fundamentalsatz ohne
weiteres anwendbar und fithrt zu dem gleichen Ergebnis, wenn der Umfang
der Gruppen beliebig in endlichen Gremzen wechselt, da man ja immer
Funktionen' f bekommt, die den Voraussetzungen gentigen und an derselben
Stelle z =@, ihr Maximum haben. Die Erweiterung bzw. Prizisierung
des Bayes-Laplaceschen Theorems, zu der unsere Untersuchungen uns
instand setzen, erstreckt sich somit nach folgenden drei Richtungen: Aus-
debnung auf mehrere Dimensionen und damit Zuriickfihrung des Laplace-
Bienayméschen Satzes auf ein allgemeineres Theorem, Zuldssigkeit be-
liebiger a priori-Wahrschesnlichkeit, endlich Festlegung des einzig wesent-
lichen Kriteriums, daf nimlich im Verlanfe der unbeschriinkt fortgesetzten
Ziehungen wmmer wieder Gruppen mif der gegebenen oder angemommenen
Haufigkeitsverteilung a,, a,, ... auftreten.

Wie der erste Fundamentalsatz zu dem fiir die Gaufsche Fehler-
theorie grundlegenden Satz fihrte, daB die Wahrscheinlichkeit eines als
Summe sehr vieler Elementarfehler sich bildenden Fehlers dem Exponential-
gesetz geniigt, so liefert der zweite ein Resultat, das fiir dje Anwendung
der Fehlertheorie unentbehrlich ist, und von' dem man stets — allerdings
meist unter Verzicht auf jede Beweisfiihrung. — Gebrauch macht. Die
Frage liegt wie folgt. Man hat eine Gruppe von n’ Beobachtungen fiir
eine unbekannte GroBe durchgefiihrt; a; 7' ergaben den Wert b,, a,n’
den Wert &, -+ @n' den Wert b,; gefragt wird nach der Wahrschein-
lichkest dafir, daf der wwahkre” Wert der Unbekannten bei z liegt. Wie
immer das Fehlergesetz angenommen wird, es gibt gewisse Wahrscheinlich-
keiten z,, Z,, ..., %, fiir das Auftreten der einzelnen Beoba;chtungsresultate
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bl, by, ..., b,, und wenn wir den ,,wahren’ Wert 2 mit dem Mittelwert
Zm b, der durch die z, bestimmten ( aribhmetischen) Verteilung iden-

t1ﬁz1eren haben wir fast genau die in § 9, 4 behandelte Aufgabe Setzen wir

k
(6> Azzambm’ s‘l-——-Za“(b
m=1 m=1

so wird die Wabrscheinlichkeitsdichte dafiir, daB der wahre Wert bei z

liegt, falls die Gruppe von n’ Versuchen hinreichénd oft wiederholt wird,
asymptotisch gleich

(6) 0,(2) ~ e 3T

Denn dies ist nichts anderes als Gleichung. (12) von § 9, mit der Be-
zeichnung (6) und der am SchluB von § 9, 4 erwihnten Erginzung, in
Gestalt einer Ndherungsformel geschrieben. Ebenso wie im einfachen
Bayesschen Fall kann man von diesem Ergebnis immer dann Gebrauch
machen, wenn eine grofe Zahl # von Einzelbeobachtungen vorliegt. Wie
man sich diese in Gruppen von »’ Beobachtungen geteilt denkt, ist gleich-
gliltig, wenn man nur annimmt, daB in jeder Gruppe die gleichen Haufig-
keiten a,, @,, ..., a, auftreten.

In der Regel sucht man in der Fehlertheorie das Resultat (6") da-
durch zu gewinnen, daB man schon von dem Fehlergesetz e~ #° ausgeht.
Auf diese Weise erhélt man wohl durch eine ganz einfache Uberlegung
fiir o, den Ausdruck

. b o ptipe 2
(()n) e R ( A‘) ,

\/ T

aber daB und wie hier das ,,PrizisionsmafB“ A durch die aus den Beob-
achtungen abgeleitete Streuungsgréfie s® zu bestimmen ist, bleibt eine
ganz willkiirliche Annahmé. Erst die Anwendung des zweiten Fundamental-
satzes fithrt zu dem zweiten, entscheidenden Satz der Fehlertheorie:

Die aus einer groflen Zahl von Beobachtungen zu folgernde Wahr-
scheinlichkeit des , wahren‘s Wertes « wird durch das Gau f3sche Gesetz (6')
dargestellt, wober A den Muttelwert und s® die Streuung der Beobachtungs-
ergebnisse bedeutet.

5. Das zweite Gesetz der groBen Zahl Wie in §8, 6 als ein
Teilergebnis der Untersuchungen, die zum -ersten Fundamentalsatz fithrten,
das bekannte Gesetz der groflen Zahl gewonuen wurde, so kénnen wir
jetzt — ebenfalls unter Beschrinkung auf ganz einfache Uberlegungen —
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ein vollkommen analoges Geselz iber die fortgesetzte lineare Kreuzung
von Kollektivs aussprechen.

Gehen wir etwa von der asymptotisch richtigen Naherungsformel (4")
in § 9 aus und fihren wir dabei den Wert r, aus (3”), § 9 teilweise
wieder ein, so haben wir als Aussage des Laplace-Bayesschen Satzes:

Ty —talm—aP® 1, - Z;ﬁl__a—);)

wo TR

Hier ist charakteristisch, daf der Faktor von (z— a)® im Exponenten
mit 7 ins Unendliche wichst, ganz so wie in Gleichung (9) oder (9) von
§ 8 bei der Durchschnittsbildung. Es folgt aus (7), daB das von a—¢
bis @ - ¢ erstreckte Integral von w, (%) bei beliebigem festem ¢ mit

wachsendem n gegen 1 gehen muf, d.h. aber nichts anderes, als daB die
Streuung der durch w,(x) dargestellten Verteilung unter jeden Betrag

sinkt (§ 8, 6). Nun ist leicht zu sehen, daB dies ganz allgemein fiir jede

Kreuzung von sehr vielen Verteilungen (mit gleicher Scheitelstelle ) gelten muf

wenn man wesentlich nur voraussetzt, daB die Summe der zweiten Ableitungen
in den Scheitelpunkten mit 7 ins (negativ) Umendliche geht. Denn der
zweite Fundamentalsatz beruht auf den im I. Teil dieser Arbeit bewiesenen,
Behauptungen T und II. Es ist aber in § 1, 6 ausdriicklich gezeigt, daB

das Integral des Produktes p (w) von n Funktionen fiir feste, endliche

(7) w, (%) ~

Grenzen von w gebildet, mit wachsendem n gegen Vz geht, wihrend der
Beitrag zum Integral, den die auBerhalb liegenden wu-Werte liefern, unter
jeden Betrag: sinkt. Da nun die Variable w sich wesentlich durch den
Faktor r,, gleich der Quadratwurzel aus der halben negativen Summe der
zweiten Ableitungen, von x — @ unterscheidet, erkennt man, daB in allen
Féllen, in denen die Behauptung II anwendbar ist, w, (2) die behauptete
Eigenschaft besitzt. Wir haben so den folgenden, als zweites Gesetz der
grofen Zahl zu bezeichnenden Satz:

Dre fortgesetzte lineare Kreuzung von n abhdngigen Kollektivs mit
gleicher Scheitelsielle, fiir welche die Summe der zweiten Ableitungen nach
dem Parameter an der Scheitelstelle ins Unendliche geht, filrt zu Ver-
tetlungen mit unbeschrankt abnehmender Streuuny.

Wollte man sich vollig dem Gedankengang von § 8, 6 anschlieBen, so
miifte man davon ausgehen, daB (§ 1, 3) die zweite Ableitung von p,(w)
an der Scheitelstelle konstant — 2 ist, daB daher die von w, (), da sie
sich wm den Faktor r? unterscheidet, negativ unendlich wird. Dann kann
man wetber schlieBen, dal auch die Werte von w, (z) in endlicher Um-
gebung des Scheitels — héchstens bis auf Punkte, die eine Nullménge
bilden — gegen null gehen usf. In der tiblichen Ausdrucksweise der Wahr-
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scheinlichkeitsrechnung wire das zweite Geseiz der grofen Zahl etwa so
auszusprechen: '

Die aus einer grofen Zahl n von Beobachtungen erschlossene Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daf3 eine beobachtete Grofe um hochstens e von ihrem
wahrscheinlichsten Wert abweicht, geht bei festem., beliebig Fleinem e,
aber unbeschrdankt wachsendem n, gegen 1.

Dieser Satz, wenn er auch nicht ausdriicklich formuliert, geschweige
denn bewiesen wurde, ist seinem wesentlichen Inhalt nach der heutigen
Wahrscheinlichkeitsrechnung doch nicht ganz fremd. Es gilt, wie man

leicht sieht, mit fast unveriandertem Ausdruck fiir den Fall mebrdimen-
sionaler Verteilungen.

(Eingegangen am 31. August 1918.)

Mathematische Zeitschrift. V. 7



