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2. E h  Bedtray ;mcr Th.eo&e der Uchtzlsretreuu~g 
k u g e l f h 4 g e r  Meddm wnd Berechnungem f4W &a8 

nacb ma&ma&&ger InrrenrejCexion austretmde 
Uchtbdhchel; 

von Johann es Roeelztiei*g. 
(Gekiirzte Lcipziger Dissertation.) 

In  h a1 t: Einleitung. - I. Teil. Dae Gleichnngesystem fiir ein Biiachel 
der Ordnung x nnd seine Answertung. 1. Die Grnndlagen und die Anf- 
stallung der Gleichungen. 2. aber die Aurwertung der Integrale. 3. h e r  
die Verteilung der einrelnen Lichtbiiechel im Beobachtungegebiet. Gegen- 
uberstellung von Berechnnngen Wieners  iind Bayleighe. - 11. Teil, 
Berechnnngen fiir dre Baschel zweiter Ordnung an Waasertropfen von 
von I/, bie 8 Wellenllingen Durchmesaer. 1. Die Grundlagen der Bech- 
nnng. 2. Einiges iiber die Zahlenrechnung. 3. Die Integrationen. 4. Die 
Intensitiiten in den verechiedenen Beobachtungerichtnngen. 5. aber die 
anderen Lichtbiischel. 6. Zueammenfaaeung. 

Einleitung. 
Die Reflexionen und Brechungen, die eine ebene Licht- 

welle bei der Storung durch eine isotrope, nicht absorbierende, 
durchsichtige Kugel erfilhrt, lassen eine unendliche Reihe von 
LichtbUscheln entstehen, die hinsichtlich ihrer Intensitiit und 
ihrer Ausbreitung im Raume sehr verschieden sind und sich 
in der mannigfachsten Weise iibereinander lagern. Von diesen 
sind die Intensititen des nach einmaliger Innenreflexion wieder 
austretenden Bilschels bereits des ofteren berechnet worden, 
zdetzt und am exaktesten von M6bius.l) In Anlehnung an 
seine Arbeit sol1 im folgenden ein Gleichungeeystem aufge- 
stellt werden, das jedes der im Innern der Kugel beliebig oft 
reflektierten und danach mit der Ordnungszahl x gekennzeich- 

1) W. biiibius, Zur Theorie dee Regenbogeue an Kugeln von 1 bie 
10 Lichtwellenlltn&n Durchmeeeer, Preieecbr. d. FUrstl. Jablonowekiicheo 
Gee. I. Leipzig. XL. 1912, gekurzt abgedruckt in Ann. d. Phys. 40. 
s. 736. 1913. 
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neten Lichtbiischel, eowie das auSen zurikkgeworfene und das 
unreflektiert hindurchgehende Licht, bei dem hieinach x =,, - 1 
bzw. 0 wiire, unter Einsetzung des jeweiligen Wertee von x zu 
berechnen geetattat. Man kann dam zn den eo erhaltenen 
Amplituden die Phaaen ermitteln und mit ihrer Hilfe in jeder 
Beobachtungerichtung alles in Betracht kommende Lioht zur 
Interferenz bringen. 1st das ftir eine genngende Anzahl von 
Richtungen rings um die Kugel geschehen, 80 iet damit die 
wirkliche Lichtverteilnng gewonnen, wie i e  die experimentelle 
Beobachtung, abgesehen von den Randbeugungen und der Ab- 
eorption, zeigen wiirde. Der Betrag dee gesamten zerstreuten 
Lichtee mu6 echlieSlich gleich dem des einfallenden Lichtes aein. 

Ferner war es niitig, die von Mbbius in der genannten 
Arbeit begonnene Berechnung der Lichtzerstreuung fiir Kugel- 
durchmeeeer vom Neunfachen der Wellenlange I bie zu eineln 
Brnchteile deraelben mit den gleichen Parametern fortzueetzen. 
Die kleinaten der gewilhltan Kugeln kiinnen dann zu einer 
Vergleichung ihrer hier anf der Grundlage dea Hnygene- 
F r e e n e lschen Prinzips ermittelten Lichtzeretreuung mit den 
Ekgebnissen dienen, die Lord Rayleigh') nach seiner Theorie 
der Beugung an so kleinen Teilchen erhaltan hat. Damit wid 
gleichzeitig die Frage der Anwendbarkeit jenes Prinzips bei 
so kleinen Stdrungskorpern entachieden werden kannen. 

I. Teil: Dre (tleiehnngasyetem fUr eim Biisebel der Ordnnng x and 
mine Ammertmng. 

1. Die Grundlepen und die Aufitellung der Clleiohnngen. 
Die einfallende ebene Lichtwelle aei monochromatiech, von 

der Wellenliinge A. und werde Bra erete ale geradlinig polarieiert 
angenommen. Die Schwingnngsebene bilde den Winkel Q mit 
der Beobachtungeebene (Fig. l), die durch die fichtung des 
einEallenden Strahles, den Kugelmittelpunkt Af und den h o b -  
achtunwpunkt P bestimmt iat. Die Entfernung p dee Punktee 
P von hi aei groS gegen r. Die Richtung nach P, die h o b -  
achtungsrichtung, bilde mit der Richtung nach der Lichtquelle 
den Beobachtnngswinkel N. 

1) Lord Bapleigh, The Incidence of Light upon a Tmnaparent 
Sphere of Dimendone Comparable with the Wave-Length. Proc. Boy. 
Soc. London 84. S. 26. 1910. 
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Wenn E der Einfallswinkel, der dnrch den Brechungs- 
exponenten n nach 
(1) sin E = n . sin /3 
bestimmte Brechungswinkel ist, so iet bekanntlich die Gesamt 
drehung S,, die der Strahl ron seiner ursprtinglichen Richtung 
aus fiir die Ordnung x bis zum Auatritt im ganzen erflrbrt, 
(2) sn = 2(E - fl + x ( n  - 2p).  

Fig 1. (Beobachtnogsebene.) 

Aus (1) und (2) folgt 
= 2 - 2(% + 1) d S  - = 2 - 2(% + 1) n-&q' COB 8 

(3) d s  do  

Die Koordinaten der Wellenflilchen, die am der ebenen 
Welle durch die Deformationen an bzw. in der Kugel ent- 
stehen, kiinnen in derselben Weise wie in Mbbine' enter 
Bearbeitung des Regenbogenproblems l) als Funktionen yon c 
dargestellt werden. Man erhiilt in bezug auf das in Fig. 1 an- 
gedeutete Acheensystem 
(4) 8 : r  = A, cos Sn + sin B sins=, 
5)  11 : r = - A, sin S,: + sin a - cosan, 

1) W. Mobius, Abh. d. Math.-Phye. Klasee der Kgl. sgehs. Gea 
d. Whr. 30. S. 112. 1907. Ann. d. Phys. 33. 5. 1497. 1910. 
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wo 
(6) 
und 

A,, = b + 2 cos 6 - 2 ( x  + 1)n cos 

(7) b = n : r + 2 ( % + l ) n + n : [ 2 n - 2 ( % +  l)]-2. 
a ist der auf der g-Achse gemessene Abstand iiiwiachen 

Wellen- und B r e n n W e  und zwar von der letzteren nach M 
zu positiv gerechnet. Die dritte Koordinate dieser Umdrehungs- 
flSchen wird dnrch den Winkel o zwischen Ehfalh- nnd Beob- 
achtungeebene dargeatellt. Dabei sol1 das Licht in der Rich- 
tang der + g-Achse kommen und im Bemioh der + q-Achse 
auftreffen. Welche der unendlich vielen WelledHohen benutet 
wird, welohen Wert man duo bei einem beatimmten Btiechel 
f i r  a oder b festaetzt, ist theoretisch gleiowtig. Wegen der 
s p i h  zn erwShnenden Zylinderfunktionen and Bsihenentwick- 
lungen empfiehlt es rich meist, mbglichet kleine FlELchen zu 
wHhlen. De6niert man daa Bogenelement do, der in der Be- 
obachtungeebene liegenden Wellenlinie als positiv mit eunehmen- 
dem 8 ,  so ergibt sich (Fig. 1) mit Hilfe von (4) und (6) 

Dnrch Drehung von do, urn den sehr kleinen Winkel dn, 
entateht das Wellenfliichendement d f, . 

Die Anwendung des Huygens-Fresnelschen Prinzipe 
in miner von Kirchhoff') vervollkommneten Form bedentet 
die Snmmierung aller auf der Wellenache vorhandenen, noch 
mit dem ,,Strahlungsfakt&' 

(9) (1 - COB N COB 6 + sin Nsin 6 coso) 7 1 A = -  
2Pl 

multiplizierten Lichterregungen. Wenn man jedoch dae ein- 
fallende Licht von der Schwingungsriohtnng 'p in zwei eenk- 
recht bzw. parallel zn jeder Einfsllsebene polarisierte Kompo- 
nenten zerlegt, ergeben sich zwei Amplituden, deren Schwin- 
gnngsrichtungen auf jedem df,, verschieden sind, auf die also 

1) A. W i n k e l m s u n ,  Handb. d. Phye. 2. Aufl. 6.  S. 1094ff. 1906 
oder P. Drude,  Lehrb. d. Optii, S. 168. 1906. 

2) W. M6bine, Preisscbriften ww., S. 7. 1912. Naoh genau&er 
Winkeldefinition (vgl. Drnde, Lehrb. d. Optik, S. 372. 1912) mu6 dau 
Voreeichen wie oben gandert werden. 

Aodrm der P h m .  1V. F o b .  66. 29 
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das obige Prinzip nicht ohne weiteres anwendbar ist. Es muB 
daher eine weitere Zerlegung nach drei fur alle df* gleichen 
Richtungen vorgenommen werden. Bei der Auswahl dieser 
Richtungen und bei der ganzen weiteren Berechnung SOU 
Mij bins’ Verfahren beim BUschel ersterl) Ordnung auf den 
vorliegenden allgemeinen Fall ubertragen werden ; die ausftihr- 
lichere Eerleitung aller folgenden GrBBen kann daher unter- 
bleiben. Die drei Komponenten sind nun so anzusetzen, daS 
die eine (y) senkrecht zur Beobachtungsebene, die anderen 
in der Beobachtungsebene parallel (z)  bzw. senkrecht zur 
Beobachtungsrichtung (x, Fig. 1) schwingen. Die z - Kompo- 
nente kann dann fur das Weitere fortfallen. Es verbleibt 
also die Integration ftir x und y uber die ganze Wellen- 
flllche. Verbderliche sind w und E mit den Grenzen - IC 

bis + n, bzw. 0 bis IC : 2. Die Integrationen nach a, kijnnen 
allgemein durchgeftihrt werden und ergeben Zylinderfanktionen 
erster Art (P, J1, P, J 3  in den folgenden Qleichungen) Die 
verbleibenden Integrde nach E bilden die Grundlage zu jeder 
Bechnung mit bestimmten Parametern. Wenn die Indizes 3 
und y sich auf die beiden oben genannten Komponenten be- 
ziehen, so ist im Beobachtungspunkt P die Lichtstiirke 
(10) J -  J, + Jv 

Die in den Klammern stehenden GroSen C,, Cy usw. sind 
ale Teilamplituden zu bezeichnen und haben folgende Werte: 

= : a  
(1 2) c,=$(cosu-e, - sinu*e,)dE, 

u 

4, = (sin u 9 e, + cos u eg) d E , 
0 s 

= : a  
L,,= (cost i -e ,  - ~ i n a - e , ) d e ,  

Sy =j’(sinu*e3 + cosu-e,)dE, 

(14) 0 S 
x . 2  

0 
(15) 

1) W. Ml)bius, Preieschriften usw. 9. 4. 1912. 
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(22) 
(23) 

wegfallen, wird 

(20 a) 

u, = sin8(& - #I):sin*(E + g), 
at = tg3(a - p ) :  tga(& + p ) .  

Fur dse au6en reflektierte Licht, bei dem die Brechangen 

I - 1 1 d o  a: == sin 8 cos & I - I - a,, 
d e  I 

Die Argnmente u nnd u der vorkommenden trigonometri- 
schen und Zylinderhnktionen sind durch Zerlegung der Phasen- 
differenz 2 x J: il nach 

(24) 2md:A = u + u COSQ 

entatanden. d ist die Wegedifferenz jedes austretenden Strahles 
Zegmtihcr cinem soichen, der von eiuelu ausgewilhlten Punkte 
der Wellenfliiche (Koordinatten go, 91,) kommt. So wird 

'29. 
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u e -  ' * ~ [ ( ~ - - ~ ) c o s ~ - - s i n ~ ] ,  1 

2 n r  7 
A r  u r -  -sinsin. 

Siimtliche Qleichungen sind hier in der Form aufgestellt, 
die auf Gmnd von umvtindlichen Untersuchnngen bei den 
numerischen Bechnungen bisher ale vorteilhafteste befunden 
worden ist. Sie werden fiir die besonderen Richtungen N P  0, 
IR : 2 und IR wesentlich einfacher. 

Wenn man natitrliches Licht einfallen MSt, erhiilt man aus 
(27) J,' = aspa : cos2 cp und J ;  = Jyp2 : sins sp 
durch Integration nach sp von 0 bis 2 %  in P die Lichtstllrke 
(28) J, - HJzl + JJ 

2. Ober die Awwertung der Integmle. 
Reihenentwicklungen zur Ausfihmng der Integration zu 

benutzen, ist nur bei sehr kleinen Durchmessern praktisch 
moglich. Yo bins hat f ir  das Btschel erster Ordnungl) sin I, 
COB u und die Zylinderfunktionen in Potenzreihen entwickelt, 
die er bei der dritten Potenz abbricht. Um den dadurch ent- 
standenen Fehler anf hbchstens 1 Proz. herabzudrllcken, dlirfen 
bei den dortigen Parametern die Kngeldarchmeeser den Wert 
1 : 3 nicht iibersteigen. Dieses Verfahren, auf eine beliebige 
Ordnung x angewendet, liefert genau dieselben Formeln, des- 
halb sollen eie hier nicht noch einmal aufgeftihrt werden.8) 
Man erhglt dabei die Teilamplituden (vgl. die praktische Durch- 
fiihrung im folgenden 11. Teile, S. 432) a l s  Aggregate aus Gliedern, 
deren Faktoren die hauptaichlichsten Parameter t und N nur 
in Form sehr einfacher Funktionen enthalten. So hat man 
den groSen Vorteil, innerhalb der gewiihlten Qenauigkeitsgrenze 
jeden beliebigen Wert dieser beiden Parameter einsetzen zu 
konnen, ohne stets wieder integrieren zu mtssen. Die Fehler 
solcher angenbherten Berechnnngen Bind urn so geringer, je 

1) W. Mijbiue, Preisechriften UBW. S. 12 1912. 
2) W. MSbiue, Preisechriften UBW. S. 12. 1912. Gleichungen (57) 

bie (74), daeu die AusdrUcke fdr XI, X,, Y,, Y, auf S. 13 und 14. Bei 
Yl iet dort jedoch ein (fur die epHtere Zahlenrechnung uiiweeentlichee) 
Vereehen untergelrrufen; en muB im letzten angcfihten Olied heiBen 
Is C 3' USW. 
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kleiner r, sinN, ooaN nnd die Koordinaten der Wellenfliiche 
(t und 7)  sind. Beim Uberechreiten der oberen Qrenze, die 
den Kugeldurchmersern durch eine gegebene Qenauigkeit ge- 
zogen iet, nehmen die Fehler der Inteneiaten echnell zu, die 
der Teilamplituden h e n  keinerlei GeeetrtmaSigkeit erkennen. 
Empirimhe Korrektionegr60en haben sich daher ffir solche 
N&herungeformeln nioht aufetellen 1 assen, ihrer allgemeinen 
Anwendung etlinde auch die Abhiingigkeit von der gr00en Zahl 
der Parameter im  Wege. Der einzige Anhalt, der f i r  eine 
Genauigkeit von 1 bie 3 Proz. gegeben werden kann, iet der, 
da0 die QroSen 

2 x r  7 2 n r  6 
- -sin& und -- (;- - $) cosN d r  1 

die Werte 0,s bzw. 0,4 nicht ilbersteigen dlirfen. 
Man konnte nun vemcht win, den Anwendnngebereich 

dimes Verfahrene zu erweitern, indem man in den h ihen-  
entwicklnngen, etatt alle Qlieder von der dritten Potenz nur 
die von der vierten an nnterdrilckt. Die nwh ungeraden Po- 
tenzen der Argumente fortachreitenden Entwicklungen weisen 
n b l i c h  die gr60ten Fehler auE Nun haben aber bisher schon 
die Teilamplituden im ganzen 62 Qlieder zur Berechnung notig, 
obwohl die abgebrochenen &.&en nur hochstene zwei-, meist 
eingliedrig Bind oder verechwinden. Die Hinrunahme einer 
weiteren Potenz witrde daher die Formeln vie1 zu umfangreich 
geetalten. Eher kann dae umgekehrte Verfahren praktieche 
Bedentang gewinnen, n h l i c h  bei Durchmessern, die weaentlich 
kleiner eind ale die obere Grenze der bisher angenommenen, 
in den Beihenentwicklungen auch die Qlieder mit der aweiten 
Potenz wegmlaeeen. Einige der Funktionen vemhwinden 
dabei, andere nehmen den Wert 1 an. Wirklich einfache Formeln 
erzielt man jedoch erst durch Vernachhseigung auch der ersten 
Potenzen. Dann bleibt unter den Integralen bei den Teil- 
amplituden C, und S, nur die QroBe g1 aus (17) und bei Cv 
und 8# nur g6 nbrig. h i  Forderung einer Qenauigkeit von 
1 Proz. und den im zweiten Teil dieser Abhandlung angenom- 
menen Parametern d W n  dann die Kugeldnrchmeeser die 
GrBBe von 'Il6,, 1 nicht iibersteigen. Damit wiire man freilich 
in dem Gebiet angelangt, wo der Starnngskorper klein iet 
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gegen die Wellenlange und wo die Gliiltigkeit des Huygens- 
Fresnelschen Prinzips erst nachgewiesen werden muS. 

Wenn die Reihenentwicklungen praktisch versagen, hat 
bisher nur die Anwendung mechanischer Qnadratur zum Ziele 
geALhrt, Das wird im allgemeinen der Fall sein, wenn die 
Kugeldurchmesser gr6Ser als die Wellenlange werden. Man 
hat dann also f ir  jeden Beobachtungswinkel N und jede Ord- 
nung x die Gleichungen (1) bis (8), (10) bis (23) und (25) und 
(26) mit einer geniigenden Anzahl ausgewahlter 13 innerhdb der 
Grenzen 0 und 4 2  zu berechnen. Die AbstiSnde der 6-Werte 
voneinander haben sich nach der Zahl der Maxima und Minima 
der Integranden zu richten, fiir diese wiederum ist der Verlauf 
der Phasendifferenz 2 s d : i l  mal3gebend. Es hat sich gezeigt, 
daS es noch beim Auftreten von 8 Maximis und Minimis ge- 
naigt, Intervalle von 4O zu wahlen. Die Erwartung, dabei an 
dem sehr umfangreichen Ziffernmaterial dadurch sparen zu 
k6nnen, da6 man die Zahlenwerte jeder GrbSe aus denen einer 
anderen Ordnung ableitet , wird, von wenigen Ananahmen ab- 
gesehen, nicht erflillt Die schlieSlich sich ergebenden beiden 
Komponenten jedes Biischels kannen in ihrer GriiSe wesentlich 
verschieden sein. Aus (22) und (23) folgt nllmlich 

und weil der Wert des Quadrates auSer f ir  E = 0 und E = 90° 
stets kleiner ale 1 wird, ist im allgemeinen at < a,. Die senk- 
recht zur Einfallsebene schwingenden Strahlen werden also 
st&rker znriickgeworfen als die in ihr schwingenden und miissen 
ihnen gegeniiber bei den Innenreflexionen verhaltnismaSig an 
Intensitat zunehmen. Die in bezug auf den Punkt P wirk- 
samsten dieser Strahlen verlaufen nun in Einfallsebenen, die 
in unmittelbarer N h e  der Beobachtungsebene liegen, und ihre 
Schwingungsrichtungen stimmen nnhezu mit denjenigen der 
durch den Index y gekennzeichneten Komponenten tiberein. Diem 
werden daher bei x > 1 immer stiirker sein als die 2-Kompo- 
nenten. Die Berechnungen und Kurven Wieners  1) und 

1) Chr. Wiener, Die Helligkeit dm klaren Himmels und die Be- 
leuchtung durch Some, Himmel und Riichetrahlung. Abh. d Kaie. Leop.- 
Carol. deutach. Akad. d. Naturforecher LXXIII. S. 28129ff. u. 106ff. 1900. 
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Mobius1) zeigen diesen Unterechied dentlich, noch besser tritt 
er im zweiten Teil d i e m  Abhandlung (vgl. Tab. 2 und Fig. 3) 
hervor. Ee wke zu erw&gen, ob nicht in extremen FUen die 
2-Komponente unbmilckeichtigt bleiben kannte. 

8. mer die Verteilung dsr eLnselnen Liohtbibohel fm 
Beobaohtungagebiot. Chgenuberntellung von Bereohnungen 

Wienere und Rayleighs. 
Zur Benrteilnng, welche Ordnungen in jeder Richtung N 

zu berbksichtigen, bzw. welche Winkel N bei jeder einzelnen 
Ordnung auszuw&hlen eind , kann bei Kugeldurchmeesern von 
wenigetsne einigen Welledingen die geometrische Darstel- 
lung dee Strahlenverlanfe und der Wellenlinien mwie ftir 
x>  1 die Y a s c a r  t sche Methodea) oft schon geniigenden 
Anhalt bieten. Die letztere ist bei x = 1 noch bis zu 
2 t = 4 A*)  herab ale brauchbar befunden worden, doch dm 
Basohel zweiter Ordnung gestattet ihre Anwendung erst bei 
etwae gr6Sere.n Kugeln; 2 r = 8 1, der grB6te Durchmesser im 
zweiten Teil dieeer Abhandlung, ist z. B. noch zu klein. Die- 
eelbe Methode kann in manchen Fallen auch die (feeamtzahl 
der zu erwrvtenden Maxima und Minima angeben, im folgenden 
immer kurz ale ,,Streifen'' bezeichnet.') Das SUrkeverhliltnis 
der Lichtbaechel zueinander kann mit Hilfe der a aue (22) und 
(23) wenigetene der Qr6Senordnung nach berechnet werden. 
Wenn n b l i c h  A,, die Lichtetkke in df,,, L', die in df * ist, 
wo d f' dae von deneelben Strahlen wie d f  begrenzte einfallende 
Wellenfllichenelement bedeutet, 80 iet, abgesehen von dem Falle 
x + 1 = 0, steta 

(29) 
und 

af' 
d f n  

A,, = L'-- ' (Icy (1 - .)a 

(30) Ax +. : L,, = oc d f :  : df,, .+ 

Vorauaaetznng ist dabei also, da6 d f x  und d f,  + ron 
d f '  nahezu gleich weit entfernt eind. Da die GraSen a,,, und 

1) W. MSbiue, Abbmdl. ILBW. 8. 195. 1907 und Pmiihr .  mw. 

2) E. Yaecart, TrutB d'Optique 1. S. 8Q8. l88Q u. 8. 8.434. 1893. 
3) W. Mabiue, Preiwchr. uow. 8. 30. 1918. 
4) W. Y3bins,  Abhmdl. 116~. 8. 848. 1907. 

8. a m .  isia. 
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uts aus (20) und (21) An proportional Bind, kann auch der 
Elllcheninhalt ihrer Eurven zu dem obigen Zwecke Verwendung 
hden.  Zuverllssigere Resultate muS die Summiernng der 
Produkte An df, liefern; denn diese Werte eind von der 
Wellenflilche unabhiiogig. Ungenan bleiben derartige Ab- 
echiitzungen jedoch deswegen immer, weil anf den Kugelradius 
keine Riicksicht genommen wird. Tabelle 4 (S. 439) bringt dieee 
Abhangigkeit dentlich zum Ausdmck. Wenn der besondere 
Brechungeexponent n = Q vorliegt, benutzt man am einfacheten 
und besten die von W i e n e r 3  berechneten Helligkeiten. Alle 
solche Untereuchnngen lehren folgendes: Von der Richtnng 
nach der Lichtquelle zu, wo N = 0 iet, bis zum hellsten Ben- 
gungeetreifen des Bnechels erster Ordnung herrecht dieeee vor. 
Sein geometrischer Strahlenbereich ist kleiner ale der aller 
anderen Ordnungen. DarUber hinaus nimmt dies Bnechel 
raech ab, und daa der zweimaligen Innenreflexion, das eich fast 
iiber den ganzen h u m  urn die Kugel eretreckt, erreicht in 
eeinem ersten hellen Streifen die grbSte, aber verhllltniemiiSig 
geringe Lichtstiirke. Von der Richtung N =  90° an steigt 80- 

wohl dae a d e n  znrfickgeworfene Licht, dae eich ebenfalls um 
die ganze Kugel ausbmitet und bis dahin nur schwach iet, als 
anch dae unreflektiert dnrch die Kngel wie durch eine Linee 
gehende Licht rasch an, und beide erreichen ftir N = 180° 
Maxima, die diem Stelle zur hellsten dee ganzen Raumee 
machen. Licht von der Ordnung x = 3 bleibt im Vergleich 
zn dem der vorher genannten Ordnungen fiberall eehr schwach, 
die tibrigen BUschel werden meist zu vernachliiseigen sein. Die 
Schwiichungekoeffizienten ac erreichen niimlich tbr die bei den 
Innenreflexionen hauptslchlich in Betracht kommenden Winkel 
nur kleine W e d ,  bei n = + nur etwa 0,4, so daS die Inteneitiit 
mit fortschreitendem x echnell abnimmk. 

Ein Lichtbiiechel fur  sich allein zu nehmen, hat nur Zweck, 
wenn Beobachtungsrichtungen existieren, in denen d iem BUechel 
so stark ist, daS alle anderen vernachliiesigt werden kGnnen, 
wie ee bei x = 0 und x = 1 denkbar wiire, oder wenn es 
blot3 auf die Lage der Streifen ankommt und diese dnrch a e r -  
lagerungen nicht merklich geiindert wird. Die Berechnungen 

1) Chr. Wiener, Die Helligkeit uaw. S. 106. 
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der Streifenlagen der ersten Ordnung haben fb Xugeldurch- 
meaaer zwiachen 0,6 nnd 6 mm und fiir Brechnngsexponenten 
zwischen 1,33 and 1,61 mit den exyerimentellen Untemchungen 
befriedigend fibereingestimmt. Der Enflu6 der anderen Ord- 
nungen, insbeaondere auch des anBen reflektierten Lichtes, ist 
also vereohwindend. Meeeungen am zweimal innen znrtlokge- 
worfenen Licht sind seltener angestellt worden nnd weichen 
oft stark von den Rechnungeergebnissen ab. Wenn aolche 
DXerenzen nicht durch die Versuchsanordnung, vor allem etwa 
durch Elliptisitlit der Qnerschnitte des Wrnng&6rpera oder 
eine dreipolige Wellenflliche verursacht sind, mfteeen sie tfber- 
lagerungen zugeschrieben werden, oder es iet  beides der Fall. 
Merklich stiiren kiinnten aller Wahrscheinlichkeit nach nur die 
Ordnungen x = - 1 und x = 1, die letztere aber nur bei sehr 
kleinen Kugeln. Betreffs der Adenreflexion schafft folgende 
Uberlegung Klarheit tiber die Frage. Zu einer eine bestimmte 
Intensit&&urve liefernden Wellenlinie m6ge eine zweite, ihrer 
Form nach h l i c h e  Wellenlinie hinzukommen, die in dereelben 
Ebene liegt und deren Normalen in demselben Winkelbereich 
dieser Ebene verlaufen. Dann wird eine merkbare Verhde- 
rung der Lage der Maxima und Minima in jener Ktuve nur 
eintreten, falls die beiden Wellen in dem abgegrenzten Be- 
obachtungsgebiet etwa ebensoviele Streifen liefern wie die erete 
W e b  allein, und eie w i d  suableiben, wenn die Streifenxahl 
der beiden Wellen gro8 oder klein gegen die der ereten ist. 
I)araufhin wurden die Wellenlinien des a&n znrlickgeworfenen 
und des zweimal innen reflektierten Lichtes unteruuoht, und 
zwar in dem wichtigeten Teile der Wellenlinie deg letzteren, 
dem, der zu dem sogenannten geometrischen Bogen oder den 
wirkeamen Strahlen der D e s car te  s schen !l%eorie geh6rt; 
er ist als zweipolig anzusprechen, wenn man die Ehspunkh 
der von P auf die Wellenlinie gefilllten Lote als Pole bezeichnet. 
Zagrunde gelegt wurden Daten von Millers Meseungenl), und 
swar ein Wasserstrahldurchmeseer von 0,634 mm und Licht 
von 0,000 652 mm WellenlHnge. Eine in gro6em MaSstabe 
angefertigte Zeichnung ergab fiir Uberlrrgerung der beiden 

1) W. H. Mil ler ,  Von den iiberddigen Regenbogen, Pogg. Ann. 

-- 

66. S. 563. 1842. 
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Wellen 68 Streifen auf 20 Streifen des Buchels zweiter Ordnung. 
Demnach ist eine Stiirung der Streifonlagen des letzteren durch 
die Aufhreflexion miiglich und zur Jhkllirung der Unter- 
achiede zwischen Messung und Rechnung mit in Betracht zu 
ziehen. 

Eine auf der mechanischen Lichttheorie und auf Integra- 
tionen beruhende Berechnung aller ihrer Stiirke nach in Be- 
tracht kommenden Biischel und damit der ganzen Lichtzer- 
streuung einer Kugel gibt es bisher noch nicht. Wieners  
mehrfach erwiihnte Arbeit ermittelt zwar die Helligkeiten slmt- 
licher notwendigen Ordnungen, aber nur eine Ordnung durch 
Integration. Der Verfasser kam nun anf den Gedanken, 
Wieners  Kurven der Lichtverteilung mit solchen zu verglei- 
chen, die Lord Rayleigh nach seiner ganz andere gearteten 
Theorie der Beugung des Lichtes an aehr kleinen Teilchen 
erhalten hat. Nach Berncksichtigung der Besonderheiten der 
graphischen Darstellung ergab sich eine unerwartet gute 
Ubereinstimmung. In Fig. 2 sind aus Wieners  Tab. 25') ale 

'i 3 

Die InteneitPten dea geeamten zenrtreuten Lichtee. r' nnd T" ihre 
Komponenten nach Bayleigh, Y nnd r' nach Wiener. N der 

Beobachtnngewinkel. 
Fig. 2. 

Funktionen von N die GraSen I' und I" eingetragen. Es sind 
die Summen der VerhiiltniemaBigen Helligkeiten bis zur dritten 

1) Vgl. S. 424, Anm. 
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Ordnung, d. h. die Lichtmengen, ,,welche von einem Wasser- 
tropfen anf die Flbheneinheit (1 qm) einer Kngel vom Halb- 
messer Eins (1 m), deren Mittelpunkt im Tropfen lie& gestreut 
werden" (ebenda 9. 110), und zwar fih das in der Einfalle- 
ebene (1') bzw. senkrecht zn ihr polarisierte Licht (1"). Lord 
Rayleighsl) Knrven, ale Funktionen von COB N vorliegend, 
haben hier ebenfalls die Winkel N als Absziesen erhalten. 
r' und r" entsprechen I' und I" und den in dieser Abbandlnng 
dnrch die Indizes y und x bezeichneten Komponenten. Bei der 
Vergleichung der beiden Systeme ist folgendes zu beachten. 
Wieners Lichtmengen gelten far n = 4, und ihre Herleitnng 
berticksichtigt Durchmesser von 8-1 A. Lord Rayleighs am- 
plitudische Gr6Ben gelten ftir R = # und einen Durchmeeser 
von etwa 1 A. In beiden Systemen zeigt jede Komponente fiir 
N = 180 O ein eebr g r o h s  und far N P 0 O ein kleines Maxi- 
mum, sonst keine Schwankungen. Die Verh&hnisse der bei- 
den Maxima eind als nahezu iibereinstimmend aneusprechen. 
Die Minima liegen fast an derselben Stelle. Nur in der Polari- 
eation zeigt sioh ein Unterschied. Wenn man jedoch slrmtliche 
in Lord Rayleighs Abhandlnng vorkommende Kurven neben- 
einander betxachteh, so gewinnt es den Bnschein, ah ob der 
mittlere Schnittpnnkt von r' und r" eich mit wacheendem Kngel- 
radius nach der hellden Stelle zu verschiebt. 

11. Teil: Bereabnnngen itlr dae BUsehel swelter Ordnmg an Wmser- 
tropfn Ton + bfs 8 WellenlXngen Durahmewr. 

1. Die GTrundlagen der Reohnung. 
Bei den Biischeln eweiter und dritter Ordnung iat ftir die 

zu benntzenden Parameter die umstilndliche Integrationsmethode 
um so weniger zu umgehen, als die Mascartsche Methode, 
die ihrem Wesen naoh nur bei kleinen Abstibden der Streifen 
vom geometrischen Bogen branchbar iet, hier gUnstig&enfalle 
einen Abstand des ersten hellen Streifens von 23O, des ersten 
dunklen von 48O und des zweiten hellen von 64O liefert. 
Uber die Gesamtzahl der entstehenden Streifen vermag sie 
iiberhanpt nichts mehr anzngeben; sie kann daher anch nichts 
dariiber aueeagen, ob bei bestimm ter Kleinheit der Kngeln 

1) Vgl. S. 416, Anm. 
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uberhaupt noch ,,Streifen" entatehen. Die Gleichungen der 
zweimaligen Innenreflexion ergeben sich zwar ohne weiteres 
aus (1) bis (28) durch Einsetzen von x = 2, es sind jedoch 
einige nicht niiher zu bestimmende Vorzeichenhderungen vor- 
genommen worden. LHBt man niimlich wie ilblich das in der 
Richtung der + e-  Achee ankommende Licht in der Kugel- 
hiilfte der positiven q eintreten, so tritt das Biischel ereter 
Ordnung in der anderen Kugelhillfte aus, in die man deshalb 
stets auch die Beobachtungspunkte verlegt hat. Nach aber- 
maliger Innenreflexion wird jedoch der Raum der positiven q 
von den austretenden Strahlen erftillt. AnSerdem behalten 
zwar die yKomponenten der Lichtvektoren (vgl. S. 418) fnr beide 
Ordnungen die gleiche Lage, die z-Komponenten aber bekommen 
einander entgegengesetzte Richtungen, wie man durch Verfol- 
gung des Verlaufes eines Strahles in Fig. 1 leicht feetatellen 
kann. Die Interferenz der beiden Bnschel mu6 sich daher 
einfacher gestalten, wenn man fiir dsa E'olgende das Licht im 
Bereich der negativen q eintreten Mt. 

Von den einzusetzenden Parametern hat x den Wert 2, der 
Winkel 'p braucht, wie die Formeln unter (11) zeigen, erst 
nach der Integration ausgew&hlt zu werden, bzw. kann er durch 
Annahme von einfallendem natiirlichen Licht eliminiert werden, 
ftir L ist der Wert 0,0005893, f i r  n 1,33352 gegeben.') Der 
letztere Wert schien zuniichst insofern nachteilig zu sein, ale 
es dsnir keine Wellenlinie ohne Spitze gibt. Bei dem aller- 
dings fernerliegenden Brechungsindex n = 1,5, den Lord 
Rayleigh in seiner zur Vergleichung heranznziehenden Rech- 
nung benutzt, ksnn es spitzenlose Kurven geben, auch aZire 
d a m  diese Vergleichung genauer. Das Vorhandensein der 
Spitze hat jedoch infolge der exakten Darstellung jeder Formel- 
grale keine solchen Schwierigkeiten gezeitigt, wie sie die W e r e  
Regenbogentheorie, L. B. bei Wiener,  haben mdte.  So konnte 
es bei der Wahl der Wellenlinie nur ncch darauf ankommen, 
weitere Spitzen und Doppelpunkte zu vermeiden und eine mag- 
lichst kurze Kurve zu h d e n  (vgl. s. 417). Diesen Bedingungen 
geniigt die Kurve, deren Wendetangente durch M geht. Solche 
Wellenlinien haben bei allen Ordnnngen, wie sich durch Be- 

1) W. MZibiue, Preisachr. new. S. 14. 1912. 
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rechnung von cotgS mit Hilfe von (4) (6) und (6) leicht er- 
gibt, den Parameter 

b = 2(% + 1)n cos Po - 2cos &o, 

wo Po und e0 die Werte der betreffenden QriiBen im Wende- 
punkte daretellen. So wird b = 4,9904704. Wse die Anew.hl 
der Eugeldurchmesser betrifft, so wnrden ftir 

2 x r  q = -  
5 1  

die Werte 8, 7, 6, 6, 4, 3, 2, 1, + gewbhlti Die obere Grenee 
ist dadurch begrtindet, daJ3 Miibins' Rechnung bei q = 9 
zwei deutlich umriesene helle Streifen ergeben hat, deren Lage 
gut mit der nach der Mascartschen Yethode ennitblten 
tibereinstimmt, willwend die Intensitilbknrven der kleineren 
Kugeln iiber Zahl nnd Lage der Maxima noch Zweifal salaeeen. 
Ferner wurde q = Q weggelmsen, weil diem Epecelgr68e beim 
Biiechel erster Ordnnng die gleiche Kurvenform geliefert hatte 
wie q = +. Die Erghnzung ftir so kleine, hier nkht berllolr- 
sichtigta Durchmeseer ist iibrigens mit Eilfe der noch eu er- 
Unternden Ausdacke dee 3. Abschnitts, die anf hihenent- 
ricklungen bernhen, leicht zu bewerkstelligen. Waaeertrspfchen 
von etwa 8 bis + I ,  also 0,0046 bie 0,0002 nun Q& kommen 
in klarer Luft bzw. in ktinstlichem Nebel vor. Die Answahl 
der Werte des letzten Parameters, 3, wird, sobald x > 1 bt, 
dadurch erschwert, daJ3 die anatretenden Strahlen €aat den 
ganzen Raum um die Kugel erftillen. Ihr Bereich ist beim 
Boschel zweiter Ordnung mehr als dreimal so grOS wie bei 
dem erster Ordnung. Urn daher im Hinblick a d  den p h n  
Umfang der Rechenarbeit zur kleineten notwendigen md hin- 
reichenden Anzahl der N en kommen, wurde nach 5.423 eine 
Abachlitenng der Lichtverteilung in jedem BUschel bis zn dem 
der dritten Ordnung rorgenommen. Die Geeambinteneitilten 
wurden eretern mit Hilfe der Prodnkte an8 d f und der darauf 
befindlichen LichtatArke berechnet. Es ergab sich fiir 

x = -  1, E 0, = 1, = 2, 3 
9038 120882 6646 863 226. 

Der MaSstab ist nach einem beetimmten Geeichtspunkt 
willkilrlich gewahlt. Daeeelbe mit W ien ere Helligkeiten 1' nnd I' 
(vgl. S. 426) durchgeflihrt ergab 
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fur x = - 1 ,  =o, = 1 ,  - 2 ,  = 3  
5347 93854 3704 226 16. 

Die ffbereinstimmung mit  den obigen Zahlon ist nicht gut, 
allenfalls kann man von gleicher GrbBenordnung sprechen. 
Wiener  s Helligkeiten wurden insbesondere such noch f ir  die 
Konstruktion der Kuhen der AuSenreflexion und des unreflek- 
tiert hindurchgehenden Lichtes benutzt. Slimtliche Kurven 
wurden in ihren GrbSenverhiiltnissen bezogen auf die zeichne- 
rische Darstellnng des Btischels erster Ordnung, dessen Intensi- 
titen Mobius' Arbeit entnommen wurden. So ergab sich ein 
angeniihertes Bild der Intensitiitsverhiiltnisse in den einzelnen 
Beobachtungsgebieten. Danach brauchte vom Bihchel zweiter 
Ordnung zwischen N P 00 und 50° wegen des ffberwiegens der 
ersten Ordnung und zwischen 130° und 180° wegen der im 
Innern nicht reflektierten BUschel nichts berechnet zu werden. In 
den iibrigbleibenden Bereich fallt der erste dunkle und teilweise 
der erste und zweite helle Streifen. Man kann daher, zumal 
das ganze BUschel schwach ist und fur jede Richtung etwa 
30000 Ziffern zu berechnen sind, mit  wenigen Winkeln N aus- 
kommen. Fur den Anfang und das Ende des fraglichen Ge- 
bietes wurden je zwei, f ih  die Mitte, die Gegend des Minimums, 
ein Winkel festgesetzt. Dem passen sich die fur die Rechnung 
sehr bequemen Werte 

sin N =  0.8, 0.9, 1, 0.9, 0.8 

gut an, wo die letzten beiden stumpfen Winkeln angehoren. 
Man kbnnte wegen der geringen Anzahl der Beobachtungsrich- 
tungen Bedenken tragen, zumal auch beim Biischel erster Ord- 
nung manche Kurve b(N) mit einer groSeren Zahl Winkel- 
werte sicherer zu zeichnen gewesen wue. Bei Anlage des 
Tabellenwerkes wnrde auch RUcksicht auf eine etwaige Er- 
weiterung in dieser Hinsicht genommen ; die Integrationsergeb- 
nisse machten sie jedoch entbehrlich. Ein weiterer Zweck der 
erwiihnten Abschiitzungen war gewesen, vorlliufig festzustellen, 
ob noch Biischel hoherer Ordnung als der zweiten berechnet 
werden mtiSten. Bei der drei- und mehrmaligen Innenreflexion 
handelt es sich danach jedoch nm so geringe Lichtmengeu, 
da6 ihre Reriicksichtigung nicht niitig erscheint. 
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2. Blinigem uber die Zahlenreohnung. 
I n  den ersten Gleichungen, denen, die noch nicht die 

Parameter N und 2 n r : il enthalten, wurden alle QriiSen ftir 
24 6-Werte berechnet, Zwischenwerte wurden nur an einigen 
Stellen nach Bedarf eingefugt. Die Kurven der Teilamplituden 
waren damit sicher zu zeichnen, eie hatten nur wenige Schwan- 
kungen. Um meglichst gro6e Genauigkeit zu erzielen, wurde 
mit siebenstelligen Logarithmen hegonnen, von denen - es 
handelte sich urn etwa 1300 Werte - mindestens fiinf Stellen 
hingeschrieben wurden. Die vorliegenden Zahlenwerte des 
Biischels erster Ordnung') konnten nur die Berechnung der 
Ablenkungswinkel, ihrer Differentialquotienten und der Qrb6e A 
ein wenig erleichtern, andere einfache Beziehungen zwischen 
den entsprechenden GrbSen der beiden Blischel waren nicht 
zu finden. Da fiir die vielen, die Zrahl 1400 iibereteigenden 
trigooometrischen Funktionen von ZL Tafeln dezimaler Teilung 
benutzt wurden und diese sowohl wie die der Zylinderfunk- 
tionen nur vier Dezimaletellen abzulesen gestatteten, wurde mit 
dem Eintritt dieser Funktionen in die Rechnung fiir die noch 
notwendigen rund 19 000 Multiplikationen und Divisionen ein 
gro0er , ebenfalls vier Stellen ergebender Rechenschieber ver- 
wendet. Die elmtlichen dnrch ihn ermittelten GrbSen wmen 
jedoch fiinfstellig hinzuschreiben, wobei die letzte Stelle nm 
2-3 Einheiten falsch sein konnte. Gleichzeitig mit der 
Verringerung der Stellenzahl wurde bei denjenigen Kugeln und 
den Winkeln N, wo besonders einfache Kurvenformen zu er- 
warten waren, ein e-Wert um den anderen unauegerechnet ge- 
lassen. Dadurch haben fb q = 3, 4 und 5 bei den spitzen 
Winkeln N und fur q = 1 und 2 bei allen Winkeln, soweit 
nicht nach den angengherten Formeln gerechnet wurde, die 
Eurvenpunkte Abethde von 8 O  erhalten. Nine spatere Er- 
giinzung der Zwischenwerte hat sich nicht notig gemacht. 
Ferner mubte zur gleichen Zeit eine umetiindliche Untersuchung 
dariiber angestellt werden, welche der vielen Arten, die Inte- 
granden aus den trigonometrischen und den Zylinderfunktionen 
und ihren Faktoren g1 bis ge numerisch zusammenzuseteen, 

I )  Herr Privatdozent Dr. MiiLi  u s  stellte seine l'abellen frenndlicbst 
ziir VerMgung. 
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die geringete Anzahl von Einzeloperationen erforderte. Der 
an und fUr eich echon eehr grobe Umfang der Rechenarbeit 
h&tte eich eonst leicht um eechs- bie achttausend Einetellungen 
und Ablesungen am Rechenechieber und um 3200Additionen 
vergrbbern kannen. E% etellte sich heraue, daS daejenige Ver- 
fahren am vorteilhaftesten war, das ane demselben Grunde 
echon bei der Berechnung dee Biischels emter Ordnung benutzt 
worden war. Darauf ist auch die Formulierung der Glei- 
chnngen (1 2) bie (1 6) zurtickzufilhren. 

Vom Anfang bie zum. Ende der Rechnung ist jede Ziffer 
und jedee Vorzeichen mindeetene einmal nachgepriift worden. 
Immer ist die Stetigkeit , meist graphiech , untersucht worden. 
WillJdirliche Korrekturen brauchten ihretwegen in keinem Fane, 
such bei den Kurven der Intcgranden nicht, vorgenommen zu 
werde n. 

3. Die Integrationen. 

Die gewahlte Wellenhie war der Anwendung der 5. 420 
erw&hnten Reihenentwicklungen giinstig, da die Q&en 

(t - 8,):~- und q :  T ,  

denen die Argumente der trigonometrischen und der Zylinder- 
funktionen proportional sind, die Werte 0,27 184 bzw. 0,64827 
nicbt tibersteigen. So konnte das angenaherte Verfahren f ir  
q = ohne Bedenken durchgefuhrt werden, fur q = 1 wurde 
ee nur bei den spitzen Beobachtungswinkeln benutzt, nm die 
Genauigkeit nicht zu eehr im Vergleich zu der der Haupb 
rechnung herabzueetzen. So ergab eich 

n12 nn 
ASp, = s i n g S X ,  (la + cosu,SX,ds, 

0 0 
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wo 
W o ' - -  'lo 2R* . sinB 

9 - 2  

und der Index 0 aich auf den Wendepunkt bezieht und wo 

m l $  da = (2 5490 + 1 8 4 6 5 ~  + 1 0 0 7 0 ~ ~ )  + (T) 

m S I a  d a  = (F) (- 509c + 39492  - 1 3 ' 7 ~ ~  + 668cr') 

2 n r  9 

(722s' - 23ca - 70c3 - 4 9 2 ~ ~ '  - 8b2c'~Ss). . . , 

+ ( ~ ) ' * ( 2 8 ~ ' 8 ~  + 8c3s2 + l l c s  ?... , 

m[Yl db = (18465 + 43704 + 
- ( - 2 2 3 2 8 ~ ' - 7 0 ~ ' - 2 3 ~ ~ -  1 1 2 8 ~ ~ 3  ..., 

m $ Y z d a  = (y) - (- 137c - 509c2 - 6842s') 

+ ( F ) * - ( 2 8 c s a  + 19~'s') ... 
Der Faktor m wird 8.435 bestimmt, c und s eind Abktir- 

zungen fur COB N und einN W&hrend bei groSen Durch- 
messern ftir jeden Wert derselben von neuem umetllndliche 
Integrationen auegemhrt werden miissen, geatattet das obige 
Formeleystem mit seiner Zueammenfsssung der Glieder nach 
Potenzen von z, bei kleinen Kugeln die Lichtzetstreuung 
innerhalb der bestimmten Genauigkeitegrenze fiir jeden neuen 
Durchmeeser in der denkbar einfachten Weiee zu ermitteln. 

SBmtliche Integrationen and mit einem Planimeter m e -  
gefilhrt worden. Wegen der groSen Zahl der Kurvenpunkte 
m d t e  etatt weieen Zeichenpapieree Millimeterpapier verwendet 
werden, obwohl die Rllfungen desselben und die dabei ge- 
earnmelten Ekhlmngen davon abrieten. Selbst daa als beetee 
bekannte Papier reigte, mit genauem lK&tab bei entapieoltender 
Zimmertemperatur gemmeen, einen Eingang oder Anegang 
von mehreren Zehntelmillimetern, der von der Luftfeuchtigkeit 
und acheinbar such von der Riohtung, in der dae Papier bei 
der Herstellung dnrch die Walze gezogen worden war, stark 
abhlmgig war. Dae verwendete Planimeter iet eine eehr be- 
qnem zu handhabende und sehr zuverllierrige, aber wold wegen 
ihrer groSen Dimensionen augeblich nur in zwei Exemplaren 

2nr 

Aomkm der Phpik. IF'. Folge. 68. 30 
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ausgefiihrte Konatruktion l), die in der Literatur nirgends er- 
wlihnt gefunden wurde, deren Beachreibung aber auch hier zu 

Tabelle 1. 
Aus (12) bin (15) ermittelte Werte der Teilamplituden Cr, S., Cu, S, in 

den Beobachtungerichtungen N, multipliGiert mit nL = 2250000 : n. 

sin N = 

+ 7225 + 6396 + 19 120 + 4689 

- 6097 + 10 628 
+13 874 + 1629 

- 8700 - 208 + 17 495 + 395 

- 4635 - 1245 
+12 690 + 10 955 

- 4290 - 1705 + 8765 + 3690 

- 3325 - 1675 + 10 305 + 8075 

- 3146 - 1933 + 6213 + 5039 

- 2635 - 1576 + 8355 + 5878 

- 2630 - 1811 + 6667 + 5233 

- 

0,9 

+ 2454 + 5143 + 18 432 + 4371 

- 9974 + 6485 
+16 749 + 384 

- 6700 
- 2326 
+17 735 + 4560 

- 4815 - 1645 + 8515 + 9430 

- 3598 - 2124 
+10 185 + 6010 

- 3720 - 1772 + 5896 + 7482 

- 2551 - 1682 + 7563 + 5684 

- 2859 - 1665 + 4689 + 6 3 0  

- 2131 - 1314 + 5854 + 5327 

- 
1 

- 6163 + 583 + 17 191 + 3420 

- 8306 - 2246 
+12 658 + 4060 

- 3540 
- 3686 + 13 934 + 7762 

- 2764 - 2301 + 6871 + 7825 

- 1986 - 1533 + 6010 + 7661 

- 1731 - 1416 + 3471 + 5683 

- 1781 - 710 + 2767 + 5914 

- 1368 - 706 + 2067 + 4036 

- 1587 - 400 + 1074 + 3928 

- 
,9(N> 9041 

-11 080 
- 2888 
+15 797 + 2915 

- 6996 - 7 142 
+11826 + 5692 

- 108 - 5436 + 10 150 + 6230 

- 248 - 2208 + 5582 + 8783 

12 - 1691 + 2983 + 6130 

- 61 - 680 + 1323 + 5479 

- 46 - 418 

- 

+ 307 + 3426 

- 173 + 133 - 188 + 2518 

- 203 + 276 - 328 + 903 

1,8 rN > 900) 

- 12 264 - 3461 + 15 174 + 2806 

- 7558 - 8450 
+11480 + 5760 

+ 26 

+ 8892 + 5514 

+ 834 - 2539 + 6186 + 8375 

+ 426 - 1896 + 2053 + 6466 

+ 751 - 984 + 1397 + 5160 

+ 429 - 486 - 450 + 3720 

+ 549 - 139 - 491 + 1998 

+ 330 + 257 - 965 + 1044 

- 6960 

1) Herr Landmeseer R6 6 1 e r in Zwickao atellta mir dieeen Apparat, 
der in neiuem Bureau in Gebrauch iet, dankenewerterweine 1ur VerfUgung. 
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weit fiihren wiirde. Jede lldeEEMg wurde mindeatens zweimal 
und a d  verschiedenen Wegen auqenihrt, wobei sich nur 
Unterschiede von wenigen Quadratmillimetern henmeetellten. 
Nach den wegen der verechiedenen KoordinatenmaSetiibe not- 
wendigen Umrechnungen eind die Planimeterergebnisse in Tab. 1 
in der Einheit' 1 qmm eingetragen worden. Bei den wenigen 
Tabellenzahlen, die den tatsiichlichen Flicheninhalt darstellen, 
wie er gemeesen wurde, iet mit Fehlern von hi3chetene funf 
Einheiten der letzten Stelle zu rechnen. Die Fehler der 
iibrigen Zahlen sind wegen ihrer vemchiedenen Entatehungs- 
weise und der manoigfacben Umrechnungen allgemein nicht 
angebbar. Da bei den eretgenannten Zahlen die Gmnzen der 
Integrationeveriinderliohen 8 einen Abstand von 226 mm hatten 
und dem Integranden 0,00002 eine Lange von 0,l mm ent- 
eprach, mu0 man alle Tabellenwerte durch den Faktor 

m = 2260000: n 
dividieren, urn den wahren Wert der Teilamplituden zu er- 
halten. Die f ir  q = + und fur die epitzen Winkel von q = 1 
angegebenen Gr6Sen eind nach dem S. 432 gesohilderten Ver- 
fehren berechnet worden. 

4. Die Intemitlitea in den veraohiedenen Beobaohtangmiohhangen. 
Aue den Amplituden aind nach (27) die den LiohWirke- 

komponenten J ,  und Jg proportionalen GIrijSen 

der Tab. 2 hervorgwngen. In ihren Zahlen ist die rorletzte 
Dezimaletelle sicher, die letate h n n  um wenige Einheiten falsch 
aein. 9 wird eliminiert, indem nach (28) ape 6" und 6" die 
Intensitiit .T, der Tab. 3 bei eintallendem natiirlichen Licht be- 
rechnet wird. 

Der wahre Wert dea VerhMtniseee zwiechen der Inten- 
mat in einem Beobsohtungepnnkte und der dea einfallenden 
Lichtee wird gefunden, indem man die T a b e l l e d e n  durch 
lo* p a  dividiert. E r  iet in allen FILUen eehr klein, wie ea die 
AbeohiLtzungen auf S. 429 und die den Welledkhemamplituden 
proportionalen Gri5kn a, und q, die ateta kleiner ale 0,04400 
waren, bereits emarten lie6en. 

30 * 
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Tabel le  2. 
Werte der den Lichtstiirkekomponentcn 

in den Beobachtungerichtungen N proportionalen Q d e n  

,9(N>900) 

0,0001405 
0,00868 
0,0412 
0,035 
0,063 
0,OB 
0,02 
0,Ol 
0,04 

0,0002765 
0,01496 
0,1970 
0,762 
1,034 
1,72 
1,83 
1,33 

__- 
sin N = 0,8(N>900) 

0,0001 74 1 
0,01116 
0,0671 
0,051 
0,084 
0,05 
0,06 
0,07 
0,06 

0,0002552 
0,01432 
0,1521 
0,762 
1,024 
1,56 
1,68 
0,88 

!l=f 

2 
3 

J," 4 
6 
8 
7 
8 

9 = +  
1 
2 
3 

J,," 4 
5 
6 
7 
8 

0,s 

0,0000983 
0,01303 
0,1051 
0,162 
0,474 
0,75 
1,54 
1,96 
8,63 

0,0004154 
0,01693 
0,4264 
1,978 
2,011 
9,81 
7,21 

21,80 
21,18 

109 p* m d  J;' = Jy - loop' 
c0sS cp sin' Q 

J," = Jz- 

039 

0,000034: 
0,01229 
0,0700 
0,182 
0,388 
0,92 
1 ,06 
2,28 
2,28 

0,000384 
0,02437 
0,4669 
1,135 
3,109 
4,93 

10,09 
12,84 
22,PS 

I,S(N>900) 

0,0002086 
0,01182 
0,1191 
0,399 
0,549 
0,88 
0,68 
0,67 
0,19 

1 

0,8(N>900) 

0,0002147 
0,01274 
0,1096 
0,407 
0,554 
0,82 
0,82 
0,48 
0,67 

0,000041 1 
0,00642 
0,0364 

0,136 
0,27 
0,4l 
0,49 
0,95 

0,0003299 
0,O 1584 
0,3534 
0,716 
2,108 
2,41 
4,79 
4,28 
6,90 

0,091 

Tabel le  3. 
Die Lichtetiirke J. in den Beobachtungepunkten, gememen an der durch 

lo9 p* dividierten Lichtatgrke des einfallenden natiirlichen Lichtea. 

Sin N =  

q = +  
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

088 

0,000256E 
0,01498 
0,2663 
1,070 
1,243 
5,03 
4,38 

11,88 
12,41 

0,0002097 
0,01833 
0,2680 
0,659 
1,749 
2,93 
5,57 
7,56 

12,26 

1 

0,0001861 
0,01088 
0,1949 
0,404 
1,192 
I,34 

3,43 

2,60 
2,39 

Die Komponenten J,l' und J: sind nach Tab. 2 in Fig. 3 
als Funktionen von N aufgezeichnet. Da die QrbSenordnung 
der Zahlen bei den Komponenten jeder Kugel ferner auch 
besonders bei den verechiedenen Kugeln so ungleich ist, m d t e  
mit dem OrdinatenmaSstab after gewechselt werden. Beim 



Bin Beitrag tur Theotie der Lichtzerstreuung uaw. 437 

I I W  
1 
t 
\ 

" T  - 
\ 
t 
I 
I 
I 
I 
I 



438 J.  Roaenberg. 

Zeichnen stellte sich heraus, daS in der Auswahl der N im 
allgemeinen das Richtige getroffen worden war. Die Kurven 
zeigen meist deutlich den nach S. 430 erwarteten ersten hellen 
und ersten dunkien Streifen. J e  kleiner die Kugel ist, um so 
weiter entfernen sich in Ubereinstimmung mit der Theorie die 
Maxima, soweit sie ale solche in Erscheinnng treten, vom geo- 
metrischen Bogen (N = 61 O 2' 24"). Ebenso entspricht es virllig 
den Darlegungen des ersten Teiles (S. 422), da6 hier die y-Kom- 
ponente Uberall starker ist als die z-Komponente. Uaa senk- 
recht zur Beobachtungsebene schwingende Licht iiberwiegt hier 
derart, daS es far einfallendes natiirliches Licht fast allein die 
Form der Kurven bestimmt; deshalb kann auf die Wiedergabe 
der letzteren an dieser Stelle verxichtet werden. In  einer 
Hinsicht jedoch entsprechen mehrere der Kurven, so wie sie 
gezeichnet sind, nicht ganz den Erwartungen. Es ist nam- 
lich zwar moglich gewesen, siimtliche- Kurven durch die 
eingetrsgenen Punkte zu legen nnd damit ihre Form und die 
Lage der Streifen im groSen und ganzen zu bestimmen. Die 
genauere Lage des ersten Maximums konnte jedoch auffillen- 
derweise bei q = 2,4, 6 und 8 fiir die z-Komponente und bei 
q I 3, 6 und 7 fiir die y-Komponente nicht festgelegt werden. 
Daher ist beim Zeichnen ganz darauf verzichtet worden, an 
der betreffenden Stelle die genannten Kurven den iibrigen an- 
znpassen. Bei denaelben Kurven kbnnte auch die GrbSe des 
Fkcheninhaltes im Vergleich zu dem der anderen a d  den ersten 
Blick Bedenken erregen. Eine genauere Ausmessung unter 
Beriicksichtigung der Verscbiedenheit der MaSstllbe beweist 
jedoch gerade, daS die Knrven im wesentlichen richtig eein 
miissen. Bei so kleinen Kugeln dWte die Lage der Streifen, 
soweit man von solchen iiberhanpt noch sprechen kann, nie 
a d  einen Winkelgrad genau bestimmbar sein. Die entsprechen- 
den Kurven der einmaligen Innenreflexion lassen in dieser 
Hinsicht ebenfalls einen mehr oder minder weiten Spielraum 
fur die Lagenbestimmung zu. 

5. ober die anderen Lichtbiiachel. 
Da das BUschel zweiter Ordnung nur in einem beschriink- 

ten Beobachtungebereich berechnet war, wurden zur Verglei- 
chung der beiden vorliegenden Ordnungen in Tab. 4 die 



4 
6 
8 

8n,o 1,77 
206 6,07 2,8 
337 1'2,s 398 
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Maximalintenmaten bei einfallendem nafflrlichem Licht Air 
diejenigen Kugeln zuaammengeetellt, deren Kurven me deutlich 
abruleeen geetatlaten. Die zweimalige Innenreflexion nimmt 
danach in unverkennbarer Weiee mit eteigendem Kuplradiue 
verhiiltniamiL6ig an Stsrke ZIL 

Tabel le  4. 
Hhlutwerte der Lichtetslrken J. nnter x, Wr das 
Biiechel emtar and unter x, fur drre eweiter Ordnung. 

x, in von y1. 

Um weniptens fth eine Kugel eine sicherere Vergleichnng 
der beiden Btiachel zn haben, wurde die fiir natfirlichee Licht 
entworfene Inteneitllteknrve bei q = 8 durch hier nicht wieder- 
zugebende umetAndliche Abechiitznngen bei N = Oo bzw. 
N = 180° ergiinzt und eamt der zugeharigen a d  gleiche Ma6- 
etitbe gebrachten Knrve der eraten Ordnnng vermeeeen. Es 
ergab eich das VerhHltnie 333: 6606, d. h. bei x - 2 iet die 
Gtesamtintensititt 6,O Pros. von der bei x = 1. Dae etimmt 
gut Uberein mit der Abechiitznng nach W i e n er  e Helligkeiten 
a d  5. 430, eie lieferte 6,1 Proz. Von geringerer Bedeutung 
ist die hreinstimmung mit den Flichenbeetimmnngem der 
Kurven der GrSSen a, nnd at, die etwa '7 h z .  ergaben. Diem 
geringe Lichtswke rechtfertigt durchaue die S. 480 fedgesetzte 
Abgrenzung dee Beobachtnngqpbietm. 

Das dreimal innen reflektierte Licht wird noch vie1 
schwiicher, eeine z-Komponenten ganz zu v e r n a c w e n  sein. 
Sollten h l i c h e  Verh&ltnisse hemchen wie in Tab. 4, 80 wird 
bei den kleineren Kngeln anch die gesamte Lichtetlirke vex- 
schwindend win. Da eich auhrdem der hellete Streifen zwiachen 
N =  138O und N = lSOo behdet, kann dies Basohel fitr alle 
Kugeln an allen Stellen dee Beobacbtungsgebietee unberiick- 
eichtigt bleiben. Die B b h e l  hbherer Ordnung kommen fiber- 
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haupt nicht mehr in Betracht. Um 80 stiirker ist daa au6en 
reflektierte und das unreflektiert hindurchgehende Licht. Die 
QesamtintensiW, des ersteren kann man nach S. 429 etwa an- 
derthalb, die des letzteren etwa dreiundzwanzig mal 80 groS 
wie die der ersten Ordnung annehmen. Man braucht sich 
auch nur die Zahlen in den Tabellen der Intensitiiten nnd 
ihren kleinen MaSstab zu vergegenwilrtigen, um zu erkennen, 
welch hoher Betrag noch an der Energie des einfallenden 
Lichtes fehlt. 

6. Zueammenfaaaung. 
Im erstenTeile ist im Anschld an Mbbius’ Bearbeitungen 

der Regenbogentheorie ein Gleichungesystem fir die Berech- 
nung der Intensitiiten eilmtlicher Biischel, die bei der Zer- 
streuung parallelen monochromatischenLichtee durcheine isotrope, 
nicht absorbierende Kugel infolge der Brechungen und Re- 
flexionen entstehen, aufgestellt worden. Bei Kugeldurchmessern . 
von der Qrb6e einee Bruchteiles der Wellenlsnge lgBt sich f ir  
die Auawertung der komplizierten Integrale eiu Annliherungs- 
verfahren mittels Reihenentwicklungen ableiten, dessen Gleichun- 
gen um so einfacher werden, j e  kleiner die Kugeln shd. 

Im zweiten Teile sind nach dieser Theorie Berechnungen 
des zweimal innen zuriickgeworfenen Lichtes angestellt worden, 
und zwar Air Wassertropfen von + bis 8 Wellenltlngen Durch- 
messer und f ir  dieselben Parameter, fur die das Btischel erster 
Ordnung von Mbbius berechnet vorlag. Die Maecartsche 
Methode, die dort noch gute Ergebnisee gezeitigt hatte, ver- 
sagte hier vbllig. Von den beiden LichtstHrkekomponenten in 
den Beobachtungspunkten tiberwiegt die senkrecht zur Be- 
obachtungsebene (vgl. S. 415) schwingende bedeutend die in ihr 
schwingende. Die Gesamtintensitit ist fdr einfallendes natiir- 
liches Licht bei der grbSten Kugel etwa 8 Proz. von der des 
Biischels erster Ordnung. Licht mit drei und mehr Reflexionon 
im Innern ist verhilltnismii6ig so schwach, daS es vernach- 
liissigt werden kann. 

Zum Schlu6 sei es mir gestattet, Herrn Geh. Hofrat Prof. 
Dr. Wiener und H e m  Privatdozent Dr. Mdiibins fir die 
zahlreichen wertvollen Anregungen und Ratschlilge auch an 
dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank auszusprechen. Durch 
ihre liebenswurdige Unterstntzung ist manche Schwierigkeit be- 
doben worden, die der DurchfIihrung einer solchen Arbeit neben 
her Berufetiitigkeit hier in Zwickau im Wege stand. 

Leipzig, Physik. Inst. d. Univ., Miirz 1922. 
(Eigegangen 10. April 1922.) 


