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SU ALCUNI CARATTERI DI UNA SERIE ALGEBRICA, E LA FORMOLA 
DI DE JO~QUI~RES PER SERIE QUALSIASI. 

Memoria di E d w a r d  S. A l l en  (Roma). 

Adunanza del 13 lugl io  1913, 

CAPITOLO I. 

Alcuni caratteri di una  serie algebriea. 

I. In lavori del CASTELNUOVO t) e di R. TORELL[ a) sulle serie algebriche di gruppi 
di punti sopra una curva algebrica si sono presentati due caratteri, ( e Z, delle serie 
semplicemente e doppiamente infinite. A me 6 riuscito di definite caratteri analoghi 
per serie di una dimensione qualunque, di trovare alcune propriet~ generali di questi 
caratteri, e di estendere, per mezzo di essi, la formola nota di DE JOSO.Utf~RES 3), ~) 

alle serie non-lineari. 
2. Sia data una serie algebrica .:~., irriducibile, non composta, di dimensione ?, 

ordine m, indice v, sopra una curva algebrica irriducibile C. Definiamo i numeri ~,, 
~._, . . . ,  ~ nel modo seguente s): ~ sia il numero di quei gruppi di una ~'b.~_,.~+b subor- 

o trt --~ dinata nella "f'm data da (p--b)  punti generici, cbe sono contenuti in una g~+~-e lineare 
generica. Allora (cfr. ~ I) z~ = Z,, Z -=- ~,. Nella notazione del TORELLI [1OC. cit. a), 
P. ~324],  Zb = ~ [ m - - ? - q - b ,  b, v, m 7 t - p - 0 ,  m - - ~ ] .  

x) G. CASTELNUOVO, Sulle serie algebricbe di gruppi di punti appartenenti ad una curva algebrica 

[Rendiconti della R. Accademia dei Lincei (Roma), vol. XV, I ~ semestre I9O6, pp. 337-344]. 
s) R. TORELLI, Sulle serie algebriche di gruppi di punti appartenenti a una curva algebrica [Atti 

del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, t. LXVII, parte II a, pp. I323-1336]. 
a) R. TORELLI, Dimostrazione di una formola di DE JONO.OII~RES e suo significato geometrico [Ren- 

diconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXI (L ~ semestre x9o6 ), pp. 58-65]. 
4) E. DE JONO.UI~.RES, M3moire sur les contacts multiples d'ordre queIconque des courbes de degrd r, 

qui saris font d des conditions donndes, avec ut~ courbe fixe du degr3 m; suivi de quelques rdflexions sur la 
solution d'un grand nomSre de questions concernant les propridtds projectives des courbes et deg surfaces 

algdbriques [Journal ft~r die reine und angewandte Mathematik, t. LXVI (i866), pp. 289-32I]. 
2) Le Z di cui si occupa questo lavoro non sono da confondersi colle Zo, Z , ,  . . .  definite in una 

memoria recente di A. COMESSATTI : Sulle serie algebricbe semplicemente infinite di gruppi di punti apparte- 

nenti ad una curva algebrica [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXVI (2 ~ semestre Igl 3), 
PP. 3~573. Infatti queste Z, assai importanti dal punto di vista trascendente, si riferiscono a serie sem- 

plicemente infinite. La sua Z o coincide per6 colla nostra Z,. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. X X X V I I  ( t  ~ sere. 19x4). ~ Stampato  il lo  dicembre x9x 3. 44 
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3. Si vede dalla definizione stessa c h e l a  ~ b zero quando b ~ p. Infatti ~ im- 
possibile allora the un gruppo di ( m - - ?  + b) punti sia contenuto dentro un gruppo 
di (m _3f_ p _ ?) punti. 

Convert3. chiamare l'indice della serie Zo anzich~ ~. Infatti, se estendiamo la deft- 
nizione delle .% (~ 2) per comprendere anche :o,  questa dev'essere il numero dei gruppi 

o u n a  m - o  di una Y,,_o, subordinata neUa "l'~, da ? punti generici, contenuti in g,,-~),_.o generica. 
Ora, v ~ l'indice, non soltanto della 7;],, ma di ogni serie subordinata in essa da punti 
fissi. Quindi la y ~  si compone di v gruppi di ( m - - ? )  punti. Evidentemente ciascuno 
di questi gruppi appartiene ad un gruppo (individuato da esso) della g~7-~_o. Ne risulta 

che ~ lecito scrivere 
(:) 

4. Dimostriamo adesso che, la condi:ione necessaria e su~ciente percb~ ogni gruppo 
della b y,,,_~+~ sia equivalente ad infiniti altri gruppi ~ cbe ~ --- o. 

'"-P 1',~-o+/,, vuol  Se ~[b ~ o~ una g,,,.?_p gcnerica non contiene nessun gruppo della ,~ �9 

dire chc non pi~l di c.o p-~ delle ooP ~-? contengono gruppi della F ..... b" Ogni gruppo g'm*t-0 
b della Y,,-p+b fa parte di oo p-b gruppi di O n + p - - ? )  punti;  quindi vi sono ooP gruppi 

n,t --lo di (m-3c-p--?) punti contenenti gruppi della yb_~+b. I~ impossibile che le g,,,+>o con- 
b tenenti gruppi della Ym_o+~ ne contengano ciascuna un numero finito, percM cosl non 

arriveremmo a pifi di oo p-~ gruppi di (m + p -  t~) punti, invece di ooP. Quindi cia- 
scuna di queste g,,+p_p contiene infiniti gruppi della b Y"~-0+~ " 

~m--p+k Prendiamo adesso una g.,+p_o+~ di dimensione abbastanza alta perch~ la serie con- 

tenga infiniti gruppi della ~ _m_p+k "i%->~" Un gruppo G di k punti subordina nella g,.-~_o+k 
m ~  ~ una g,,+p_~, la quale non conterr'.i, in generale, alcun gruppo della "L,_o.4,, ma per 

scelte particolari del gruppo G ne contemt infiniti. E appunto un tale caso si avr.i, 
scegliendo il gruppo G nel modo seguente. Prendiamo un gruppo di '~'~,_~+~, contenuto 
nella "-P+~ g,,_p+~_~, k qualsiasi dei ( p - - b  + k) punti residui di questo gruppo possono servire 
a formare 6:. Allora infiniti gruppi della yvo,_0~ sono residui del gruppo fisso di ( p - - b + k )  

m--~+I �9 punti rispetto alla serie lineare g,,_o§ Cio~ sono equivalenti al gruppo ini~iale. 
5. Viceversa, suppongasi the ad un gruppo generico della y,,_~+~, siano equivalenti 

infiniti altri. Ora una serie lineare completa che contiene parziahnente un gruppo qual- 
siasi, contiene tutti gli altri gruppi equivalenti ad esso. Quindi ogni .... 0 g,.§ contenente 

b un gruppo della "l'm--O+~ ne conternt infiniti. Ma una g~2 '~ generica non pub contenere 
infiniti gruppi della b . " i ' , , -~,  quindi :~ = o. 

6. Segue dal teorema del ~ 4 che se, per una serie algebrica y,~,,, :~ = o, allora tulle 
le Z con indid superiori a b sono nulle. Ammesso che :~, = o, dimostriamo che Z~+, = o 
(il che significa, per induzione, che ogni a[ con indice superiore a b s'annullerl). La Z~+, ~ 

b-+q "-~ generica. Se nella g,._~+~+, ..b+, contenuti in una g,.+~_~ il numero dei gruppi di una ; .... O+b+, 
,b subordiniamo una "im-~+~ mediante un punto P della curva, essendo Ze - -o ,  ogni gruppo 

della serie ottenuta sara equivalente ad infiniti altri. Se aggiungiamo P a questi gruppi 
equivalenti ottcniamo infiniti gruppi eqaivalenti di ~+' Y,,-O+b+~" Ma P ~ un punto qualsiasi 

della curva, quindi ogni gruppo della ~+' "l'~-p+b+, ~ equivalente ad infiniti altri. Quindi, per 

il ~ 4, ~+,  - -  o. 
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7. Adesso dimostriamo, per una via simile ad una seguita dal TORELLr [lot. cit 2), 

p. I33I ] il teorema seguente: 
Se per una T,:', irriducibile, non composta, sopra una curva di genere p s i  trovano 

soddisfatte le condizioni : 

Z~ = o, Zp-, ~ o, Z~-= )> o, . . .  

allora i gruppi della "re si ripartiscono in ooP-' serie semplicemente infinite 7, tali che i 

gruppi di una stessa 7 sono a due a due eqldvalenti, e non lo sono mai due gruppi di-y 
diverse; e viceversa. 

8. Se i gruppi della "I'P= si ripartiscono nel modo detto, allora ve ne sono infiniti 
equivalenti ad un gruppo dato. I1 teorema del ~ 4 dice allora che Z o - - o .  

9. Dimostriamo che Zo_, ~ o, adoperando il metodo di induzione completa. Giacch~ 
6 evidente quando ? = I (perch~ allora ~_,  ~ l'indice) ed + stato dimostrato dal TORELLt 
per p - -  2, basta provarlo per un valore arbitrario di p, avendolo ammesso per ogni 
valore inferiore ad esso. 

Supponiamo che i gruppi della ":P siano distribuiti nel modo detto, e che tuttavia 
Z.:,_, = o. Vuol dire che la ,~ ~ "t'o,-, subordinata nella 7;, da un punto qualunque P della 

curva si ripartisce in or  - '  serie or 7, tall che i gruppi di una stessa "r sono a due a 

due equivalenti; e non Io sono mai due gruppi di y diverse. Se aggiungiamo P a cia- 

, :  costituita di gruppi equivalenti. Chiamia- scuno dei gruppi di una T, otteniamo una l,,, 
mola semplicemente 7" 

Prendiamo un altro punto P ' ;  tutti i gruppi delia P-' �9 :,,_. subordinata da esso si di- 

stribuiscono in or -= ~ '  semplicemente infinite. P '  appartiene ad altrettante 7,',,, di cui 
chiameremo una generica 7" In ogni ,g vi sar~ almeno un gruppo contenente P' ,  e 
quindi appartenente ad una delle 7" La ,,'l, al pari della "15 consiste di gruppi equivalenti. 
A1 variare di P'  vi sar,4, sempre una serie semplicemente infinita di serie 7' di gruppi 
equivalenti, di cui una apparterrfi, alia y scelta. Cosl si vede che vi sono or gruppi 
della -t'P equivalenti ad un gruppo dato. Questo 6 per6 contrario all'ipotesi. Quindi 
alp_, > o, e (per w 6) a[~_= > o, . . . .  

Io.  Dimostriamo adesso la parte inversa del teorema del ~ 7, supponendo che 
<p = o, ma che <~_, ~> o (e quindi a[p_= ~ o, . . . ) .  Allora la "rP-' ..... subordinata da un 

mq-p punto generico avr2t un numero finito di gruppi contenuti in una gm+e-p generica. 
Un gruppo G di (m-Jr-P ~ P) punti presi genericamente su C fissa una serie 

lineare completa "-P g~.e_p [G]; e questa, per l'ipotesi Z p = o ,  non contiene alcun gruppo 
della "/~. Se aggreghiamo un gruppo di k punti generici P a G, il gruppo (G + I') 

"-P+~ [G-a r- r ] ;  prendiamo k abbastanza grande perch~ la [G q-  r]  individua una g,,+p_p+~ 
contenga una serie infinita "I' di gruppi della "1'~. Ora i residui dei gruppi di ,/rispetto 
alia [G -~- F] costituiscono una variet~i V di dimensione l minore di k. Se non fosse 
cosl, un residuo passerebbe per I', e la g.,§ conterrebbe un gruppo della "1"~, contro 
il supposto. Ciascuno dei residui 6 un gruppo di ( p - - p  qt. k) punti non contenenti 
F, e, se ci mettiamo nel caso generico, avente indice di specialit~l ( l a -  k). 

Segue intanto c h e l a  serie "1' deve essere od +'. Infatti alp_, ~ o, e quindi un gruppo 
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generico della "1'~ non ha mai oo 2 altri gruppi equivalenti ad esso. La u contiene per6 
001 famiglie di gruppi equivalenti, perch~ contenuti nei residui di un gruppo di punti 
fissi rispetto ad una serie lineare. 

I I .  I gruppi di due diverse delle componenti della 7 non sono mai equivalenti; 
e quindi le COlnponenti non possono ave:~e gruppi a comune. 

Diciamo 7 una qualunque di tall componenti; E i l  residuo dei suoi gruppi rispetto 
alla [G-Jr-F]; e, scelto genericamente un altro gruppo 1" senza punti comuni con 1", 

consideriamo gli enti E', 7', analoghi ai precedenti. Sarfi dimostrato che la ,.O,m ~ costi- 
tuita di oo~-' r,, distinte, ciascuna composta di gruppi equivalenti, se noi faremo ve- 

dere che un gruppo T di 7 e uno T' di "(, non possono essere equivalenti. Ed infatti 
supponiamo, se possibile, che sia 

T ~ T ' .  
Ora 

E +  T ~ G + r ,  E ' +  T ' = _ G + F ' ;  
quindi 

r + E ' _ = E +  r'. 

Abbiamo osservato poc'anzi che E non contiene il gruppo I'; cosl 6 impossibile che i 

gruppi ( 1 " +  E') e (E + 1") coincidano. 
E aveva indice di specialit~t ( ~ -  k); quindi, l" essendo un gruppo generico, E +  l" 

ha l'indice di specialitA ( ? - - 2 k ) .  La serie completa [ E +  I"] ha ordine ( p ~ ? + 2 k ) .  
O I1 teorema di RtEMANs-Rocn mostra allora che [E-J- p'] ~ una g~_.o+2k. Quindi non 

vi ~ nessun altro gruppo [come ( 1 ' +  E')] equivalente ad ( E +  1"). Quindi ~ assurdo 
supporre T---~ T'. It teorema del ~ 7 resta cosl dimostrato. 

12. I1 teorema ha l'estensione seguente, che si dimostra con argomenti precisamente 
analoghi a quelli adoperati sopra: 

Se per una serie algebrica irriducibile non composta .f~,, abbiamo ~b > o ma ~+, - -  o, 

allora i gruppi della "f~ si ripartiscono in oo ~ serie oo ~-~ y, tall che i gruppi di una 

stessa 7 sono a due a due equivalenti ; e non Io sono mai due gruppi di 7 diverse. 

La dimostrazione che abbiamo data non 6 valida se b D P, perch~ i residui E 
[di ( p -  b + ~) punti] non esisteranno. PeL6 il fatto che Zb = o quando b~> p (w 3) 
e che non vi sono mai pifi di ooe gruppi non equivalenti di un dato ordine fa vedere 
che il teorema or ora enunciato vale anche in questo caso. Infatti Z~+, - - o ;  e, se 

~ ~ o, abbiamo ooP componenti ,(P~-P della "1'~, ciascuna composta di gruppi equivalenti 
a due a due, ma non equivalenti a quelli di altre componenti; etc. 

18- Una seconda definizione interessante delle ~ si enuncia nel modo seguente: 
b Zb ~ stata definita come il numero dei gruppi di una "l'm_o+b che sono contenuti 

m-p m-fl+b in una gm+l,-p generica. Scegliendo una g,~+~_p+~ in modo che i gruppi della b 
b non siano neutri rispetto ad essa, sottragghiamo i gruppi delia "fm-0+~ dai gruppi, da 

m+p+b loro determinati, delia g~+r-e§ Otteniamo cosl una serie algebrica di ordine p. 
Se ~b ~ o, questa serie avr~t la dimensione b. La serie, contata un numero di 

volte ( ~  I) uguale al numero dei gruppi delia b ~'m-p+b equivalenti ad un suo gruppo 
generico, sar~ in corrispondenza birazionale colla ~ - -  "im-e+~ data. Se invece K~ o, la .~ 
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avrfi dimensione uguale all'indice detl'ultima ~ diversa da zero nella serie ~ ,  ~,, ~ ,  . . . .  
Supponiamo che ~, ~ o, e consideriamo l'indice della "f~p, contata eventualmente pifi 
volte, come abbiamo indicato. Esso 6 il numero dei gruppi della 7~ che contengono b 

~m--~+b m--~ punti generici fissi. Questi b punti subordinano dentro la g,,-,p-e§ una gm+~_o. Ad 
ogni gruppo della "1"~ contenente i b punti scelti corrisponde evidentemente un gruppo 

delia ,,b lm-p+b contenuto nella ,,,-e �9 m-e g,,,+~_~, di questi gruppi ve ne sono z,,. Allora, la gm.p--p 
essendo interamente generica, possiamo enunciate la definizione seguente: za, ~ l'indice 

b della ";~ residua di una %_,~+~ subordinata nella "(~ da (o - -  b) punti generici, rispato 
m--~+b b ad una gm§247 generica, dove la yp viene contata tante volte quanti sono i gruppi di 

],~_p+,. equivalenti ad un gruppo dato. 

CAPITOLO II. 

La formola di de Jonqui~res per serie algebriche qualsiansi .  

14. La formola che vogliamo dimostrare dA il numero dkxk~..k ~ dei gruppi di una 

serie algebrica dotati di un punto ( k  + i)-plo, di un punto (k~ + I)-plo, . . . ,  di un 

" k  punto (k s + I)-plo; e, se ~- i ~ minore della dimensione ? della serie, di ( ? - ) - - k )  

punti fissi generici della curva. 
La formola ~ la seguente" 

(2) dkx . = c[!c2H [.- c !  . 

I caratteri della serie che compariscono sono il genere p della curva sostegno C, l'or- 
dine m, la dimensione ? della serie, e i caratteri definiti al w 2, ~ (l'indice della serie), 

Le c e le y dipendono invece dai numeri k~ che d~mno le molteplicM dei punti 
multipli. Le c &inno i humeri delle ripetizioni nelle k~. 

Cio~ : 

(3) l q - - - k , - - . . . : k  ; k + - - k q + ~ : . . . = k , + ~ ;  ...; kc, .... + , ~ _ , + , : . . . - - k q  .... +,~_,+,,. 

Yh ~ la somma dei prodotti delle k i ad b ad b. 
Cio6 

yo = I~ 

y, = ~-ki ,  
aja 

(4) Y" - -  ~- k, k,, (i, # i 9 ,  

a,a,...a 

y,_, - -  . . 5-  . kqkq . . .  k.,,_, tutte le i essendo disuguali, 

y ~ = k , k ~  . . .  k~. 
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I5. I1 DE JOSO_UIf~RES [I. C. a), 4)] ha dimostrato la (2) nel caso delle serie li- 
neari, cio+ quando Zo --'-- I, Z, = Z~ -~- " '" = o. Aliora la (2) prende la forma : 

(~) dk,k,...~a ~--- 
c , ! c , ! -  . ,,=o h - a  

II CASTELSUOVO [[OC. cir. ')] ha ottenuto la formola generale per d, .  II TORELLI 
ha esteso questo risultato per trovare d~, 6) e d~, [loc. cit. '), pag. 133o ]. Queste due 

formole sono la (6) e la (7):  

(6)  dk, - -  (k ,  -3 7 I)[Tvo(m - -  p N L k i p  ) - -  Z ,k , ] .  

II TORELLI in questa formola suppone the p - -  k, m a i l  suo risultato non ha essen- 
zialmente minore generalit~t per questo. 

l d ,  = 2 {Zo [(,,, - -  P) ( m - -  p - -  ~) + 2;  (m - -  p - -  ~) + p (p - -  ~)] 
- ~ , D ( m - p - - 0 + 2 ( p -  ~)]+2z~ 

(7) - - 2 Z o ( m + P - - P ) ( m - [ - P - - P - - I ) - - 4 Z o P - - 4 K ~ ( m + P - - P - - 2 ) - [ - 4 Z ~  �9 

Qui ar.cora la formola data dal TORELL~ & in apparenza meno generale, giacch& egli 
mette p ~ 2. 

16. Insieme colla (2) bisognerh dimostrare una formola che si riferisce alle serie 
individuate dentro la ~'~, da punti multipli. 

Se dai gruppi della T~, che contengono un punto (a ,+ I ) -p lo ,  un punto (a +~)-plo, ... 
p-X~ un punto ( z - J - I ) @ %  togliamo questi punti, otteniamo una Y=_x,_~, che chiameremo 

N IH2...NO~ 

"f Tutti  i simboli che abbiamo gi~. spiegati, quando si riferiscono alia ~m ~ s a -  
~ I ~2 . ,  .g0f, 

ranno scricti colle lettere z z, . . .  z sopra la linea, quando si riferiscono alia y 

In particolare - ~ ~'~,_~ sia la serie subordinata nella "~.~ dai punti doppi. L'indice della 

serie ,[ ~ il numero dei gruppi che contengono (p - -  ~--z) punti fissi generici. Ma 

q~e,to e il ~ume~o dei groppi den~ r{~,+::, ,ubo~d~nata dai ( p - - X . )  punti ~he ~on- 
tengono un punto (z, -~- I )@% un punto ( z  -{- i)-plo, . . .  un punto ( x  + I)-plo; 

HIX2.. .R~, 

cio~ l'indice della aerie "( 6 d~,~ ~ . 

Cib posto, possiamo enunciare la formola che dimostreremo: 
n 

X 1 2 C I t +  z I r/~ o X. C ')~. I C I z K I t .  (8) z ~ = ( . +  ) ( p - +  )z,_ ( - + ) [  - ,  + t 5 - ( - +  ) ]<- (  + ) ( - +  )z~+ 

Faremo uso della (6), che si pu6 scrivere 

(63 d~ = (k + 1)(m -- p + kP)~o -- k(k +1)~,, 
e di una formola data dal TORELLI [1OC. cir. a), pag. 1329]. Se poniamo 

(~) x = m + p - p, 

6) R. TORELLI, Sui sistemi algebrlci di curve appartenenti ad una superfide algebrica [Atti della 
R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XLII 09o6-9o7), pp. 86-99], pag. 89. - -S i  nofi the la 
the comparisce in questa Nota ~ il doppio delia nostra ~,. 
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la formola si scrive : 

Nella sommatoria ~ = o ,  x, . . . ,  b - -  I ;  i =  1, 2, . . . ,  b - - , ;  e per ogni coppia 
di valori di ~, i, l'insieme degli interi k,, k,,  . . . ,  k i (maggiori di zero) deve assu- 
mere tutte le i-ple di valori, diverse a due a due non soltanto per l'ordine, soddisfa- 
centi reguaglianza k, + k~ + . . .  + kl = b - -  ~. 

gl. . .g~ 

17. Conviene dimostrare adesso un lemma sulla relazione che esiste tra dx,...x ~ e 
[ . . . , 4 ~  X I" �9 .)lot .,X I " ' g o t  

d ..... gotz,..xr �9 dx,...z r 6 il numero dei gruppi della T,,_o+xzxx -~ [subordinata nella -T,_xg_otP-x" 

da (?--X z--.X 3,) punti generici] dotati di un punto (?,,+I)-plo, un punto (;~ + t ) - p l o ,  .. . ,  
un punto ( ) . r  I)-plo; d.,,...~otx,...zt ~ 6 il numero dei gruppi della ~+xx y~ subordinata 

nella 7~ da ( ? -  Y y . -  }-" 3,) punti 
un punto (z~,-t'- I)@O, un punto (),, 

I~ lecito supporre che i ( p -  "/-z 
:|1 �9 " .g '~ 

generici, dotati di un punto (~, + I)-plo, . . .  
-a t- I )@o,  . . . ,  un punto ()'13 n t- I)-plo. 

--__Y ),) punti suddetti siano gli stessi tanto per 
Xl �9 "'~r 

dz,..aa che per dg,....,otz,...z . Ora un gruppo che contribuisce alia dx,...z~, aggiunto 

ai punti multipli che individuano quel gruppo, costituisce un solo gruppo che contri- 
buisce alla d ,....,otx,...z . 

D'altra parte, dato un gruppo che conta fra i dg,...,oth...zt3 , quanti gruppi d/t per 

la dx,..~.a Vale a dire: dati un punto ( ~ +  I)-plo, . . .  , un punto (~ot-{- I)-plo, un 

punto (~. + O-plo, . . . ,  un punto (7,r + I)-plo, in quanti modi vi si posson scegliere 
un punto ( ~  + I)-plo, . . .  , un punto (zot + I)-plo ? Supponiamo che 

;'. ~ z  - - "  . . .  - -- 'x .q ~ ) h - - ) ,  - -  . . .  ~)~ ; x . q , +  " - -  . . .  ~ ; ~  - - ; ~  = . . .  - - - ~  ; . . . ;  
ql+cl2 r l + z  r l + r  2 

x. = . . .  ~ x. = k  ~ - -  . . .  - - -  ~. 
q l + " ' + q S _ _ l + l  ql-C-'"+qs t ' l + . , . + f $ _ _ l  + I  r l  + , . . + r  $ 9 

ma che non vi siano altre uguaglianze tra le z e le ),. (Ci6 non impedisce che vi siano 
altre ~. uguali fra di loro, purch6 non siano uguali a nessurla ),; e viceversa). Allora, 
dato uno dei d ...~,x,...zv gruppi, si possono scegliere i punti multipli tall da individuare 

g I '" "gOt 

un gruppo tra i d~,...~ in 

(q ,+r , ) (q~+r)  ... (q ,+r )  modi. 
q, q~ q, 

Ne risulta che 

(ii) 

Giacch~ 

si conclude che 

gld::,ii~=I~(q]+r])] 
qi d.,,...,~,...~;. 

qi i ' 

(12) d~.,...~ -= d~,...g . 



~ 2  E D W A R D  S. A L L E N ' .  

I8. Dimostreremo la (2) e la (8) simultaneamente col metodo d'induzione com- 
pleta. La (2) ~ vera per a - -  i, perch~ in questo caso si riduce aUa (6'). La (8) 

k k 

vera per c z o. Infatti ~o ~ l'indice della "~, e quindi d k (cfr. ~ I6). Ma si vede che, 
se mettiamo (come l'estensione della definizione deUe ~ lo permette) K , - - ~  anche la 

(8) coincide con la (6 ' )  per c = o, ed ~ quindi vera. 
Per la dimostrazione completa della (2) e della (8) basta ammettere la (2) per 

a - - I ,  2, . . . ,  a - - I ,  e la (8) per c = o, I, . . . ,  a - - 2 ;  e dimostrare che, ammessa 

questa ipotesi, la (2) ~ verificata per a = a, la (8) per c - - - a -  I. Scriveremo a in- 

vece d i a ,  giacch~ non d~ luogo ad ambiguitL Daremo prima il piano generale della 
dimostrazione, poi torneremo in un'akro capitolo sui particolari aritmetici. 

x9. I1 primo passo consiste nel dimostrare cbe la (2) vale per dk,~...k" , dove tutte le k 

sono uguali alrunitgt, cio~ dove dk,k~...~ ~ indica il numero dei gruppi della "i~,, dotati di 

a punti doppl e di ( 0 -  a) punti semplici fissi. Indichiamo questo numero con d t~l. Per 

dimostrare la validifft della ( 2 ) i n  questo caso partiamo dalla 0 0 ) p e r  ;G, e sostituiamo 
al posto delle v a r i e d  nel secondo membro della ( I0 )  i loro valori dati dalla (2). Ne 

risulta una identitL Ma nel secondo membro della ( i o )  compariscono d rol, e inoltre 

soltanto alcune d con meno di a indici. Per ques t ed  abbiamo ammesso la verit~ della 
(2). La (I0) ,  d'altra parte, ~ sempre valida; quindi il fatto che otteniamo una identit;i 

mostra c h e l a  (2) ~ vera anche per d{.l. 
uo. L a d  cosl ottenuta, si riduce alla forma assai semplice 

d ~  : ~  y ( -  i7 , m - -  p - -  h 
b=o  b=b  a - -  ]') " 

Coll'aiuto di questa formola, e della (8), ammessa per i valori di c minori di (a- -~) ,  

si ottiene una verifica~ione della (8)per ~-~_. A questo scopo facciamo uso della ( I i ) ,  

che ci d~t l'identit~ 
(I4) ~[._,]-'-- adi[a]. 
Si ricordi che 7.P-, + la serie ottenuta dalla ,/'~ m data mediante la sottrazione di tin 
punto doppio da ogni gruppo in cui comparisce un tale punto. Se un gruppo contiene 

un numero (maggiore di uno) di punti doppi, darer altrettanti gruppi della '~- '  *1r �9 

d-'I .... 1 ~ il numero dei gruppi della 7 dotati di (a - -  i )  punti doppi e di ( p - - a )  

punti semplici fissi. 

La sostituzione (x 3)neUa (I4)d~t a sinistra un'espressione contenente ~ ,  K,, ..., L,- , ,  
a destra un'espressione con ~ ,  ~,, . . . ,  ~ .  Sappiamo che ~ lecito sostituire i valori 

di ~ ,  ~,, . . . ,  K~_~ secondo la (8). Rimane una equazione in ~o, ~,, " " ,  ~,, r~_,, 
la quale, semplificata, diviene la (8) per il caso considerato; vale a dire, 

k k k 

2 L  Avendo ammessa la (8) per ~o, ~,, " " ,  K~_~, e dimostrata per ~ _ , ,  pas- 
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siamo a dimostrare Ia 
ottenendo l'equazione 

(16) 

k 

(8) per Z ~ _ , ( k ~  1). Ancora una volta applichiamo la (1~), 

Infatti tutte due sono uguali a ( a - -  1)d i~_,l ~. Q u i d  ia_,l ~ indica il numero dei gruppi 

della "i',~ dotati di ( a - - l )  punti doppl, di un punto ( k +  i)plo, e di ( p - - a - { - I - - k )  

punti semplici fissi; e d [~_21 k ha un significato analogo. 

La (2), ammessa per d a d  (a --  1) indici, fornisce nel primo membro della ( i6)  
k k k 

una espressione con L ,  Z,, . . . ,  ~_ , ,  nel secondo membro, Z~o, Z,, . . . ,  Z~_,- 
Troviamo che la  sostituzione (8) per queste Z risulta una identit~l. D'altra parte, 

k 
la (8) ~ certamente vera per tutte queste zo colla possibile eccezione della L_ , .  Quindi 

k 

il fatto, chela sostituzione (8) d~t un'identit~, fa vedere chela (8) ~ vera anche per Zo_," 
22. Rimane da provare la (2) per dl,k~k ~. Sappiamo gi~t la relazione che esiste 

k a 

tra dk,k: .~ ~ e d-~,~,.~_,; ~ data dalla (~I). Sappiamo valutare la seconda di quested 
ka ka ka 

mediante la (2), e esprimere le go, g,, " " ,  L- ,  che vi compariscono con termini 
contenenti Zo, Z,, . ' . ,  ~" Cosi sappiamo calcolare la d~,~,..~ ; ed infatti troveremo 

che la  (2) dA il suo valore. 

C A P I T O L O  I I I .  

Dimostrazione particolareggiata. 

Particolari relativi al w I9. 

23. Prima di procedere alla dimostrazione, chela (2) riduce la (IO) ad una iden- 
tid formale, conviene considerate certi humeri che chiameremo CB,~, h . Definiamo questi 
nel modo seguente: Si prendano tutti i gruppi di i interi maggiori di zero, la cui somma 

~, i gruppi emndo eventualmente diversi soltanto per I'ordine dei numeri. Poi per 
dascun gruppo si calcolino y~, [cio~, la somma dei prodotti degli i interi presi ad h 
ad b in tutti i modi possibili; cfr. (4), ~ 14]; Cr ~ la somma cli qmste Yh. Calco- 
lianlo per esempio C4,2, ,. I gruppi di 2 interi la cui somma ~ 4 sono I, 3; 2, 2; 3, I; 
y , ,  la somma stessa degli interi di un gruppo, ~ in ogni caso 4; quindi C4,~, ' - --I2.  

Si vede che dobbiamo avere i~ "~ i ~ h; se no, C~,~.~--o. 
24. Vogliamo ottenere una formola generale per C~,~. b . Calcoliamo prima, per6, 

Cr o . Giacch~ Yo-- 1 [cfr. (4)], C~,~,o ~ il numero dei gruppi di i interi, la cui 
somma ~ ~. 

R~d.  Circ. Matera. Palermo, t. XXXVII (t o sem. t g x 4 ) . -  Stampato l ' t l  dicembre 19H. 45 
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Dimostriamo per induzione completa, che 7) 

07) 
Per i =  z, la ( I7 )  d',i 

C 3 , I ,  o -~-  I~ 

Consideriamo ora Cr per un valore qualsiasi di i, ammettendo che la ( i 7 )  dia 
il valore giusto per i valori di i minori di quello. La dimostrazione si fa considerando 
successivamente i gruppi che cominciano con x, quelli che cominciano con 2, . . .  quelli 
che cominciano con ( ~ -  i-Jr- r). I gruppi che cominciano con un certo numero j 
avranno, in tutti i modi possibili, altri (i ~ ~) numeri la cui somma sia ( [ ~ -  j). I1 
numero dei gruppi che cominciano con j ~ quindi Cr ~ . . . .  . Ne risuka che 

c~,,,o = c~_,,,_,,o + c~_,,,_,,o + . . .  + c,_,,,_,,o 

Ma la 0 8 )  ~ anamessa per ( i -  I), quindi possiamo scrivere 

+ + ( , ' : -3  
La somma di una serie del tipo dato a destra ~ nota;  quindi otteniamo 

0 7 )  

Essendo in ogni caso y, - "  13, 

09) 

2 5. Una formola ricorrente per C~.i, ~ si ottiene in modo analogo. 
Consideriamo i termini che provengono dai gruppi che cominciano con j. In cia- 

scuno di questi gruppi di i numeri consideriamo i loro prodotti ad h ad b. Questi 
prodotti si dividono in quelli che hanno il fattore /', e in quelli che non lo hanno. 
Quelli che non lo hanno portano a C~,i,~, il contributo del nunaero Cr h . Quelli che 
hanno il fattore/" dhnno j Cr  , . Da queste considerazioni segue che 

c~,,,~ = (c~_.,,_.,~ + c~_.,,_.,~_,) 
+ (c~_,.,_.,~ + 2 c~_,,,_,,~_,) 

(20) + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
+ (c~_:,,_,,~ + i c~_:,,_,,~_,) 

~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ . , ~ ~ �9 , ~ �9 �9 �9 , ~ ~ 

+ (c,_.,,_,,~ + (~ - ~ + ,) c,_,,,_,,~_.). 
26. La (20) per i - - b ,  diventa 

c~,~,~ = c~_,,~_,,,,_. + ~ c~_:,~_,,~_, + . . .  + (~ - i + ~ ) c~_,,~_,,~_, . 

Infatti il primo termine in ogni parentesi della (20) s'annulla, essendo b - -  I < h 

7) I1 valore dato per C~,i, o si trova gi/l in L. OTTINGER, Lebre yon  der Kombina tor i k  (Frei- 
burg i317 ). 
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(cfr. ~ 23). Ora siamo in grado di dimostrare che: 

( 2 0  Ci~,~ , ,~=(~2+bh-- '  ) . _ _ 1  

Per h = I, la (2I) diventa Cr .... = ~, la cui verit~t sappiamo dalla (I9). 
Sia verificata la (2,)  fino a ( b -  I), ma non per b. La (20) & in questo caso 

t ) ( ) C[&h,t, ~ ' d f ' h - - 3  + 2  l ~ + h - - 4  + . . .  + ( l ~ - - h + I )  2b " -- 2h--3 2h~.3 
Ne risuka con facile calcolo che 

(22) 

27. Con le equazioni (I7) , ( i9)  e ( 2 1 )  per base, ~ possibile adesso dimostrare che 

C~,,,~ = ( ib) (~ + b--I)  
~ m  I 

Supponiamo la (22) gi~t dimostrata per ogni caso dove ( i -  h) abbia un valore 
minore di quello che consideriamo, e anche per questo valore purch~ b stessa abbia 
un valore minore di quello considerato. Allora i termini a destra nella (20)sono noti, 
e si pub calcolarne Cr ~ . 

Schematicamente, il procedimento pub spiegarsi cosi: 

h 
o I 2 3 4 . . . - - i - -  b,  

o (i7) 
09) 
(21) 09) 
(~i) x 

�9 �9 * �9 �9 �9 �9 �9 �9 , 

(2 , )  
(2 i )  

�9 # �9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 , 

( I 7 )  ( ' 7 )  ( 1 7 )  �9 �9 �9 

0 9 )  ( I 9 )  ( I 9 )  �9 �9 . 

3 
4 

�9 ~ �9 

Abbiamo segnato le coppie di valori di b e di (i - -  h), per le quali C 6 nota, 
col numeri delie formole chela  d~mno. Ma se tutti i punti di un rettangolo nell'an- 
golo superiore a sinistra rappresentano valori noti, ad eccezione del punto inferiore a 
destra del rettangolo, allora quel punto rappresenta una C, il cui valore si calcola per 
mezzo della (2o). t] evidente che si giunge in questo modo ad ogni punto rappresen- 
tante valori interi, positivi o nulli, di ( i -  h) e di b. 

Applichiamo la (20) sotto l'ipotesi fatta. 

c _r t ' i - "~ l  ~+h-2"~+t i - i ' l l  ~-t-h-3', 

_]._[(i:,I'~/~Jr-h--3'~...i..2 I' i--i~{~-q-b--4~._t, i - - ,  �9 . .  

/ \  ~--i / - \ h - x / \ ~ - i - , ] -  
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Semplificazioni abbastanza facili riducono questa formola alla forma voluta 

(22) C~';'~--(~ ) (  ~'3f- [ ~ - - i  ) "  h - - I  

28. Ricordiamoci the ci siamo proposti nel ~ 19 di dimostrare che, se nella (IO) 
(dove 6 posto b =  a) sostituiamo i valori delle d~,k2...k i dati dalla ( 2 ) n e  risulta un'iden- 

titfi. Riscriviamo la ( io) ,  e poi, per maggiore chiarezza, scriviamola per disteso nel- 
l'ipotesi a = 4: 

X die,k2 k i 
(IO) ~[a " - ~ [ o ( ~ ) +  ~ - ( - - I ) a - ' ( ~ ) ( k  + I)(k 2 + I i . . .  (k i + i) 1 
dove nella sommatoria e - - - o ,  I, . . . ,  a - -  I ;  i - -  I, 2, . . . ,  a - - , ;  e per ogni 
coppia di valori di e, i, l'insieme degli interi ( >  o ) k ,  k~, . . . ,  k i deve assumere 
tutte le i-ple di valori, diverse a due a due non soltanto per l'ordine, soddisfacenti 

reguaglianza : k, -1- k~ + . . .  -~- k i = a - -  , 
x 

-(:)5 

d r'' d,~ 

Si vede che i polinomi in parentesi saranno gli stessi per un valore qualunque di a. 
Questi polinomi si scrivono 

dk~k2...kl 
Y (k, + i)(k~ + ~) . . .  (& + O'  

dove neIla sommatoria la i e le k possono variare, ma sempre in modo che 
k, + k~ + . . .  + k , =  ~, 

numero fisso. Prima di trovare il valore di tale somma, troveremo il valore di 

dk~k2...kl 
5 (k + ~)(k~ + ~) .. .  (k, + ~) 

quando non soltanto ~ ma anche i (il numero degli indici di ciascuna d) ~ fissa. 

T a l e ~ , p e r e s e m p i o ,  ( ~ ! + ~ ) n e l c a s o l ~ = 4 ,  i = 2 .  L e k p r e n d o n o s e m p r e  

tutti gli insiemi di valori diversi non soltanto per l'ordine, tali che ~ - k  - -  ~. 

29. Mettiamo 

dkik 2 t, 
(k, + i )(k,  + i )  . . .  (k, + i)  = D~,k,..k, ' 

(23)  c, !c~ ! . . .  c.!d,,,~...,, = ~,,,....,, Ida. (3)],  

~k ..." 
(k, + x)(k, + I)  . . .  (k i + x) = c,!c,! . . .  c lDh~,...k, = Ahh...'i" 
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In questa notazione la ( 2 )  Si scrive 

(24) A h h . . . ~ - - ~ - ~ - ( - - ~ ) ~ ' Z b y ~ , h ! ( P - - b b ) ( i - - h ) ! ( m - - ~ - - h  ) 
- -  h=o ~ '~ i - - b  " 

Prendiamo un certo insieme di indici k ,  ks, . . .  , k~, supponendo (come nel ~ 14) che 

( 3 )  k , = k , - -  . . .  - - k  ; . . . ;  kc ,+. . .+~, ,_ ,+ - -  . . .  = k  + . . . + , , _ , + ,  . 

I1 numero degli ordini diversi in cui si possono scrivere le k k 

il  
c,!c~! . . .  c ! "  

Questo fatto, coll'ultima equazione (23) , fa vedere che se ripetiamo Ak,k,...k ~ tante volte 

quanti sono gli ordini in cui si possono scrivere le k, avremo precisamente i l D~ . . .~  . 

Ma la 
dklk  2 ..k i 

5-(k + I)(k  + i) . . .  (k + 

che cerchiamo si scrive anche ~-Dk,~,..k~, dove diversi ordini delle medesime k non 

sono ammessi. Adesso vediamo che questa-sommatoria (l 'ultima definita nel ~ 28 )pub  
anche definirsi come 

I 

i I ~- Ak,~ ' ~i ' 

dove nella sommatoria le k ,  k,, . . . ,  k~ prendono tutti i valori, diversi eventualmente 
SOLTASTO PER L'ORDISE, tall the k + k + . . .  + k~ --  ~. 

80. Ora nei valori delle diverse Ak,k,..~ ~ daft dalla (24), il secondo membro di 

quella equazione non cambia se non per ragione della scelta delle k, cio~ nelle yh. 
Quindi la somma che cerchiamo (essendo fisso, ben inteso, [~ e 0 6 

5-A~,k~. . .~ ,  s  ) 
= ~=o b=b " i - -  b " 

Si riconosce subito c h e l a  y y ~  non ~ altro c h e l a  C~,i,~, dei w 23"27. Perci6, la 

sostituzione (22) d~i 

--  ~ i ) (s  b b ) ( i - - h ) t ( m - - ' - - h )  
b=o ~=b - -  " i - -  b " 

Ma 

I 

(cfr. w 29). hie risulta che 

"" " - -  b = o  b = ~  ~ - -  i i - -  h ' 

dove, neUa sommatoria, le k prendono tutte le /-pie di valori, diverse non soltanto per 
l'ordine, tali che ~ - k  - -  ~. 
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Ora, per ottenere il polinomio che moltiplica ( - - i ) ~ (  x ) 8I. a - -  9_ nella (io), bi- 

sogna sommare la (25) per i =  I, 2, . . . ,  9 (cfr. ~ 28), cio~ bisogna calcolare 

(9+ h--~)(p-- bb)(m--,--b ) 
I1 coefficiente di Zb pub scriversi: 

, - e  ~ + h - ,  - m - - e - - h  
~=b h=~ 9 - -  I i --  h 

= ( P - - b ) [ (  9 - { - ' b - O  9 - b  I )  (m - -  p - -  

+ ( : + b - - I ) ( m - - , - - b ) _ _ b _  I I "- t-""  + ( 9 " J i - b - - I ) ( m - - p - - b ) ; o  9 - - b  

+ { '7 ' )[(~_~t•  ' -~  ) 
.3 r ( 9-~-b {m 7 b - -  1 (9 b) (m - -  p --  b --  _,_~) - ,  )+ . . .+  ~ + ~_ ,_~i ) ]  

. . �9 �9 , �9 . �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 . �9 , ~ . �9 . , �9 , �9 , �9 . �9 �9 �9 . �9 . �9 , �9 , �9 �9 �9 . �9 , �9 

+ { ~ - , , ) { ~ o  ~) ( m - o ' -  ~) 
Per valutare questa espressione, possiamo ricorrere all'identit~t 

~, v essendo interi positivi. 
I coefficienti di :P" a sinistra e a destra sono uguali. Quindi 

(~6) (: .){o)§ ~ ) ( ; ) §  +{~)(~_~ )§  
Seapplichiamola(26) aicoefficienti di ( p - - b ) ( p - - b )  o ' i } . . . ,  otteniamo 

{p - -  b) {m --  o + [~ --  I o  ~ - - b  ) 

+ (, -- ,) (m -- , + ~ -- ~) -- (m o ~) 
Una seconda applicazione della (26) riduce questa espressione a 

(m.-~-p--o+9--b-- I ) ( x - + 9 - - b - - I )  
9 - - b  = t ~ - - b  ' 

Quindi (x+9--b-- I) 
07) )- D~A~ ' = )- (-- xy ~ ~=o ~ - -  b ' 
dove nella prima sommatoria i = I~ :2, . . .  ~ 9~ e le k prendono tutti gli insiemi di 
valori, diversi non soltanto per l'ordine~ tall che 

Y k = ~ .  
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32. La (IO), che dimostreremo essere un'identit'.i, si strive secondo la (27) 

§ )[~o(,~!_~x§ ] . . . .  

"'" + ( - ~ ) ~  b -  h + "'" + ( -  ~)~ + " 

, (-,,~[~(~ *~-a ') -~  (x ,~-~_, ~) ,  ... 

a - h  + " + ( -  " 

Evidentemente il r d i r  nel secondo membro ~ I. Vogliamo dimostrare 

che i cor delle altre r sono nu]li. 

88. I1 coefficiente di r 

b=h  - -  b - -  b ' 

Per valutare questo coefficiente, consideriamo l'identit/t 

,% ~ essendo interi positivi. 

A destra ~ ha coefficiente zero; quindi il coefficiente di ~ a sinistra deve annul- 

larsi. Cio~ 

-(~.)( o )-(~_~)(~) 
(~8) § .... +(_~)~(~L)(~§247 § 

Mettendo 
- -  x, ~ - -  a - -  h, k - -  b - -  h, 

troviamo che ( x )  ~(x§ 
~- a - - b  ( -  b - - h  - - o .  
b=h 

La (IO) 6 cosl ridotta ad una identitii formale; e l 'argomento del ~ 19 fi valido, 

mostrando c h e l a  (2) d~t il vero valore d i d  ~[~] �9 

Partioolari relativi al w 20. 

34- Come abbiamo detto al ~ 20, vogliamo trasformare la (2) per d 

(~ Siccome le k sono tutte uguali all'unit~, yh= h e (k+I) (k~+I) . . . (k~+I)=2 ~ 
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La (2) ~, in questo caso, 

Ma ( ; ) b ! ( a - - h ) ! - - a ! ; q u i n d i  

= 2 ' ' ~ -  ( - -  I ) '~ / ,  ,r/ - -  O - -  h (I3) d't,,l "...'- a --  b " 
b = o  b=b 

35. Per la dimostrazione che vogliamo fare, conviene avere la dr.1 sotto un'altra 
forma. Per ci6 consideriamo l'identit~t 

( ~ + , ) "  (~ + ~ + ~ %  ... +~)~-~,+, 
--(I--~.)~(I--~.)~(I-t-~+x=+ -}-=~)~(I--~-x+==+ +~)~ -~+ '+  termini in g+~ ~.~+~ . . . . . .  ~. ~ ~ . - .  

=(I--X~)~(I-~-x21-x~ + ...-t--x@+~-~+~-I - termini in ~.~*~, ~+~, . . . .  

Supponiamo in questa identit~t che ~, "0, ~* siano interi positivi, e che ~ ~ / z .  
Ora 

(I + ,e + ~ + . . .  + ~)~+' 

- - I  + ( ~ "  i + t ) ~ + ( c ' - ~ 9  2 ) ~ +  "'" + ( r  ~ + ' _  /* ' . . .  

Quindi, se poniamo l'uguaglianza dei coefficienti di ~ nell'identith soprascritta, e 
chiamiamo U(~, "~, /*) il valore di quei coefficienti, avremo 

F I a'-t  

(~9) u g ,  ~, e - ) =  Y ~ ,. e- 

86. Ci6 posto, vediamo chela (I3) pu6 scriversi 

(30) 
i d,i. 

a 

= 2 ~ Y (  - x ) ~  u~, ,,, - e - - b ,  p --  b, ~ --  b) 

a--b a - - b - i  

x ( ) = ~~ 2 ~ (_ 0,+,:~, .,, - b I x  - -  ~b - -  ~ h ~  
,=o ~=o h \ a - - b ~ 2 h  ]" 

Abbiamo visto (~ 2o) che 

(I3) ~E~-,I-- ad't.l" 

Per determinate il valore di d-i._,l bisogna ricordarsi che la ~-~ una "rP,,7': ed ha 

quindi x - - O n - - 2 ) + p - - ( e - - I ) - - x - - ~ .  Ci6 posto, possiamo scrivere la (I4), 
dopo averla divisa per 2 "-', 

a - - b - t  a--b--2 
2 2 a - t  

Z Z 
b = o  ' ~ O  

a - b  
a 

--- 2 a  Z 
, ~ o  

l ) , b L [ p - - b ~  [ , ~ - - , b - - 2 b - - l ~  (--  
\ l~ a - - b - -  2 h - -  i J 

a - - ' - - I  
" 2  ( ) 

y ( -  I ) ' ~  P -  b i x -  ~ b -  2h~ 
,=--~ h l~ a - -  b - -  2 b ]" 



SU ALCUN'I CARATTERI DI UNA SERIE ALGEBRICA~ E LA FORMOLA DI DE JONQ.UI#-RE$~ ETC. 36 I  

m 
Sostituiamo per Zo, Z,, . - . ,  ~-~ i valori dati dalla (8), cio~ 

z,.~ ---  4 ( P  - -  c + I)Z,.+, + 2(x - -  3 c ) Z o -  2 (c  + I)Z:_+, �9 

Ne risulta che 
a--b a--b--, 

~=o h ~ a - - b - - 2 h ]  os 
b=o 

a--b--t , a--b--a 
2 =~ ~. (--I)V+~[2(P--b-{-I)~_,-F(x--3b)z~--(b-[-I)Zb+,]X 

b=o b~o 

h ~ a - - b - - 2 h - -  I ] -~-~(-  ~-' 
a--b a--b--, 

a - - 3 T '  2 i ) b . h  [ ( p  - -  b - -  I ) / X - -  2 b - -  2 b  - -  ~ 
(309 = y  ( - -  ~ - - 2 ( p - - b )  h ~ - - b - - 2 h - - 2 !  

b~o h =o 

_ b ) I P - - b ~ I x - - ~ b - - ~ h - - ' ~ + b ( P - - b + ' ~ i x - - ~ b - - ~ b + '  
+ ( x  3 ~ ! ~ , ~ - b - - ~ h - - , t  b :~, ~ - -b - -~h  )] 
+ ( - -  ~)~ ~o_~ l(x - -  3 ~ + 6) (x - -  2 a + 2) 

+ (a -- 2)[( x - 2a-F2 5) - ( '  - a + 3)]I 

I i a - , - -  . "-~(-- I)~-'Za_,(a-- I)(x--2a-+-3)-df-~( - ) Z~_, 

87. Vogtiamo dimostrare, prima, che, se sottragghiamo l'ultimo membro della 
equazione precedente dal primo membro, i coefflcienti di to, Z,, . . . ,  Z,,_ 3 si annullano 
identicamente. Cio6 

[ a--b a--b--i 

i --r- '~-" I'b+~'FatP--b\/x--2b--2h\ '2" b " [ p - b - I \ [ x - 2 b - 2 b - 3 \  

1 x 3b /p--bX/x--2b--2h--t\ b/P--b+xX/x--2b--2h+l\"l 

Ora possiamo far vedere che, se h <  a - -  b +  I , 
2 

~V /p--bX/x--2b--2h\ /p--b\/x--2b--2h--I 

=(-- ,  );b [ p--b ~ { x--2b--fh--i 
~, ~ / \  a--b--2~--2 1 

S e - h - - o ,  la (32) ~ ridotta a 

( :  . , x _ 2 b _ i ,   o_b_2, --a ----bb)-F(x-- 3b)~ a - -b - -x  j--[-b 2b+I  = b [ X - - 2 b - - x ~  

gend. Cim. Matera. Palermo, t. XXXVII (x o sere. t9 t4 ) .~S tampa to  I ' l l  dicembre 19x j. 46 
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[ x - - 2 b - - i )  
Se dividiamo per \ a - -  b - -  2 , questa uguaglianza si riduce all'identit~t 

(~--2b)(x--~--b+~) x - - a - - b + i  (x--2b)(x--2b+O 
- - a  ( a - - b ) ( a - - b - - i )  q - ( x - - 3 b )  - - - J - b  --'b. a - - b - -  I ( a - - b ) ( a - - b - -  i)  

La (3 2) essendo verificata per h - - o ,  si procede col metodo dell'induzione com- 

pleta. Supponiamo cio~ che l a  (32) sia vera p e r h - -  I, e aggiungiamo al secondo mem- 
bro che corrisponde a quel valore, i termini del primo membro che corrispondono ad 

b. Cosl otteniamo 

h k a _ _ b _ _ 2 - ~ _ _ 2 . t "  

88. I1 primo membro della (32) coincide col primo membro della (3I),  se si 

mette b _ _ a - - b  a - -  b - -  i o . I1 secondo membro della (32), si annulla in questo 
2 2 

caso, giacch~ (a - -  b - -  2 b -  2) ~ o. La (31) ~ quindi verificata. 
La (3 o') si trova adesso ridotta alla forma 

a - - b  ~ - - b - - t  

( ) 
~=,-, ~=o \ a - - b - - 2 h ]  

I x~-= :(._=tkx - -  3 ( "  a-Jc6)(x--2a-J  c 2) --(-) 3)+(a- L(- +sl-(~-~ +3)jl F / 2 a ' ~  4~ 

+ ( -  0"-~ ~,_, (~-- 0 ( " -  ~ ~ -  3 ) + - ; ( -  I) ~ ~_,. 
Questa equazione si riduce facilmente a quella voluta: 

Z,-, - -  4(P  ~ a  -t- 2)z~_2 n t- 2 ( X  - -  3a + 3)z~_, - -  2 a ~ .  
Cio~ la (8) 6 verificata per ~ _ .  

Partioolari relativi al ~ 2 1 .  

39. Per applicare la (2) al calcolo di ~to_~? e di 

Iori delle Yh per questi due gruppi di indici. Si ricordi 
di un gruppo presi ad h ad b. L e y  e i prodotti (k, 
nei casi che consideriamo adesso, sono: 

Yo- -  I, 
y , - - k + a - -  2, 
�9 . , �9 �9 . . �9 �9 �9 . �9 . . �9 �9 . . �9 

b 2 / ,  per Ii~_21k , 

y~ - -  ~ ( a  - -  2)  + i ,  

y~_, = k ,  

k 

d {,_,1, bisogna conoscere i va- 
che )'h ~ il prodotto degli indici 
+ ~)(k, + ~) .. .  (L_, + ~) 

yo-- i, 
y , - - - a - -  I, 
�9 . . ~ , ~ . . . .  ~ �9 . 

Y~ - -  h ' 
. . . .  . �9 . . . . . . .  

Y a - 2  " - - -  a - -  I, 

Y a - - t  - " - "  I) 

(k, + I ) (k .+ I )...(k._ -J- I )-=2"-' 

peri[~_q. 
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Lo scopo di questo capitolo ~ di far vedere che la  sostituzione dei valori dati dalla 
(2), e poi di quelli dati dalla (8), nella 0 6 )  produce una identitA helle Zo, Z,, . . - ,  Z.. 
La sostituzione ci dA 

/~ .2 a - I  a . . . . .  b ~ ( a _ _ i )  ( p _ _ ~ )  ( _ _ _ _ . ] J T i )  
d - ~ c " - I I - - ( a - - I ) ! ~ - - ~ - ( - - O  ~'~ b b! ( a - - h - - i ) !  m 2 b  b~o b=b a 

a--i a--I 
- - 2  .... ~. ~_(--i)"{(k + I ) ' ( p - - b + I ) ~ _  -~(k--F-i)[m--o-F-kp__b(2k-F_i)]z~ 

b=o h~b 
p- -b  --(b+I)k(k-J-I)Z~+'l(h--b)  [m-?-h-I)\ a - - b ~ i  

= 2o_~ Z ( _  iy+,~ (k+O,(?_b)gP--b--~] m--o--b--~ 
~h- -b - -*]  a - - h - - i  b--o h=b+I 

"-' (phZ ~) [ m - - t ~ - - h - -  I )  - -  Z (k'df- I)[m--~'df-kP--b(2k'~- ~ a - - h - -  i 

--1,=b_, bk(k'dCI) b-J-iJ\ a - -h- - I  Q 

Similmente (ricordiamoci che x -"  m -3/- p ~ 8) 

dq._~lk - -  

4 o. Percht la equazione 

a - -2  a - - i  a - - I  2 ( k +  ~ ) -  - I ) b ~  M ( o -  ~)~ ~ 6 , -  
•  ~ ( ~  ~ ~_ (x_~_~ 

a--! 
= 2~ k + O Y ( -  I)'+'~ • 

b~o 

l~+ (~ :)( ) X ( p - - b ) ( k h  - - h - -  x) - - b - -  a - - h - -  b 4 + a  - - b - -  x - - p - - h - - I  

o-, (~-~)( ) 
- -  Z 2( x -  3b)( kh Jr- a -  h -  I) x - -  p - -  h - -  i 

h=b a ~ h ~  x 

~- 2 b ( k h + a - - h - -  I 
h=~_, - - b +  a - - b - -  i 

m m 

d,[,_~l k : (a - -  I )d  t,_,] 06)  

sia una identitA bisogna che i coefficienti di ciascuna Zb a sinistr'a e 
uguali. Cio~ 

i) 

a destra siano 

~-J (p_b) t2 (k  h_~a__b_ i)__(k..~ i)(a__ O] (Ph Z b -  I 
\ a - - h - - I  l 

-, (~-,)( ) _ ~=o{(kh.~_a__h_I)__[x.l t_(k_i)p__b(ek+I)](a_i)  f _ x--p--h--ia__h_i 

"-' [ p - - b +  x ' ~ I x - - p - - h - -  i ) =  . 
-- b=~-. ~- b[kb-F-a- -b - - I ) - -k (a - - I ) ]~h- -b"{ - I l l ,  a - - h - - x  o 

Se dividiamo per ( k - - I )  (la quale 6 positiva, ~ 20,  e, neU'ultima sommatoria (il cui 
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termine per h = a -  I ~ zero), cambiamo h in (h m I), ne risulta 

a - b - - ~  b--b /(h-- b)C~-- ~ +  i ) ( a - -  2 h- -  i) 

- -  ( p  - -  h + i )  [ ( ~  - -  i )  ( p  - -  2 b) - -  h ( x  - -  3 b)]  - -  b ( x  - -  p - -  h)  ( p  - -  b + i ) }  = o .  

41. Vogliamo diraostrare che la (33) e una identitL Chiamiamo il suo primo 
membro X. Si vede che questo membro ~ una sommatoria, e che per un valore gene- 

rico di h abbiamo quattro termini. Possiamo allora separare X in quattro sommatorie. 
Ognuna di queste si trasforma facilmente in uno o due termini della forma 

u ( ~ ,  ~, ~), 

dove U ha il significato spiegato alia fine del ~ 35. Eseguiamo la trasformazione detta 

sulla prima sommatoria della (33) 

~--, I x - - p - - h - -  I I 
,,=~b+,% a - - h - - I  ) ( P T b - - ~  ) ( h - - b ) ( p - - h - ~ - , ) ( a - - 2 h - - I )  

_ - -  ~=~+,, a - - b - - i  - - b - -  ( p - - b + i ) ( p - - b ) ( a - - 2 h - - x )  

~=1,+~ a - - b - -  I ~ b  

b=~+,~ a - - h - -  1 ~ b - -  

I,=b+,x a - -  h ~  I --  b 
= ( p - - b +  O ( p - - b ) ( a - - 2 b - - 3 ) U ( x - - p - - b - - 2 ,  p - - b - - I ,  a - - b - - z )  

__2(p__b.-~i)(p--b)(p--b--I)U(x--p--3--3, p - - b - - 2 ,  a - - b - - 3 ) .  

Similmente le altre tre sommatorie si mutano rispettivamente in: 

- -  ( p - -  b +  I ) ( a - -  0 ( P - -  2b) U ( x - - p - - b - -  I, p - -  b, a - - b - -  0 ;  
( p - - b +  I ) b ( x - - 3 b ) U ( x - - p - - b  - i, p - - b ,  a - - b - - i )  

- [ - ( p - - b - I -  1 ) ( p - - b ) ( x - -  3b) U ( x - - P - -  b - -  2, p - -  b - -  1, a - - b - - 2 ) ;  
--(p--b+Ob(x--p--a+l)U(x--p--b,p--b+l ,  a - - b - -  i).  

Scriviamo X --- Y, ricordando che, per Zb diverso da zero, p - -  b-I- I > o. 
p - - b + I  

AUora 

Y = - -  2 (p  - -  b)(p - -  3 - -  I)  U ( x - - p  - -  b - -  3, P - -  b - -  2, a - -  b - -  3) 
(34) . + . ( x _ ~ a _ _ s b - - 3 ) ( p - - b ) U ( x - - p - - b - - 2 ,  p - - 3 - - i ,  a - - 3 - - 2 )  

-af-[b(x-- 3 b ) - - ( a - - i ) ( p - - 2 b ) ] U ( x - - p - - b - - I ,  p - - b ,  a - - b - - I )  
- - b ( x - - p - - a +  i ) U ( x - - p - - b ,  p - - b +  l, a - - b - - i ) .  

49-. Prima di mostrare che Y s'annulla identicamente, conviene sviluppare tre 

formole ricorrenti per U(.~, ~, ~). I~ da notare che, sebbene la funzione U sia corn- - 
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parsa in parecchi lavori di geometria numerativa, non si ~ riuscito finora a darle una 
forma chiusa. 

Per questa ragione dobbiamo ricorrere a formole ricorrenti per la nostra dimo- 
strazione. La prima di queste formole ~ basata sulla prima forma data per U(,~, ~, ~.) 

__~ ( ~ z z ) ( x ~ )  �9 L a f ~ 1 7 6  nella (29)~ cio~ X 

( 3 J )  i u" U(~ ,  ~, ~ )  = (~ - -  ~ + i ) U ( ~ ,  -tl, ~ - -  i )  .Af_ ~l U ( ~  - -  i ,  ~ - -  I ,  ~ - -  i ) .  

Infatti 

~:l=~o ~. - -X.  - -  (~ - -  [L + I )  x=~fo ~ - -  I - - ~ .  - - ' t l  ff'~B \ ~ - -  I X. 

a - ~ l I ~ ( ~ - - - X . ) ( ~ ) - - ( ~ - - ~ t ' J I - I ) ( ~ L X - L I ) ( ~ ) + ' t l ( ~ ) ( x ' - - I ) ]  

Otteniamo una seconda formola dali'altra forma della U(~,-t~, Vt), vale a dire 

[~-(-- I ) ~ ( ~ A I - ' ~ - - 2 ~ (  ~ ) - -  - dove z prende tutti i valori interi che non dlinno 

termini nulli : 
(36 ) ~U(~, ~, p ) = ( ~ - [ - ~ - - p + I ) U ( ~ ,  ~, ~ - - I ) - - 2 - ~ U ( ~ I ,  ~ I ,  ~ 2 ) .  

Infatti 

i -  
- 

~ 0 ~  

La terza formola ricorrente l'otterremo se sottragghiamo la (35)dal la  (36), se 
mutiamo ~ in (~. ~ I)  e se dividiamo per ~: 
(37) U(~, ~, p ) - -  U ( ~ - -  I, ~ - - x ,  ~ ) - - 2 U ( ~ - - i ,  ~ - - I ,  p - -  I ) = O .  

48. Adesso siamo in grado di dimostrare la (33) per b = o. [La verit~i della (33) 
in questo caso risulta anche dal fatto che, per <, - -  Z, - -  " '" - -  o, la formola (2) 
si riduce alia nora formola di D~. JOlqO_UI~RES]. 

Per b = o, la (34) 
~Y=p{--2(.p--I)U(x--p--3, p--2, a--3)+(x+a--3)U(x--p--2, p--l ,  a - -2 )  

(38) --(a--I)U(x--p--I ,  p, a - - I ) t .  
Trasformiamo la prima e la terza U mediante la (37). 

Y --  ( p ~ , ) [ U ( x ~ p - - u , p - - I ,  a - - 2 ) - - U ( x - - p - - 3 ,  p ~ 2  , a - - 2 ) ]  
P 

+ ( x + a - -  3 ) U ( x - - p - -  2, p - -  i, a - -  2) 
- - ( a - -  i ) [ U ( x - - p - -  2, p - -  I, a - -  l)2f- 2 V ( x - - p - -  2, p - - l ,  a - - 2 ) ]  

- - ( p - - l )  U ( x - - p - - 3 ,  p - - 2 ,  a - - 2 ) - - ~ ( x - - p - - a ) U ( x - - p - - 2 ,  p - - l ,  a - - 2 )  
- - (a - -  I) U(x- -p- -  21 p - -  I, a - -  i). 
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Ma, secondo la (35), 

(a--I)U(x--p--2, p - - I ,  a--i)---~(x--pma)U(x--p--2, pmx, a - - u )  
+ ( p - -  I ) U ( x - - p - -  3, p - - e ,  a - -  2). 

Quindi Y ~- o quando b = o. 
44. Per dimostrare che Y---~ o, qualunque sia il valore di b, partiamo dalla (38). 

L'identitk che si ottiene, ponendo quella espressione uguale a zero, non dipende da 
relazioni tra gli argomenti. Quindi 6 lecito cambiare p in (p - -  b), x in (x - -  2 b), a 
in ( a -  b). Ne risulta 

- - 2 ( p - - b ) ( p - - b - - i ) U ( x - - p - - b - - 3 ,  p - - b - - 2 ,  a - - b - - 3 )  
�9 + ( p - - b ) ( x . + a - - 3 b - -  3 ) W ( x - - P - -  b - - 2 ,  p - - b - - I ,  a - -  b - - 2 )  
- @ -  b ) ( ~ - -  b - -  ~ ) U ( x - - t , - - b - -  i, p - -  b, a - -  b - -  i )  = o .  

Se sottragghiamo la (34) da questa identiff b risulta 

r a - - b - - ' ( x - - p - - b - - u - - ~ ) ( p - - b - - I )  
b = 2 ( p - - b )  ~- a - - b - - e - - ~  ~o 

(39) 

:)( ) - + ( x - - p - - a + i ) ~ -  - - p - - b - -  p - - b - [ - I  
~=o - - b ~ I  ~ z " 

La prima sommatoria della (39) si scrive anche cosi: 

2 ( p - - b )  ) -  x - - p - - b - -  I - - ~ .  p ~ b - -  I 
~_~ a - - b - - i - - x  x - -  i " 

La terza*sommatoria si trasforma nel modo seguente : 

~ - b - ' / x - - p ~ b - -  - -  I )  (x--p--a'Of-I) ~o ~a--b--I--~)( p bx~- 
(a--b--'/X--6--i__,.) (P--:+I)+ ~ ~a--b--2--x.) (P7 b) 

�9 = ,  , o - , -  

----'-+-'Ix--p--b--I--~t) (P--b) • a--b--i--z z 
Tornando alla (39), abbiamo 

y a-b--i x - -p - -b - - I~X p--b-- i  z( )( ) 
- - (  x--p + a-- ub-- i )~;-- ' [ x--p--b--  I--'h ~ [ p--b 

\ ~ - -b- -~- -~  l \  ~ l 
s-b-, x--p--b--I- -z  p--b 

+ x~=o ( a--b--I--Z )( x )(x--p+a--2b--i--2~.) 
_ _~ Ix--p--b--  I--X\ [p--b--I \ "-b-~--'l x--p~b--I--~. \  =2(p--o) & ~ a--b--I--'A, )~ Z--I )-- L ~ a--b--I--g ~ ( P T b )  2g=O" 

La (33) resta quindi verificata per ogni valore di b. 
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Partioolari relativi al w 22. 

ka 

45. I~ impossibile scrivere subito la relazione che lega la dk,...~ ~ colla d~, ..k,_,, 
giacch8 dipende dalla eventuale uguaglianza che la k, ha con altre k. Ma ricordandoci 
che abbiamo definito 
( 2 3 )  c t c~ ! . . .  c ! dk,~...k ~ -~- ~k=k~...~, 
vediamo che un risultato immediato della (x l)  ~ che 

k a 

( 4  ~  ~k,...ka = ~-,,...k,_," 
ka 

Sappiamo trovare un'espressione per ~k,k2...k~_, in termini delle ~ ,  ~,, . . . ,  ~;a mediante 

la (z) e la (8), e questo senza sapere se la (z) vale per pifl di ( a -  x)indici  o no. 
In questo capitolo Y'h si riferisce all'insieme d'indici k ,  k 2, . . . ,  k _ , ,  y~ all'insieme 
k,, k~, . . . ,  k,_,, ko. 

ka 

8~,..~~ = ~,  ~o_, = (L + O(k~ + ~) . . .  (k,_, + i)  • 

t ~ - S  . . . . . .  -~b y~h!(P~bb) ( m - - P - - h - - ~ ) I  
• , = = ( - o  ~ ( ~ - ~ - o ,  o _ ~ _ ~  

= ( t , + O ( k 2 + O  . . .  ( t o _ , + i ) ( ~ ~ 2 1 5  

) • y ( - - I  ~ , ) ~ _ , y ~ ( k o +  ~ ) ( i 0 - - b +  I) b ! (a-h--O![ m-P-h-~ 
\ a - - h - - I  b=l  b~b  

b=o h=b 

(--I)bZ~,+,y'~(b-l-Z)ta by ( a - - h - - z ) !  , n - - p - - b - - I  
t = o  h = b  " a - -  h - -  I 

= ( k , + O ( k , - ~ -  0 ... ( k , + x ) y -  S-' ( - - O b + ' ~ y ; X  
b=o h=b-- t  

�9 

= ( k , +  O(k~q- ' , )  . . .  (k.-I- x) s b=o ~=b-, s (--O~+~z~Y'hb'(P--b--tI) ( a - h "  h - - b - -  -- z ) ' .X  

a - - h - - z  ( h - -  b ) ( h - -  b-l- 0 [k~  
La (k, -3 c- I)(k= + t)  . . .  ( k  -3 c- z ) ( - -  z)b~-'~ viene molfiplicata per 

- - Z  k,y'h(h -t- i)! h -- b -F z ( a - - b - - z ) t  m --  P __ b __ ~-- 
( 4 0  ~=t-' 
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46. ~ evidente dalla definizione delle y [(4/,  w 14] che 

y, : koy'o_,, 
k ' Y~_, : .Y , -2-[ -Y~- , ,  

�9 ~ ~ �9 . �9 ~ �9 �9 ~ �9 �9 * 

k ' (42)  Y~ : a Y h - i  -11- Y~, 
�9 , �9 �9 . �9 �9 * * �9 �9 �9 * 

y, : k  -+- y] ,  

Yo ---~ I. 

Infatti y~ 6 la somma dei prodot t idei  numeri  k, ,  k ,  . . . ,  k ad b a d  b . k  6 u n  
fattore di alcuni di questi prodotti ;  pifl precisamente, viene moltiplicata per i prodotti 
di k ,  k , ,  . . .  , k presi ad (b - -  I)  ad (b - -  I1; cosl comparisce il termine k,y'h_ ,. 
Poi vi sono i prodotti di b dei numeri  k, ,  k~, . . . ,  k~_ I; questi contribuiscono con 

Y'b alia Yb" 
Perch6 la (4 I)  si possa scrivere come funzione delle Yh, anzich~ come funzione 

delle y'~, e delia k ,  bisogna che il coefficiente di k,,y'b_ , nella prima sommatoria sia 
uguale al coefficiente di )"h nella seconda sommatoria (b = I, 2, . . . ,  a - -  i).  E in- 
fatti il coefficiente di k. Y'10--1 ~ 

b! (Pb- -  b b ) ( a - - h ) ' (  m - '  b b)  

�9 k ' e coincide col coefficiente di y~. t~ allora il coefficiente di Yh .Y.-,  ~ molfiplicata per 

che diventa perci6 il coefficiente di yo. 
Ne risulta, che ( k  -1- ~1 . - .  ( k  -t- ~)za, viene mokiplicata per 

( - -  I)b ~-yh ! ( a - - h ) !  m - -  p - -  b 
h = b  " a - -  b " 

Cio~ 
~ ( ~ - - ~ )  ( m - - ~ - - b )  

~k,k,...k ---(k -[- I)  . . .  ( k . - J - i ) ~ - y ( - - i ) b z ~ y h b !  ( a - - b ) ]  a - - b  
b ~ o  h = b  

e perci6 

( 2 )  d k , k a . . . k  a - -  ( ' f l( 'u ! "'" ('n 1" b=o h=b 

CAPITOLO I V .  

Appl icaz ioni  delle formole  precedent i .  

47- La (2) fa vedere che, se conosciamo l 'ordine m, la dimensione t~ e i caratteri 
z,.o , <,, . . . ,  ~p di una serie algebrica irriducibile, non composta,  sopra una curva di 
genere p, ~ possibile calcolare il numero dk,k~..~,, dei gruppi  della serie dotati di un  



SU ALCUNI  CARATTERI DI UNA SERIE ALGEBRICA~ E LA FORMOLA DI DE JONO.UII~RES~ ETC. j 6  9 

punto (k,-11- I)-plo, un punto (k~-[- I)-plo, . . . ,  un punto (ko-  [- I)-plo e di ( g - - ) - -  k) 
punti fissi arbitrari. La (8)  fa vedere che 6 possibile calcolare, dai medesimi caratteri, 
i caratteri corrispondenti relativi alla serie subordinata dai punti ( k - [ - I ) -p l i  della serie 
data. 

Ma possiamo dire anche di pifl. Mediante la (8) b possibile calcolare le Zb in ter- 
k T k x 

mini di Zo, Z,, " ' "  , e quindi in termini di ~ ,  ~,, . . .  , zv.. Procedendo innanzi cosl, 
kzk2...ka 

si arriva a concludere che le Zb, caratteri della serie subordinata nella serie primitiva 

dagli insiemi di un punto (k ,+I) -p lo ,  un punto (kJr-I)-plo , . . . ,  un punto (k~+I)-plo, 

si calcolano tutte in termini delle stesse Z~, ~,, . . . ,  Zo. 

Calcoliamo ad esempio Z,o , Z, per la serie subordinata in una serie T,~ sopra una 

curva ellittica dalle coppie di punti doppi. Calcoliamo ~ ,  Z, dalla (8). Mettendo p = I, 
- -  I, abbiamo 

= 2 ( m  - p + - 2 z , ,  

~. = 4 ~  -[- 2(m - -  O - -  2 ) ~ , .  

La y-~ una Tm_~, quindi 
11 

= 

i i  

Z,  - -  4 ~  n t- 2 (m - -  I~ - -  3 ) Z , .  

La sostituzione delle espressioni date per ~;,, ~i,, conduce alle formole volute: 

Z o = 4 (  m - o -  I ) ( m - - ? + 2 ) Z  o - 4 ( m - ? -  x)K,, 

Z, - -  I 6 ( m  - -  ? - -  I)Zo -[- 4 (m - -  ? - -  i ) ( , n  - -  O - -  4)Z, .  

48. Una conseguenza interessante della (8) si trova nel modo seguente. Suppo- 
niamo che una serie algebrica y,0 sopra una curva di genere p ~ .  c, sia tale che 4_, ~ o 

ma z~ = o [e quindi (w 4) Zc+, = Zc+2-- " ' "  - - o ] .  La (8) dfi. per 

= + - -  + 

Questo ~ maggiore di zero. Tenendo in mente il teorema dei w I2, possiamo 
enunciare questo risultato cos|: 

Se una "1"~, algebrica irriducibile non composta sopra una curva di genere p ~_ c, 

tale che il massimo sistema di gru.ppi chese ne possa scegliere, in modo cbe due non 

siano mai equivalenti, ~ oo ~, allora ~ possibile nella o-~ Y . . . . .  , subordinata nella 7P,, dai 

suoi punti (z -[- i)-pli, di scegliere almeno oo T M  gruppi, in modo the non ve ne siano 

mai due equivalenti. 

In particolare, se c ~'~ I, abbiamo il corollario: Se, sopra una curva di genere 
p ~ o, ~ data una serie algebrica T,~, i cui gruppi sono tutti equivalenti, i suoi punti 
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(~. _3f_ i)-pli (~ = I, 2, . . . ,  t~ - -  I)  subordinano una serie i cui gruppi non sono 

tutti equivalenti. 
Questo ~, del resto, evidente; perch,, se non fosse vero, tutti i punti della curva, 

presi (z -i t- I)  volte, sarebbero equivalenti, ci6 che ~ impossibile quando p ~ o. 

Amste rdam,  2 7 g iugno  x9I 3. 

EDWARD S.  ALLEN. 


