
:Neue Grundlagen tier Gruppen- und Subs~i~utionen~heorie. 

Von 

P. HOrER in Burg b./Magdeburg. 

Einloitung. 

In der vorliegenden Abhandlung werde ich darlegen~ in welcher 
Weise die Gruppen- und Substitutionentheorie auf die yon mir ent- 
wickel~e Theorie des Zusammenhanges in Reihen (Math. Ann. 42) zu 
stiitzen ist. Es geschieh~ dies dadurch, dass den Subs~itutionen gewisse 
l~eihen zugeordnet werden and auf diese Reihen der in meiner Ab- 
handlung ~,Grundlagen einer analytischen Behandlung der Gruppirungs- 
aufgaben" (Math. Ann. 50) entwiekelte Begriff des eharakteristisehen 
Fanctlonensystems einer Reihe iiber~ragen wird; doch soil, da dieser 
Begrift bier yon der Reihenvors~ellung unabh~ngige Bedeutung gewinn~, 
er unmittelbar im Anschtass an den Substitutionenbegriff en~wickett 
und vorangestellt werden. Damit gestalten sich die Fragen nach der 
Besehaffenheit mehrerer Substitutionen oder einer Gruppe derselben 
zu Fragen nach der Beschaffenheit dieser Reihen bezw. Functionen- 
systeme. Ich werde dies im erstea Theile nachweisen an der Unter- 
suchung des Grades der Transitivit~t, der Ordnung einer Gruppe und 
der gr'Sssten Anzahl yon Elementen, die yon den Subsiitutionen einer 
Gruppe unge~indert bleiben kSnnen, ohne dass die fibrigen ungeiadert 
b|eiben. Ich werde zeigen, wie dutch die Benutzung der Ergebnisse 
meiner letz~n Abhandlung die Fragen naeh diesen Zah]en sich zu 
rein analy~ischen Fragen nach dem Grade gewisser Determinanten ge- 
s~lten, and werde alsdann den ersten Theil mit der Entwiekelung der 
Functionalgleichung schliessen~ welche die nothwendige und hinreiehende 
Bedingung dafiir dars~ellt, dass mehrere gegebene Substitutionen eine 
Gruppe bilden. 

Im zweitenj z. Th. als inwendung des ersten za betrachtenden 
Theil zeige ich sodann~ wie die Untersuehung der versehiedenen 
Formen gleiehwerthiger Produete, die sieh aus gegebeaen Sabsti~- 
fionen bilden lassen, auf's Engste mit der Gruppentheorie verknfipft ist. 
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E r s t e r  Theft .  

Yon den Sabs t i t u t i oneng ruppen .  

w  
Es set dureh 

S , . . ~ _ ( a ( a 2  " ' ' ' a ~ )  

\ a I a 2 . aN 

eine Substitution der N-Elemente a i ,  a 2 . . .  al~ hezeichnet~ durch welche 
die Elemente a~, a 2 . . . aN der Reihe nach durch a~', a ~ " . . ,  a:~ ersetzt 
werden, wenn a~', a ~ . . .  a ~  dieselben Elemente a I . . .  aN in gewisser 
Reihenfolge sin& Es seien ferner durch x~  x • . . .  x~v ~r unbeschriinkt 
u dureh den Buchstaben C mit irgend welehen Indices 
unbestimmte Consfante and dutch 21, 2 : . . .  2N N yon einander ver- 
schiedene positive ganze Zahlen bezeichnet. Wir  bilden dann die 
Function 

(m < N) 
indem wir die Summation fiber alle N ( 2 ~ r - - i ) . . .  (2~--m-]- l )  Ver- 
bindungen (al ,  er . . .  r162 der Zahlen 1, 2 . . . .5 /e r s t - reeken ,  in dene~ 
die Zahlen al ,  a s . . .  ~ yon einander verschieden sind. Auf diese 

l~t.1)']c~ion ~;~I(Iden wir die Subs~tu~ion ( x| x~ ** '~2v)an ,  l~gldem wit 
5~| X 2 X~V i 

unter x l '  , x e . . .  x~v die Ver~nderlicben xi, x~ . . .  x,v in derselben 
Reihenfolge verstehen, in der die Elemente al ,  a 2 . . .  aN dureh 
al'  , a ~ ' . . ,  a k  bezeichne~ sind. Dadnrch geht die Function 4)(x 1 . . .  x2v) 
fiber in (1)(x1"... x~). Soll 

0) ~ ( ~ . . .  ~ )  -~ r  x~) 
sein, so miissen die Coefficienten Cr ,~ gruppenweise einander gteich 

sein. t~ set die Anzahl dieser Gruppen gleicher Coeflicienten. W~hlen 
wir aus jeder dieser Gruppen einea Coeffieienten aus~ und bezeichnen 
wir die so erhal~nen Cocftleieaten kurz dutch C1, C~ . . . C~.,, so er- 
halten wit als Folge tier Gleichtmg (1) die Gleichung 

% 

(x~... x~) ~- ~ ~ ~ )  (x,... x~), (~) O 

in der jede der tm Fanctionen ~0(am}(x~ ...x~v) ( a ~ l . . . t ~ , )  eine Summe 

yon Termen yon der Form x z, x~ . . .  x % ist. Die so definirten 

Funetdonen ~(~)(x~...~X~v) ( a - ~ - 1 . . .  t~) bezeichnen wir als die der 
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Subslitution S1 entsprechenden Functionen m u~ Ordnung und die Ver- 
~nderlichen x t . . .  x~ in ihnen als die den Elementen a ~ . . .  aN in ~ 
entspreehenden Veri'mderlichen. 

Ist 
. . .  

\ a I a 2 a ~  

eine zweite Substitution derselben Elemente a~ . . .  aN, so lassen wit 
den Elementen a l ,  a:  . . .  a~ in S 2 eine zweite Reihe yon Ver~inder- 
lichen x~+~, x~+~ . �9  x~:v entsprechen, und kSnnen alsdann der Sub- 
stitution S~ eine Reihe yon Func~ionen m t~ Ordnung yon xzr . . .  x ~  
in derselben Weise entsprechen lassen, wie wir vorher der Substitution S~ 
eine Reihe yon Funetionen m t~ Ordnung yon x~ . . .  x~ enbpreehen 
liessen. Bezeichnen wit niimlich wieder dutch x~+ i ,  x~+ .~ . . ,  x~'.v die 
Ver~nderlichen x~+~, x~.+~ . . .  x ~  in derselben Reihenfolge, in der 
die Elemente a~, a~ . . .  a~ durch at , a ~ ' . . ,  a~ in S~ bezeichne~ sind, 

die Function (1)(x~v+i... x ~ ) ,  so ergiebt sich als Folge der Gleichung 
( b ( x ~ + i . . . x ~ ) - ~ - @ ( x ~ + i . . .  x'dr) eine Gleichung yon der Form:  

(m) Z 1 r x~) = ~_, 0.,~.,+~( ~ +  . . .  x~), 

in der die Coefficienten C ~ ( a ~ l . . .  t~) yon einander verschieden und 
die Functionen r  x~zr (a -~-1 . . .  t,~) die der Substitution S~ 

entsprechenden Functionen m te~ Ordnung sin& 
Sind daher $1, $ 2 . . .  S e ~ Substitutionen der Elemente a~, a e . . .  a~v 

und lassen wit den Elementen in diesen Substitutionen resp. die ~ Reihen 
yon Ver~nderlichen 

x~ x~ . . .  x~ 

X(e-i)#+i, x(e-~)#+s �9 . . Xe~v  

entsprechen, so ergiebt sich zu jeder der Subs~itu~ionen S 1 . . .  B e eine 
entsprechende Reihe yon Functionen mter Ordnung der entsprechenden 
Reihe yon Ver~inderlichen. Das System aller auf diese Weise erhaltenen 
Functionen stellt ein System yon Functionen der s~mmtlichen Yer- 
~nderlichen x 1 . . .  xe~ dart und wit bezeiehnen dasselbe demgemiss dutch 

�9 . . ",yL.~).I,&-,. ~ * .  
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F~gen wir zu den Funetionen dieses Systems noch die 2V(-h r -  1) . .  
. .  ( N ~ m  + 1) Funefionen ~,~...am(X ~ . . .  Xr die wir aus der 
Gleiehung 

0 ~ 1  

- -  " * * X k N + a  m 

k ~ O  

erhalten, wenn wir fiir (a 1 ae... am) alle Verbindungen der Zahlen I . . .  2V 
setzen~ in denen die Zahlen e~ az . . .  a,, verschieden yon einander 
sind, so stellt das erhaltene System yon s 1) . . .  ( N - - m - } - 1 ) +  ~m 
Functionen , das charakteristische 2"unctionensystem m ~r Ordnung"  dar, 
das zu den Substitutionen S j . . .  S t gehSr~. 

Die Func~ionen des eharakteristischen Functionensystems sind 
danach Summen, deren Addenden einer Reihe yon ~ N ( ~ 7 - - 1 ) . .  

. .  ( N - - m  + 1 )  Producten yon der Form x ~  . . .  xZ~: angehSren. 

Wir k5nnen jede dieser Functionen ais eine lineare homogene Function 
dieser s~mmtlichen Producte ansehen, in der die Codficienten die 
Wer~he 0~1 haben. Das System dieser Coefficienten ist alsdann die zu 
den Substi0ationen St . . .  S e gehSrige , ,Charakteristik m t~ Ordnung".  

w  

Jeder Veriinderlichen XkN+a in dem charakteristischen Functionen- 
system m t~r Ordnung, das zu den Substitutionen S j . . .  S t der Ele- 
mente a 1 . . .  a~v geh5rt, entspricht zufolge w 1 ein Element an, jedem 
Product xl~ x ~ . . .  x~,~ kSnnen wir daher eine Verbindang a~,,a~ . . . .  ak~:, 

tier Elemente a l . . .  a~v entspreehen lassen~ in tier 

k ( ~  kl(mod. N) ,  k2 '~  k2(mod./V) . . .  k~, ~ kin(rood, h r) 

ist~ und jeder Summe soleher Produete endlich kSnnen wir einen 
Complex soleher Verbindungen entsprechen lassen, yon denen jede die 
entsprechende eines Termes der Summe ist. Lassen wir in dieser 
Weise in dem eharak~erist-isehen Funetionensystem der Snbs~itutionen 

N l . . .  Sr einer jeden der Funetionen q)~)(x I ... xes) ( a ~ l  ... ~,) einen 

Complex A (~) yon Verbindungen der Elemente a I . . .  aN entsprechen, so 
erhalten wir eine Reihe 

1 "~t2 �9 . �9 

in deren Gliedern A~ ~), A(~ ~) A(~) somit die Verbindungen ohne 
Wiederholung m t~ Klasse der Elemente a l . . .  a~r als ]~lemente ent- 
halten sin& Diese Reihe ist die zu den Substitutionen S 1 . . .  Sr ge- 
hSrige , ,Reihe  m te~ Ordnung" .  Wie aus w 1 meiner Abhandtung 
,,Grundlagen einer analytischen Behandlung der Gruppirangsaufgaben"*) 

*) Mafia. Ann. Bd. 50, 
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unmittelbar ersichflich ist, ist das charakbristische Functionensystem 
dieser Reihe nichts anderes, als das in w 1 definirte charakbristische 
Functionensystem mter Ordnung der Substitutionen $ 1 . . .  S e. 

Entspricht die Function cp(~)(x~...xe~v) des charakteristischen 

Fnnctionensystems der Substitution S~, so enthilt sie zufolge w 1 nile 
diejenigen Terme, die aus einem ihrer Terme 

dureh wiederhol~e Anwendung einer Sabstitution entstehen, welche die 
Ver~nderliehen x(~_l)~+l, x(B--1)N+-~ . . .  x?~ ebenso ver~auscht, wie 
die Substitution Sfl die entsprechenden Elemente al ,  a2 . . .  a~. Ist daher 

S ~ . ~ _ ( a ( a ~ ' . . . a x ~  ( a l " a 2 " . ' . . a ~ )  

a~ a 2 . a N  / a I a 2 �9 aN 

SO enthlilt das tier Function r xe~) entspreehende Glied A("~) der 
Reihe mter Ordnung alle verschiedenen Verbindungen yon der Form 

�9 t e t  er 

ak, �9 . .  a ~  ~ a~, �9 �9 . ak m, a;r � 9  a ,  m ~ . . . .  

Bezeichnen wir dutch 

�9 �9 �9 ~ - N ( ~ v -  1 )  . . .  ( _ ~ - m + l )  

alle Verbindungen m ~ Klasse ohne Wiederholung der Elemente a t . . .  a x ,  

und wenden wir auf die Reihe dieser Verbindungen die Substitution 
S s  an~ so geh* jede Verbindung 

p(m) ~_ a;~, a~ �9 . . a~ m 

fiber in eine andere 

Es en~spricht also der Substitution S,e eine Substitution der Etemente 
lo~0, p(~) ~(-,) Wird diese Substitution in ihre Cir- " "" Z'N(N--~)...(N--m+D" 
eularsubstitu~ionen zerlegt, so sbtlen die Ebmentencomplexe dieser 
Circularsubstitutionen die der Substitution S~ entsprechenden Glieder 

in der Reihe ~(~z('~) ~(~) dar, d. h. diejenigen Glieder, welche den 

der Substitution B~ entspreehenden Functionen ~p(~)(x~... xr des 

eharakteristischen Functionensystems entsprechen. Daraus geht her- 
vor, dass die Reihe~ deren Glieder die Elementencomplexe der Circular- 
substitutionen yon S t . . .  Sr selbst sind, nur einen speciellen Fall der 
Reihe mt~ Ordnung darstellt, n~mlich die Reihe erster Ordnung. Sind 
n t, n~ . . .  n~ die Ordnungen derjenigea Oircularsubstitutionen yon S~, 
welche resp. die Elemente an, a~, . . .  a ~  tier Verbindung a:, ,a~ . . .  a ~  

enthalten, wenn wieder dutch a~,a~ . . .  az~ eine Verbindung in einem 

der Substitution ~q? entsprechenden Gliede A~ ~0 der Reihe mt~ Ordnung 
~atlaema~A~eho A.maalen, LI. 2{) 
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bezeichnet wird, so ist die Anzahl tier in A ~  ) enthaltenen Verbindungen 
gleich dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen der Zahlen 

~I~ ~ 2  " "  ~ ~ m -  

w  

Ist die zu den Subs~tutionen S 1 . . .  Se gehSrige Reihe m t~ Ord- 
nung transitiv, so kann man zufolge w 2 jede Verbindang ohne 
Wiederholang m t~ Klasse der Elemente a 1 . . .  azr in jede andere solche 
Verbindung durch wiederhol~e Anwendung der Substitationen S t . . .  Se 
iibeffiihren, es ist also die durch die Substi~utionen $1 . . .  S e bestimmte 
Gruppe mindestens m-fach transitiv. Ist umgekehr~ diese Bedingung 
efffillt, so sind auch je zwei Verbindangen in der Reihe m te~" Ordaung 
zasammenh~ingend, d. h. die Reihe mter Ordnung ist transitiv. In dem 
eharak~eristischen Ftmctionensys~m der Reihe ist alsdaun nut eine 
Function yon den iibrigen abh~ngig*), und die nach For~aahme einer 
beliebigen Function des Systems tibrigbleibenden Fanctionen sind yen 
einander unabhiingig. Es giebt also im System der Subde~erminanten 
der Charakterisfik nicht verschwindende Determinanten, deren Grad 
um Eins kleiner ist, als die Anzahl der Fnnctionen des charakteristi- 
sehen Functionensystems. Is~ dagegen die ]~eihe intransitiv, so shad 
wenigstens zwei Functionen des charakteristischen Func~ionensystems 
yon den iibrigen abh~ingig, das System der Subdeterminantea enth~lt 
also keine nicht verschwindende Determinante, deren Gr~d nut um 
Eins kleiner ist, als die Anzahl der Functionen. Man erh~lt dami~ 
als analytisches Kriterium ~ir die Bes~immung des Grades der Transi- 
tivit~t einer Gruppe den S~tz: 

Is t  der hgchste Grad der nichtverschwindenden Subdeterminanten 
der Charakteristik m te~ Ordnumg, die zu gegebenen Substitutionen N1. . . S e 
geh6rt~ um Eins  kleiner als die Anzahl tier Functionen des zugeh6rigen 
eharakteristische~ ~'wnctionensystems m ~ Ordnung, so ist die dutch die 
Substitutr~onen S 1 . . .  S e bestimmte Gruppe mindestens m-fach transitiv; 
ist ausserdem die Charakteristik m ~ Ordnung unter den ~u S 1 . . .  5~e ge- 
hgrenden Charakteristiken diejenige hSchster Ordnung~ welehe dieser 
:Bedingung geniigt, so giebt die Zahl m den Grad der Yransitivittit der 
G~)qfle ~ .  

w  

IsL der Grad der Transitivi~t der darch B ~ . . .  S~ bestimmten 
Gruppe gleich m, so mfissen zufolge w 3 die zu S t . . .  S e gehSrigen 
Reihen yon der [teihe (m + 1) t~ Ordnung ma aufw~rts intransitiv 

*) ,GrQndlagen einer analy~ischen Behandlung der Gruppirungsaufgaben"~ w 2. 
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werden. Zufo]ge w 2 enthNt dann jede transi~ve Gruppe der Reihe alle 
diejenigen Verbindangen, die sieh aus einer ihrer Verbindungen durch 
wiederholte Anwendung der Subs~tutdonen S l . . .  Sr herleiten lassea, 
and aueh nur diese Verbindungen. Dies gilt also auch yon der Reihe 
iV te~ Ordnung. Die Verbinduagen, welche die Elemente der l~eihe 
~te~ Ordnung bilden, sind die ss Permutationen der Ele- 
mente a~ . . .  as. Da es nut eine Substitution der Gruppe giebG die 
eine solche Permutaton in eine andere ~iberfahr~, so ist die Anzahl 
der Elemente jeder transitiven Grappe tier Reihe ~ t ~  Ordnung gleich 
der Anzahl der Substtutionen der Gruppe, also gleich der Ordnung v 
der Gruppe, und die Anzahl fly der ~ansitiven Gruppen der Reihe 

iV t~ Ordnung ist folglich gleieh dem Index i tier Gruppe ~--- iV.'. Be- 

zeichnet ferner u~ die Ordnung der Sabstitution S~, so enth~lt zufolge 
w 2 jedes S~ entsprechende Glied der Reihe ~rt~ Ordnung v~, Per- 
mutationen, da ~ alas kleinste gemeinscha~liche Vielfache yon den 
Ordnungen der Cireularsubst~utionen yon S~ is~. Die Anzahl der B~ 

entsprechenden Glieder ist mithin iv__~! und ehenso gross ist also die 

Anzahl der S~ en~sprechenden Func~ionen ~ ( x l  . . .  xe~ ) i m  charak- 
teristisehen Functionensys%em ~t~  Ordnung. Ausser diesen 

2g! iV! 1V~ 

+ + + -7 
Functonen ~v)(x~ . . .  xo~ ) enth~lt das charakteristische Functonen- 
system ~ter Ordnung noch AT! Functionen ~,~...,~v(x~...xo~) (w 1), 
so dass die Anzahl aller Funetonen des charakteristischen Functionen- 
systems ~rt~ Ordnaag gleich 

2~r! N! _~r! 

is~. 
Bezeichnet nun allgemein r die Anzahl tier ~ransitven Grnppen 

des charakteristischen Fanc~ionensystems einer beliebigen Reihe, n die 
Anzahl der Funetionen des Systems, so ist stet~ tier h5ehste Grad tier 
nicht versehwindenden Subdeterminanten der Charakter~s~ik gleieh 
n -  r .  Denn l'~sst man aus jeder transitiven Gruppe eine Function 
fo~ G so s~nd die ~ibrigbleibenden Functonen linear unabh~ngig, es 
giebt also nicht verschwindende Subdeterminanten der Charakteristk 
yore Grade n -  r .  L~sst man aber weniger als r Funetionen fort, 
so tlnden sieh unter den ~ibrigen die Funetionen wenigs~ens einer 
%ransitiven Gruppe vollst~ndig vor, and da diese linear abh~ngig yon 
einander sind, so ist jede Subdeterminante der Coefficienten der ~ibrig- 
bleibenden Functionen~ deren Grad gleich der Anzahl dieser Functionen 

$ 9  * 
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ist, also fiberhaup~ jede Subdeterminant% deren Grad grSsser als n - - r  
ist, gleich Null. Weuden wit dies auf die Reihe hrt~ Ordnung an, 
so ergiebt sich als analytisehes Criterium ffir die Bestimmung des Index, 
bezw. der Ordnung einer Gruppe dem Vorangehenden zufolge der Satz: 

l~e~eichnet k den h6chsten Grad der nicht versct~windenden Sub. 
determinante~z der Charakteristik s ~ Ordnung~ die zu  gegebenen Sub- 
stitutionen S ~ . . .  Se yon 2~ Elementen geh6rt, so ist der Indent der dutch 
diese Substitutionen bestimmten Gruppe 

~v~ ~ w  4 _  . . .  + _ _ 

wenn ~ , v2 �9 �9 �9 ve die rest.  Ordnungen der Substitutionen S~ . . .  Se sin& 

w  

Gehen wir yon der Reihe N t~r Ordnung zurfiek zu Reihen niedrigerer 
Ordnung, so wird im allgemeinen die Anzahl der transitiven Gruppen 
abnehmen~ his sic schliesslich ffir die Reihe m t~ Ordnuag gleich 1 wird, 
wenn die dutch S t . . . So bestimmbe Gruppe m-faeh transitiv ist. Denn 
gehSren die beiden Verbindungen a~, . . �9 a% und afl~.., afl~ zwei ver- 
sehiedenen transi~iven Gruppen der Reihe /zt~r Orduung an (/~ ~ iV)~ 
so gehSren aueh zwei Verbindungen yon der Form a ~ . . .  a% a%+~ 

und a~, . . .  a~, a~+i zwei verschiedenen transitiven Grappen der Reihe 
(~-~-1)  ter Ordnung an, da eine Ueberffihrung yon a ~ , . . ,  a~, a%+ 1 in 

a # , . . . a ~ a ~ + i  durch wiederholte Anwendung der Substitutionen 

S~ . . .  S e aueh eine Uebeff[ihrung yon a , , . .  �9 a% in a~ �9 . .  a ~  in sich 

schliesst. Es ist also jedenfalls die Anzahl der transitiven Gruppen 
d~r Reihe /x t~ Ordnung nieht gr5sser, als die der Reihe (/~q-1) t~r 
Ordnung. Enthil~ ferner die dureh S t . . .  S e bestimmte Gruppe el{~') 
Substitutionen, wetehe die Elemente a ~ . . . a ~ t ,  ungeKnder~ lassen, so 
enthKlt jede ~ransitive Gruppe der Reihe ,~rt+~ Ordnung, die eine Ver- 
bindung yon der Form a ~ . . .  a~, a~t,+~.., a ~  enth~lt~ genau el~) 

Verbindungen, in denen die ersbn/~ Etemente die Yerbindung a~ . . .  a~, 

bflden. Da es nun (2V--/~)! Verbindungen a,~ . . .  a% a~t ,+i . . ,  a,,v 

giebt, in denen die Reihe der ersten /~ Indices die Reihe der Zahlen 

(~--t~)! solche Verbindungen enthaltende u l . . . ~  is~, so gieb~ es e(~ ) 

transitive Gruppen der Reihe 2V t+~ Ordnung, welche wit ats entspreehend 
der die Verbindung a~, . . .  a% enthaltenden ~ransitiven Gruppe der 
Reihe ~t~ Ordnung ansehen. 

Is~ ferner afl~ . . .  a~t ' eine zweite Verbindung dieser t~ansitdven 

Gruppe, so enthKl~ auch jede ihr entspreehende transitive Gruppe der 
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Reihe s t~ Ordnung Verbindungen a~, , , .  a~t , a,e~+ L . . . aria, in denen 
also die Reihe der ersten ~ Indices die Reihe der Zuhlen #i . . .  fl~ 
ist, d. h. die Besfimmung der einer transitiven Gruppe der Reihe /,t~, 
Ordnung entsprechenden fransi~iven Gruppen der Reihe ~t,~ Ordnung 
ist unabh~ngig yon der Wahl der Verbindung a ~ , . . ,  a ~ .  Gleiches 
gitt folglieh auch yon der Anzahl der Substitutionen~ die die Elemente 
a a ~ , . . ,  a ~  einer Verbindung der transitiven Gruppe einer Reihe un- 
geiindert lassen, dem , : E x p o . n e n t e n "  der transitiven Grappe. Ist nun 
r~, die Anzahl der transitiven Gruppen der Reihe ~ Ordnung, and 
sind ei~'~.., d ~) die Exponenten dieser transitiven Gruppen, so ergiebt r/* 

sigh ftlr die Anzahl alter transi~iven Gruppen der Reihe ~ t ~  Ordnung 
oder den Index der dutch S 1 . . .  S o bestimmten Gruppe 

% 

oder ffir die Exponenten e ~ ) . . ,  e~! besteht die Gleiehung 

Ist die dutch S 1 . . .  S 0 bestimmte Gruppe m-fach transitiv, so liefer~ 
diese Formel flit /, ~ m die bekannte Formel 

i ~ ( N - - 1 ) . . .  ( N - - ~ + U  

wenn v die Ordnung der Gruppe is~ und e(~) die hnzahl der Substi- 
tationen, die m Elemente ungdindert lassen. Ist anderseits 

4 . . . . .  = 1, 
giebt es also in der dutch $ I . . .  S e bestimmt~n Gruppe ausser der 
Idenii~t keine Substitution~ welche t~ Elemente tmge~ndert liisst, so wird 

and aus (b) folg~ alsdaan 
(~- -  ~)  ! 

(d) e(")--~ %(N--  ~)-f." 

Ist dagegen eine der Zahlen e~S).., e~ 2 yon 1 versehieden, so gieb~ 
es in der dureh S I . . .  S o bestimmten Grappe ausser der Iden~it~t 
Substitutionen~ welche t* Elemente nnge~ndert lassen~ alsdann ist 
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also: 
i (e) r ,  > (2v-  ,~) :" 

Wir erhalten somit als analytisches Krit~rium fiir die Bestimmung 
der gr5ssten Anzahl yon EIementen, die dureh die Substitutionen einer 
Gruppe unge.~nder~ bleiben kSnnen, ohne dass auch die iibrigen Ele- 
mente unge~ndert bleiben, sowie fiir die Bestimmung tier Anzah| der 
Substitutionen~ welche m Elemente einer mindestens m-faeh transitivea 
Gruppe unge~ndert lassen, den Satz: 

Bezeichnet r~(~ ~ 1 . . .  ~ )  die Anzahl der transitiven Grup~en 
einer Reihe ,u ~e~ Ordnung, die zu gegebenen Substitutionen S l . . .  S O 
gehSrt, so ist 

oder 
r~ ( N  -- #) ! -= rN, 

je nachdem die dutch S 1 . .  SO bestimmte Grus ausser der Identitdt 
Substitutionen, die ,~ Elemente ungeiindert lassen, besitzt, oder nicht 
besitzt. 1st die Gruppe mindestens m-fach transitiv and ist e(~) die 
Anzahl  der Substitutionen der GruTpe , die m .Elemente r 
lassen, so folgt aus r~ ( s  ~) ! ~  r~ zur Bestimmung yon e("~) die 
Gleichung 

e(m) ~_ (2r m) '. 
~(~-- ,~): 

Dabei is~, wie in w 4 gezeig~ wurde, darch die Anzahl n~, der 
Functionen des charakteristischen Functionensystems /~t~ Ordnung and 
den hSchsfen Grad k/, der nicht verschwindenden Subdeterminanten 
der Charak~eristik /~tr Ordnung die Anzaht r~, ~ n ~ -  k t, (@ ~ 1...  _N) 
der transitiven Grui)pen der Reihe 9t,~ Ordnung bes~immL 

w 
Die Elemente jeder transitiven Gruppe der Reihe _N tr Ordnung 

werden yon allen solchen Permutationen der Elemente a~ . . .  a~v ge- 
bildet, die dutch die Subs~itutionen der durch S a . . .  ~qe bestimmten 
Gruppe in einauder iibergehen. Es miissen also die Elemente der- 
jenigen transitiven Gruppe~ welche nnter ihren Elementen die Permutation 
a 1 a 2 . . .  a~r enthii~;~ die der Substitutionengruppe entsprechende Per- 
mutationengruppe bilden, dutch die also die Substitutionengruppe sell)st 
unmith~lbar gegeben is~. Die Bes~immung der transitiven Gruppen der 
Reihe abet effolgt analyfisch darcL Aufstellen der Gleichungen, die 
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zwisehen den unbestimmten Cons~an~en C stattfinden miissen, damit 
die Identit~t 

(1) 
~N 

c,,...,,o,...,,, 
(~, . . .~ .~)  ,~=~ 

zwisehen den Funcr des eharak~eristischen Funetionensystems 
N t~ Ordnung besteht. Das Bestehen dieser Gleichung ver]angt, dass 
die Coefficienten C gruppenweise einander gleich sin& Alsdann be- 
stimmt jede Gruppe gleicher Coefficienten der Functionen q~ dutch 
ihre Indices die Elemente einer der transitiven Gruppen der Reihen 
Z rt~r Ordnung, und die dieser Coefficientengruppe gleiche Grnppe der 
Coefficien~en der Functionen r bestimmt ebenso die Glieder dieser 
transitiven Gruppe. Ist daher 

~... ~ = co,, ,,,'... o,,~'= . . . .  c ; , _ , )  4 ,_ , ) . . . ~  

= c', , ,  = C,~ . . . . . . .  c ' , , (~)  

diejenige Gruppe g]eicher Coeffieien~en~ welche den Coeffieien~en CI~...N 
enthiilt, so wird die durch S 1 . . .  Sr bestimmte Substitationengruppe 
gebildet yon den Substitutionen 

a 1 a , , . . . ,  a~v) S,, -.~ (a,~,, a~. . . .a~,~'~ 
a t a 2 a N  ' " \ a t  a 2  a x  ] '  " " 

/ 'a  (,~-l)a (~-i). �9 �9 a ~_~)~ 

2 - 
und in der entsprechenden Permutationengruppe werden die den Sub- 
stitutionen S j . . .  Se entsprechenden Permutationencomplexe, yon denen 
jeder die dutch die Potenzen einer dieser Substitutionen in einander 
fibergehenden Permutationen enthiilt, gebildet yon den Gliedern 

der Reihe N ter Ordmmg, wobei ~ zur hbkiirzung 

- +  ~ + . . . + _ ~  

gesetzt ist. Da nan die Substitutionen B t . . .  Be selbst in der dutch 
sie" bestimmten Substimtionengruppe enthalten sind, so er~ebt sich 
hieraus unmit~elbar ats analytisches Kriterium daffir, dass mehrere 
Substitutionen eine Gruppe bilden, der Satz: 
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Sollen die Substitutionen 

\ al a2 (~,v -" al a2 ax 2 

\ a  I a.~ a~ / 

der N Elemente a~ a 2 . . .  aH vine GruI~pe bilden, so muss zwischen den 
Funetionen des zugehi~rigen charaT~teristischen Functionensystems 2r *~" 
Ordnung eine Identittit bestehen yon der ti'orm 

p ~N 

= xo ), 

in der die Gr6ssen C Constante bedeuten und die Summation iiber 
siimmtliche, den Substitutianen $ 1 . . .  So, entsprechenden Fu,wtionen 
und ~p erstrec~t ist; und umgel~ehrt, wenn man die Constanten C in 
dieser Gleichung so 5estimmert kann, dass dieselbe identisch besteht, so 
bilden auch die Substilutionen S 1 . . . S e eine Gru2pe. Die Consta~ten C 
t&'nnen dann t~eine anderen Werthe, als O, 1 haben, und die Indices 
der nicht verschwindenden unter i]~nen stimmen mit den Indices derjenigen 
Glieder der t~eihe N ~ Ordnung iiberein~ welche die den einzelnen Sub- 
stitutionvn S 1 . . .  S e entsprechenden Permutationencomplexe in derent .  
slorechenden _Permutation~gruppe enthalten. 

Zwei ter  Theft. 

Yon den Productformen der Substitutionen. 

w  
Die verschiedenen Formen gleichwer~higer Producte, die durch 

Versetzen voa Factoren sich in einander umwandeln lassen, bilden 
schon lange Gegenstand substitutionentheoretischer Untersuchungen. 
Dagegen sche~nt eine andere hierher gehSrige~ meines Erachtens nicht 
minder interessante Frage bisher vSllig unbeachtet geblieben zu sein, 
n~mlich die Frage nach den verschiedenen m5glichen Formen, in denen 
eine gegebene Substitution sich als Produc~ gegebener Substitu~ionen 
S~ . . .  S e darsbtlen l~sst. Der Ausdruck ,~Product gegebener Sub- 
stitufionen" ist dabei im weitesten Sinne zu verstehen, d. h. es k5nnen 
die Substitu~ionen S I . . . .  S~ beliebig of~ wiederholt und in beliebiger 
Reihenfolge vorkommen. Es is~ nun ohne Weibres k|ar, dass die 
Anzahl solcher Produc~formen yon gleichem Werthe unendlich gross 
ist, denn man kann in jede solche Form aus den gegebenen Substi- 
tutionen gebildete identische, d. h. der Einheit gleiehe Producte be- 
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liebig oft und in beliebiger Reihenfblge einschalten oder zu ihr hinzu- 
fiigen. Es kann sieh daher nur darum handeln, ein Gesetz aufzus~ellen, 
das die ,Entstehung der Gesammtheit dieser _t~ormen aus einer endliehen 
Anzahl van Formen~ die man fiiglich als ,,Stammformen" bezeichnen 
kann, erkennen lehrt. Dass solche Stammformen in endlicher Anzahl 
existiren mtissen, ist a priori einzusehen. Man kSnnte f~ir dieselben 
z. B. a]_le aus den gegebenen Substitutionen zu bildenden identischen 
Producte w~hlen~ die keine identisehen Unterproducte enfhalten. Die 
Bestimmung der Anzahl aber solcher Stammformen ist mi~ grossen 
Sehwierigkei~en verbunden. Es soll nun gezeigt werden~ dass bei 
richtiger Wahl des Systems der Stammfbrmen~ m. a. W. bei richtiger 
Bestimmung des Gesetzes der Entstehung aller gleichwerthigen Product- 
formen aus Stammformen, die Anzahl der letzteren mi~ der Ordnung 
der dureh die gegehenen Subs~itutionen $ 1 . . .  S e bestimmten Gruppe 
in einfaeher Beziehung steht~ sodass durch die eine Zah[ die andere 
unmittelbar gegeben ist. Dieses Gesetz liefert uns der Begriff der sub- 
stitutionentheoretischen Congruenz~ der im folgenden Paragraphen ent- 
wickel~ werden soll. 

w 
Zwei aus gegebenen Substitutionen $ 1 . . .  S e gebildete Produe~- 

formen ril,  Y[~ heissen einander ,eongru'eut" (]'I 1 c~ II~), wenn sic sieh 
mittelst der folgenden beiden (beliebig oft und in beliebiger Reihen- 
folge anzuwendenden) Operationen in eiuander umwandeln lassen: 

1) Einschalten (bezw. ttinzufiigen) oder Unterdriicken 
eines der Einheit gleichen Produc~s you Potenzen derselben 
Substituidon, die unter den gegebenen Substitu~ionen BI.- �9 Se 
enthalten ist. 

2) Vertausehen yon auf einander folgenden, der Einheit 
gleiehen Producten gegen einander. 

Congruente Produetfbrmen sind somit auch stets yon gleiehem Wer~e,  
aber umgekehrt sind gleichwerthige Produefformen nieht immer 
congruent. 

Ist eine Produefform TI congruent einem Product ~ b , V , : S , ;  . . . ,  w o  

die Exponenten a~ b , . . .  gauze Vie]fache der resp. Ordnungen va, vp. . .  
der Substitutionen Sa~ ~q~... sind~ so heisst H der Einheit congruent 
(H c~ 1). Aus IT ~ i folg~ somi~ auch H ~--- 1, aber nicht nmgekehr~. 

Ist ~ l  cx.) ~ so ist HtH,, -1 ~ 1, wenn unter lff~ -1 das Product 
der inversen Factoren yon Y[~ in umgekehrter Reihenfolge verstanden 
wird. Denn g~ kann zuf. Vor. in YI~ mittelst der Operafionen 1 und 2 
umgewandelt werden~ und folglieh kann~ nachdem dies in dem Product 
HI]'I~ -~ geschehen ist~ dieses Product dutch Anwendang der Operation 1 
in eine Potenz ~ umgewandelt werden, in der a ein Vielfaehes der 
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Ordnung v~ yon S~ ist. Ist umgekehrt H~H~-t c,o 1, so ist aueh 
H~ c,ol'l~. Denn zuf. Vor. kann HtI-[2 -~ dutch die Operationen 1 

und 2 in S : ' ,  also ~1H;IIT~ in S 2 l'I s c~ H~ umgewandelt werden, 

m. a. W. aus H t g s - ~ c ~  I folg~ dureh Multiplieation mi~ ~2 die 
Congruenz IT~ Hs-IIT~ ~ IT 2. Diese aber geht dutch Uaterdrficken 
yon IT2-tll2 auf Grund der Operation 1 fiber in H~ c~ II s. 

Ist 1"[ I ~ II s u n d  IT1 ITs -1 ~ ll0, so fol@ aus dem Vorangehenden 
Htn2-1H0-1_~_~ 1, oder Y[l(l-[0H~)-I c'o 1, es ist also Tit c,,)Ff0iT e. 
Atle gleiehwerthigen Prodactformen sind also congruent Produeten 
aus e/net solchen Form und den Formen der der Einheit gleichen 
Produete. Da nun die verschiedenen Werthe tier aus den gegebenen 
Substitutionen $ 1 . . .  S e zu bildenden Productformen gegeben sind 
durch die Substitutionen der durch S 1 . . .  So bestimmten Gruppe, so 
bleibt noeh fibr~g, ein System der Einheit gleicher Productformen auf- 
zustellen, aus denen die Gesammtheit dieser (aus S t . . .  Sr gebildeten) 
Formen naeh einem einfachen Gesetz entstanden gedaeht werden kann. 
Es soll nun ein solches System der Einhei~ gleieher/~'ormen aufgestellt 
werden, wobei sieh zeigen wird, dass die Anz~hl der Glieder derselben 
ebenfalls dureh die Ordnung v der dureh S t . . . S e bes~immten Gruppe 
gegeben ist. 

w  

Ersetzt der erste Factor einer aus Potenzen der gegebenen Sub- 
stitutionen S t . . .  S e gebildeten Productform 1-[ die Permutation 
21 -~- a~ a s . .  �9 a~z dureh P2, tier zweite 10~ dutch Io 3 u. s. f., so kann 
jede solehe Permutationenfolge p~p,=+~ einem ganz bestimmten Gliede 
derjenigen transitiven Gruppe @ der zu S t . . .  S e gehSrigen Reihe 
N t~ Ordnung angehSrig gedaeht werden, deren Elemente von den 
Permutationen der dutch S~ . . .  S e bestimmten Permutationengruppe 
gebildet werden (w 6). GehSr~ n'~mlieh auch die Folge io,~to~+t zweien 
oder mehrern Gliedern yon @ an, so entsprieht unter diesen doeh nut 
eines der Substitution S~, deren Potenz in IT die Folge 10~1o~+~ be- 
wirkt, und diesem Gliede wird alsdann p~p~+~ angehSrig gedaeht. 
Jeder Produetform IT entsprieht also eine ganz bestimmte auf @ be- 
zogene Summe yon Elementenpaaren 2P= lo lpsq - lo spz -4 - . . - ,  die 
wir, da das letzte Element jedes Paares mit dem ersten des folgenden 
fibereinstimmt, kurz eine ,,eontinuirliche Summe" nennen und dutch 
log IT bezeiehnen wollen. Umgekehrt kSnnen wir jeder solehen auf @ 
bezogenen, eontinuirliehen und mi~ p~ ~- a t as �9 - ax beg4nnenden 
Summe yon Etementenpaaren eine ganz bestimmte Produetform IT yon 
Potenzen der Substi/m~ionen S ~ . . .  S e entspreehen lassen, indem wir 
jedem Paarp,~ p,,~.~ der Summe eine, die Folge p~,~+~ bewirkende Po~enz 
derjenigen Sabstitution entsprechen lassen~ welcher alas die Elemente 
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T,~ P~4-i enthaltende*) Glied yon @ entsprichL Das Zeichen ]og IT 
hat also fiir jede aus Potenzen yon S I ... Sr gebildete Productform I'[ 
einen bestimmten Sinn, nnd wird umgekehrt eine beliebige auf @ 
bezogene contlnuirliche und mit Pl beginnende Summe durch log rf 
bezeichnet, so stellt Heine ganz bestimmte aus Potenzen yon S t ... S e 
gebildete Productform dar. 

Wir beschr~inken uns nun auf die Betrachtuug solcher Product- 
formen, deren Werth gleich Eins ist. Die Gesammtheit derselben 
wird offenbar gebildet yon der Gesammtheit der Formen~ deren Logarith- 
men Cyklen siv.d. Fiir diese Formen gelten ferner~ wie aus dem 
Vorangehenden unmittelbar fo]gt, die S'~tze: ,der Logarithmus eines 
Products der Einheit gleicher Formea ist gleich der Summe der 
Logarithmen der einzelnen Formen" und ,der Logarithmus einer Potenz 
einer der Einheit gleiehen Form ist gleich dem Product aus dem Ex- 
ponenten und dem Logarithmus der Basis". Dabei ist wieder, .wean 
der Exponent negativ ist~ unier ]7 -~ das Product siimmtlicher inversen 
Factoren yon H ~ in umgekehrter Reihenfolge zu verstehen. 

Ist H c~ 1, so ist log 17 ~ 0, und umgekehrt. Denn durch die 
Operation 1 werden in log H nut solche Permutationenfolgen ein- 
geschaltet, oder unterdrfickt, die jede f~ir sich gleich Null sind, es 
gilt also f/ir jedes durch die Operation I aus H entstandene Product 
I'V die Gleiehung log W~-log H. Dutch die Operation 2 aber wird 
im Logarithmus elner Productform weder die Gesammtheit der Permu- 
tationenfolgen, noch ihre ZugehSrigkeit zu den Gliedern yon @ ge~indert. 
Es ist also aUgemein, wenn ]7 ~ H' ist, auch log ]7 ~ log H'. Ist 
IT c ~  1, so ist 17 c,o S "~ _ _  ~ ~, wo v~ die Ordnung yon S~ ist. Also ist 

dann log H ~ log S ~ und da die Summe der durch S~ bewirkten 
Permutatlonenfo]gen wieder einen Cyklus innerhalb desselben Gliedes 
yon @ bildet, ist log S~ "~-~- 0. Die Umkehrung ist nicht so einfach 
zu beweisen. In meiner Programmabhandlung ,,Ueber Reihen~ Linien- 
gebilde und Substitutionen" habe ieh bei der Betraehtung der auf eine 
Reihe bezogenen Summen yon Elemen~npaaren Fundamentalsysteme 
yon Elementenpaaren eingef~ihrt**). Dutch die Paare eines solchen 
Fundamentalsystems kann jede auf die Reihe bezogene Summe dar- 

*) Man beachte, dass bei der Beziehung einer Summe yon Elemen~enpa~ren auf 
eine Reihe jedes Paar einem bestimmten Gliede der Reihe angeh6rig gedacht wird. 

**) Jahresberleht des Victoriagymnasiums zu Burg, Os~ern 1897, Seite II 
unten und Seite 6ft. Ist A ~ Pa~Pa~ - �9 "Pak irgend ein Reihenglied, so stellt z. B. die 
Reihe der Paaxe Pa~a~' Ta2Pa~ ~"'~)ak.._l~)ak eine Zerlegung yon A in ein Funda- 
mentalsystem yon Elementenpaaren dax. Dann ist irgend ein Elementenpaar yon 

1% l%.+m =-p~ ~ p~+~ + 1 % . + ~ + ~  + . -  �9 + i o ~ + ~ . _ ~ + ~  
oder 
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gestellt werden, indem jedes Elementenpaar durch eine ihm gleiche, 
demselben Reihengliede angehSrige Summe yon Paaren des Funda- 
meutalsystems ersetzt wird. Geschieht dies in log IT und geht dadurch 
log Y[ fiber in log H',  so ist IT' ~ l'I. Denn wird in log H das Paar 
p , ~ P ~ + l  durch eine gleiehe, demselben l~eihengliede wie ~ , p ~ + ~  an- 
gehSrende Summe yon Elementenpaaren ersetzt, so wird in H die die 
Folge P,~P~ t - I  bewirkende Potenz yon S~ dureh ein gleichwerthiges 
ProdueL yon Potenzen derselben Substitution S~ ersetzt, d. h. g eri~ihrt 
eine Umwandlung durch die Operation 1. Ist log H ~ 0, also auch 
log Y [ ' ~  0, so ist log H'  aus entgegengesetzten Paaren zasammen- 
gesetzt*). Dann enthiilt also logTf' unter den auf das erste Paarplp2 
folgenden Paaren ein Paarp~pl.  Folgt dieses unmittelbar auf P~P2, so 
kann man PiP2 ~ P~Pl in log H" fortlassen, und log l'[" wird dadurch 
in log H "  umgewandelt, wo 1-V' co  1-I' ist, da IT" aus H" dutch Fort- 
lassen zweier auf einander folgenden, einander aufhebenden Potenzen 
derselben Substitutionen en~steht. Folgt P~Pl  nieht unmittelbar auf 
P l P ~ ,  so se i /9 , ,+ i~  das erste Paar in log H',  zu dem es in der Reihe 
der vorangehenden Paare ein entgegengesetztes giebt. Dann ist log IT 
yon der Form: 

tog H "  --~ P~P2 "1- P~P3 -{- " " " "]- l~ ~ " " " + P,~+JP,~ + �9 �9 ". 

Entweder folgt nun dieses Paar I0,,+1p~+ unmittelbar auf p ,~p~+~ - -  

dann erh~lt man wieder durch Unterdrficken beider Paare log l-["-~- logH' 
und l'["~_~ H '  - -  oder P++lPm folgt nicht unmittelbar auf p+,+p,,,+~. 

Dann is+ die Aufeinanderfolge der Paare in log IT' yon dem Paare 
2,,Pm+1 an die folgende: 

Alsdaun bilden die den Paaren 

2~+1 t),r~2 �9 �9 �9 Pm+~ Pm+l 

entspreehenden Factoren in IT" fiir sich ein der Einheit gleiehes Product, 
und ebenso die den Paaren 

Pm+i p~ �9 �9 P~-I 

entsprechenden Faetoren. Dureh Vertauschen dieser beiden Producte 
(Operation 2) and Fortlassen der Faetoren, die den alsdann unmittelbar 
auf ein under folgenden Paaren/0,,~v~l_l, s en~sprechen (Operation 1), 
geht wieder IT' fiber in lI"c~9 H'. So forffahrend muss man einmal 
zu einer Productform [I(~) ~ H gelangen, die ein Product yon Potenzen 
einer einzigen Substitution ist. Da nun alle diese Formen H ' . . .  I'V ~), 

~) ib. S. 11 unten. Es ist n~malich jeder aus denPaarenloa~pa~ ,.pa~]p~.. "Pa~-i Pa~, 

die dutch Zerlegung desselben Reihengliedes erhalten ~ind, zusammengesetzter 
Cyklus aus entgegengesetzten Paaren zusammengesetzt. 
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schon well die zugehSrigen Logarithmen Cykten sind, den Werth Eins 
haben ~ so folgt hieraus, dass l'l co  1 sein muss. 

Ist nun 1-[ t ~ Yf:-~- 1 und logl'f I ~ log H~, also l o g 1 [ ~ -  l o g H ~ 0 ,  
so ergiebt sich aus dem Vorangehenden log (i[ I H2 -1) ~ 0, 17 3 H ~ - ~ c o l ,  
111---~ 17o. Es gehSren also nicht nur zu congruenten, der Einheit 
gleicheu Producten gleiche Logarithmen, sondern umgekehrt bedingt 
auch die Gleiehheit der Logarithmen zweier der Einheit gleichen Pro- 
ductformen die Congruenz dieser Formen. 

w 10. 
Wie ich berei~s in meiner Abhandlung ,,Ueber den Zusammenhang 

in Reihen etc."*) nachgewiesen babe, kann man die s~mmtlichen 
Cyklen einer Reihe dutch eine dem Grade des Zusammenhanges @ 
der Reihe gleiche hnzahl  yon Cyklen als lineare homogene Functionen 
mit ganzzahligen Coefficienten darstellen. Da man nun die Cyklen 
eines solchen ,,primitiven Cyklensystems '~ der bier betrachteten Reihe Gi 
offenbar stets so w~hlen kann,  dass dieselben im obigen Sinne con- 
~inuirliche, mit Pl ~ a t  a 2 . . .  a~v beginnende (und folglich auch 
sehliessende) Cyklen sind~ so kann man dieselben als ein System yon 
g Logarithmen log H 1 . . . log 1[v ebensovieler der Einheit gleicher 
Productformen 1-[ 1 . . .  l~g ansehen, hlsdann ergiebt sich ffir jede der 
Einheit gleiehe Productform IT: 

log H ---~ el log 1[I + " " " + eg log H~, 

wo ej . . .  e s ganze Zahlen sind, und daraus 

Da ferner die Glieder eines primitiven Cyklensystems linear yon einander 
unabh~ngig sind, so kann zwischen 111 -- �9 Ha keine Gleicbung der Form 

k~ log 1-f t + �9 �9 �9 + ]cg log [f~ ~ 0 

bes~ehen, wo tot . . .  k~ ganze Zahlen sind, also besteh~ aueh zwischen 
H 1 . . .  ~g keine C~ngruenz yon der Form: 

Dagegen besteht zwischen je g + 1 Productformen eine Congruenz 
dieser Form, d~ die Logarithmen dersetben sieh als lineare homogene 
ganzzahlige FunctSonen yon log 171 . . .  log rf~ darstellen lassen. Man 
kann daher die in Be~racht kommende Zahl g auch definiren ats die 
grSsste Anzahl der Einheit gleicher Produetformen, zwischen denen 
keine C o n ~ e n z  der angegebenen Form besteht. Bezeichnet w die 
Wiederholung in ~ ,  n die Anzahl der Glieder you @, so ist 

g . ~ w ~  n -[- 1 ~ ) .  

�9 ) Ma/~h. Annalen Bd. 4"2, w 4. 
�9 *) ibidem w 3. 
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Da nun @, wenn die Ordnung der dureh S 1 . . . S e bestimmten Gruppe 
wieder dutch r bezeiehnet wird~ v verschiedene Elemente enthRlt, 
n~mlieh die v den Substitutionen der Gruppe entsprechenden Permu- 
tationen, und da jedes dieser Elemente 0 real in @ en~halten ist, so 

folg~ w ~-- v(q ~ 1). Da ferner jeder Substitution S~ ~ Glieder in @ 

entspreehen~ wenn wieder ~ die Ordnung yon S~ bezeichne~ so folgt 

folglich 

9 ~--- ~(O--1) ~ - :  . . . . .  ~ -]-1.  
~i q J2 

Es ergeben sich daraus die folgenden beiden S[iize~ mit denen wir die 
vorliegende hbhandlung schliessen~ and yon denen der erste sich auf 
die Darsteilung der der Einheit gleichen Producfformen bezieht, der 
zweite die Abh~ngigkeit der Ordnung einer Gruppe yon der soeben 
definirien~ far die Congruenztheorie in Betracht kommenden Zahl g 
darthun solh 

1. Hat die dutch ~ gegebene Substitutione~ yon den Ordnungen 
vl,  v 2 . . .  v e bestimmte Gruppe die Ordnung v,  so giebt es ~enter den 
der J~inheit gleichen 1)roductformen, die man .aus de~z gegebenen Sub- 
stitutionen bilden kann, stets 

g = ~ ( q - - 1 ) - - :  --  ~ . . . . .  ~ + 1  

Produc@rmen U 1 , . . .  ]-fg, die keiner Congruenz yon d~r Form 

geniigen, dutch die abet jede aus den gegebenen Substitutionen zu bildende, 
der JEinheit gleiche t)roductform IT in der Form darstellbar ist: 

n n : ' n? . . .  g 

2. l~ezeichnet g die gr6sste Anzahl der Einheit gleicher t)roduct. 
formen, die ma~ aus Q gegebenen Substitutionen bilden kann und 
zwischen denen keine Congruenz yon der )Form 

n?n?...rr? 1 

besteht, so hat die dutch die gegebenen Substitutionen l)estimmte C~ruppe 
die Ordnung 

"=(g--I):(Q -1 - - I  - ! ~  ,, . . . .  ~r 

Burg b./Magdeb., 19. Dec. 1897. 


