Neue Grundlagen der Gruppen- und Substitutionentheorie.
Von

P. Hover in Burg b./Magdeburg.

Einleitung,

In der vorliegenden Abhandlung werde ich darlegen, in welcher
Weise die Gruppen- und Substitutionentheorie anf die von mir ent-
wickelte Theorie des Zusammenhanges in Reibhen (Math. Ann. 42) zu
stiitzen ist. Es geschieht dies dadurch, dass den Substitutionen gewisse
Reihen zugeordnet werden und auf diese Reihen der in meiner Ab-
handlung ,,Grundlagen einer analytischen Behandlung der Gruppirungs-
anfgaben® (Math. Ann. 50) entwickelte Begriff des charakteristischen
Functionensystems einer Reihe iibertragen wird; doch soll, da dieser
Begriff hier von der Rethenvorstellung unabhingige Bedeutung gewinnt,
er unmittelbar im Apschluss an den Substitutionenbegriff entwickelt
und vorangestellt werden. Damit gestalten sich die Fragen nach der
Beschaffenheit mehrerer Substitutionen oder einer Gruppe derselben
zu Fragen nach der Beschaffenheit dieser Reihen bezw. Functionen-
systeme. Iech werde dies im ersten Theile nachweisen an der Unter-
suchung des Grades der Transitivitit, der Ordnung einer Gruppe und
der grossten Anzahl von Elementen, die von den Substitutionen einer
Gruppe ungeindert bleiben konnen, ohne dass die iibrigen ungedudert
bleiben. Ich werde zeigen, wie durch die Benutzung der Hrgebnisse
meiner letzten Abhandlung die Fragen nach diesen Zahlen sich zn
rein analytischen Fragen nach dem Grade gewisser Determinanten ge-
stalten, und werde alsdann den ersten Theil mit der Entwickelung der
Functionalgleichung schliessen, welche die nothwendige und hinreichende
Bedingung dafiir darstellt, dass mehrere gegebene Substitutionen eine
Gruppe bilden.

Im zweiten, z. Th. als Anwendung des ersten zn betrachtenden
Theil zeige ich sodann, wie die Untersuchung der verschiedenen
Formen gleichwerthiger Producte, die sich aus gegebenen Substitu-
tionen bilden lassen, auf’s Engste mit der Gruppentheorie verkniipft ist,
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Erster Theil.
Yon den Substitutionengruppen.
g 1.

’ ’ ’
a,ag...aN>
Oy, .« . Oy

Es sei durch
Sl = (

eine Substitution der N-Elemente a,, a, ... ax hezeichnet, durch welche
die Elemente a,, ¢, . . . ay der Reihe nach durch @,, @)’ ... a5 ersetzt
werden, wenn 4, &, . .. ax dieselben Elemente a; ... ay in gewisser
Reibenfolge sind. Es seien ferner durch 2, #, . .. zy N unbeschriinkt
Verdnderliche, durch den Buchstaben € mit irgend welchen Indices
unbestimmte Constante und durch 4,, 4,...4y N von einander ver-
schiedene positive ganze Zablen bezeichnet. Wir bilder dann die
Function

Pz, 2y ... zy) = 20‘”“"" <ty %...xi"n:,

(o -ay)

(m < N)

indem wir die Summation iiber alle N(N—1) ... (N—m-1) Ver-
bindungen (&, &, . . . @,) der Zahlen 1,2... N erstrecken, in denen
die Zahlen e, @, ... @, von einander verschieden sind. Auf diese
xy) %y ... Xy
Ty Xy .o Xy
unter ), @, ... zy die Verinderlichen z,, , ... 2y in derselben
Reihenfolge verstehen, in der die Elemente a,, @, ... ay durch
a), ay . .. ay bezeichnet sind. Dadurch geht die Function ®(z, ... zx)
iiber in ®(z," ... x5). Soll

M Ol ...2x0) =0/...zs)

sein, s0 miissen die Coefficienten C,,...,, gruppenweise einander gleich

Function wenden wir die Substitution ( ) an, indem wir

sein. 7, sel die Anzahl dieser Gruppen gleicher Coefficienten. Wihlen
wir aus jeder dieser Gruppen einen Coefficienten aus, und bezeichnen
wir die so erhaltenen Coefficienten kurz durch Cy,C, ... C;, so er-
halten wir als Folge der Gleichung (1) die Gleichung

2‘i’ll

@) B@, .. 2y) = D Catl (... 00,

a=1
in der jede der £, Functionen ¢ (z, ...zy) (x==1...%,) eine Summe
von Termen von der Form zh a;i: v a:i"‘ ist. Die so definirfen
L m

Functionen @l (#;... 2y} (e =1...t,) bezeichnen wir als die der
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Substitution 8, entsprechenden Functionen m'r Ordnung und die Ver-
inderlichen z, ... zy in ihnen als die den Elementen @, ... ay in §;
entsprechenden Verinderlichen.

Ist
a’a, ... ay
S, =

Gy @y «+. AN

eine zweite Substitution derselben Elemente a, ... ay, so lassen wir
den Elementen a,, @, ... ay in 8, eine zweite Reihe von Veriinder-
lichen 2yy1, y42 ... Zzx entsprechen, und konnen alsdann der Sub-
stitution S, eine Reihe von Functionen m'r Ordnung von Zyy:...aex
in derselben Weise entsprechen lassen, wie wir vorher der Substitution S,
eine Reibe von Functionen ' Ordnung von @ ... zy enisprechen
liessen. Bezeichnen wir nimlich wieder durch &y, Zyye ... 22y die
Verinderlichen x41, #x+2 ... %25 in derselben Reihenfolge, in der
die Elemente a,, @, ... ay durch a", @,” ... ay in 8, bezeichnet sind,
EHf 1242 .- BoX
) an auf
TN+1EN+2 .. Xon
die Function & (Zy41.-..%2x), 50 ergiebt sich als Folge der Gleichung
O(xyp1...Loy) = O(ZH41 ... 25x) eine Gleichung von der Form:

und wenden wir daranf die Substitution (

tm

¢(-77N+1 e x2N) =20¢¢;:>_|_m(x1v+1 ‘e xQN),

e=ji

in der die Coefficienten C,(e=1...%,) von einander verschieden und

die Funectionen ‘P§Z)_;.¢(9’N+1 < Zay) (@=1...1%,) die der Substitution 8,

entsprechenden Functionen mter Ordpoung sind.

Sind daher 8,, S,...8, ¢ Substitutionen der Elemente a,, a,...ay
und lassen wir den Elemenien in diesen Substitutionen resp. die ¢ Reihen
von Veréinderlichen

&4 Z, P 54
TN+1 Zxy42 «r 2y

Ze—1)N+1; Zig—1)N+42 - . - XN

entsprechen, so ergiebt sich zu jeder der Substitutionen S, ... S, eine
entsprechende Reihe von Functionen ' Ordnung der entsprechenden
Reihe von Verinderlichen. Das System aller auf diese Weise erhaltenen
Functionen stellt ein System von Functionen der simmtlichen Ver-
znderlichen 2, ... Z, y dar, und wir bezeichnen dasselbe demgemass durch

q)gm)(xt,,,xezv), ¢gn)<w’-..wglv) .. (”‘)(x‘ ..xen)
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Figen wir zu den Functionen dieses Systems noch die N(N—1)..
.. (N —m 1) Functionen ¥,q,...0, (%, ...%,x), die wir aus der
Gleichung

o A
w““‘ﬂ'““m - xlzc‘-)N—]—-rzlw%N—}-% v ka+am

erhalten, wenn wir fiir (¢, @,...a,) alle Verbindungen der Zahlen 1... N
setzen, in denen die Zahlen «, @, ... @, verschieden von einander
sind, so stellt das erhaltene System von N(N—1) ... (N—m-+ 1)+,
Functionen ,,das charakicristische Functionensystem mt® Ordnung‘¢ dar,
das zu den Substitutionen §,... S, gehort.

Die Functionen des charakteristischen Functionensystems sind
danach Summen, deren Addenden einer Rethe von gN(N—1)..

.. (N —m 1) Producten vou der Form zhzh ... #}™ angehbren.
1 2 m

Wir ktunen jede dieser Functionen als eine lineare homogene Function
dieser simmtlichen Producte ansehen, in der die Coefficienten die
Werthe 0,1 haben. Das System dieser Coefficienten ist alsdann die zu
den Substitutionen S; ... S, gehbrige ,,Charakteristik m* Ordnung ‘.

§ 2.

Jeder Veréinderlichen z; x4, in dem charakteristischen Functionen-
system ' Ordnung, das zu den Substitutionen S, ... S, der Ele-
mente a, ... ay gehdrt, entspricht zofolge § 1 ein Element a,, jedem
Product 2f 2%. .. a::”z konnen wir daher eine Verbindung az-az, - - . &,

der Elemente g, ... ay entsprechen lassen, in der
k'=k/(mod. N), k,)'=Fk,(mod. N) ... ky = k,(mod. N)
ist, und jeder Summe solcher Producte endlich kénnen wir einen
Complex solcher Verbindungen entsprechen lassen, von denen jede die
entsprechende eines Termes der Summe ist. Lassen wir in dieser
Weise in dem eharakteristischen Functionensystem der Substitutionen
8, ... 8, einer jeden der Functionen o (... Zon) (@==1...7,) einen
Complex AY” von Verbindungen der Elemente g, . .. ay entsprechen, so
erhalten wir eine Reihe
AP AP AP,

in deren Gliedern 4™, 4™ ... Ag;‘) somit die Verbindargen ohne

Wiederholung mter Klasse der Elemente a, ... ay als Elemente eni-
halten sind. Diese Reihe ist die zu den Substitutionen S, ... S, ge-
hérige ,, Rethe mt* Ordnumg®. Wie aus § 1 meiner Abhandlung
»Grundlagen einer analytischen Bebandlung der Gruppirangsanfgaben®*)

#*) Math, Ann. Bd. 50.
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unmittelbar ersichtlich ist, ist das charakferistische Functionensystem
dieser Reihe nichts anderes, als das in § 1 definirte charakteristische
Functionensystem mter Ordnung der Substitutionen S, ... S,.

Entspricht die Function @@ (z,...z,y) des charakteristischen
Functionensystems der Substitution Sz, so enthdlt sie zufolge § 1 alle
diejenigen Terme, die aus einem ihrer Terme

Loy
Tl it TG Fh, - Dty Nty

durch wiederholte Anwendung einer Substitution entstehen, welche die
Veriinderlichen #g—1ya4+1, #a—1)5+2 - . . Zgx ebenso vertauscht, wie
die Substitution S; die entsprechenden Elemente ay, @, ... ay. Ist daber

a/a, ... a5 . aa,” ... ay

85 = y Sj= .

Qs - .. ay @y - Oy
so enthilt das der Funetion @™ (x,...%,y) entsprechende Glied A®™ der
Reihe mte Ordnung alle verschiedenen Verbindungen von der Form

Aty v oo Gy Gk o v @iy Gk ve Qo oo
Bezeichnen wir durch
P, 180 Py =y

alle Verbindungen st Klasse ohne Wiederholung der Elemente a, ... ay,

und wenden wir auf die Reihe dieser Verbindungen die Substitution
Ss an, so geht jede Verbindung

pg") = O, Ak, - - - Oy,
iiber in eine andere

P = ay, ay, - . . o, -
Es entspricht also der Substitution S eine Substitution der Elemente
P, o P wemyy)e WWird diese Substitution in ihre Cir-
cularsubstitutionen zerlegt, so stellen die Elementencomplexe dieser
Circularsubstitutionen die der Substitution S entsprechenden Glieder
in der Reihe A{ 4™ ... A%, dar, d. h. diejenigen Glieder, welche den
der Substitution S; entsprechenden Functionen ¢ (z,...z,y) des

charakteristischen Functionensystems entsprechen. Darans geht her-
vor, dass die Reihe, deren Glieder die Elementencomplexe der Circular-
substitutionen von S, ... S, selbst sind, nur emen speciellen Fall der
Reihe mter Ordnung darstellt, nidmlich die Reihe erster Ordnung. Sind
%y, Ny « .« Ny die Ordnungen derjenigen Circularsubstitutionen von S;,
welche resp. die Elemente ag,, @, ... ax, der Verbindung az, a1, ... oz,

enthalten, wenn wieder durch az as, ... @z, eine Verbindung in einem
der Substitution S; entsprechenden Gliede A% der Reihe mter Orduung

Mathematische Annalen. LI. 29
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bezeichnet wird, so ist die Anzahl der in 40 enthaltenen Verbindungen
gleich dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen der Zahlen

Ryy Ry v v o Bge

§ 3.

Ist die zu den Substitutionen S ... S, gehorige Reihe m'er Ord-
nung transitiv, so kann man zufolge § 2 jede Verbindung ohne
Wiederholang m'e* Klasse der Elemente g, ... ay ip jede andere solche
Verbindung durch wiederholte Anwendung der Substitutionen S,... S,
iiberfiihren, es ist also die durch die Substitutionen S, . .. S, bestimmte
Gruppe mindestens m-fach trausitiv. Ist umgekehrt diese Bedingung
erfiillt, so sind auch je zwei Verbindungen in der Reihe mte Ordnung
zusammenhingend, d. h. die Reihe mter Ordnung ist transitiv. In dem
charakteristischen Functionensystem der Reihe ist alsdann nur eine
Fuanetion von den iibrigen abhingig?®), und die nach Fortnahme einer
beliebigen Function des Systems tibrigbleibenden Functionen sind von
einander unabhinglg. Es giebt also im System der Subdeterminanten
der Charakteristik nicht verschwindende Determinanten, deren Grad
um Eins kleiner ist, als die Anzahl der Functionen des charakteristi-
schen Functionensystems. Ist dagegen die Reibe intransitiv, so sind
wenigstens zwel Funetionen des charakieristischen Functionensystems
von den iibrigen abhingig, das System der Subdeterminanten enthilt
also keine nicht verschwindende Determinante, deren Grad unur um
Eins kleiner ist, als die Aunzahl der Functionen. Man erhilt damit
als analytisches Kriterium fiir die Bestimmung des Grades der Transi-
tivitdt einer Gruppe den Satz:

Ist der hochste Grad der michtverschwindenden Subdeterminanten
der Charakteristil mtr Ordnung, die 2w gegebenen Substitutionen S, ... S,
gehort, wm Fins Fleiner als die Anzahl der Functionen des zugehirigen
charakteristischen Functionensystems mt Ordnung, so ist die durch die
Substitutionen S, . .. S, bestimmie Gruppe mindestens m-fach transitiv;
ist ausserdem die Charakteristik m* Ordnung wnler den su S ... Sy ge-
horenden Charaliteristiben diejenige hichster Ordnung, welche dieser
Bedinguny genigt, so giebt die Zahl m den Grad der Tramsitivitit der

Gruppe on.

§ 4
Ist der Grad der Transitivitit der durch S, ... S, bestimmten
Gruppe gleich m, so miissen zufolge § 3 die zu S, ... S, gehorigen
Reihen von der Reihe (m - 1)* Ordoung an aufwirts intracsitiv

¥ ,,Grundlagen einer analytischen Behandlung der Grappirungsaufgaben®, § 2.



Neue Grundlagen der Gruppen- und Substitutionentheorie. 451

werden, Zufolge § 2 enthilt dann jede transitive Gruppe der Reihe alle
diejenigen Verbindungen, die sich aus einer ihrer Verbindungen durch
wiederholte Anwendung der Substitutionen S, ... S, herleiten lassen,
und auch nur diese Verbindungen. Dies gilt also auch von der Reihe
Ntr Ordnung. Die Verbindungen, welche die Elemente der Reihe
Nter Ordonung bilden, sind die simmtlichen Permutationen der Ele-
mente @, ... ay. Da es nur eine Substitution der Gruppe giebt, die
eine solche Permutation in eine andere iiberfihrt, so ist die Anzahl
der Elemente jeder transitiven Gruppe der Reihe Nter Ordnung gleich
der Anzahl der Substitutionen der Gruppe, also gleich der Ordnung »
der Gruppe, und die Anzahl ry der transitiven Gruppen der Reihe

'
.N.. Be-
v

zeichnet ferner », die Ordnung der Substitution S,, so enthilt zufolge
§ 2 jedes S, entsprechende Glied der Reihe N*' Ordnung v, Per-
mutationen, da v, das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von den
Ordnungen der Circularsubstitutionen von S, ist. Die Anzahl der §,

Nter Qrdnung ist folglich gleich dem Index ¢ der Gruppe =

entsprechenden Glieder ist mithin Tﬂ!, und ebenso gross ist also die

Anzahl der S, entsprechenden Fuanctionen q)g\r)(@ ... Zexy) im charak-
teristischen Kunctionensystem N'e Ordnung, Ausser diesen

N! Nt N!
—,;;+;2—+"'+“,§

Funetionen tpg" )(#, . .. %) enthilt das charakteristische Functionen-
system Nt Ordnung noch N'! Functionen y{¥) aN(xu-"“eN) &N,

80 dass die Anzahl aller Functionen des charakteristischen Functionen-
systems Nter Ordnung gleich

N, N N
N!+“;;+,,—2+"‘+;;
ist.

Bezeichnet nun allgemein 7 die Anzahl der transitiven Gruppen
des charakteristischen Functionensystems einer beliebigen Reihe, n die
Anzahl der Functionen des Systems, so ist stets der hochste Grad der
nicht verschwindenden Subdeterminanten der Charakteristik gleich
# —r. Denn lisst man aus jeder transitiven Gruppe eine Funetion
fort, so sind die tibrigbleibenden Functionen limear unabbingig, es
giebt also nicht verschwindende Subdeterminanten der Charakteristik
vom Grade # — . Lisst man aber weniger als # Functionen fort,
so finden sich unter den tbrigen die Functionen wenigstens einer
transitiven Gruppe vollstindig vor, und da diese linear abhingig von
einander sind, se ist jede Subdeterminante der Coefficienten der iibrig-
bleibenden Functionen, deren Grad gleich der Anzahl dieser Functionen

99%
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-t

ist, also iiberhaupt jede Subdeterminante, deren Grad grosser als n—v
ist, gleich Null. Wenden wir dies anf die Reihe Nt Ordnung an,
50 ergiebt sich als analytisches Criterinm fiir die Bestimmung des Index,
bezw. der Ordnung einer Gruppe dem Vorangehenden zufolge der Satz:

Bezeichnet kb den hichsten Grad der micht verschwindenden Sub-
determinanten der Charakieristik N*r Ordnung, die zu gegebenmen Sub-
stitutionen S, . . . 8, von N Elementen gehirt, so ist der Index der durch
diese Substitutionen bestimmiten Gruppe

. Nt Nt Nt
i= Nt

wenn vy, v, . .. vy die resp. Ordnungen der Substitutionen 8, . . . 8, sind.

§ 5.

Gehen wir von der Reihe N'ter Ordnung zuriick zu Reihen niedrigerer
Ordnung, so wird im allgemeinen die Anzahl der transitiven Gruppen
abnehmen, bis sie schliesslich fir die Reihe mter Ordnung gleich 1 wird,
wenn die durch S, . .. S, bestimmte Gruppe m-fach transitiv ist. Denn
gehbven die beiden Verbindungen g, . . . Qu, Und g, . . . ag, zwel ver-
schiedenen trapsitiven Gruppen der Reihe g'r Ordnung an (g < N),
so gehtren auch zwei Verbindungen von der Form ay,. .. 8o, G,
und ag, . .. ag, ag,.; zwei verschiedenen transitiven Gruppen der Reihe
(w+1)r Ordnung an, da eine Ueberfihrung von a, . .. Ge, o, , 10
as - - - ag, ag,,, durch wiederholte Anwendung der Substitutionen
8; ..., auch eine Ueberfiihrung von a,, . . . @u, in as . .. a4, in sich
schliesst. Es ist also jedenfalls die Anzahl der transitiven Gruppen
der Reihe gter Ordnung nicht grosser, als die der Reihe (p--1jr
Ordnung. Enthilt ferner die durch 8, ...S, bestimmte Gruppe e
Substitutionen, welche die Elemente ay, . . . s, ungeiindert lassen, so
enthélt jede transitive Gruppe der Reihe N'ter Ordnung, die eine Ver-
bindung von der Form g, ... G, G4, - - - Guy enthilt, genau e®

Verbindungen, in denen die ersten g Elemente die Verbindung a,, ... @,

bilden. Da es nun (N — g)! Verbindungen a,, ... Qe Vg -+ -+ ey

giebt, in denen die Reihe der ersten u Indices die Reihe der Zahlen

& ..., ist, so giebt es Q%"(_;_l)fl' solehe Verbindungen enthaltende
1

transitive Gruppen der Reihe Nt Ordnung, welche wir als entsprechend

der die Verbindung @s, ... 4., enthaltenden transitiven Gruppe der

Reihe g% Ordnung ansehen.
Ist ferner ag ... as, eme zweite Verbindung dieser transitiven

Gruppe, so enthdlt anch jede ihr entsprechende transitive Gruppe der
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Beihe N Qvdnung Verbindungen ap, ... ag, @5, - - - Gy, in denen
also die Reihe der ersten g Indices die Reihe der Zahlen §, ... 8.
ist, d. h, die Bestimmung der einer transitiven Gruppe der Reihe pter
Ordnung eutsprechenden transitiven Gruppen der Reihe N'er Ordnung
ist unabhiingig von der Wahl der Verbindung @s, ... ae,. Gleiches
gilt folglich auch von der Anzabl der Substitutionen, die die Elemente
N einer Verbindung der transitiven Gruppe einer Reihe un-
geindert lassen, dem , Exponenten' der transitiven Gruppe. Ist nun
ry die Anzahl der transitiven Gruppen der Reihe g Ordnung, und
sind € . . . e, ) die Exponenten dieser transitiven Gruppen, so ergiebt
sich fiir die Anzahl aller transitiven Gruppen der Reihe Nter Ordnung
oder den Index der durch S, ... S, bestimmien Gruppe

Ta
- (N~ p)!?
z——z gg‘#)

@==3

oder fiir die Exponenten e . .. e(/;,) besteht die Gleichung

T

H z
Q 2 = ar=ar

a==1
Ist die durch S, ... S, bestimmte Gruppe m-fach transitiv, so liefert
diese Formel fiir g = m die bekannte Formel

1 P _NHN—n.. (FN—wm+t+1
(b) W (N—m v >

wenn v die Ordnung der Gruppe ist und e die Anzahl der Substi-
tutionen, die m Flemente ungeiéindert lassen. Ist anderseits

(# eg&) "'zei-f,‘)ﬂl,

giebt es also in der durch S;...S, bestimmten Gruppe ausser der
Identitit keine Substitution, welche p Elemente ungefindert lisst, so wird

© = = o

und aus (b) folgt alsdann
w e N—m!
@ = =T

Ist dagegen eine der Zahlen & [" ' von 1 verschieden, so giebt

es in der durch 8, ... 5, bestimmten Grappe ausser der Identitit
Substitutionen, welche g Elemente ungefindert lassen, alsdann ist
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> g
Tu el)?
=1 &

i
() e > TNyt

Wir erhalten somit als analytisches Kriterium fiir die Bestimmung
der grossten Anzahl von Elementen, die durch die Substitutionen einer
Gruppe ungeiindert bleiben kbnnen, ohne dass auch die iibrigen Ele-
mente ungefindert bleiben, sowie fiir die Bestimmung der Anzahl der
Substitutionen, welche m Elemente einer mindestens m-fach transitiven
Gruppe ungedndert lassen, den Satz:

Bezeichnet r.(u==1...N) dic Anzahl der transitiven Gruppen
einer Reihe u®r Ordnung, die zu gegebemen Substitutionen S; ... S,
gehort, so ist

rﬂ(N_ ‘u')! > 7N,
oder

7N — ) =ra,
Je nachdem die durch S, ... S, bestimmte Gruppe ausser der Idemtitit
Substitutionen, die w Elemente ungeindert lassen, besiizt, oder nicht
besitzt. Ist die Gruppe mindestens m-fach transitiv und ist e™ die
Anzahl der Substitutionen der Gruppe, die m Elemente ungeindert

lassen, so folgt aus r.(N — u)! = ry sur DBestimmung von ™ die
Gleichung
(=
em) = w

Dabei ist, wie in § 4 gezeigt wurde, darch die Anzahl #, der
Functionen des charakteristischen Functionensystems gtr Ordoung und
den hochsten Grad k, der nicht verschwindenden Subdeterminanten
der Charakteristik p' Ordnung die Anzahl r,=n, —k, (u=1... N)
der transitiven Gruppen der Reihe u** Ordnung bestimmt.

§ 6.
Die Elemente jeder transitiven Gruppe der Reihe Nt Ordnung
werden von allen solchen Permutationen der Elemente Gy - ..ay Ze-

bildet, die durch die Substitutionen der durch §,... S, bestimmten
Gruppe in einander iibergeben. Es miissen also die Elemente der-
Jjenigen transitiven Gruppe, welche unter ihren Elementen die Permutation
@@y - . - ay enthilt, die der Substitutionengruppe entsprechende Per-
mutationengruppe bilden, durch die also die Substitutionengruppe selbst
unmittelbar gegeben ist. Die Bestimmung der transitiven Gruppen der
Reihe aber erfolgt analytisch durch Aufstellen der Gleichungen, die
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zwischen den unbestimmtien Constanten O stattfinden miissen, damit
die Identitat

TAY
1) D Capeoay ey (@ gy = ) Cae (1. )
(al---aN) o=

zwischen den Functionen des charakteristischen Functionensystems
Nter Ordnung besteht. Das Bestchen dieser Gleichung verlangt, dass
die Coefficienten C gruppenweise einander gleich sind. Alsdann be-
stimmt jede Gruppe gleicher Coefficienten der Functionen 3 durch
ibre Indices die Elemente einer der transitiven Gruppen der Reihen
Nter Ordnung, und die dieser Coefficientengruppe gleiche Gruppe der
Coefficienten der Functionen ¢ bestimmt ebenso die Glieder dieser
transitiven Gruppe. Ist daher

T e e
—Cp=Cp= - =Cyy

diejenige Gruppe gleicher Coefficienten, welche den Coefficienten Cy,...x
enthilt, so wird die durch S, ... S, bestimmte Substituationengruppe
gebildet von den Substitutionen

@y @y - . AN Qo Cay -+ - B,
5 — ). sy (e

ata:z..-aN lll a2 .--aN

a a (y—1). - . & (v~
S - agv—l) agv 1) 0«'% 1)>
y ==
a'l a2 « . (Z:N

und in der entsprechenden Permutationengruppe werden die den Sub-
stitutionen S, . . . S, entsprechenden Permutationencomplexe, von denen
jeder die durch die Potenzen einer dieser Substitutionen in einander
ibergehenden Permutationen enthilt, gebildet von den Gliedern

N
A9, A, A%

der Reibe Nter Ordnung, wobei g zur Abkiirzung
¥ v k4

gesetzt ist. Da nun die Substitutionen S, ... S, selbst in der durch
sie* bestimmten Substitutionengruppe enthalten sind, so ergiebt sich
hieraus unmittelbar als analytisches Kriterium dafiir, dass mehrere
Substitutionen eine Gruppe bilden, der Satz:
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Sollen die Substitutionen

Qoy Coy - - - Goly Toy Qu + o - Qaly
S, = y 8y= e

@y By «..4ay5 - a4y Gy .. .0y

a a et
N
a4y 4y ...dy

der N Elemenic a, a, . . . ay eine Gruppe bilden, so muss zwischen den
Funetionen des zugehbrigen charakieristischen Functionensystems N
Ordnung eine Identitit bestehen von der Form

0 24
g;‘l[}a(lk) ag] ---aﬁ(ﬁ’ (331 -+ ZoN) =§ Cr g2 (.2)'1 .- :l"ey> ,

i der die Grissen C Constante bedeuten und die Summation iiber
sammiliche, den Substitutionen 8, ...8, enisprechenden Functionen o
und ¥ erstreckt ist; wnd wumgekehrt, wenn man die Constanten C in
dieser Gleichung so bestimmen kann, dass dieselbe identisch besteht, so
bilden auch die Substitutionen Sy . .. S, eine Gruppe. Die Constanten C
kimnen dann keine anderen Werthe, als 0,1 haben, wnd die Indices
der nicht verschwindenden unier ihnen stimmen mit den Indices derjenigen
Glieder der Reihe N Ordnung diberein, welche die den einzelnen Sub-
stitutionen S, . .. Sy entsprechenden Permutationencomplexe in der ent.
sprechenden Permutationengruppe enthalten.

Zweiter Theil.
Von den Produetformen der Substitutionen.

§ 7.

Die verschiedenen Formen gleichwerthiger Producte, die durch
Versetzen von Factoren sich in einander umwandeln lassen, bilden
schon lange Gegenstand substitutionentheoretischer Untersuchungen.
Dagegen scheint eine andere hierher gehdrige, meines Erachfens nicht
minder interessante Frage bisher vollig unbeachtet geblieben zu sein,
nimlich die Frage nach den verschiedenen moglichen Formen, in denen
eine gegebene Substitution sich als Product gegebener Substitutionen
Sy ... S, darstellen lisst. Der Ausdruck ,Product gegebener Sub-
stitutionen’ ist dabel im weitesten Sinne zu verstehen, d. h. es kbunen
die Substitotionen S; ... S, beliebig oft wiederholt und in beliebiger
Reihenfolge vorkommen. Es ist nun ohne Weiteres klar, dass die
Anzahl solcher Productformen von gleichem Werthe unendlich gross
ist, denn man kann in jede solche Form aus den gegebenen Substi-
tutionen gebildete identische, d. h. der Einheit gleiche Producte be-
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liebig oft und in beliebiger Reihenfolge einschalten oder zu ihr hinzu-
figen, Ks kann sich daher nur darom handeln, ein Gesetz aufzustellen,
das die Enistehung der Gesammiheit dieser Formen aus einer endlichen
Anzahl von Formen, die man figlich als ,,Stammformen® bezeichnen
kann, erkennen lehrt. Dass solche Stammformen in endlicher Anzahl
existiren miissen, ist a priori einzusehen. Man konnte fiir dieselben
z. B. alle aus den gegebenen Substitutionen zu bildenden identischen
Producte wihlen, die keine identischen Unterproducte enthalten. Die
Bestimmung der Anzahl aber solcher Stammformen ist mit grossen
Schwierigkeiten verbunden. Es soll nun gezeigt werden, dass bei
richtiger Wahl des Systems der Stammformen, m. a. W. bei richtiger
Bestimmung des Gesetzes der Entstehung aller gleichwerthigen Product-
formen aus Stammformen, die Anzabl der letzteren mit der Ordnung
der durch die gegebenen Substitutionen §; ... S, bestimmten Gruppe
in einfacher Beziehung steht, sodass durch die eine Zahl die andere
unmittelbar gegeben ist. Dieses Gesetz liefert uns der Begriff der sub-
stitutionentheoretischen Congruenz, der im folgenden Paragraphen ent-
wickelt werden soll.

§ 8.

Zwei aus gegebenen Substitutionen S, ... S, gebildete Product-
formen TT,, T, heissen einander ,,congruent” (TT, o0 T1,), wenn sie sich
mittelst der folgenden beiden (beliebig oft und in beliebiger Reihen-
folge anzuwendenden) Operationen in einander nmwandeln lassen:

1) Einschalten (bezw. Hinzufiigen) oder Unterdriicken
eines der Einheit gleichen Products von Potenzen derselben
Substitation, die unter den gegebenen Substitutionen S ... S,
enthalten ist.

2) Vertauschen von auf einander folgenden, der Einheif
gleichen Producten gegen einander.

Congruente Productformen sind somit auch stets von gleichem Werthe,
aber umgekehrt sind gleichwerthige Productformen nicht immer
congruent,

Ist eine Productform TT congruent einem Product S; S} ce., WO
die Exponenten g, b, . . . ganze Vielfache der resp. Ordnungen v,, ;...
der Substitutionen S,, 8 ... sind, so heisst TT der Einheit congruent
(MMou1). Ans TT ou 1 folgt somit auch TT = 1, aber nicht nmgekehrt,

Ist TT, o0 T, so ist T, TT,~* o0 1, wenn unter TT,~! das Product
der inversen Factoren von TI, in umgekehrter Reihenfolge verstanden
wird. Denn T, kann zuf. Vor. in TI, mittelst der Operationen 1 und 2
umgewandelt werden, und folglich kann, nachdem dies in dem Product
TT,TT,~* geschehen ist, dieses Product durch Anwendung der Operation 1
in eine Potenz S; umgewandelt werden, in der @ ein Vielfaches der
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Ordnung v, von S, ist. Ist umgekehrt TT,TT,~' o0 1, so ist aunch
M, oo Tl,. Denn zuf. Vor. kann TN, TT,~! durch die Operationen 1
und 2 in 87, also T, TT,7'1T, in 8)=TT, o0 TI, umgewandelt werden,
m. a. W, aus T,TT,~tou 1 folgt durch Multiplication mit TT, die
Congruenz TT,TI,7'T, & TT,. Diese aber geht durch Unterdriicken
von TT,~*TI, auf Grund der Operation 1 dber in TT; o0 TT,.

Ist T, = T, und T, TT,~* oV TT,, so folgt aus dem Vorangehenden

,"1Ty~t v 1, oder TT,(TT,TT,)~tcu 1, es ist also TT, ov TT,TI,.

Al]e glexchwerthwen Productformen sind also congruent Producten
aus eimer solchen Form und den Formen der der Einheit gleichen
Producte. Da nun die verschiedenen Werthe der aus den gegebenen
Substitutionen §; ...S, zu bildenden Productformen gegeben sind
durch die Substltutmnen der durch 8, ... S, bestimmten Gruppe, so
bleibt noch tbrig, ein System der Emhelt crlewher Productformen auf-
zustellen, aus denen die Gesammtheit dieser (aus S, ... S, gebildeten)
Formen nach einem einfachen Gesetz entstanden gedacht werden kann.
Es soll nun ein solehes System der Einbeit gleicher Formen anfgestellt
werden, wobei sich zeigen wird, dass die Anzahl der Glieder derselben
ebenfalls durch die Ordnung v der durch S, ... S, bestimmten Gruppe
gegeben ist.

§9.

Ersetzt der erste Factor einer aus Potenzen der gegebenen Sub-
stitutionen S, ... S, gebildeten Productform TT die Permutation
Py =0a,a,...ay durch p,, der zweite p, durch p; u. s. f., so kann
jede solehe Permutationenfolge 1, pny; einem ganz bestimmten Gliede
derjenigen transitiven Gruppe & der zu §;...S, gehorigen Reihe
Nter Ordnung angehbrig gedacht werden, deren Elemente von den
Permutationen der durch S, ... S, bestimmten Permutationengruppe
gebildet werden (§ 6). Gehdrt nimlick auch die Folge p,Pmny1 zweien
oder mehrern Gliedern von & an, so entspricht unter diesen doch nur
eines der Substitution S,, deren Potenz in TT die Folge pupnys be-
wirkt, und diesem Gliede wird alsdann pppnqq angehbrig gedacht.
Jeder Productform TT entspricht also eine ganz bestimmte auf @& be-
zogene Summe von Elementenpaaren P =p,p, -+ p,p; + .-, die
wir, da das letzte Element jedes Paares mit dem ersten des folgenden
dbereinstimmt, kurz eine ,continuirliche Summe‘ nenpen und durch
log TT bezeichnen wollen. Umgekehrt kbonnen wir jeder solchen auf &
bezogenen, continuirlichen und mit p, = a,a, ... ay beginnenden
Summe von Elementenpaaren eine ganz bestimmte Productform 1T von
Potenzen der Substitutionen S, ... S, entsprechen lassen, indem wir
jedem Paar p, priq der Summe eine, die Folge p,, Pris bewirkende Potenz
derjenigen Suobstitution entsprechen lassen, welcher das die Elemente
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Pmy Pmtr enthaltende®) Glied von & entspricht. Das Zeichen log TT
hat also fiir jede aus Potenzen von S, ...S, gebildete Productform TT
einen bestimmten Sinn, und wird umgekehrt eine beliebige auf &
bezogene continuirliche und mit p, beginnende Summe durch log TT
bezeichnet, so stellt 7T eine ganz bestimmte aus Potenzen von ;... S,
gebildete Productform dar.

Wir beschrinken uns nun auf die Betrachtuug solcher Product-
formen, deren Werth gleich Eins ist. Die Gesammtheit derselben
wird offenbar gebildet von der Gesammtheit der Formen, deren Logarith-
men Cyklen sind. Fiir diese Formen gelten ferner, wie ans dem
Vorangehenden unmittelbar folgt, die Satze: ,der Logarithmus eines
Products der Einheit gleicher Formen ist gleich der Summe der
Logarithmen der einzelnes Formen® und ,der Logarithmus einer Potenz
einer der Einheit gleichen Form ist gleich dem Produet aus dem Ex-
ponenten und dem Logarithmus der Basis. Dabei ist wieder, wenn
der Exponent negativ ist, unter TT-* das Product simmtlicher inversen
Factoren von TI* in umgekehrter Reihenfolge zu verstehen.

Ist Moo 1, so ist log TT =0, und umgekehrt. Denn durch die
Operation 1 werden in log TT nur solche Permutationenfolgen ein-
geschaltet, oder unterdriickt, die jede fiir sich gleich Null sind, es
gilt also fiir jedes durch die Operation 1 aus TT entstandene Product
T’ die Gleichung log TT" = log TI. Durch die Operation 2 aber wird
im Logarithmus einer Productform weder die Gesammtheit der Permu-
tationenfolgen, noch ihre Zugehorigkeit zu den Gliedern von & geindert.
Es ist also allgemein, wenn TT ou TT' ist, auch log TT = log TT". Ist
MToul, soist T S)%, wo v, die Ordnung von S, ist. Also ist
dann log TT = log 8;*, und da die Summe der durch S, bewirkten
Permutationenfolgen wieder einen Cyklus innerhalb desselben Gliedes
von & bildet, ist log 8= 0. Die Umkehrung ist nicht so einfach
zu beweisen. In meiner Programmabhandlung ,,Ueber Reiken, Linien-
gebilde und Substitutionen* habe ich bei der Betrachtung der auf eine
Reihe bezogenen Summen von Elementenpaaren Fundamentalsysteme
von Elementenpaaren eingefiihrt**). Durch die Paare eines solchen
Fundamentalsystems kann jede auf die Reihe bezogene Summe dar-

*) Man beachte, dass bei der Beziehung einer Summe von Elementenpaaren auf
eine Reihe jedes Paar einem bestimmien Gliede der Reihe angehorig gedacht wird.
#*) Jahresbericht des Victoriagymuasiums zu Burg, Ostern 1897, Seite 1t
unten und Seite 6f. Ist A=p, v, .. Pe irgend ein Reihenglied, so stellt z. B. die
Reihe der Paare p, D, ; Po,Pq, Poy_ Pay eine Zerlegung von 4 in ein Funda-
mentalsystem von Elementenpaaren dar. Dann ist irgend ein Elementenpaar von 4
p“npa'n-(-m =pa,, pa,_*_l +pﬂ'n+1p"n+2 +ee +'p“n+'m—1‘p"ﬂ+m
oder
oy mPern ~Pan i Pr s TPy 1 Po ot Pay; P,
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gestellt werden, indem jedes Elementenpaar durch eine ihm gleiche,
demselben Reihengliede angehorige Summe von Paaren des Funda-
mentalsystems ersetzt wird. Geschieht dies in log TT und geht dadurch
log TT iiber in log TT', so ist TI'cu TT. Denn wird in log TT das Paar
P Pmyr durch eine gleiche, demselben Reihengliede wie pgpnia an-
gehorende Summe von Elementenpaaren ersetzt, so wird in TT die die
Folge pu Pmis bewirkende Potenz von S, durch ein gleichwerthiges
Product von Potenzen derselben Substitution S, ersetzt, d. h, TT erfihrt
eine Umwandlung durch die Operation 1. Ist log TT = O, also auch
log TI'==0, so ist log TT" aus entgegengesetzten Paaren zusammen.
gesetzt™®). Dann enthilt also log TT" unter den auf das erste Paar p,p,
folgenden Paaren ein Paar p,p,. Folgt dieses unmittelbar anf ,p,, so
kann wman p,p, + p,p, in log TT fortlassen, und log TT” wird dadurch
in log TT” umgewandelt, wo TT” o0 TT" ist, da TT” aus TT” darch Fort-
lassen zweier auf einander folgenden ) emander aufhebenden Potenzen
derselben Substitutionen entsteht. Folgt p,p, nicht unmittelbar auf
Py Ps; SO 8€l Dy P das exste Paar in log TT, zu dem es in der Reihe
der vorangehenden Paare ein entgegengesetztes giebt. Dann ist log TT
von der Form:

log ' = pyp, + P25+« + - + Pubotr + - - + Pt + - - -
Entweder folgt nun dieses Paar p,iip, unmittelbar auf p, puyp —
dann erbilt man wieder durch Unterdriicken beider Paare log 1T '==logTT’
und TT” 00 T’ — oder Pui1pm folgt nicht unmittelbar auf p, Puts.
Dann ist die Aufeinanderfolge der Paare in log TT" von dem Paare
PP an die folgende:

DupPrtrt PutiPote o+ PutaPmtr + Outa Pt o+ Dot Prpr ++ -+
Alsdann bilden die den Paaren

Pot1Pmitz « - - Poti Pmtr
entsprechenden Factoren in TT' fiir sich ein der Einheit gleiches Product,
und ebenso die den Paaren

DPotiPm -« » Poei2 Pt
entsprechenden Factoren. Durch Vertauschen dieser beiden Producte
(Operation 2) and Fortlassen der Factoren, die den alsdann unmittelbar
auf einander folgenden Paaren p,pat1, Put1Pn entsprechen (Operation 1),
geht wieder TT” fiber in TI” 00 TI'. So fortfahrend muss man einmal
zu einer Productform TT® o TT gelangen, die ein Product von Potenzen
einer einzigen Substitution ist. Da nun alle diese Formen TT’...TT®,

#) ib, 8.11 unten. Esist ndmlich jeder aus denPaarenp, p, , 0, D -- By Pay>

die durch Zerlegung desselben Reihengliedes erhalten sind, zusammengesetzter
Cyklus aus entgegengesetzten Paaren zusammengesetzt,
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schon weil die zugehorigen Logarithmen Cyklen sind, den Werth Eins
haben , so folgt hieraus, dass TT oo 1 sein muss.

Ist pun T, =TT, =1 und logTT, = log TT,, also logTT, — logT,=0,
so ergiebt sich aus dem Vorangehenden log (TT,TI,~) =0, TT, TT,—* cu1,
M, oo, KEs gehdren also nicht nur zu congruenten, der Einheit
gleichen Preducten gleiche Logarithmen, sondern umgekehrt bedingt
auch die Gleichheit der Logarithmen zweler der Einheit gleichen Pro-
ductformen die Congruenz dieser Formen.

§ 10.

Wie ich bereits in meiner Abhandlung ,,Ueber den Zusammenhang
in Reihen etc.*¥) nachgewiesen habe, kann man die simmtlichen
Cyklen einer Reihe durch eine dem Grade des Zusammenhanges &
der Reihe gleiche Anzahl von Cyklen als lineare homogene Functionen
mit ganzzahligen Coefficienten darstellen. Da man nun die Cyklen
eines solchen ,,primitiven Cyklensystems der hier betrachteten Reihe &
offenbar stets so wihlen kann, dass dieselben im obigen Sinne con-
tinvirliche, mit p, = a,a, ... ay beginnende (und folglich auch
schliessende) Cyklen sind, so kann man dieselben als ein System von
g Logarithmen log 1T, . . . log T, ebensovieler der Einheit gleicher
Productformen TT, ... T, ansehen. Alsdann ergiebt sich fiir jede der
Einheit gleiche Productform TT:

logTMM=1¢ logT 4. -+ ¢logT,,
wo ¢, . ..e, ganze Zablen sind, und daraus
Moo Tt Ty,

Da ferner die Glieder eines primitiven Cyklensystems linear von einander
unabhéingig sind, so kann zwischen TT, ... TT, keine Gleichung der Form
E logTly +---+ K logTl,=0
bestehen, wo k, . . . %, ganze Zahlen sind, also besteht auch zwischen

T, ... T, keine Congruenz von der Korm:

e, T ot
Dagegen besteht zwischen je g 41 Productformen eine Congruenz
dieser Form, da die Logarithmen derselben sich als lineare homogene
ganzzahlige Functionen von log TT, . . . log TI, darstellen lassen. Man
kann daher die in Betracht kommende Zahl ¢ auch definiren als die
grosste Anzahl der Einheit gleicher Productformen, zwischen denen
keine Congruenz der angegebenen Form besteht. Bezeichnet w die
Wiederholung in &, # die Anzabl der Glieder von &, so ist

g=w— n- 1%),

#) Math, Annalen Bd. 42, § 4.
#¥) jbidem § 3.
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Da nun &, wenn die Ordnung der durch S, . .. S, bestimmten Gruppe
wieder durch » bezeichnet wird, » verschiedene Elemente enthilt,
niamlich die » den Substitutionen der Gruppe entsprechenden Permu-
tationen, und da jedes dieser Elemente g mal in & enthalten ist, so

folgt w = v(9—1). Da ferner jeder Substitution S, ;— Glieder in &

entsprechen, wenn wieder v, die Ordnung von S, bezeichnet, so folgt

p =2 +1+...+1’.7
vy Vg ’Ue
folglich

Es ergeben sich daraus die folgenden beiden Sitze, mit denen wir die
vorliegende Abhandlung schliessen, und von denen der erste sich auf
die Darstellung der der Einheit gleichen Productformen bezieht, der
zweite die Abhéngigkeit der Ordnung einer Gruppe von der soeben
definirten, fiir die Congruenztheorie in Betracht kommenden Zahl g
darthun soll: .

\. Hat die durch o gegebene Substitutionen vom den Ordnungen
Vi, Yy ... Y, bestimmle Gruppe die Ordnung v, so giebt es unier den
der Einheit gleichen Productformen, die man .aus den gegebenen Sub-
stitutionen bilden kann, stets

Productformen T, .. .Tl,, die keiner Congruenz von der Form
LA LA | RS |
gendigen, durch die aber jede aus den gegebenen Substitutionen zu bildende,
der Einheit gleiche Productform T in der Form dorstellbar ist:
Mo TP TS,

2. Bezeichnet g die grosste Anzahl der FEimheit gleicher Product-
formen, dic man aus @ gegebenen Substitutionen bilden kann und
awischen denen keine Congruenz von der Form

METe .. T ol

besteht, so hat die durch die gegebenen Substitutionen bestimmie Gruppe
die Ordnung

v==(g—1): (9-1——%;.__;1;_.. _.._;1,,).
Burg b./Magdeb., 19. Dec. 1897.



