Ueber einen liniengeometrischen Satz.
Von
F. Kuew in Leipzig.
(Aus den Gottinger Nachrichten vom 20. Mirz 1872).%)

Statt die Coordinaten p;; der geraden Linie im Raume als zwei-
gliedrige Determinanten aus den Coordinaten zweier Punkte oder
Ebenen zu definiren, kann man sie hekanntlich auch als selbstindige
Veriinderliche auffassen, welche an eine Bedingungsgleichung zweiten
Grades:

P = pys 034 + P13 Piz + P14 025 =0

gebunden sind. Bei diesem Ausgangspunkte entsteht die Frage, ob
jeder algebraische Liniencomplex durch eime zu P = 0 hinzutretende
algebraische Gleichung definirt werden kann, oder ob nicht zur reinen
Darstellung des Complexes gelegentlich mehrere Gleichungen erforder-
lich sind. Ich. werde nun im Folgenden zeigen: dass allerdings zur
Dayrstellung eines algebraischen Liniencomplexes immer eine zu P =0
hinsutretende (fleichung geniigh. Die zum Beweise nothwendigen, sehr
einfachen Ueberlegungen, wie sie im Nachstehenden auseinandergesetzt
sind, kénnen voraussichtlich @iberhaupt bei der Untersuchung analoger
Fragen®**) Anwendung finden und scheinen dadurch ein allgemeineres
Interesse zu besitzen, )

Rein analytisch gefasst, lautet der zu beweisende Satz folgender-

*) Ich bringe pachstehend vier #ltere Arbeiten vorn mir, die bisher nur
bexlauﬁg publicirt waren, zum Wiederabdruck, indem ich «rlaube dass dieselben
auch heute noch ein gewisses Interesse haben, und ich in absehbarer Zeit doch
Jedenfalls nicht dazu komme, die in ihnen behandelten Themata, wie ich es
urspriinglich vorhatte, weiter auszufibren. Der Wiederabdruck ist, von ganz
unbedeutenden sprachlichen Aenderungen abgesehen, ein wortlicher. Ein paar
Citate, welche ich jetzt hinzugefiigt habe, sind durch das in Klammern beigefiigte
Datum [Febr. 1883) kenntlich gemacht. Klein. [Febr. 1883.]

*¥) Ich erinnere hier an eine Betrachtung, welche Cayley gelegentlich
anstellt (Quart. Journ, t. III. 1860, p. 284), und die sich daranf bezieht, dass nicht
auf allen algebraischen Flichen unvollstindige Durchschnittscurven gelegen sein
konnen,
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massen: Aus einer allgemeinen*) Mannigfaltigkeit von fiinf Dimensionen
ist eine Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen durch eine quadratische
Gleichung mit nicht verschwindender Determinante®*)

P=0
ausgeschieden. Jede in ihr enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit
von drei Dimensionen kann durch eine zu P == O hinzutretende alge-
braische Gleichung dargestellt werden.“

Statt dieses Satzes mogen wir gleich den folgenden, ihn ein-
schliessenden beweisen:

» His sel eine allgemeine Manmgfa.ltwkelt von % Dxmensmnen ge-
geben, wo #>4, und aus ibr eine Mannigfaltigheit von (n — 1)
Dimensionen durch eine quadratische Gleichung:

. P=0
abgeschieden, Jede in der letzteren enthaltene algebraische Mannig-
faltigkeit von (» — 2) Dimensionen kann durch eine zu P = 0 hin-
zutretende algebraische Gleichung dargestellt werden, falls wicht alle
aus den Coefficienten von P zusammengesetzten fiunfreihigen Unterdeter-
minanten verschwinden.‘

Diese Bedingung ist in dem urspriinglich aufgestellten Satze be-
friedigt, insofern dort die (sechsreihige) Determinante von P selbst
nicht verschwindet, um so weniger also ihre fiinfreihigen Unterdeter-
minanten simmtlich gleich Null sind.

Der Beweis des allgemeinen algebraischen Satzes mag zunichst
fir n =4 gefiihrt werden, wo also die Bedingung die ist, dass die
Determz’nante von P nicht verschwindef. Bel einem be]iebigen n lassen
sich hinterher dieselben Betrachtungen austellen, fiir % ==4 haben
wir nur den Vorzung, den Ueberlegungen, wie im Folgenden geschehen
soll, ein anschauliches geometrisches Bild zu Grunde legen zu konnen.

Das einzelne Element der gegebenen Mannigfaltigkeit von vier
Dimensionen sei durch die relativen Werthe der fiinf homogenen Ver-
snderlichen

By Ty Ty, Tyy Ty
bestimmt. Man wird dieselben immer (und auf unendlich viele Weisen)
so wihlen kbnnen, dass die gegebene guadratische Gleichung P = 0
(deren Determinante nicht verschwindet) die folgende Gestalt annimmt:

z? 4 2+ 2t 2 + 72 =0,

oder, indem man

*) Allgemein mag eine Mannigfaltigkeit von # Dimensionen heissen, deren
Element von unabhingig gedachten Parametern abhingt.

**) Diese nihere Bestimmung ist zugefiigt, weil sie die quadratische Glei-
chung, sofern ihre Eigenschaften hier in Betracht kommen, vollstandig charakterisirt.
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2, + x5, =p, Zy — 15 =¢
z,* + 2, + & + pg = 0.

=0, #=0, z,=0, p=20,
welches im Folgenden ausgezeichnet werden soll, ist dabei ein unter
den tibrigen der Mannigfaltigkeit P = 0 angehdrigen beliebig aus-
gewihltes,

In der nunmehr hergestellten Gleichungsform kann die Mannig-
faltigkeit P == 0 ohne Weiteres auf eine allgemeine Mannigfaltigkeit
von drei Dimensionen eindeutig abgebildet werden, ganz dem ent-
sprechend, wie die Abbildung einer Fliche zweiten Grades aunf die
Ebene durch Projection von einem Punkte der Fliche aus erfolgt.
Man setze nimlich, unter

setat:

Das Element:

gl; «’32; 53’ E4
die homogenen Coordinaten eines Elementes einer allgemeinen Mannig-
faltigkeit von drel Dimensionen verstanden:

ox, =§8,, omy=§%, ox;=EE, ep=4§%,
0 = — (&* + &* 4+ &9).

Die allgemeine Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen mag jetzt
durch den Punktraum vorgestellt sein, die £ mbgen also homogene
Punktcoordinaten bedeuten: dann ist die gegebene Mannigfaltigkeit
P =0 durch die vorstehenden Gleichungen eindewtiq auf den Punki-
raum abgebildet. Dabei tritt im Punktraume ein fundamentaler Kegel-

schnitt auf:
E—O g1+go+g3— )
dessen Punkten jedesmal oo! Klemente der gegebenen Mannigfaltigkeit
P — O entsprechen. Anderseits sind simmtliche iibrige Punkie der
Ebene
g; =0
einem einzigen Elemente der. Mannigfaltigkeit P = O, dem Elemente:
z2,=0, ,=0, 2;=0, p=20

zugeordnet, welches, in Analogie mit dem Projectionspunkte bei. der
Abbildang der Flachen zweiten Grades, im folgenden das Projections-

element heissen mag.
Fiigt man nuon zu P = 0 eine weitere algebraische Gleichung, die

vom mten Grade sein mag;

Q=0
hinzu, so erhilt man im Punktraume als Bild der beiden Gleichungen
geniigenden Elemente eine Fliche vom Grade 2m, welche den funda-
mentalen Kegelschnitt m-fach enthdlt. Von dieser Bildfliche kann
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sich gelegentlich, einfach oder mehrfach zihlend, die Ebene & =0
absondern. Ks tritt dies dann und nur dann ein, wenn das Projections-
element selbst der Mannigfaltigkeit Q == 0, als gewdhuliches oder
singuldres Element, angehdrt. Aber dies konnen wir immer vermeiden,
da es uns ja frei steht, auch wenn die Mannigfaltigkeit Q = O bereits
gegeben ist, das Projectionselement unter den Elementen von P = 0
zu wihlen, wie wir wollen. Es bildet sich also allgemein die Mannig-
faltigkeit:

P=0, Q=0
als eine Fliche vom 2mten Grade ab, welche den fundamentalen Kegel-
schnitt zur m-fachen Curve hat, und die Ebene desselben in nicht dem
Kegelschnitte angehdrigen Punkien nicht trifft.

BEs ist aber auch umgekehrt ersichtlich, dass jede Fliche 2mten
Grades, welche diesen Bedingungen geniigt, den vollstindigen Durch-
schnitt von P = 0 mit der durch eine hinzutretende Gleichung Q=0
vorgestellten Mannigfaltigkeit reprisentirt, Denn die Gleichung einer
solchen Fliche muss in jedem Gliede die Ausdriicke &, und (§,%+ 5,2+ £;%)
zusammen in der smten Dimension enthalten. Das einzelne Glied hat
also, unter g eine Zahl > 0 und < m verstanden, die folgende Form

B -2+ B+ &N ok, 6 &) s
wo ¢ eine homogene Function vom gten Grade der beigefiigten Argu-
mente ist. Aber das Product:
E 9, & &, )

ist ersichtlich nichts anderes, als eine homogene Function uten Grades

der Argumente
Jedes Glied der gegebenen Flichengleichung und also die Flichen-
gleichung selbst ist mithin eine homogene Function mten Grades der
finf Argumente:
gig-i) §2g47 g:‘}gl’ §4§4’ (gl2 + 5‘22 _I_ 232)'

Man hat jetzt nur statt dieser Argumente bez.

Ly, oy X3, Py — 4
zu setzen, um die Gleichung mten Grades

. Q=0

derjenigen Mannigfaltigkeit zu haben, welche mit P = 0 zusammen
als vollstindigen Durchschnitt eine Mannigfaltigkeit bestimmt, deren
Bild im Punktraume die ursprtinglich gegebene Fliche ist, womit
denn die Behauptung, dass die Fliehe das Bild eines vollstindigen

Durchschnittes sei, bewiesen ist.
Eine beliebige in P == O enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit

von zwei Dimensionen, wird sich nun aber, — falls wir nifht, was
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wir immer vermeiden konnen, das Projectionselement unter ihren
Elementen wihlen — nicht anders als eine solche Fliche abbilden kinnen,
die den vorgenannten Bedingungen geniigi. Denn die Bildflicher muss,
der Annahme iiber die Lage des Projectionselementes entsprechend,
die Ebene &, = 0 in keinen anderen Punkten, als in den Punkten
des fundamentalen Kegelschnittes treffen, und das ist, weil der Kegel-
schnitt em drveducibeles Gebilde ist, uicht anders moglich, als wenn
sie von gerader Ordnung = 2m ist, und den Kegelschnitt als m-fache
Curve enthilt.

Hiermit ist der Beweis wunseres Salzes fiir n =4 gefiihrt. Seine
wesentlichen Momente mbgen hier noch ausdriicklich zusammengefasst
werden, es sind die folgenden:

1) dass im Punktranme eine irreducibele Fundamentalcurve aufiritt,

2) dass eine durch die Kundamentalcurve gelegte Fliche (die
Ebene £, = 0) ein einzelnes, beliebig anzunehmendes Element des
darzustellenden Gebildes reprisentirt,

3) dass es nur auf das Verhalten der Bildfliche zum Fundamental-
kegelschnitte ankommt, ob eine P ==0 angehdrige Mannigfaltigkeit
von zwei Dimensionen als vollstindiger Durchschnitt gefasst werden
kann. —

Unser Schluss wiirde dagegen sofort ungiiltig werden, wenn der
Fundamentalkegelschnitt reducibel wire, also in ein Geradenpaar zer-
fiele. Denn dann kann man Flichen von der Ordnung (' + m")
construiren, welche die Geraden bez. m’- und m”-fach enthalten. Die-
selben treffen, wie verlangt, die Ebene des Kegelschnittes nur in
Punkten des Kegelschnittes, aber vollstindige Durchschnitte wiirden
sie erst dann vorstellen, wenn m — m” wire.

Dieses Zerfallen des fundamentalen Kegelschnittes tritt nun gerade
dann ein, weunn die Determinante der Form P verschwindet, und
musste desshalb beim Beweise unseres Satzes diese Moglichkeit aus-
driicklich ansgeschlossen werden. In der That, hat P eine verschwin-
dende Determinante (und zunichst noch keine verschwindenden Unter-
determinanten), so kans man ihm die Form geben:

O0=2a2+4 2>+ pg,
die Abbildungsfunctionen werden:
oz, = £ &, ez =5, ez =158, or=E5E,
eq = — (5°+&7%,
und der fundamentale Kegelschnitt wird:
£,=0, §2+§°=0,
ist also "in ein Linienpaar:
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£, =0, & +’i§2==0,
£, =0, § —i§=0
zerfallen. —

Auf ganz dhnliche Weise, wie nunmehr der Beweis unseres Satzes
fir n = 4 gefithrt und das Nichtverschwinden der Determinante als
nothwendige und hinreichende Bedingung erkannt wurde, erledigt sich
die Frage fiir ein beliebiges n. Ist erstlich » = 3, haben wir also
eine Fliche zweiten Grades, so entsteht bei der Abbildung derselben
auf die allgemeine Mannigfaltigkeit der nichst niederen Dimension
ohnehin ein reducibeles Fundamentalgebilde, auch wenn die Deter-
minante der Fliche nicht verschwindet, nidmlich ein Punktepaar. Auf
Fléichen zweiten Grades findet unser Satz desshalb keine Anwendung®).
Dagegen gilt der Satz allemal, wenn bei der Abbildung der Mannig-
faltigkeit P = 0 auf die allgemeine Mannigfaltigkeit von (n — 1) Di-
mensionen — eine Abbildung, die sich immer in gleicher Weise ge-
staltet — ein irreducibeles Fundamentalgebilde auftritt. Hierzu ist
das Nichtverschwinden der aus den Coefficienten von P gebildeten
fiinfreihigen Determinanten die nothwendige und hinreichende Be-
dingung. Als Fundamentalgebilde tritt nimlich eine Mannigfaltigkeit
von (n — 3) Dimensionen auf, welche aus einer allgemeinen Mannig-
faltigkeit von (n — 2) Dimensionen durch eine quadratische Gleichung
abgeschieden wird. Soll das Fundamentalgebilde zerfallen, so ist dazu
das Verschwinden aller aus den Coefficienten der Gleichung gebildeter
dreireihiger Unterdeterminanten die Bedingung; und dies Verschwinden
tritt dann und nur dann ein, wenn ein Gleiches bei den fiinfreihigen
Unterdeterminanten der urspriinglichen quadratischen Gleichung P=0
der Wall war, Hiermit ist demn wunser allgemeiner Sate fir ein be-
liebiges n, insbesondere das in ihm enthallene liniengeometrische Theorem,
bewiesen.

Ich will hier von der auseinandergesetzten Theorie noch zwei
weitere geometrische Anwendungen geben. Die erste bezieht sich
wieder auf Liniengeometrie. Man verbinde pimlich mit der quadra-
tischen Gleichung, der die Liniencoordinaten zu geniigen haben:

P=o0,

eine lineare. So hat man einen linearen Complex, den man anch in
der folgenden Weise bestimmen kann. Aus der linearen Gleichung
nehme man den Werth einer der Veriinderlichen, ausgedriickt in den
fiinf anderen, und substituire ihn in P =0, wodurch eine neue
quadratische Gleichung P’ = O -entsteht. Der lineare Complex er-

*) Ebensowepig gilt der Satz fir Kegelschnitte, wie ohne Weiteres er-
sichtlich. .
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scheint dann als durch diese Gleichnng aus einer allgemeinen Mannig-
faltigkeit von vier Dimensionen ausgeschieden. Die Determinante
von P’ verschwindet nicht, wenn der lineare Complex ein allgemeiner
ist; sie verschwindet dann und nur dann, wenn er ein specieller
w1rd*) Wir erhalten also den folgenden Satz

Congruenzen, welche einem allgememen linearen Complexe an-
gehiren, kinnen als wvollstindiger Durchschwiti desselben mit einem
anderen Complexe dargestellt werden.

Fiir den speciellen linearen Complex gilt aber der Satz nicht
mehr. Ebensowenig wird der analoge Satz gelten, wenn wir zu der
Gleichung des linearen Complexes eine weitere lineare Gleichung hin-
zufiigen und die durch beide dargestellte lineare Congruenz in's Auge
fassen. Auf einer linearen Congruenz giebt es in der That Linien-
flichen, welche sich nicht als vollstindiger Durchschnitt der. Con-
gruenz mit einem hinzutretenden Complex darstellen lassen. Es sind
dies diejenigen, welche die Leitlinien der Congruenz ungleich oft
enthalten.

Eine zweite geometrische Anwendung bezieht sich auf die Dar-
stellung des Raumpunktes durch die relativen Werthe seiner (mit ge-
wissen Constanten multiplicirten) Potenzen mit Bezug auf finf Kugeln,
welche Herr Lie in Ankniipfung an die Abbildung des linearen Com-
plexes diese Nachrichten 1871 n. 7, p. 208 gegeben hat, wihrend sie
Herr Darboux bereits frither (1868) in einer der Pariser Academie
eingereichten Abhandlung aufgestellt hatte, die aber noch nicht ver-
offentlicht ist (¢f. Darboux in den Comptes Rendus 1871. Sept.)
Der Punkt wird durch fiinf homogene Coordinaten dargestellt, welche,
einzeln gleich Null gesetzt, fiinf linear unabhingige Kugeln vor-
stellen, und diese Coordinaten sind an eine Bedingungsgleichung
zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante gekniipft.
Der Punktraum ist hiernach das Bild einer Mannigfaltigkeit, die aus
einer allgemeinen Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen durch diese
quadratische Gleichung abgeschieden wird; es liegen also genaun die

*) Es brancht kaum darauf hingewiesen zu werden, dass die eben vor-
getragene Abbildung einer Mannigfaltigkeit P =0 von drei Dimensionen auf
den Punktraum mit der Abbildvng des linearen Complexes auf den Punktraum
gleichbedeutend ist, welche Herr Nother in den Gottinger Nachrichten 1869. Nr. 15,
gegeben und die Herr Lie seinen metrisch-projectivischen Untersuchungen zu
Grunde gelegt hat. Ich mdchte an dieser Stelle ausdriicklich auf die Abbildung
des speciellen linearen Complexes hinweisen, welche die Theorie der Flichen
mit einer mehrfachen Geraden mit derjenigen der Flichen mit zwei sich schnei-
denden mehrfachen Geraden in eine merkwiirdige Verbindung setzt, durch
welche z. B. die Zeuthen’schen Untersuchungen idiber die Flichen mit einer
mehrfachen Geraden (Math. Ann. t. IV, I) fiir die letztgenaunten Flichen ver-
werthet werden kbnnen.
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Verhdltnisse vor, wie wir sie eben bei dem Beweise des allgemeinen
Satzes fiir n == 4 voraussetzten. Dem Projectionselemente entspricht
die unendlich ferne Ebene des Punktraumes, der in ihr enthaltene
imaginire Kugelkeis ist der fundamentale Kegelschnitt. Einer Ver-
legung des Projectionselementes entspricht, wie man lelcht sieht,
eine Tramsformation des Punktraums durch reciproke Radien. Hier
erhalten wir also: Jede algebraische Fliche kann ‘vermige Umformung
durch veciproke Radien in eine solche ibergefiihrt werden, die durch
eine Gleichung zwischen den in Rede stehenden Coordinaten rein dar-
gestellt wiyd. Dagegen wiirde der entsprechende Saiz bei einer ana-
logen Coordinatenbestimmung in der Ebene nicht mehr richtig sein®*).

*) Man vergleiche die Arbeiten von Lie und mir im fiinften Bande der
mathematischen Annalen, sowie Hrn. Darboux’s im Jahre 1873 erschienenes
Buch: ,Sur une certaine famille de courbes et de surfaces’ (Paris, Gauthiers-
Villars). [Febr. 1883].



