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Nach der in den Lehrbfichern angenommenen Theorie ist das iso- 
perimetrische Problem, den relafiv grSsstea oder kleins~eu WerLh des 
gegebenen Integrales 

ar 

zu ~uden, wenn nur solche Fanetiotm~z y, - , ,  y~ in Betracht ge~ogea 
werden sollen, ffir we]che eine l~eihe anderer gegebener Integrale 

= j r .  <:c,,, �9 � 9  , , . y , '  . .  �9 ! j . ' : , , ~x ,  :~ = , ,  ~ , . . .  m,  V, 

vorgeschriebene Werthe bchaltea, votlkommeu identisch mit der Auf- 
gab% das Integral 

;gt 

z~ 

zu ehlem absoluten Maximum oder Miniraum zu ma~'hen~ wobei ,t~, 
a_.,. �9 - ~,., unbestimmte Coa~stanien bedeuten, die hinterller s,z bestimmt 
werden~ dass die Integra]e V~ die gegebenext Werthe annehmen. Dies 
i.~t nun Mlerdit~gs "vollkommen richtig, ~olan~ es ~ich ledigli~h um die 
LSsung de~ Problems, d. h. um die B#stimrnm~g de~" ~mbekaan~en 
Functionen y handelt. W'Sre dagegen aueh die Frag% ob und timer- 
lmlb welcher Grenzea die gefundenen Functionen y ein wirkliches 
Maximum oder Minimum erzet~gen, in beidea Problemen auf dieselbe 
Art zu beans so wiirde s~ch be~spielsweise ergeben~ duss der 
Sehwerpunkt eines homogenen, an bcidea Enden aufgehangenen F~deas 
durehaus nicht bei jeder Lage seiner Endpu,~kte immer die tiefstmSg- 
lithe Lage einnimmt, was og;enbar absurd ist. Es ~st daher klar~ da~s 

*) Au~ den Ber. der Kgl. S~;~cl~. Ge~ d. ~,Vi~ J~[i 1877. 



die Kriterien de~ Maximums and Minimums in beiden Prob]emen un- 
mSglieh diesdben sein kSnnen. Dies hat ffir den Fall einer einzigen 
unbekamaten Function y, yon der abet beliebig hohe Differentialqu~- 
tienten i n  den: Integralen auftreten kSnnen, sehon 1869 der, leider 
noah in demsdben Jahre verstorbeae Sehwedische MuCJaematiker L u n d- 
:s t rSm in der Abhandlnng: ,,Distinction des maxima et des minima 
d a ~  an probl~me isopdrim~trique'~ Nova aeta reg. see. so. Upsaliensis 
~ r .  8, "CoL VII, hervorgehoben und darin zugleieh die richtigen Kri- 
tenea des Maximums und Minimums fiir die isoperimeLrischen Problerae 
aafge~tdlt. 

Allein abgesehea davon, dass in Folge ungenauen Ausdraeks und 
zum Theil auch night ganz riehtiger Formeln seine Schl~Isse nut sol,wet 
verst~dlich siad ~ d~rfte es wohl tiberhaupt anf d em L u n d st  r 5 m'schen 
Wege uamr~glieh aein, naehzuweisen, dass die als rothwe~dig erkannten 
Kriterien zagteieh aueh hinrelohead sin& Meiner bieinung naeh kaan 
~imiich dieser letzt% schwierigste Punkt aur dadareh entschieden 
werden, da~s man nach dem Vorgange yon J a e o b i  und C l e b s c h  die 
zweit~ Variation des be~reffenden lntegrales auf ihre einfachste Form 
bringt, and gerade solehe yon der Integration yon Differentialgleichungen 
abh~agige Transformation vermeidet L u n d s t r S m  absichtlich als zu 
complicirt. 

Nun babe ich aber in meiner Habilitationsschrifta) aus der Clebsch ' -  
~hen Reduction der zweiten Variation die KriterieR des Maximums und 
~liaimums flit dasjenige altgemeine Problem entwiekelt, in welehem, 
wle L a g r a n g e  *~*) und Clebsch***) gezeigt haben, aIle Aufgaben der 
Vaxiationsrechnung, ia denen nur eiae einzige unahh~gige Variable 
auftritt, enthalten siad. In diesen allgemeit, ea Kriterien des Maximums 
~ d  Minimums mitssen daher nothwcndig auch die besonderea Kriterien 
tier isoperiraetrischen Probleme stecken. Der Wansch, die htzteren 
d~rch Abieitung aus jenen strenger zu begriinden uM damit zugleich 
an dem wichtigstea Beispiele die  Aawendbarkeit meiner allgemeinen 
Kriteriea auf die versehiedenen speciellen Gattungea yea Problemen 
der Var/a~ionsrechaang darzuti, un, war die Veranlassung zu der vor- 
licgenden Note. Unter Hinweis auf den Aufsatz: ,,Ueber die Kriterien 
des Maximtmas und Minimums der einfaehea~ Integrale", Borchardt's 
J. 69~ der, in theiiweise ver~iaderter Darstellung~ die Untersuehnngen 
meiner ttabilitation~schrift reprodueirt, seize ich diese Ableitung in w 1. 
auseinander. 

*) Beitr~ge zur Thcorie tier 5Ia~ima and Minima tier eiafachen Integrate. 
L ~ i ~  ~ .  

~ Le,~'oas ~ur le talent des fortieth, Ausgabe yon t$04 p. 456 an4 469. 
*~) Bor~hardt'a J. 55, p 336. 
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I- den isoperimetrischen Problemen ~rift ferner ein sehr bemer- 
kenswer~hes Reciproci~t.sgesetz za Tage, nach welchem jedem i~peri- 
meh'ischen Probleme m i t m  isoperimetrischen Bedingungea m andere 
isoperimetrische Probleme in der Weise ~iquivalent ~ind, daB8 aieht nut 
die LSsung~ sondern auch die Grenzen~ ianerhalb deren die LSsung 
eia wirkliehes Maximum oder Minimum her vorruft, allent ra a t- 1 Pro- 
blemea gemeinschaftlieh angehSren. Dieaes Reciproeit~tsgesetz ist 
lediglich eine Folge der Euler ' sehen  Regel zur LSs'ung der isoperi- 
metr[schea Probleme und der Form, in welcher bei diesen Pro.blemea 
die zweit~ Variation sich vor jeder P~ducfion darbietet. Die Ableituag 
des Reciprocit~tsgesetzes aus den Kriteriea des w 1. wird daher a|s 
eine willkommene Best~tigtmg dieser Kriterien ZU betraehgen sein. 

Ira dritten w endlieh soll eben jenes Beispiel der GIeichgewieh~s - 
figur e~nes homogenen, schweren Fade~ls, 0der~ was dasselbe ist, die 
Aufgabe der Curve yon gegebener L~nge und l;iei'stem Schwerputakge 
die Anwer, duug der Ktdterien uad des I~eciproeit~t~geset.zes erl~iuter~. 

][eh betraehte im Folgeuden immer nar den einfaehsten ]~11, wo 
.~owohl die Grenzea x 0 uad x~, a!~ aueh die Werth% welehe die Ua- 
bekann~en Functionen y m d iesej~ beiden Greazen annehmen, fe~t ge- 
geben sind~ weil sich auf diesen Fall alte anderea zurilckffihren lassen. 
In Betreff dieser Zuriiekfiihrung verweise ich auf meiaen obea eitirtea 
Aufsatz, aus welchem auch leicht erhellt, wie man zu v~rfahren hat~ 
wenn die unbekanntert Funct~onen y attsser den isoperimetrisehen Be- 
dingungen noch gegebenen Differentialgleiehungen unterworfen sein 
sollen, oder, was hiervon nur ein specleller Fall ist, wean in den In- 
te~rralen der Aufgabe h5here Differentialqu0tienten tier y autSreten. 

w 

Kriterien des M_~Yi~.um~ unit Mi~m~ns. 

Ia dem angegebenea Auf~atze, auf deu ~ich im Yolgeudea die 
eiugeklammerten Seitenzahlen beziehell, habe ich das Problem be- 
handett: 

di~gu.~gsgleies : 

e p , ( x y , . . . y , y / . . . y , ' ) ~ - - O ,  x =  l , 2 , . . . m ,  

vorgcsd~r&ben siml ~ so bestimn~% dass bei ge#ebene~ Grenzen u~ul Grenz- 
werthen das Integral: 

9 / 

V ~- / f ( x y ,  �9 �9 �9 y ~ y / . .  �9 y~') d x  
~to 

ein re?atives :]iaxi.~um odz~ Minimum werde, 



~n4 ~ hub, :far das~elbe (an. 260) die folgeaden Kriterien des Maximums 
, n ~  Minir, m s  erh~tten: 

Dan Problem I. wird getSst dutch die ~ q- m gewShnliehen D[ffe- 
re~afi~eiehtmgen zw~schen tier u n a b ~ g i g e n  Vari~beha x und den 
n + m abb~agigen Variabeha Vr, "" " Y~, 2 j , ,  - - Z~ 

ill delaen: : 

(2) ~ ~ f  § a,~i + ~,,~ + . . .  + z~,,q,,,, 
i~ ,  und datait man det~ ~n Grenzbedingungen geniige~a kSnne, mfissen 
Jie dareh vollst~adige Integration dieser Gleichungea gewonnenen 
Ftmetlouea y~, �9 y,, 2n  witlkt~rllche Ooastantea a~  -- - a ~  enth~l~en. 
fiat man diesr Coustaat~a dutch die gegebenea (krenzwerthe ausge- 
drfiekt, ~ ist es (abgesehea immer yon dem Ei~Jtreten beso~derer 
Ausaah~e~lle [p. 241,260]), damit die so erhal~enea Functionen eirt 
wirkliches rela~ves Maximum oder Minimum des Integrales hervor- 
bril~ge~, hinreichesd and (ira Mlgemeinen wen~gs~ens auch)no th -  
we~dig, d.ss die obere Grenze-x I (die ich immer > x~ voraasset, ze ) 
zwisehea z~ and der zam2ch~t an x~ gelegenen Wurzel der Grenz- 
gleiehtuag 

Z ~y, by,, ~y,o ~Y~.o ~--- 0 

bleihe und dass ttberdies die homogone Function zwe[ter Ordnung: 

b : - . - . . ~ r .  - thU,, 

deren n wiilkfirlieh~ Argameate U~, . . .  U,  den r Bedin~ngsgle~- 
ehu~gen : 

uaterworfen siad, zwische~ x 0 u~d x~ ihr Zeiche~t a~cht-aad~n~ kS~ane. 
In den For~ela (3), "(4), (5) ziad uater y ~ , . . . y , , ,  ~ ,  . . .  ;~,,, 

diejenigea Ftmctionen vo~ x ,  a ~ , . . . a . , , ,  zu verstehen, die durch die 
voll.~ts integration der Gteiehuagen (I) erhalten wurden, den In, 
tegr~tioa~ottstaaten a , , .  �9 �9 a.~ setbs% hat man die fest~n Werthe bei- 
zulegen, Ode sieh a~s den 2 n  Grenzl~diagungen ergabe,a, uad mi~ 
y ~  eadlieh i~'t Jet Werth der Function y~ ffir x ~ x o bezeiehuet. 

l He~e Restaliate lege ~eh dem Folgendeu zu Grunde und betraehte 
a ~ e h r  4as i~perimetrisehe Problem : 

IL 1)k  F~ndie~,~ y ~ , . . .  ~, con x ,  wdche &,~ m is~erin~etri- 
~hen. B e d i z e n  



't; j (xYt N Y (  , z - ~ l , 2 , . . . m ,  d x  m 

unterworfen sind u~ul iiberdies in  den bcideu gegebenea Grenzen x~ und  
x~ gegdbene Wer the  erhalten s o ~ ,  so zu bestimmen, dass fiir diesdben 
das Ingegra~ 

V = (xyx - � 9  y~ y, " �9 " Y,/)dx 

ein .relatives M a x i m u m  oder .~li, d m u m  werde (wobei selbstverstiins 
m jetzt  nicht mehr, wie im Probleme I. ,  dee Besehr-~nkung m <: n 
u nterlieg%). 

Fiihrt maa nach dem V~rgange L a g r a n g e ' s  m neue \'ariabeln 
u : , - - - u , ,  dureh die Substi~utioae~: 

ein~ so kann naa~ die isoperimetrischen Bedingungen dureh die m Be- 
d i n g u a ~ l e i c h u n g e a :  

verbunden mit den 2 m Grenzbedingtmge~ : 

ersetzen und in den letzteren die Anfangswerthe r als gegebene GrSssen 
betraehten, wodurch das Problem II. die Form annimmt: 

fir.  Die n + m,  dutch die m gcflebe"nen l~eding.ungsgteichungen: 

( 6 )  r  = t ,  - -  u~ = o 

verbu~de~en F, unctio~,en y ~ , . . ,  y~, u : , , . ,  u,,, s'ind so zu be3tim~wn, 

class bei gegebenen Grenzwerll~e~z yon x ,  Y i , ' ' ' Y ~ , ,  u t ~ ' "  . u , ,  das In -  
tegral Y ein rdatives M a x h n w m  oder M i n i m u m  werdc. 

Das Problem IIL ist abet nur ein speeieiler Fall de.~ Problenxs I. 
) r mid man kann daher auf dasselbe die oben angegebene l~t, gel :mweaden. 

Naeh derselben sind die Di~ibrentialgleiehungen des Problems I]I.: 

Diese redueiren sieh abet,  wenn man 

2~ = f + Z, f, + Z~ t;  + " ' "  + Z,,,f,, 

setzt, yon ,etb~t auf die Glmehun~,en: 

~ .~ " d ?, .Y' d a . 

Das Problem IIl.  wird folglieh gelSst dureh die n Differentialgleichungen : 



~F d 9F 

in deaen I~, 1~I �9 ' �9 ~. als unbes~nmte Constanten aufzufassen sind, 
u u d  n ~ h  Integration dieser Gleichungen ergeben sich die u~ durch 

~ ~ - C z  X .  

l~mit man dle erforderliche Anzahl willkarlicher Coastanbn e rhal~, 
um den vcrge~hrbbeaen 2 (n + m) GrenzbMingungen geniigea zu 
kS~nen, ist e~ hiernaeh nott~wendig and hinreiehend, da.~s die n Glei- 
ehu~en (7) auflSsbar seien na~h den n zwei~a Differenfialquotienten 

s t  o~ 

Y) , �9 . . y. �9 
Da ferner nach (2) und (6) 

ist) so redueirt sich fiIr da~ Problem I]I. die Function 2 W auf 
I I I  

= = ~ ' ~ v ~ "  Ua 

und die ~n Bedingungsgleiehungen (5) werden: 

D i ~  m Gleichungen bes~immen abel" nut die in der Function 2 IrK 
gar nieht vorkommenden GrSssen K~, �9 -+ K,~ Ms Functionen der Ar- 
gameate U~, . . .  U,.  Sic beschrKnken also die Wiltktirliehkeit dieser 
Argumen~e in kelner Weise und kSnnen daher ganz weggelassen werdem 

Die Grenzgleiehung endfieh wird im Problem III., wenn man unter 
a ) , . . -  a~. jetzt die 2 n willktirlichen Constanten ~ers~ht, welehe die 
vollatgndige Integration der Gleiehungen (7) mit sic]a bringS: 

+-- ~ ' "  - ~  ~~,+~ ~,~. ~ ,  ~... ~ ,  ~. .  = o .  

Oa aber: 

und 

~%- = -~7-- i 

ist, so. red.cirt sich die~e Gleichung auf 



I~ol)erimetriach~ Probl~me, 

(8) ~ = m -  u,o = . t f ~ d x ,  
xo 

und man erhMt sorest aus der ftir das Problem I. angeffihrten Regel 
die folgeaden Kriteriea des Maximums and Minimums ffir das i*operi- 
meta'isehe Problem II.: 

IV. Das Problem 1I. wird ge~st du.rch die n Differentialgleid~unftm, 

~F d ~F 

in dene~ 

~ = f +  ~, f, + ~. f.. + . . .  + z,,/',,, 
ist u~ul die Z unbestimmte Constanten b e ~ .  Die vollst~:ndtge Inte- 
gration die.~er Gleiclmngen liefert, vorausgesetzt, dass sicl~ aus ihnea die 
zweite*~ Differeatialquotienten y / ' , . . ,  y~" nicttt diminiren ktsscn~ yt ,  
�9 . .  y~ als Functionen yon x,  yon den m isoperimetriscl, en C~nsta~ea 
~1~ " �9 " )',, und yon 2 n Integrationsc,~s$anten a~, �9 �9 a~.,. _Hat man 
diese 2 n -f- m Constarden aus de*n m isoperimetrischea unel den 2 n Grcnz- 
bedinguugen bestimmt, so o'geben (abgesehen yon solchen Ausnahmen, 
die nut in besonderea F~l]en eiatretea kSnnea und ihrer Natur aaeh 
sieh den allgemeinen l~egela entziehea) die so ertu~ltenen JFun~iomm 
Y l , ' ' ' Y ~  ein wirkliches relatives Maximum vder Minimum des Inte- 
grabs 17, wean die ]wmogene Function zweite~ Ordnun9 der n unab- 
hiingigen V a ~ b e l n  Uj , . . . U~ 

in~wrhal5 der InteRrationsgrenz~ ~ets dasselbe Zvizhen be.wa]~rt, und so 
la~ge i~berdies ~tie obere Grenze x~ zwisc]~# x o und dcr zun&"hst an x o 
gdegenen Wurzel der Grenzgleicliung 

bMbt: in welcl~er die _Funclionen v~ dutch die Quadrat'uren 

=. 

=if ,  dx 

zu b e r e c h ~  sisal. Ist dagegen die erste ~Bedb~ung nvcht e~idlt, so 
fi~det sicher weder ein Maximum, noch ei~ Minimum start und im All- 
tlemei~vn gi# dasselbe a,wh dann, wenn  xj die an~e!leb~ Greaze er- 
reicht oder iiberschritten hat. 



Da$ ll~ipro~it~t~g-esot~ dor ~Ol~rimeiaqseh~n Pr0bleme. 

Da~ Problem IL, alif welclaes sich der Sa~z IV. bezieh~, l~sst sich 
Zeiehen: km.z ~ wJedergebe~: 

f I V = dx -~- Max., Min. 

a:~ Xo 

Vergleichcn wir dasselbe jet~t mit dem aaderen isoperimetrischen Pro- 
blem% welches oothalten ist in den Formeln: 

td  = , , j  f ax . . - , = L ,  . 

l ~  nehme an, d~ss in beiden Problemen den Grenzea und Grenz- 
werthen d i~ lbea  festea Wer~he vorgeschrieben shad. 

Ffihren wit, des bequemerea Vergleichs halber, homogene isoperi- 
metr~sche Consta~tea ein, d. h. ses wit: 

t~F=,~f  + tL, fL + " " " + t~.,f., =O,  
um] ~ede~ken, dass die Determkimate A(xx~) sieh nur um einen con- 
stanten F~c~r iindert, wena wir an Stelle der aj ,  . . . .  a,2,~ ~ ~t ~ �9 . - ,~,, 
irgend 2u + m  unabhiingige Functionen dieser 0oas.'tanten als neue 
Col~sta~ten einfiihreu, ~o kSnneu wit den Satz IV. ouch so aussprechen: 

Problem (a) wird ge]Ss~ durch die n Differentia]gteichungen: 

oyp, dx ~y[ ~ 

l ~ h  derea voltst~ad{ger Iut%~r~i~n die ~n Integrationsconstanten 
al, �9 -- ~_,. aad die VerhEItnis,~ der m + 1 ~soperimetrischen C, onsta,- 
tea ~, ?*~,--- u~ aus dea :~n Grenzhe~]L~gu~gea and dea m isoperi- 
me~ri~e~ ~lLag~gea: 
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zu bestimmen sind, und die so erhaltenen Funetionen y , , . . ,  y, er- 
aeuge~ ein wirkliehes b~aximam oder Minimura ira Problem (,~), ~o 
lange die obere Grenze x~ zwisehen xo und der zunichst an xo ge- 
legeneu Wuvzel der Grenzgle,:ehunff 

tO 

bleibt~ vorausgesetzt, dass fibe~dies die hom6gene Function zweiter 
Ordnung 

zwisehe~ a:~ und :s~ stets dasselbe Zeicherx behalf. 
Gehen wix nun fiber zum Problerae (~), sr bleiben far dieses die 

Gleiehnngen (9) und d~e Grenzb,d~ngaage~ gaaz utiver;indert uad die 
isoperimetxischea Bedingungen (10) "~ldern sich n~r i,isoweit~ als j e s t  
an Stelte der Bedingang 

j/id ~ = l, 

die fblgende: 
SgL 
,s  j/~ 

trite. ]m A]lgemd~e~ wlrd also die L~aang d~ Probbms (~) ver- 
sehiede~ sein yon der des Problems (r Nehalen wit aber an, dass 
sieh bet tier LSsnng des Problems (a) als Maximums- oder Minimums- 
werth des Int~grales V ergeben habe 

so sind anter des Aanahme 
(li) l = x 

die aus dem Problem (a) erhaltenen Failctionen Y l , ' ' ' Y ~  gbiebzeitig 
auch L~stmgen des Problems (~) und lief%rn bier far alas Iat~gral V~ 
den Werth Z,. Denn nach Vo~-aussetzung erffillen diese Fuuetionen 
und die Werthe der ConstanteaYerh'21tnisse g : F t : ' ' ' : S , , , J  die sieh 
bet ihrer Aufiindung ergabea~ gleiehzeitig die Gleiehangea (9) und 
die 2 a  Grenzbedingungen, die beiden P~'oblemen gemein sind, ut~d 
gentigen aberdies de/n m d- 10le ichangen:  

welehe bei tier Anaahme (I1) die isoperime~sehen Bediagungea so* 
wohl des ersten, wie des zweite!~ Preblems ent~halbn. 



Hieraus ergiebt sieh unmittelbar, dass man immer dutch bloss 
algebraisclie 01~ra~onen das Problem (~) 15sen kann, so oft man 
das Problem (tt) g d ~  hat fiir unbestimm~ Werthc der Constanten 

Weiter ist Rfr die unter der Voraussetzung (11) bdden Problemen 
gemeiusame L/tsung die Grenzgleichung im Problem (/~): 

~ ~Yio ~Y~o 9v ~v2 9%, Z a y , . . .  _--~ . . . .  0 
% ( , , o ) . -  +__ ~ - -  . 

wo die Ya und va, die al und g~ dieselben Werthe haben ~ wie in der 
De~ermiaaate A~(xx0) u~d nnr an Stdle yon v, die Function 

x 

(12) -v -~-/fd~c 

getxet~n i~L Wegen 

tblgt abet was (12) and (8): 
x 

gv + t t ,  v~ + -  .- + / t=v=  = . l ~ d ~  
Xa 

und hieraus ergiebt sich dutch part idh Differentiation naeh a~ und #~: 

z~ 

a=z " ay a' ap~/ 

Man hat ale% wenn man unter r irgcnd elne der Constanten a~ ~ . �9 �9 t~z~ 
g, g t , '  "" #,~ versteht: 

Run i~t idr 

ao a,.  a .  a,,: g ao ~ 9 .  ~ a,. ~_ r a .  a , .  
~ ,  ~ \ ~ -  - ~ - ~ ;  - -97  + ~,~ \ , - ~ . /  9 Ya 

~ler n~h  (9): 

al~o erh~lt man: 

~.o_ ., ao, , / '=" 9.~ ~ ( a .  ~.. Fa* 3 a . . ~  
= r - ~ g -  ' L~YiJo a / /  

wo der Index O wie frilher die 8uhstitation x = x  0 andeuteL 



Isoperimetri~:he Pl~)bleme, 

Diese Formeln driieken abet nut die Elemenie ~_v der Determiuante 
o e  

&~c(xxo) dureh die GrSssen -- 2_L' gv__~ vermehrtum je mitdemselbon 

Factor multiplicirte, eorrespondirende Elemente der anderea Reihe,n 
dieser Determinante aus. Daher ist identiseh: 

$, 

Ffir die unter der Annahme (11) beiden Problemen gemeinsame LSsung 
sind also auch ihre Grenzgleiehtmgea dieselben. 

Endlieh tritt an die Stelle der homogenen Fanetion 2 W. des 
Problems (a) im Problem (~) die Funetiion: 

1 ~ = *  i ~ : ~  

Ffir die betraehtete gemeinsch~ffliehe LSsung hat man als0: 

~-~ ~ W . ~  ~ ~ W . .  

Fa~sen wir diese t~esultate zusammen, so kSanen w:ir demnach den 
folgendea Satz aussprechen: 

V. Hat man das isoperimetrische JProblvm 

V ~ t  fdm = Mar,, Mba. 
xo 

L a x  = g,, f f 2 d x  = t~, , . . .  -, j g d z  = z,,, 
X~ Xo 

durch voltstiindige Integration der n DifferentialgIeichungen: 

OF d ~F 
(7) o=:~i = a ~  or; 
gelSst , ir~ dx~mn 

F = f +  z,f ,  + g~f2 + �9 �9 ' + 2,,,f. 

i.~ wad die 2 "ant, astlmmte Consta~en sisal, d.re~ Werthe sid~ ~oda~n 
aus den m isot~'imet~4.sc]~n Bedi~ga~ga~ des Problems bestimmen, u~M 
hat man hierbei als Mazi~ums- oder Minimums.-Werth des Integrah's 
V 9efu,den: 

V - ~  l, 

so ist die crlvaItene L6sung dieses l~roblems gleichzeltig auch die L6sung 
des reci$ro "l~n Problems: 



E 

.i[dx[ dx  1=,, . . . .  d,x ~ 1,,, , 

vorausge~dzt~ dass man h~ beX&n !~-oblemen de~ Grenzen und Orenz- 
wertI~a diesetben ['est~q~ Werthe vergesdoicben I~at. 

Ist ferner im Probk~m (a) 

V-----l 

eb~ u, irkliches Maximum oder Min imum des Tntegrales V ,  so i~t zu 
9h+:I~r Zeit im t~robleme ('fl) 

ein wirktiches Maximum oder Minimum des I'ntegralcs IT,, worn 

"~s/, &tg~i:qen ein .~inimu~ oder 2Kaximum vcm V, ,  wenn 

ist. E~llich, wen.n im P~oble-me (a) tier gefumle~e WertA l "con V 
weder ein Maximu,~, noch efn Minimum ist, so 9il~ dassd~e auch im 
Iarobl~me ({J) van dem ~I%rtl~e 1~ yon V~. 

Man sieht aus diesera tleeiprocitdtsgese&e der iso~er{melrgsehen 
.Proble~w, dams man (bei festen, aber unbestimmten Werthen der Cm~- 
staaten t) nut fiir irgead eia vorgelegtes isoperimetrisches Problem 
die LSsung gefuMea uad die Fringe entschieden zu haben braucht, ob 
uud i~mefl~alb welcher C~r~nzea diese Lbsung ein wirklicSes Maximum 
oder Miaimum der Aufgabe ergieb b um dieselben Fragcn ohne Weiteres 
auch f[ir jede~ reciproke Proble~ beantworten zu kSnnen. Es versteht 
sich fetaer yon setbst, dass es, ~m das Reciproeit~tsgese/z anwenden 
z~ kSnnca, nich~ aothwcndig is G das gegebeae Problem (a) gerade 
auf dem ,~gegebenea Wege gel5st zu haben. Maa braucht vielmehr 
ran', wean maa die LSsung aaf irgend eiaem anderen Wege~ z, B. 
dutch geometrische Betrachtuagea ermittelt hat~ rtickw:,irts die Vor- 
zcichen tier i~operimetrisehen Co~tanten 21 , . . . )~, zu bestimmen. Bei 
dea i~operin~etri~chen Pmbiemea ~'oa der Form: 

j},., j: Vcy) dx  ~ Marx., Min., Ix  }/1 -]- y'~ = t~ 

z.  B.  i s t :  ~ 

2 iV . . . . .  I~ ,, 
~Vt + y : i  

hier get~Srt also einer LaSsu~g~ die ein Maximum erzeagt, ein nega- 
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river, und einer LSsung,  die ein Minimum hervorbringt ,  ein positiver 
Wertb von ~-1 zu.*) 

w  

Beispiel. 

Diejenige Curve yon gegebener Liinge u~d gcgebenen Endpunkten 
zu finden, deren SchwerlJunkt am tiefsten liegt. 

Ich nehme die z Axe vertical und dem Sinne der Schwere ent- 
gegengesetzt  und lege,  der Bequemliehkeit halber,  die xy Ebene durch 
den gegebenen Anfangspunkt  der Curve. Die Aufgabe drilckt sich 
dann analytisch durch die Formeln aus:  

./-- z V l  A-- Y'~ ~--""~ d x =  Min. 
2 0  

i V 1  + y'~ + z"l l, . dx----- 
' z o 

Man hat also hier:  

(2) F~--- ( z ~ - / t l ) / / 1  ~- y ~ -f- z ~ 

und erh~lt als LSsung der Aufgabe die Kettenlinie: 

a ,  x -~- a a , Y'-~-a~ 
(3) , ~ _ . ,  _ 

+ = a :  t a: - 
woraus sieh fiir 

*) Die obigen Betrachtungen beweisen das Reciprocit~tsgesetz nur f(lr den 
Fall lest gegebener Grenzeu und Orenzwerthe. Man kann aber zeigen~ dabs der 
Satz V. ganz unver~nder~ aueh bei beliebigen Grenzbedingungen gilt, vorausge- 
setzt nat~rlich nur, dass diese Grenzbedingungen in beiden Problemen dieselben 
sind. Es h~ngt dies mit denjenigen Reciprocit~tsverh~ltnissen zusammen, welcho 
die Maxima und Minima inverser Funetionen darbieten. Uebrigens ist das Rvci- 
procit~tsgesetz nich~ die eiuzige Eigensehaft, welehe die isoperimetrlschen Auf- 
gaben vor den anderen Problemen r voraus haben. Ffir 
dieselben gilt vielmehr noch ein anderer, h0chst wichtiger Satz, den man das 
Gesetz dec Unver~inderlichkdt tier iscperimetrischen co~a~ten nennen kSunte. 
Wenn man n~mlich dutch Einschaltung yon Bedingungen zwischen den Grenzen 
die Curven y zwingt, sieh in Zweige zu theilen, so ~tndern sich die Integrations- 
constanten a yon einem Zweige sum andern, aber die isoperimetrisehen Con- 
stanten I behalten iiberall dieselben Werthe. In dem besonderen Falle, wo man 
die gesehlossene Curve gr#sstea Fliicheninhalts bei gegebenem Umfange, oder 
kleinsten Umfangs bei gegebener Fllehe sueht und fiberdies verlangt, daas die 
Curve im Innem eines gegebenen Polygons verlaufen solle, f~llt alas letztere Ge- 
setz ~nit dem bekannten 8teiner 'schen Satze zusammen, dass alle freien Theile 
der gesuehten Curve B6gen gleieher Kreise seia milssen. 

Mathem~ti~he Anualen. XIII.  5 



2*; ~J:~e~. 

a7 

dz 

z~ 

der Werth 

(4)  ~, = . ; / , , ( - '  + .~'-' ie ~' - e a.., - e ~' + e 

er~ebt~ 
Die 5 Constat~ten a~a.~a~a,2, bestimmen sieh aus tier gegebenen 

der beiden Endpu,akte uncl der gegebenen Bogenl~nge ~t, und 
zwar erhiil~ man zwei versehiedene Werthsys~eme derselben, die zwei 
glelehen und entgegengesetztert Wert hen der Constanten a~" angehSren. 
Da ~aeh  (4)  

) a ~ - -  a 4 

stets dasselbe Zeiehen, wie //a-fq--7~'-' besitzt~ 8o hat man, dam~t der 
a2 

Bogea positiv werde, in den Formeln (3) und (4) der ;/~,~-/-a2 z 
das geichen yon a~ beizulegen. 

Die Fanetion feraer: 

~,~ F ~ F ~~_~" U~ 2 

wirtl nach (l) 

e w ~  ,=,~: < + ~ - - - ~  {E'- + v,-' + ( z ' E  - r u~)~} 

und hat also ,,aeh (-3) best~ndig dasselbe Zeiehen wie F//z~ ~ -~- a~L Um 
daher das Minimum za erhalten, m~ssea wir diese Wurzel und mit 
i h r a :  positiv nehmeu, d. h. wir mtissen yon den beiden Ket~enli~ien 
yon gegebener Iimge, die sich in tier, dureh die beiden gegebenen 
Endpunkte gehendea :Vertiea|ebene yon dem einen Punkte zum anderen 
zJehen la~sen, diejenige nehmen, die ihre eoavexe Seif~ nach un~en 
keha.  In Folge der Voraussetzung z0 = 0 wird hack (3) dann l,  > 0. 

Die Grenzgteiehung endtieh: 

(r,) 

redueia sieh zunlichst wegen der aus (3) und (4) fotgendea Formeln.: 

' "~-7 b ~ ; - =  0 ,  

~ t b ~  mff die Gldehtulg-: 
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8a~ ~ ~a~ " 

Setzt man welter fiir den Augenbliek 

(7) ~ -~, a ,  = ,,~ +. ( g  5-  e-~)  ~ -  p ,  

wonaeh sieh ~us (3) und (4) ergiebt: 

y - -  yo = a, (~-- ~o), 

0 

b (z ..- z~ O. 
c e 4  : 

~aa 

.+ (e~ - e - , )  = -  q ,  

z -- z~ = V~a~ :' -t- a.? ~p--p,,) ,  
/ %:, . . . . . . . .  ;i 

v~ = l, a,- + a.,- (~---qo) , 

~7 

differentiirt die letzteren Formeia partiell naeh (q, a~  a~ und sub- 
stituirt die Wet/he der Dif~rentiatquot~enten in die Gleichung (8), ~o 
erh-21t man nach einfachen Reduction~n und uater Weglassung des 

eonstanten Factors a? + ~d die (J:leichung: 
a ~  ~ 

sodass also schliesslich, wean man noch 

setzt, die Grenzgleichung des Problem~ wird: 

o v ~ 0 )  = o ,  
worin: 

�9 (O) = eO + e - +  o ...... ~-(e"+- e - + )  - 2 

ist. Die Betrachtung der Funetionen ~"0 Und W'O zeigt abet sofort, 
class diese Gleiehung nur die eine reelle Wurzet @ ~-- 0, d. h. x ~ x,, 
zul~st. Die Gleichung ergieht also keinertei Beset~r~inkung f[ir die 
obere Grenze xl; es finder vielmehr ffir die nach antea con~'exe Kett+n- 
linie ein unbesehrKnktes Minimum start und wit haben den Satz ge- 
W O I I D  e l l  ." 

Unter all~-n C~rven yon 9egebe~wr Z, ib~ge und g~e'bene~ _E~xl2m'nk~ 
hat stets die KdCe~tinie den tiefsten Sd~werpu~zl:t. 

Da ~ > Or so geht zugleich aus diesem Satze durch Aawendung 
des l~eeiproei~tsgesetzes noch der folgende hervor: 

Unler a~len Curz-~z ,con ge+jvbenen J~Snclpunl:l~:n, der+:n .%hwc~'~n~[:h: 
auf einvr und der~etb~a~ ttoriz~dalebe~.e.. ~iegen , hat ste~s dic It~.tte~tin~ 
die klcinate Ziinge. 

In dem absoluten Probleme dage~en 
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welches, vorausgesetzt, dass man der Co~stanten 2 t den~elben Werth 
giebt, den sic in der eben behandelten isoperimetrisehen Aufgabe 
r dur& die n-~mllchr Ke~ienlinie gdSst wird, tritt an die Stelle 
tier Gleiehung (5) die Gleichung: 

7<,-7 -ant -a,;; = o ,  

die sieh tinter Weglassung des Factors ap + a,' 
i: (qg - -p )  q~ q (qo,o--Po) = 0 

redacirt. Nun is/ naeh (3) und (7] 

"1 O "  " In diesem absoluten Problems erhaRen wir also als Grenz~lelchung: 

x - z + z ,  _ _  .z~ + ] ~ ;  

d, h. welin wir auf derjenigen Kettenlinle, welehe die Aufgabe 15st, 
yon dem gegebenen Aafangspuakte aus fortschreiten, so dfirfen wir, 
damit sin wirkllches Minimum stattfmde, bier das Integral n[eht his 
zu demjenigen Punkte ausdehnen, dessert Tangents die in der u 
tiealebene tier beiden gegebenen Endpunkte gezogene Geracle z~----- ~-.t 
wieder in demselben Punkte schneider, wJe die Tangents des Anfangs- 
punktes, Wo wir also in dem isoperimetrischen P~obleme (1) ein un- 
begrenztes Minimum erhatten, erhal/:en wir in dem mabedlngten Pro- 
bleme (8) nur sin begrenztes Minimum, was den Uni~erschied zwi~chen 
diesen beiden, dieselbe LSsung besitzenden Problemeg klar ,hervor- 
tretea l~tsst. 


