Die Kriterien des Maximums und Minimums der einfachen
Integrale in den isoperimetrischen Problemen¥).

Von A. Maver in Leipzig.

Nach der in den Lehrbiichern angenommenen Theorie 15t das iso-
perimetrische Problem, den relativ grissten oder kleinsten Werth des
gegebenen Integrales

L
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zu fiuden, wenn nur soleche Functionen g, - « - ¥, In Betracht gezogen
werden sollen, fiir welche eine Reihe anderer gegebener Integrale
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vorgeschriebene Werthe behalten, vollkommen identisch mit der Auf-
gabe, das Integral

vj.(f‘TL A’lft + 'lzf:_' '+ T + "l”‘f"‘)dx

zu einem absoluten Maximum oder Minimum zu machen, wobei 1,
Ao, - - - A, unbestimmte Constanien bedeuten, die hinterher so bestjmmi
werden, dass die Integrale ¥, die gegebenen Werthe annehmen. Dies
st nun allerdings vollkommen richtig, sclange es sich lediglich um die
Lbsung des Problems, 4. b, um die Bestimmung der unbekannten
Functionen y handelt, Wiire dagegen auch die Frage, ob und inner-
halb welcher Grenzen die gefundenen Functionen y ein wirkliches
Maximum oder Minimum erzeugen, in beiden Problemen auf dieselbe
Art zu beantworten, so wiirde sich beispielsweise ergeben, dass der
Schwerpunkt eines homogenen, an beiden Enden aufgehangenen Fadens
durchaus nicht bei jeder Lage seiner Endpunkte immer die tiefstmig-
liche Lage einnimmt, was offenbar absurd ist. Es ist daher klar, dass

*y Aus den Ber. der Kgl. Sachs, Ges, d. Wiss. Juli 1877,
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die Kriterien des Maximums und Minimums in beiden Problemen un-
mbglich diesclben sein kénnen. Dies hat fir den Fall einer eifxzigen
unbekannten Function y, von der aber beliebig hohe Differentialquo-
tienten in den Integralen auftreten kbnnen, schon 1869 der, leider
noch in demsetben Jahre verstorbene Schwedische Mathematiker Land-
strdm in der Abbandlung: ,Distinetion des maxima et des minima
dans un probléme isopérimétrique, Nova acta reg. soc. sc. Upsaliensis
Ser. 3, Vol. VII, hervorgeboben und darin zugleich die richtigen Kri-
terien des Maximums und Minimums fiir die isoperimetrischen Probleme
aufgestellt.

Allein abgesehen davon, dass in Folge ungenauen Aunsdrucks und
zam Theil auch nicht ganz richtiger Formeln seine Schlisse nur schwer
verstandlich sind, dirfie es wohl iiberhaupt anf dem Lundstrom’schen
Wege unmiglich sein, nachzuweisen, dass die als nothwendig erkannten
Kriterien zugleich auch hinreichend sind. Meiner Meinung nach kann
namlich dieser letzte, schwierigste Punkt nur dadurch entschieden
werden, dass man nach dem Vorgange von Jacobi und Clebsch die
zweite Variation des betreffenden Integrales auf ihre einfachste Form
bringt, und gerade solehe von der Integration von Differentialgleichungen
abhilngige Transformation vermeidet Lundstrdm absichtlich als zu
complicirt.

Nun habe ich aber in meiner Habilitationsschrift*) aus der Clebsch’-
schen Reduction der zweiten Variation die Kriterien des Maximums und
Minimums fiir dasjenige allgemeine Problem entwickelt, in welchem,
wie Lagrange®) und Clebsch***) gezeigt haben, alle Aufeaben der
Variatiousrechnung, in denen nur eine einzige unabhingige Variable
auftritt, enthalten sind. In diesen allgemeinen Kriterien des Maximums
und Mipimums milssen daber nothwendig auch die besonderen Kriterien
der isoperimetrischen Probleme stecken. Der Wansch, die letateren
durch Ableitung aus jenen strenger zu begriinden und damit zugleich
an dem wichtigsten Beispiele die Anwendbarkeit meiner allgemeinen
Kriterien auf die verschiedenen speciellen Gattungen von Problemen
df)l’ Variationsrechnung darzuthun, war die Veranlassung zu der vor-
hegeuden_ Note. Unter Hinweis anf den Aufsatz: »Ueber die Kriterien
des Mmmm und Minimums der einfachen Integrale!, Borchardt's
J. 89, der, in theilweise verinderter Darstellung, die Untersuchungen

meiner Habilitationsschrift reproducirt, setze ich diese Ableitung in § 1.
auseinander.

*) Beitriige zur Theorie der Maxima u
**. Lecons sur le caleul des fonetions
**% Borchardt's 4, 33, p 336,

ad Minima der einfachen Integrale.

» Ausgabe von 1805 p. 466 und 169.
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In den isoperimetrischken Problemen tritt ferner ein sehr bemer-
kenswerthes Reciprocititsgesetz zu Tage, nach welchem jedem isoperi-
metrischer Probleme mit s isoperimetrischen Bedingungen s andere
isoperimetrische Probleme in der Weise diquivalent sind, dass nicht nur
die Losung, sondern auch die Grenzen, innperhalb deren die Losung
ein wirkliches Maximum oder Minimum hervorruft, alle m 4 1 Pro-
blemen gemeinschaftlich angehdren. Dieses Reciprocititsgesetz ist
lediglich eine Folge der Euler’schen Regel zur Losung der isoperi-
metrischen Probleme und der Form, in welcher bei diesen Problemen
die zweite Variation sich vor jeder Reduction darbietet. Die Ableitung
des Reciprocititsgesetzes aus den Kriterien des § 1. wird daher als
eine willkommene Bestitigung dieser Kriterien zu betrachien sein.

Im dritten § endlich soll eben jenes Beispiel der Gleichgewichts-
figur eines homogenen, schweren Fadeps, qder, was dasselbe ist, die
Aufgabe der Curve von gegebener Linge und tiefstem Schwerpunkte
die Anwendung der Kriterien und des Reciprocititsgesetzes erliutern.

Ich betrachte im Kolgenden immer nur den einfachsten Fall, wo
sowohl die Grepzen z, und z,, als auch die Werthe, welche die yn-
bekannten Functionen y in diesen beiden Grenzen annehmen, fest ge-
geben sind, weil sich auf diesen Fall alle anderen zuriickfibren Jassen.
In Betreff dieser Zuriickfiilhrung verweise ich auf meinen oben citirten
Aufsatz, ans welchem auch leicht erhellt, wie man gu verfahren hat,
wenn die unbekannten Functionen y ausser den isoperimetrischen Be-
dingungen noch gegebenen Differentialgleichungen unterworfen semn
sollen, oder, was hiervon nur ein specieller Fall ist, wenn in den In-
tegralen der Aufgabe hohere Differentialquotienten der y auftreten.

§ 1.
Kriterien des Maximums und Minimums.

In dem angegebenen Aufsatze, auf den sich im Folgenden die
eingeklammerten Seitenzahlen beziehen, habe ich das Problem be-
handelt:

Y. BMan soll dic Functionen 4, + « Y, swischen denen die m Be-
dingungsgleichungen:

qu(xy: .. '%.%" .. yn‘):O, ® == 1,2’ “ e,
vorgeselirieben sind, $6 bestimmen, dass bei gegebenen Grenzen und Grenz-

werthen das Integral:
)
ijf(xyxt--yny{---ya’)d:c
2

ein relatives Maximum oder Minimum werde,
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und habe fir dasselbe (p. 260) die folgenden Kriterien des Maximums
und Minimums erhalten:

Das Problem 1. wird geldst durch die » 4 m gewthnlichen Diffe-
reptialgleichangen zwischen der unabhingigen Variabeln z und den
# 4~ m abbangigen Variabeln gy, -« %, 4, - 24

ce d o8 -
) Ty =@ o 0
in denen:
2y Q=f+ 4o+ g+ F ia@a

ist, und damit man den 2u Grenzbedingungen geniigen konne, miissen
die durch vollstindige Integration dieser Gleichungen gewonnenen
Functionen y,, - - y. 2n willkiirliche Constanten a, « - - ¢z2 enthalten.
Hat man diese Constanten durch die gegebenen Grenzwerthe ausge-
driickt, so ist es (abgeseben immer von dem Eintreten besonderer
Ausuahmefille [p. 241, 2607), damit die so erhaltenen Functionen ein
wirkliches relatives Maximum oder Minimom des Integrales hervor-
bringes, hinreichend und (im Allgemeinen wenigstens auch) noth-
wendig, dass die obere Grenze z, (die ich immer > z, voraussetze)
ewischen z, und der zuniichst an z, gelegenen Wurzel der Grenz-
gleichung

bw  Wa By | Om
@) Zi oay éa, da, . cay, =0

bleibe und dass liberdies die homogene Function zweiter Ordnung:

L R ]

OW = Lo
(4) 2 W_,g_{’ Z ooy U0,

deren » willkiirliche Argumente U,, ... U, den m Bedingungsglei-
chungen:

-
il

i

]

3 NT O
6y Ty Up==0

uuterworfen wind, zwischen 2, und 2, ihr Zeichen nicht #ndern koune.

lu den Formeln (3), (4), (3) sind unter y,,. .. Yns Ayy oo v Ay
dijenigen Functionen vou &, a,,- - - @y, zu verstehen, die durch die
vollstindige Integration der Gleichungen (1) erhalten wurden, den In-
tegrationseonstanten «a,, - - - @y, selbst hat man die festen Werthe bei-
wulegen, die sich aus den 2n Grenzbedingungen ergaben, und mit
#s. endlich ist der Werth der Fonction i {lr @ = z, bezeichuet.

Diese Resultate lege ich dem Folgenden zu Grande und betrachte
nuumehr das isoperimetrische Problem:

. Die Funclionen y,, - - -y, von x, welche den m isoperimetri-
sthen. Bedingungen
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jfx(;vyl Yy Y AT ==, x=1,2, -,

unterworfen sind und #berdies in den beiden gegebenen Grenzen x, wnd
z, gegebene Werthe erhalten sollen, so zu bestimmen, dass fir diesclben
das Integral

37=ff<xyl-'-yn%"--Jn'}d:v

ein relatives- Mazimum oder Minimum werde (wobei selbstverstindlich
m jetzt nicht mehr, wie im Probleme 1., der Beschrinkung m < »
unterliegt).

Fiibrt man nach dem Vergange Lagrange’s mi neue Variabeln
Uy, - - - t, turch die Substitotionen:

Uy =Jf,,dx

ein, so kann man die isoperimetrischen Bedingungen dureh die m Be-

dingungsgleichungen: ; o
x — Ux == ’

verbunden mit den 2m Grenzbedingungen:
[ux}z:ag, == g, [utj;cz;m =ty - L ’

ersetzen und in den letzteren die Anfangswerthe a, als gegebene Grissen
betrachten, wodurch das Problem . die Form annimmt:

11, Die n -+ m, durcdh dic m gegebenen Bedingungsglewhungen :

P L d ’

{6) Qp = [y — tty =0

verbundenen Functionen Yy, - -+ Yn, Wy, - = - e sind 50 2w bestimmen,
dass bei gegebenen Grenzwerthen von &, Ygy -+ Yu, Uyy * * ° t das In-

tegral 'V ein rdatives Maximum oder Minimum werde.
Das Problem ITL ist aber nur ein specieller Fall des Problems 1.
und man kann daher auf dasselbe die oben angegebene Legel anwenden.
Nach derselben sind die Differentialgleichungen des Problews 1L:

Qa4 e 9 Q

¢x=0.

] d :
v, T dx Tyl Ty, o ds ou)”

N oy

Diese reduciren sich aber, wenn man

Femfbbfit tafot - + hafu

setzt, von selbst auf die Gleichungen:

éF d &F L .
Gu T W T V=@ e e

Das Problem I11. wird folglich gelost durch die » Diferentialgleichungen :
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M 2y,  dx Tgy ’

in depen 1,, 4, - - - &, als unbestimmte Constanten aufzufassen sind,
und nach Integration dieser Gleichungen ergeben sich die w, durch
die Quadraturen:

thy == Cx +J;',,dx.

Damit man die erforderliche Anzahl willkiirlicher Constanten erhalte,
um den vorgeschriebenen 2 (n -} m) Grenzbedingungen geniigen zu
kénnen, ist es hiernach nothwendig nund hinreichend, dass die » Glei-
chungen (7) aufldsbar seien nach den n zweiten Dxﬂ’erentlalquotlenteu
ylu’ . y‘”.
Da ferner nach (2) und (6)
e #e g
ou, oy, ouy du

ist, so reducirt sich fiir das Problem J1I. die Function 2 W auf

2 W= g BT

und die m Bedingungsgleichungen (5) werden:

b m

ST 8y
=1 ay/"

U}‘ == Vg.

Diese m Gleichungen bestimmen aber nur die in der Function 2 W
gar nicht vorkommenden Gréssen ¥, .- V, als Functionen der Ar-
gamente U,,....U,. Sie beschrinken also die Willkiirlichkeit dieser
Argumente in keiner Weise und kbnnen daher ganz weggelassen werden.
Die Grenzgleichung endlich wird i Problem III., wenn man unter
@y, v - Gga Jetzt die 2 n willktirlichen Constanten verateht welche die
vollstandlge Integration der Gleichungen ('2) mit sich brmo't

T PO TN & LTSN P LT VR
|~ fa,  D6,00,,,  O6y, B4 2_1_,,‘ oe, e, T ¢
Da aber.
B B _ Gn | Bw
de, de; v, de;
und
ou Euko 1
R T
ist, so reducirt sich diese Gleichung auf
2 & ¥ Gy 2y, % b,
e Eay Ba,y e, dn i =0
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worin:
x

(8) Ce == U — Ugo == | frdrx,
T
und man erhilt somit aus der fiir das Problem I. angefiibrien Regel
die folgenden Kriterien des Maximums und Minimums fir das isoperi-
metrisehe Problem II.:
IV. Das Problem 11. wird gelist durch die n. Differentialgleichungen

er 4 oF
ey, dx 2y’

F=f-+4 fl -+ Azf;y'*‘ crr et A fa

ist und die A unbestimmie Constanten bedeuten. Die vollstindige Inte-
gration dieser Gleichungen liefert, vorausgesetzt, dass sich aus ihnen die
zweiten Differentialgquotionten y”, - - -y, wickt climiniren lassen, yy,
o« o als Functionen von x, von den wm isoperimelrischen Constanten
Ay, - -+ Ay und von 2n Inteyrationsconstapten a,, -+ - @y,. Hal man
diese 2w -+ m Constanten aus den m isoperimetrisclwn und den 2 n Grenz-
bedingungen bestimmt, so ergeben (abgesehen von solchen Ausnahmen,
die nur in besonderen Killen eintreten konuen und ihrer Natar nach
sich den allgemeinen Regeln entziehen) die so erhaltenen Funclionen
Yy, -+ - Yu ein wirkliches relatives Mazimum oder Minimum des Inte-
grales V, wenn dic homogene Function zweiter Ordnung der % unab-
himmgigen Variabeln U,, - .- U,

in denen

hk==r iz=n
QW = _rF :
= W ;: ; a y;: a y;’ UJ; D’l

innerhall der Indegrationsgrenzen stets dasselbe Zeichen bewakrt, und so
lange iiberdies die obere Gremze %, swischen %, und der sundchst an z,
gelegenen Wurzel der Grenzgleichung

By O bye %Y Eu T0m g
— fay da, Oy, bty £ cl,,

A(z,%az=

bleibt, in welcher die Functionen vy durch die Quadyraturen

%
@k=i/ﬁd$
:V

zu berechnen sind. Ist dagegen die erste Bedingung wicht erfullt, so
findet sicher weder ein Maximuwm, woch ein Minimwmn stat! und m All-
gemeinen gilt dasselbe auch dann, wenn z, die angegebene (Frenze er-
reicht oder wberschritten hat.
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§2
Das Beciprocitategesetz der isoperimetrischen Probleme.

Das Problem I1., anf welches sich der Satz IV, bezieht, lisst sich
in Zeichen kurz so wiedergeben:

V..:'j'fdx = Mazx., Min.

Jhaz=t, frao=t, - [faz=t.
*o Xy Ty

Vergleichen wir dasselbe jetzt mit dem anderen isoperimetrischen Pro-
bleme, welches enthalten ist in den Formeln:

{)

¥, =—-Jf;d:c==Max., Min.

Jid'{‘w y Jfadfb’ﬁli, ~~-,med."l7:=£,,“
o & Ty

Teh wehme an, dass in beiden Problemen den Grenzen und Grenz-
werthen dieselben festen Werthe vorgeschrieben sind.

Fithren wir, des bequemeren Vergleichs halber, homogene isoperi-
metrische Constanten ein, d. h. setzen wir:

(8)

i
L= £
PR

wF=uf+pf +- ot pafu=09,

und bedenken, dass die Determinante A(za,) sich nur um einen con-
stanten FKactor indert, wenn wir an Stelle der @y, Qagy Ay c Ay,
irgend 2u 4 m unabhingige Functionen dieser Constanten als neue
Constauten einfihren, so kimnen wir den Satz IV, auch so aussprechen:

Das Problem («) wird geldst durch die » Differentialoleichungen:
(®) K LA LR

ey, da oy,

wach deren vollstindiger Integration die 2n Integrationsconstanten
9y, - Gga und die Verhiltnisse der m 4 1 isoperimetrischen Constan-
ten @, @, - - - gn 8sus den 2n Grenzbedingungen und den m isoperi-
wetrischen Bedingungen:

5 x kX
(19} ff‘dxwzﬁ? /f?dx:lzt"'jfn;d:v:kx
Fa oy )4
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zu bestimmen sind, und die so erhaltenen Functionen Yirr o Yo Or-
zeugen ein wirkliches Maximum oder Minimum im Problem (), so
lange die obere Grenze x; zwischen z, und der zundcbst au z, ge-
legenen Wurzel der Grenzgleichung

oYy ey, Y OYny vy Py bw,

A Ty L, == S +‘7\,——'"'7—-r R IR R
(@1 20) e T 00y o, C, ., 0y, Go GBy Dey )

bleibt, vorausgesetzt, dass iiberdies die homogene Function zweiter
Orduung '

_—1 1L

] 3
ow, =2 SIST 20y
“ b =m= oy, &y! LG
zwischen z, und 2, stets dasselbe Zeichen bebilt.

Gehen wir nun dber zum Probleme (), 30 bleiben fir dieses die
Gleichungen (9) und die Grenzbedingungen ganz unverindert und die
isoperimetrischen Bedingungen (10) indern sich nur insoweit, als jetst
an Stelle der Bedingung

die folgende:

tritt. Im Allgemeinen wird also die Losung des Problems (8) ver-
schieden sein von der des Problems (g). Nehmen wir aber an, dass
sich bei der Losung des Problems (&) als Maximums- oder Minimums-
werth des Integrales ¥ ergeben habe

V==,
so sind unter der Annahme
(11 =
die aus dem Problem («) erhaltenen Functionen g, , - - - y. gleichzeitig

auch Lésungen des Problems (8) und liefern hier fur das Integral ¥,
den Werth 7,. Denu nach Voraussetzung erfiillen diese Fuuctionen
und die Werthe der Constantenverhilinisse @ : g, -« -, dic sich
bei ihrer Auffindung ergaben, gleichzeitig die Gleichungen (9) und
die 2# Grenzbedingungen, die beiden Problemen gemein sind, und
geniigen fiberdies dep m - 1 Gleichungen:

ffdxa::x, Jf;dx::l“ -~--[fmdx=l,,,,
o 2y z,

welche bei der Annahme (I1) die isoperimetrischen Bedimgungen so-
wohl des ersten, wie des zweiten Problems enthalten.
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Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass man immer durch  bloss
algebraische Operationen das Problem (f) Josen kann, so oft man
dzs Problemi («) gelost hat fir unbestimmte Werthe der Constanten
Lyood. .

1 Weiter ist far die unter der Voraussetzung (11) beiden Problemen
gemeinsame Losung die Grenzgleichung im Problem (f):

3?[“ 3?!1« 23/“0 oo 3772 oY, __0
- ?

.

oYy, T¥n CT0 IR0 9T e
Aﬂ”o)“Zi"aE:““' Gu, Z6,.,  Oay, OB O#z  Ofy
wo die g, und 2;, die ¢; und p; dieselben Werthe haben, wie in der
Determinante A,(zx,) wnd nur an Stelle von », die Function

12y ¥ zﬁdm

getreten ist. Wegen
Qm!“f"}'i‘lfl"‘""f'l‘mfm
folgt aber aus (12) und (8):

ko + [ 2R + Tt + &aVm =f¢dx

und hieraus ergiebt sich durch partielle Differentiation nach a; und g;:

. T hz=a ~ PR
de &0, v, fd 2 (a:a oy G0 Oy )
Yy T R T = z TE— A T TH
# aaf*—y" da; + +“”‘da,. J T\ O + oy, oa; )’
- f h—n - “ 2
v 2w, o7, / 2( a0 9y, |, 0 0?/,‘)}
) b i N P Wy s == dx e g e
al+f‘ a“'"*"-u‘! OBy + dp, J £ f‘+p.::1 oy, O, + cy, Ouy 1

Man hat also, wenn man unter ¢ irgend eine der Constanten a,, - - - g,
#, #y, " - W versteht:

T k==

év 9, 0v, J (aw Y, 20 3?/;1)
u v et e (3 3 s — ————— e, i L
v + & Fe et 5 de oy, de + oy, O

e . . N = ‘

Nun ist identisch:
2o My 00 W (20 4 30\ Y | a4 (30
P, e U @yl Toc éy, ~ dz y)) o T az (‘537,;‘ 3c_)

oder nach (9):
. 4 (380 @&y,
T odx \ 2y} éc—:")’
also erhilt man:
»

o B k=m - h= -
et 0o LINT, S N0 Bu [50] e
&e & o¢ =, ge - ’

r S o ve Lay ] o

wo der Index O wie friher die Substitation & — x, andeutet.
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Diese Formeln driicken aber nur die Elemente %%« der Daterminante

D {zzy) durch die Grossen — —‘—E— ﬁ,%’ , vermehrt um je mit demselben

Factor multiplicirte, correspondirende Elemente der anderen Reihen
dieser Determinante aus. Daher ist identisch:

B () = — i:f" ANEENE

Fiir die unter der Annahme (11) beiden Problemen gemeinsame Ldsung
sind also auch ihre Grenzgleichungen dieselben.

Endlich tritt an die Stelle der homogenen Function 2 W, des
Problems (&) im Problem (8) die Function:

=%
oW, S 22y,
P 2 i oyley; T

Fiir die betrachiete gemeinschaftliche Lﬁsung hat man also:
[LESR ! A 1‘ 5
QWI"=I‘,; .JWQ—— 11 -)VW(I'

Fassen wir diese Resultate zusammen, so konnen wir demnach den
folgenden Satz aussprechen:

V. Hat man das isoperimetrische Problem

V=L/.fdac = Max., Min.
x,

fi x_x 3‘;3
Jf,dx==ll, Jﬁdw:l:,, R medx=z,,,
EN S s

durch vollstiindige Integration der n Differentialgleichungen :

()

. oF _ d oF
@ T dE oy
gelost, in denen

F—f 4y + fafy + -+ + Ak

wst und die 1 unbestimmic Constanten sind, deven Werthe sich sodann
aus den m isoperimetrischen Bedingungen des Problems bestimmen, und
hat man hierbei als Mazimums- oder Minimums- Werth des Integrales
V gefunden:

¥V =1,

so ist die erhaltene Lisung dieses Problems gleichzeitig auch die Losung
des reciproken Problems:



64 A. Maxea.

y, = J f, dz = Max., Min.
*

2 I o
[fd:c—:——“% jf;da?sl._,,----, jfmdwzzﬂﬂ
z, S %o

vorausgesddat, dass man i beiden Problemen den Grenzen wid Grenz-
werthen dieselben festen Werthe vorgeschrichen hat.
Ist ferner im Problem («)

(B)

V=1
ein wirkliches Maximum oder Minimaon des Integrales V, so ist zu
gleicher Zeit im Probleme (8)

Vi=1,
ein wirkliches Mazimum oder Minivoum des Integrales 'V, wenn

A, >0
ist, dagegen ein Mmmmm oder Maximum von V|, wenn

4L, <0
ist. Endlich, wenn im Probleme («) der gefundene Werth 1 von V
weder ein Maxinum, noch c¢in Mindmum st so _,ult dassellie auch im
FProbleme (8} von dem Werthe |, von V.

Man siebt aus diesem Iwczyroumtsgcsefze der isoperimelrischen
Probleme, dass man (bei festen, aber unbestimmten Werthen der Con-
stanten ¢} nur fir irgend ein vorgelegtes isoperimetrisches Problem
die Lisung gefunden uud die Frage entschieden zu haben braucht, ob
und inverhalb welcher (irenzen diese Losung ein wirkliches Maximum
oder Minimum der Aufgabe ergiebt, um cheaelben Fragen ohne Weiteres
auch fir jedes reciproke Problem beantworten zu kénnen. Es versteht
sich ferner von selbst, dass es, um das Reciprocititsgesetz anwenden
zu kinnen, nicht nothwmdw wt, das gegebene Problem («) gerade
anf dem angegebenen Wege rvelo:,t 2 haben Man braucht vielmehr
nur, wesn man die Losuncr auf irgend einem anderen Wege, = B.
durch geometrische Betmchtunoen ermittelt hat, riickwirts dze Vor-
zetchen der isoperimetrischen Constanten Ay - l,,‘ zu bestimmen. Bei
den isoperimetrischen Problemen von der lorm-

Fy

- £y

J (xy) dz = Max., Min,, J«’x V142 =1,
z. B. ist: - ®

2W =

J/l_{_g} i UX 3

. r ¥ e g 3 e h -1 - 3
hier gebirt alse eciner Lisung, die ein Maximum erzeagt, ein negu-
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tiver, und einer Losung, die ein Minimum hervorbringt, ein positiver
Werth von 4, zu.*)

§ 3.
Beispiel,

Dicjenige Curve von gegebener Linge und gegebenen Endpunkien
zu finden, deven Schwerpunkt am tiefsten liegt.

Ich nehme die ¢ Axe vertica] und dem Sinne der Schwere ent-
gegengesetzt und lege, der Bequemlichkeit halber, die zy Ebene durch
den gegebenen Anfangspunkt der Curve. Die Aufgabe driickt sich
dann analytisch durch die Formeln aus:

x

/ 2\ 4yt 4 &2 dx = Min.

X,

M) .
Srityrgiran=,.

Man hat also hier:

@) Fe(z24+4)V14y*+4 2"
und erhilt als Losung der Aufgabe die Kettenlinie:

y— ot a,
(3) T4 .
f b= VETFat e & 4o =,

woraus sich fiir

*) Die obigen Betrachtungen beweisen das Reciprocititsgesetz nur fiir den
Fall fest gegebener Grenzen und Grenzwerthe. Man kann aber zeigen, dass der
Satz V. ganz unverindert auch bei beliebigen Grenzbedingungen gilt, vorausge-
setzt natiirlich pur, dass diese Grenmzbedingungen in beiden Problemen dieselben
sind. Es hingi dies mit denjenigen Reciprocitatsverhiiltnissen zusammen, welche
die Maxima und Minima inverser Functionen darbieten. Uebrigens ist das Reci-
procititsgesetz nicht die einzige Eigenschaft, welche die isoperimetrischen Auf-
gaben vor den anderen Problemen der-Variationsrechnung voraus haben. Far
dieselben gilt vielmehr noch ein anderer, hiochst wichtiger Satz, den man das
Gesetz der Unverdnderlichkeit der isoperimetrischen Constanten nennen kdunte,
Wenn man nimlich durch Einschaltung von Bedingungen zwischen den Grenzen
die Curven y zwingt, sich in Zweige zu theilen, so dndern sich die Integrations-
constanten @ von einem Zweige sum andern, aber die isoperimetrischen Con-
stanten 1 behalten iiberall dieselben Werthe. In dem besonderen Falle, wo man
die geschlossene Curve grossten PFlicheninhalts bei gegebenem Umfange, oder
kleinsten Umfangs bei gegebener Fliche sucht und iiberdies verlangt, dass die
Curve im lunern eines gegebenen Polygons verlaufen solle, fillt das letztere Ge-
setz mit dem bekanuten Steinerschen Satze zusammen, dass alle freien Theile
der gesuchten Curve Bigen gleicher Kreise sein milssen,

Mathematische Annalen, XIIIL 6
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o =Jz/‘:'“+"}f2+z"‘;dw

der Werth

(=% _FTTE Tk -‘”—_“"“%

oo P @ &y T O
@) v=iya teltle —e e ™ e

ergiebt. ) .

Die 5 Constanten a,a,0,0,4, bestimmen sich aus diar gegebenen,
Lage der beiden Endpunkte und der gegebenen Bogenlinge Z!, un(%
zwar erhilt map zwei verschiedene Werthsysteme derselben, die zwel
gleichen und entgegengesetzten Werthen der Constanten @, angehbren.
Da nach (4)

V&A_ PR & — & - =iy
d?’! al‘l + a'ee ( C'-;—' Lo )
g PRI, FU e N et o e
dx ¥ dy ¢ +

stets dasselbe Zeichen, wie lﬂ%j"f‘"— besitzt, so hat man, damit der
2 e
Bogen positiv werde, in den Formeln (3) und (4) der Va7 + a,?
das Zeichen von @, beizulegen.
Di¢ Function ferner:
2w =S vp e 2 g 2 g

5z o7

W == ;71_;3;%;:;;13 {Uf + U0+ (U, —y T, i

und bat also naeh (3) bestindig dasselbe Zeichen wie e, I a,°. Um
daher das Minimum zu erhalten, miissen wir diese Wurzel und mit
ihr @, positiv nebmen, d. h. wir miissen von den beiden Kettenlinien
von gegcbener Linge, die sich in der, durch die beiden gegebenen
Endpunkte gehenden Verticalebene von dem einen Punkte zum anderen
zichen lassen, diejenige nehmen, die ihre convexe Seite nach unfen
kehrt. In Folge der Voraussetzung #, =10 wird nach (3) dann 4, > 0.

Die Grenzgleichung endlich:
G5 0%

. $? ¢y Cy, ¢z

D 3 T e e somms

s ‘) i X 48, 6/y G4y ey Jd, 0

reducirt sich zunichst wegen der aus {3) und (4) folgenden Formeln:

oy, g By _ 0
£n, T oa, Yooga e
&
oy

2 P
-1, L0

ix 3(15

sofort anf die Gleichung:

s ] o -
B U, :—O, -Zl‘; == {)
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By =y Ty —w) 0
341,_ ? 5!13 ?
(6) S OE—&  diz—a)  B—a g
- day B ! citg o
oy iy &
ca,’ ca,’ A
Setet man weiter fiir den Augenblick
\ % -—a . . . .
¢ T8 & o8 TS
M I E e =, E - =g,

wonach sich aus (3) und (4) ergiebt:
Y—Yy = {E—5),
2 —z, = Va+ (1;9 {(p—n),
o = Va4 4t (g—a),

differentirt die letzteren Formeln partiell pach «,, 4,, ¢, und sub-
stituirt die Werthe der Differentialquotienten in die Gleichung (6), so
erhilt man nach einf'achen Reductionen und unter Weglassung des

2
constanten Factors T die Gleichung:

E—E0 [(pao—p0) E—E) — (p—p, )+ {(g—q)¥ =0,

sodass also schliesslich, wenn man noch

g“‘gl}""‘ ‘c;éx“a':"'
setzt, die Grenzgleichung des Problems wird:
W) =0,

worn:
] o , v
Vi) =€ + 7% — - (¥ — ¢ 9) — 2

ist. Die Betrachtung der Functionen W'@ und ¥'0 geigt aber sofort,
dass diese Gieidmng nur die eine reelle Wurzel @ =0, d. b. z =
zuliisst. Die Gleichung ergiebt also keinerlei ﬁeuhmnkung fiir die
obere Grenze 3 es findet vielmehr fiir die nach nnten convexe Ketton-
hnie ein unbeschrinkies Minimum statt und wir haben den Satz ge-
wonnen: ‘

Unter allen Curven von gegebener Liinge und gegebenen Endpundiden
hat stets die Kettenlinie den tiefsten Sehwerpunlt.

Da 4, > 0, so geht zugleich aus diesem Satze durch Anwendung
des Reciprocititsgesetzes noch der folgende hervor:

Unter allen Curven von geyebenen Endpunliten, deren Schuwerpunlite
avuf einer und derselben Horizontalebene liegen, hat stets dic Kettenlinie
die Kleinste Linge.

In dem absoluten Probleme dagegen
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) J;@'i*f*f} YIFy ¥+ 7 da = Min.,

welches, vorausgesetzt, dass man der Consf:antenyl, d‘enselben Werth
giebt, den sie in der eben behandelten JSOpenmetr_lschen :&ufgabe
erhilt, durch die nimliche Kettenlinie geldst wird, tritt an die Stelle
der Gleichung (3) die Gleichung:

5’.;. fy fwe ez 0% g
i TR0y by C4y  GUy 2

o o af + ay? .
die sich unter Weglassang des Factors J-2§;~’5~ (£—%,) aunf

@E~p) & — ¢ (B — 1) =0
reducirt.  Nun ist naeh (3) und (7

b z':j+ 24 2(123‘ X — XL
] WS s {f = rommios 3_5, Rt E == i
¥ Vag 4 a2’ g Vagdap ’ Uy
1n diesem absoluten Probleme erhalten wir also als Grenzgleichung:
e Eth o ath
. ) P

d. b. wenn wir anf derjenigen Kettenlinie, welche die Aufgabe lost,
von dem gegebenen Anfangspunkte aus fortschreiten, so diirfen wir,
damit ein wirkliches Minimum stattfinde, hier das Integral nicht bis
«u demjenigen Punkte ausdehnen, dessen Tangente die in der Ver-
ticalebene der beiden gegebenen Endpunkte gezogene Gerade z== —1,
wieder 1 demselben Punkte schneidet, wie die Tangente des Anfangs-
punktes. Wo wir also in dem isoperimetrischen Probleme (1) ein un-
begrenates Minimum erhalten, erhalten wir in dem unbedingten Pro-
bleme (8) nur ein begrenztes Minimum, was den Unterschied zwischen
diesen beiden, dieselbe LOsung besitzenden Problemen klar ‘hervor-
treten kisst.



