
Zur Polarentheorie der Kegelschnitte. 
Yon Karl  Schober in Innsbruek. 

1.  Die Aufgabe ,  weitere Punkte  eines Kegelschnit tes zu 
ermitteln,  der durch drei reelle und ein Pa~r  imagin~rer Punk te  
bestimmt is t ,  ffihrt bekanntl ich a u f  cine lineare Construction, 
wiihrend die gebr~uchliche LSsung der zweiten Aufgabe,  wobei 
der Kegelschni t t  durch einen reellen Punk t  und zwei Paa re  
imagin~irer Punkte  bestimmt is t ,  quadratische Constructionen 
erfordert.  In  neuerer Zeit  gelang es iedoch, durch Einf i ihrung 
des Begriffes der complexen Elemente in die analyt ische Geo- 
metric ~), nach einer yon Prof.  Dr. O. S t o l z  in Innsbruek 
herstammenden Idee auch fiir den zweiten Fa l l  eine lineare 
Construction zu finden. **) 

Es  lag nun ziemlich nahe, die Fragen  aufzuwerfen ,  ob 
es denn nicht mSglich sei, zu solchen Constructionen zu ge- 
]angen~ ohne den Begriff  des Imagin~ren bei der A_bleitung 
selbst zu Hilfe zu nehmen, und ob nicht auch die synthetische 
Geometrie allein imstande sei, arts Ziel zu fiihren. Diese beiden 
F ragen  sin/[ nun im bejahenden Sinne beantwortet .  Die dies- 
beziiglichen Untersuchungen liel~en reich auf  dem schon so viel- 
fuch bearbeiteten Gebiete der Polareigenschaften der Kegel- 
schnitte einige neue Sfitze finden, welche dadurch an Interesse 
und an Bedeutung gcwinnen, dass sich aus denselben die in Rede 
stehenden Constructionen als unmit te lbare  Folgerungen  ergeben. )) 
Die A_bleitung dieser S~tze kann sowohl auf  analytischem, als 

*) Vergl. o. Stolz,  Mathem. Annalen. Bd. IV, pag. 416ff. --Desgl. 
C]ebsch, Vorlesungen fiber Geometric, bearbeitet yon Lindemann,  II. Bd., 
L Theil, pug. 104 ft. 

**) Herr Prof. Dr. O. Stolz theilte im Jahre 1886 in seinen u 
tiber neuere analytische Geometric ifir jeden der beiden F~lle eine lineare Con- 
struction mit; Beweise hierzu gab in analytischer Behandlung mit Hereinziehen 
des Imagin~ren in die Reehnung Herr F. Spath  in einer Arbeit ,Lineale Con- 
structionen yon Kegelschnitten aus theilweise imagin~ren Elementen". Monats- 
hefte f. Math. uncl Physik. Bd. I, pug. 237 IT. 

t) Darunter such die zwei yon Prof. S t olz mitgetheilten. 
l~Ionatsh, f. ~[athematik u. Physik. Is Jahrg. 32 
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aueh auf synthetisehem Wege erfolgen. Hier soll der ]etztere, 
der sieh dureh seine Kiirze und Einfaehheit auszeiehnet, ein- 
gesehlagen werden. 

2. Ist A B C ein in der Ebene eines Kegelsehnittes K 
gelegenes Dreieek, und werden von den seehs auf den Seiten 
desselben gelegenen eonjugierten Polen der Eeken desselben 
je zwei auf derselben Seite (der Kiirze ]aMber, and um sie yon 
den Paaren eonjugierter Pole zu unterseheiden) als ein P a a r  
b e n a e h b a r t e r  P o l e ,  ferner je zwei au$ derselben Seite des 
Dreieekes gelegene (reelle oder imagin~re) Punkte des Kegel- 
sehnittes als ein P a a r  z u s a m m e n g e h S r i g e r  C u r v e n -  
p u n k t e  bezeiehnet, so gelten die folgenden S~tze: 

V o n  d e n  d r e i  P a a r e n  b e n a c h b a r t e r  P o l e  u n d  
d en  d r e i  P a a r e n z u s a m m e n g e h S r i g e r  C u r v e n p u n k t e ,  
w e l e h e  d u r e h  e i n e n  K e g e l s c h n i t t K  a u f  den  S e i t e n  
e i n e s  in  d e r  E b e n e  d e s s e l b e n  g e l e g e n e n  D r e i e e k e s  
b e s t i m m t  w e r d e n ,  l i e g e n  

a) i r g e n d  e i n  P a a r  b e n a e h b a r t e r  P o l e  a n d  d i e  
a u f  den  b e i d e n  a n d e r e n  S e i t e n  g e l e g e n e n  
P a a r e  z u s a m m e n g e ] a S r i g e r  C u r v e n p u n k t e ,  

fl) je zwe i  P a a r e  b e n a e h b a r t e r  P o l e  a n d  da s  a u f  
d e r  d r i t t e n  S e i t e  g e l e g e n e  P a a r  z u s a m m e n -  
g e h S r i g e r  C u r v e n p u n k t e  

a u f j e  e i n e m  K e g e l s e h n i t t e  k.*) 
3. Schneiden die Seiten des Dreieekes A B C der Reihe 

nach den Kegelsehnitt K in den drei Punktepaaren C' C", A' A", 
B' B", so besteht naeh dem Theorem yon C a r n o t  *~) zwischen 
den Segmenten, welehe dutch jene Curvenpunkte auf den Seiten 
des Dreieckes bestimmt werden, die Gleichung 

A B ' . A B " . B  C ' . B C " .  CA ' .  CA" 
=-A C' . A  C " . B A '  . B A " .  CB ' .  CB", 

oder in anderer Form 

A B ' . A B " . B  C ' . B C " .  C A ' .  C A" 
C/B'. C B " . A C ' . A C " . J I A ' . B A "  --- + 1. 

Diese l~elation gilt aueh dann, wenn jene Sehnittpunkte 
Ioaarweise imagingr werden. **~') 

Nan sind aber die Quotienten der in diesem Bruehe iiber- 
einander stehenden Segmenge niehts anderes als die Theilverhiilt- 

*) Der Vollst~ndigkeit halber sei noeh hinzugefiigt, dass endlich aueh 
7) alle drei Paare benaehbarter Pole auf einem Ke~elsehnitte k liegen. Dies ist 
bekanntlich eine unmittelbare Folge der  perspeeUvischen Lage des Dreieekes 
A B  C und seines Polardreieekcs. 

**) C a r n o t ,  G6om6trie de position, pag. 437. 
***) C h a s l c s ,  Trait6 des sections coniqucs. Ii~re parg, pag. 20. 
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nisse der sechs Curvenpunkte in Bezug auf die entsprechenden 
Ecken des Dreieekes. Bezeiehnen wir der Reihe nach jene Theil- 
"r ~er J~UnK~e ~ ~ 2t , , , u ,  u ml~ (~, (~ ,/~, /~ 
7', 7", so gilt also fiir diese]ben die Gleichung 

a 'a" f l ' f l "7 '7" -= + 1 (I) 

Umgekehrt liegen drei auf den Seiten eines Dreieckes 
gelegene Punktepaare A' A", B' B", G' G" auf einem Kegel- 
schnitte, wenn ihre Theilverh~iltnisse in Bezug auf die Eeken 
des Dreieckes die Bedingungsgleichung a' a " .  ~' f l".  7' 7" : + 1 
erfiillen. Denn schneider z. B. der dureh die ersten fiinf Punkte 
(A' ,A" auf der Seite BC,  B' , /~" auf CA, C' auf A B )  be- 
stimmte Kegelschnitt die Seite A B in dem zweiten Punkte C"', 
dessen Theilverh~ltnis in Bezug auf A und B 7"' ist ,  so gilt 
naeh friiher die Gleiehung 

a'a ' f l ' f l "7 '7" ' ' - -  4- 1. 

Aus dieser Gleiehung und der Voraussetzung folgt aber 
Y'" -- 7", d .h.  der Punkt  C'" ist mit dem Punkte O" identiseh. 

4. Werden die auf den Seiten des Dreieckes A B C gelegenen 
eonjugierten Pole der Ecken desselben der Reihe nach mit ~', ~", 
92', ~", ~ ' , ~ '  bezeiehnet (die Paare benaehbarter Pole haben 
denselben Buehstaben), so sind B, ~I' und C, W' offenbar Elementen- 
paare der dureh den Kegelsehnitt K auf der Seite B-C bestimmten 
Involution, deren Doppelpunkte A' und A" sind. Dann geh5ren 
aber auch die Elementenpaare B, C, sowie A', A" und 9X', 92" 
einer Involution an. *) Da nun die Produete der Theilverh~ltnisse 
je zweier entsprechender Elemente einer Involution in Bezug 
auf ein bestimmtes Elementenpaar derselben einander gleich 
sin4, so muss, wenn wir die Theilverh~ltnlsse der Punkte ~'  
und ~A" in Bezug auf B und C mit (a') und (a") bezelehnen, 
die Gleiehung bestehen: 

(d)  = (II) 

Ebenso gelten auch, wenn (fl'), (fi") and (7'), (7") die 
Theilverh~iltnisse yon ~' ,  ~ " ,  bezw. 6', ~" bedeuten, die 
Gle~chungen 

(~') (~") : ~' ~"; (III) 

(73 (7") = 7' 7". (Iv) 

*) Vgl. Prof. Dr. Era. We yr, Die Elemente der projectivischen Geometrie 
1. Heft, pag. 171. 

32 * 
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Verbinden wir nun die Gleichungen (II), (III), (IV) einzeln und 
zu zweien mit der Gleichung (I), so ar~halten wir die Gleichungen 

(~') (~").  ~' Y ' .  7' ~" = + ~, 

a ' a " . ( ~ ' ) ( f l " ) . 7 ' 7 " - -  + 1, (V) 

a ' a " . f l '  f l " . ( 7 ' ) ( r " ) - -  + 1; 

c~' a" .  (fl') (fl"). (7') (7") - + 1, I 

Ca') (~"). ~'fl". (7') (7") = + 1, I ( w )  
(~') (,~'3 . (~') (~") . 7' 7" = + 1. 

~Iit diesen zwei Gruppen yon Gleichungen sind die im 
Art. 2 aufgestellten zwei Sgtze bewiesen; denn nach (V) liegen 
die Punkte 

~/', 9/", B', B", C', C"; A', A", ~B', ~B", C', O" ; A', A", B', B", ~', ~" ; 

und naeh (V1-) 

. . . . . .  z . . . . . .  . . . . .  ~ . . . . . . .  v" A , A  ,~',~B , g ,  ; 9/,91 , B , B  ,g. ,g ; ,~ , ~ , ~  ,C,  

auf je einem Kegelsehnitte k. ~) 
5. Aus den obigen a]lgemeinen S~itzen kSnnen noch mehrere 

besondere F~tlle abgeleitet werden; yon denselben sollen bier 
nur zwei hervorgehoben werden, yon denen welter unten Ge- 
brauch gemacht wird. 

Wenn eine Seite des Dreieckes A B C eine Tangente des 
Kegelschnit{es K ist, so fallen die betreffenden zwei zusammen- 
gehSrigen Curvenpunkte zusammen, so dass also die entsprechen- 
den Theilverhiiltnisse gleich sin& Dann nehmen die Gleichungen (V) 
und (VI) die folgende Gestalt an: 

(~') (~").  fi'~. 7 ' / '  = + 1 

~' ~" .  (~') (y ')  7 '~ = + 1 (v')  

fl 'fl , ' .  ,,'~. (:/) ( / ' )  = + 1 

'2  z ~ t . ,  / / o p l \  z p\ ," t l \  I a . (~)bJ  ) . t 7 ) [ 7  ) =  + 1 

(~') (a"). G'". (7') (7") : + 1 I (v r )  
(~,) (~,,). (fl,) (~,,)./2 = + 1 

*) Endlich ist auch noch (a') (a"). (fi') (/Y'). ( / )  0/ ')  ~ + I, d. h. die 
sechs Punkte ~ ' ,  {~", ~ ' , ~ " ,  ~', ~"  liegen~ wie dies sehon frtther erw~thnt 
worden, auf elnem Kegelschnitte. 
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D e r  K e g e l s e h n i t t  k g e h t  im e r s t e n  F a l l e  (V') 
d u r e h  e i n  P a a r  b e n a e h b a r t e r  P o l e  u n d  e in  P a a r  
z u s a m m e n g e h i i r i g e r  C u r v e n p u n k t e ,  im z w e i t e n  
F a l l e  (VI') d u r e h  z w e i  P a a r e  b e n a c h b a r t e r  P o l e  
un/[  b e r i i h r t  in  b e i d e n  F ~ l l e n  d i e  d r i t t e  S e i t e  des 
D r e i e c k e s  A B C  in  d e m  B e r i i h r u n g s p u n k t e  der-  
s e l b e n  m i t  d e m  g e g e b e n e n  K e g e l s e h n i t t e  K. 

6. Von einem Kegelschnitte K seien ein reeller Punkt A! 
und zwei Paare imagin~rer Punkte B', B" und C', C" (als 
Doppelpunkte zweier elliptiseher Involutionen) gegeben; es sollen 
weitere Punkte yon K ermittelt werden. 

Wit  ziehen durch den reellen Punkt A' eine beliebige 
Gerade a und suchen den auf derselben gelegenen zweiten 
Punkt A" yon K. Die Ausfiihrung dieser Construction auf 
linearem Wege erfolgt auf Grund des im Art. 2 aufgestellten 
Satzes ~). 

Die durch A' gezogene Gerade a bildet mit den Tr~gern b 
u n d c  der beiden Involutionen ein Dreieck A BC, dessen 
Seiten a, b, c yon dem Kegelschnitte K der Reihe nach in dem 
reellen Punktepaare A', A" (A" vorl~iufig unbekannt) und in 
den imaginiiren Punktepaaren B', B", C', C" geschnitten werden. 
Nun liegen nach (VI, 1) die auf b und c gelegenen Paare 
benaehbarter Pole der Ecken jenes Dreieckes und das auf a 
gelegene Paar reeller Punkte des Kegelsehnittes K auf einem 
anderen Kegelsehnitte k. Dieser Hilfskegelsehnitt k (der natiir- 
lieh weder in diesem Falle, noeh in einem tier sp~teren F~ille 
wirklich zu eonstruieren ist) hat also mit K aui~er dem ge- 
gebenen reellen Punkte A' noch den gesuchten reellen Punkt A" 
gemeinsam. 

Es nimmt somit die Construction fiir diesen Fall die 
folgende Gestalt an: Die Tr~iger b undc  der beiden Invohtionen 
treffen einander im Punkte • und werden yon der durch A' in 
belieMger l~ichtung gezogenen Geraden a in den Punkten C 
und /~ geschnitten; zu den Punkten A, B, C sind nun die vier 
auf 5 u n d c  gelegenen eonjugierten Pole (d. h. die entspreehen- 
den Punkte in den beideu Involutionen) zu ermitteln, was aus 
den gegebeneu Elementenpaaren der beiden Involutionen be- 
kanntlich auf linearem Wege erfolgen kann. Werden die benaeh- 
barren Pole auf b und c in beliebiger Ordnung ~ '  und ~" ,  
bezw. ~' und ~" genannt, so ist der gesuchte Punkt A" der 
sechste Eckpunkt des durch die fiinf reellen Punkte A', ~ ' ,  8 " ,  
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5', 5" und die durch A' gezogene Gerade a bestimmten P as- 
c al 'schen Sechseckes. *) 

Geht die durch den reellen Punkt A' gelegte Gerade a 
durch den Schnittpunkt A der Tr~ger b u n d c  der beiden 
Involutionen, und wird unter Beibehaltung der vorhin ange- 
gebenen R eihenfolge der Ecken des P a s c a l ' s c h e n  Sechseckes 
die Construction des Punktes A" fiir diesen besonderen Fall 
specialisiert, so erh~i]t man die bekannie ]ineare Construction, 
nach we]cher auf einer durch den Pol einer Geraden gehenden 
Secante eines Kegelschnittes zu dem einen bekannten Curven- 
punkte der zweite als harmonisch conjugierter in Bezug auf  
den Pol und den Schnittpunkt der Secante mit der Polare 
bestimmt wird. Die Punkte B und C fallen dann mit A zu- 
sammen; daher fallen auch die benachbarten Pole ~ '  und ~ "  
auf b und 5' und 5" auf  c zusammen, so dass der Hiffskegel- 
schnitt ]~ die Tr~ger b und c der beiden Invohtionen beriihrt. 

Nachdcm in dem oben besprochenen allgemeinen Falle der 
Punkt A" gefunden worden ist ,  kSnncn drei weitere Curven- 
punkte E, F, G als die zweiten Schnittpunkte der Secanten A' A, 
A " A  und beispielsweise E C mit K auf kurzem Wege erhalten 
werden; dann sind yon K fiinf rcelle Punkte A', A", E, F, G 
bekannt. 

7. Sind yon einem Kegelschnitte K eine reelle Tangente a' 
und zwei Paare imagin~rer Tangenten b', b", c', c" (]etztere als 
Doppelstrahlen zweier elliptischer Strahleninvolutionen) gegeben, 
und sollen weitere Tangenten desse]ben ermittelt werden, so 
nehmcn wir - -  dem Vorgange in Art. 6 reciprok - -  a u f a '  einen 
beliebigen Punkt A an und snchen die durch denselben gehende 
zweite Tangente a" yon K. Die durch die Scheitel B und C 
der gegebenen Strahleninvolutionen hindurchgehenden Paare 
benachbarter Polaren 5', 5" und r c" (das sind die den Drei~ecks - 
seiten a, b, c entsprechenden Elcmente der Involutionen) bestimmen 
mit der reellen Tangente a' einen Hi]fskegclschnitt k, welcher 
mit K die gesuchte Tangente a" gcmeinsam hat. Es tr i t t  dem. 
nach bei dcr Ermittelung yon a an Stelle des B r i a n c h o n- 
schen Sechsseites b' b" c' c" a' a", in welchem die ersten vier 
Seiten imagin~r sind, das Sechsseit 5' b" c' d' a' a"  mit lauter 
reellen Seiten u. s. w. 

Auch bier kommt man in dem besonderen Falle, wo der 
auf der reellen Tangente a' gelegene Punkt A gleichzeitig aut~ 
der Verbindungsgeraden a der Scheitel / /  und C der beiden 

*) Je nach der Wahl  der l%ihenfolge jener  sechs P u n k t e  a]s Ecken yon 
P a s c a l ' s c h e n  Sechsecken ergeben sich in der Ausf i ihrung mehr  oder weniger 
vortheilhafte und iibersichtliche Constructionen. Beachtenswert  s ind die Sechs- 
ecke A" ~'  ~" 6' ~"  A" und A' ~" ,!~' !~" ~' A" ; die P a s c a I 'sche Gerade geht  
im ersten Falle durch B, im zweiten durch C. 
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Strahleninvolutionen angenommen, also in den Sehnittpunkt 
yon a' mit a verlegt wird, auf eine bekannte lineare,-dem ent- 
spreehenden Fall in Art. 6 reciproke Construction. 

8. Fiir den Fall ,  dass ein Kegelsehnitt K durch drei 
reelle Punkte A', B', B" and ein Paar  im~gin~trer C', C", be.zw. 
durch drei reelle Tangenten a', ~', ~/' and ein Paar imaginiirer 
c', c" bestimmt ist, gibt es mebrere lineare Construetionen, um 
weitere Punkte,  bezw. Tangenten desselben zu ermitteln. Die 
im Folgenden mit kurzen Worten gegebene Construction wird 
hauptsgehlich nur deshalb vorgefiihrt, well sie eine unmittelbare 
Folge des in Art. 2 aufgestellten Satzes a) ist, und weil 
zwisehen ihr und ..jener, wo nur ein reelles Element gegeben 
ist, eine gewisse Ubereinstimmung herrscht. 

Der Tr~tger der elliptisehen Involution, deren Doppelpunkte 
die gegebenen imagingren Punkte C', C" des Kegelschnittes K sincl, 
heil~e c, die Verbinclungsgerade der reellen Punkte 2 ' ,  B" heil~e 5 
und irgend eine dureh A' gezogene Gerade a; die letztere treffe K 
in dem zu ermittelnden Punkte A". Die auf c gelegenen, 
den Eeken A nncl B des yon den drei Oeraden a, 5, c gebildeten 
Dreieekes c0njugierten Pole (g' and g" bilden ein Paar benach- 
barter Pole, welehe naeh (V, a) mit den auf 5 nnd a gelegenen 
Paaren zusammengehSriger Curvenpunkte B', B" and A', A" 
auf einem Kegelschnitte k liegen ; dicser hat mit K die genannten 
vier reellen Punkte gemeinsam. Es wircl somit dureh das auf c 
gelegene Paar benachbarter Pole g', ~" ,  durch die gegebenen 
reellen Punkte A', B', B "  und die dureh A' gehende Oer~de a 
Bin P a s c a l'sehes Seehseck bestimmt, dessen sechster Eekpunkt 
der gesuehte Punkt A" des Kegelsehnittes K ist. 

9. Fallen zwei yon den reellen Punkten der vorigen Auf- 
gabe, z. B. B' and B", zusammen, ist also der Kegelsehnitt K 
dureh ein Paa r  imaginKrer Punkte C' C",  dureh zwei reelle 
Punkte A', 2 '  and die Tangente b in 2 '  bestimmt, so bleibt 
die Ermitte]ung eines weiteren Punktes A" im wesentlichen die- 
selbe wie vorhin. In diesem Falle geht der Hilfskegelsehnitt 1r 
naeh der Gleichung a' a" . fi"=. (7') (7") = + 1 (den Gleiehungen V' 
analog gebildet) dureh das Paar benaehbarter Pole ~', ~" auf c, 
das Paar zusammengehSriger Curvenpunkte A' und A" auf a 
(hierbei ist A" der gesuchte Punkt) und beriihrt die dritte Seite b 
des Dreieekes A B C in dem Beriihrungspunkte 2 '  derselben 
~ i t  1(. 

Die reciproken Aufgaben der im Art. 8 und 9 besprochenen 
werden in analoger Weise gelSst. 

10. Die im ersten Theile dieser Abhandlung entwickelten 
S~tze sind ~uch sonst noch fiir die Theorie der Kegelschnitt- 
biisehel und Kegelschnittreihen, welehe durch ein Paar oder 
zwei Paare imagin~rer Seheitel, bezw. imagin~rer gemeinsehaft- 
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lieher Tangenten bestimmt sind, yon einiger Bedeutung. Es 
sollen bier mit kurzen Worten nur einige hierher gehSrige Auf- 
gaben mit Benfitzung jener Sg~ze gelSst werden. 

a) Es sind die beiden Kegelsehnitte eines Biisehels zu con- 
struieren, die eine gegebene Gerade beriihren, wenn s~tmmtliche 
Seheitel desselben imaginifr sin& 

ttei~en die vier imaginiiren Scheitel B', B", C', C" und die 
gegebene Gerade a, so handelt es sieh zun~tchst durum, die 
Beriihrungspunkte der beiden Kegelsehnitte /(1 und /(2 des 
Biischels mit a, d.h.  die Doppelpunkte D~ umt D~ tier dureh die 
Gegenseitenpaare des vol]st~fndigen Viereckes B' B" C' C" auf a 
bestimmten Involution zu ermitteln. Von den Gegenseiten jenes 
Viereekes sind jedoch nur zwei, n~mlieh die Trgger 5 und c der beiden 
die Paare imagin~trer Seheitel B', B" und C', C" bestimmenden 
elliptischen Involutionen, reell; somit erseheint auf a nur alas 
eine reelle Elementenpaar B, C unmittelbar gegeben. Dieselbe 
Involution wird aber auf a noeh auf eine andere Ar t  erzeugt, 
was aus dem Folgenden ersiehtlieh ist. 

Infolge der Berfhrun,g, yon K1 und K 2 mit a geht die 
Gleiehung (I), wean cz : a : ~ gesetzt wird, fiber in 

~ 2 . f l ' ~ " . 7 ' 7 " =  + 1; 

daraus erhalten wir fiir ~ zwei gleieh grol~e~ entgegengesetzt 
bezeichnete Werte 

1 

welche den beiden @urch B und C harmonisch getrennten) 
Bertihrungspunkten D1 und D2 entspreehen. 

Fiir die Hilfskegelsehnitte kl and k2, welehe durch die 
beiden Paare benaehbarter Pole ~ ' ,  ~ "  auf b und ~', ~" auf c 
hindurchgehen und a berfihren, ist naeh (VI', O, wenn a ' :  *i 
gesetzt wird, 

@3 @"). ( / )  (7") = + 1; 

daraus ergeben sich $fir die Theilverh~ltnisse der Bertihrungs- 
punkte yon k 1 und/~2 mit a in Bezug auf dieselben zwei Punkte 
/~ und C wie vorhin die Wert.e 

1 
= + 
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und wegen (fi') (fi") ~-- fl' fl" und (y') (y") ----- y' 7", auch 

also 

1 ~ - - + _  
V~.7'7"'  

~ 1 ~  und ~,~----~; 

d.h.  die Beriihrungspunkte der beiden Kegelsehnitte K1 und/(2 
des durch die vier imagin~ren Seheitel B', B", C', C" bestimmten 
Biisehels mit tier Geraden a sind auch die Beriihrungspunkte 
der beiden Hilfskegelschnitte k~ und k~ des dureh die vier 
reellen Scheitel ~ ' ,  ~",  ~' ~" bestimmten Biischels mit a. 
D~ und D~ werden somit als die Dolopellounkte der durch die 
Gegenseitenpaare des vollst~ndigen Viereckes ~ '  ~ , /~ ,  ~,, auf 
der Geraden a bestimmten Involution erhalten, welehe mit der 
s besproehenen identiseh ist. Je naehdem dieselbe hyper- 
bolisch oder elliptisch ist, sind die beiden Kegelschnitte K1 an4 
K2 gleichzeitig mit den entspreehenden Hi]fskegelschnittea kl und 
k~ reell oder imagin~r. 

Sind nut zwei Scheitel, z.B. C'~ C". imagin~r~ so bleibt 
die Construction (unter Beniitzung des vollst~ndigen Viereekes 
B' B"~ '  ~") im wesentlichen dieselbe wie vorhin. 

fl) Ist die Gerade a tier vorigea Aufgabe die unendlieh 
weite Gerade tier Ebene des Kegelschnittbiischels, so stelleu 
/(1 und K~ die beiden in diesem Falle bekanntlich stets reellen 
Parabeln desselben vor. Die Riehtungen ihrer Achsen werden 
mittelst des vollst~ndigen Viereckes der reellen Punkte ~'~ ~" ,  
~', ~" gefunden; denn aus a) folgt ,  dass wegen der gemein- 
schaftliehen Berfihrungspunkte D1 und D2 mit der unendlieh 
weiten Geraden die Achsen der beiden dureh die vier imagin~reu 
Punkte B',/Y', C', C" bestimmten Parabeln K 1 und K2, zu denen 
tier beiden durch die vier reellen Punkte ~' ,  ~" ,  ~', ~" bestimmten 
Parabeln k~ und k~ parallel sein miissen. 

7) Die beiden Kegelsehnitte ~ und K.~ einer Reihe, welehe 
vier gemeinschaftliehe imagin~re Tangenten b', b", c' c" besitzen 
and durch einen reellen Punkt A g e h e n ,  beriihren in dem 
letzteren die beiden Geraden dl and d,2, welche sieh a]s die Doppel- 
strahlen der Strah]eninvolution ergeben~ die dureh die Gegen- 
eckenpaare des vollstgndigen Vierseites 5', fi", c', c", dessen Seiten 
sgmmtlieh reell sind, im Punkte A bestimmt ist. Hierbei 
bedeuten 5'~ ~" undc',  c" die Paare benaehbarter Polaren, we]che 
durch B u n d  C, die Scheitel der elliptischen Strahleninvolutionen, 
deren Doppelstrahlen die gegebenen zwei Paare imagin~rer Tan- 
genten sind, hindurchgehen. 

g) Ist die Parabel K einer Kegelsehnittreihe zu eonstruieren, 
deren vier gemeinschaftliehen Tangenten sgmmtlieh imaginiir 
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sind~ so werden weitere Tangenten derselben yon bestimmter 
Richtung auf Grund des dem Satze ~) im Art. 2 reciproken 
Satzes erhalten. Die zwei Paare benachbarter Polaren, welche 
durch die Scheitel/~ und C der gegebenen elliptischen Strahlen- 
involutionen hinaurchgehen, bestimmen mit der unendlich welten 
Geraden der Ebene der Kegelschnittreihe eine Parabel k, welche 
mit K die zu ermittelnde Tangente yon gegebener Richtung 
gemeinsam hat. *) 

*) Bezfiglich der Behandlung der Constructionen zweiten Grades, welche 
zur LSsung der im Art. 10 besprochenen Aufgaben erforderlich sind, vergl. 
A. A dl e r ,  ,Uber die zur Ausffihrung geometrischer Constructionsaufgaben noth- 
wendigen Hilfsmittel." Sitzungsber. der kais. Akademie d. Wissensch. Bd. XCIX. 


