
Uber einige Eigenschaften der ebenen Curven IlI. O. 
mit Ri;mkkehrpunkt. 

Von Heinrich Drasch in Linz a/D. 

3 Art.  1. Ist w der Wendepunkt einer C 3 und S ein beliebiger 
Strahl durch w~ welcher C~ noch in den Punkten a und b schneidet~ 
so liegen bekanntlich die Tangentialpunkte a' und b' yon a~ resp. b 
in einem Strahle S'~ welcher durch w geht. ~achdem aber die 
Beriihrungspunkte der aus a" und b' an C~3 gezogenen Tangenten 
wieder nur die Punkte a und b sind~ deren Verbindungslinie S ist~ 
so hat man den Satz: 

D i e  S t r a h l e n b t i s c h e l  S u n d  S'  s i n d  zu e i n a n d e r  
p r o j e c t i v i s c h .  

Art.  2. Aus dem bekannten Satze~ dass jeder Strahl Xdurch w 
die Curve noch in zwei Punkten schneidet~ welche durch die Rtick- 
kehrtangente und den Wendepunkt harmonisch getrennt sind, folgt~ 
dass" jede C~ durch den Rtickkehrpunkt ~, den Wendepunkt w~ die 
Rtickkehrtangente ~r~ die Wendetangente w r und noch einen Curven- 
punkt p bestimmt ist. (r sei der Schnittpunkt zwischen Wende- und 
Rfickkehrtangente). 

Die Construction ergibt sich in folgender Weise: 
Man lege durch ~ r und 2 einen Kegelschnitt z~ welcher ~ w 

und w r in ~ resp. r bertihrt. Sodann mache man w zum Centrum 
eines Strahlenbttschels und ~ zum Centrum eines mit diesem pro- 
jectivischen involutorischen Strahlenbtischels, indem man den Strahlen 
wr~ w ~  w p  die Strahlen w ~  wr~ w p  zuweist~ welche durch z die 
involutorischen Strahlenpaare ~ w (Doppelstrahl)~ ~ r (Doppelstrahl) 
und ~T~ ~q (Strahlenpaar) bestimmen. 

Beaehtet man nun~ dass diese Construction rein projectivischen 
Charakter hat und dass das Viereck ~ w r  T die Centralprojection 
jedes beliebigen anderen Viereckes sein kann~ so folgt: 

J e d e  C~ k a n n  a ls  C e n t r a l p r o j e c t i o n  j e d e r  a n d e r e n  
C3~ a n g e s e h e n  w e r d e n .  

Art .  3. Interessant ist der Umstand~ dass die Werte gewisser 
Doppelverhaltniss% welche bei allen C~ constant sind~ sich durch 
einfache Zahlen ausdrticken lassen. 
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In tier Projectivit~t, welche entsteht~ wenn man einen beliebigen 
Curvenpunkt und dessen Tangentialpunkt aus w dureh die Strahlen X 
und Y projieiert~ sind w ~ und w r Doppelstrahlen. 

Bedeuten nun r~ x~ y~ ~ die Schnittpunkte der Strahlen wr~ X~ Y 
und w ~ mit der Rttekkehrtangente ~ r~ so ist~ wie leicht naehweisbar, 

der Wert des Doppelverhiiltnisses ry ~y 3 : ftir sitmmtliche C 3 constant. 
r x  5 x  

In der Projeetiviti~t~ welehe entsteht~ wenn man einen beliebigen 
Curvenpunkt n und dessen Tangentialpunkt e aus ~ projiciert~ sind 
6 w uncI 6 r Doppelstrahlen~ 6 n and 6 e entsprechende Strahlen. Es 

ist daher der Weft des Doppelverh~tltnisses (~ r) (~ n).  (6 w) (~ n) 
ftir alle C~ constant. (6 r) (~ e) " (5 w) (6 e) 

Bestimmt man nun ftir irgend, eine C~ diese Wert% so sind 
dieselben ftir ~lle C~3 giltig. Die Ermittlung dieser Werte ergibt 
sich dureh rein geometrische Betrachtung unmittelbar z. B. aus der 
Curv% welche dureh die unendlich fernen imagini~ren Kreispunkte 
geht. Der Einfaehheit wegen sollen dieselben aus der Curv% deren 
Gleiehung: x y 2 ~  c lautet~ abgeleitet werden. 

Diese Curve besitzt die Y-Achse zur Wendetangente mit un- 
endlich fernem Wendepunkt~ und die X-Achse zur Rtickkchrtangente 
mit unendlieh iernem Rtiekkehrpunkt. 

Ist P(x 1 Yl) ein beliebiger Curvenpunkt~ und zieht man yon P aus 
die einzige mSgliche Tangente an C~ so findet man als Abseisse 

x l  
des Bertihrungspunktes den W e f t -  4- und als Ordinate desselben 

Es gelten also die S~ttze: 
Z i e h t  m a n  v o m W e n d e p u n k t  einerC33 n a c h  e i n e m  

b e l i e b i g e n C u r v e n p u n k t  u n d  d e s s e n  T a n g e n t i a l p u n k t  
d i e  S t r ~ h l e n X ~ r e s p .  Y~nnd n o e h  den  S t r a h l  n a c h  dent  
R t i c k k e h r p u n k t ~ s o b i l d e n  d i e s e  d r e i S t r a h l e n  mi t  d e r  
W e n d e t a n g e n t e  e i n e n  V i e r s t r a h l ~  f t i r  w e l e h e n  d e r  

(w r) (w u). (w 6) (w y) 
W e r t  des  D o p p e l v e r h i ~ l t n i s s e s  "(wr)(wx)" (w6)(wx) con-  
s t a n t  g l e i e h  (4) ist~ and: 

3 Z i e h t  m a n  yore  R t i c k k e h r p u n k t  e i n e r C  3 j e  e i n e n  
S t r a h l  n a e h  e i n e m  b e l i e b i g e n  C u r v e n p u n k t  n u n d  
d e s s e n T a n g e n t i a l p u n k t  e~ s o b i l d e n  d i e s e  z w e i S t r a h -  
l e n  mi t  d e r  R t ~ e k k e h r t a n g e n t e  u n d  d e m  S t r a h l e  n a e h  
d e m  W e n d e p u n k t e  e i n e n  V i e r s t r a h l ~  ff i r  w e l e h e n  d e r  

r) n) w) n) 
W e r t d e s D o p p e l v e r h i ~ l t n i s s e s  (~ r) (6 e~ : (6 w) (6 e) c o n s t a n t  
g l e i c h  ( 2) ist. 

Diese Ergebnisse gestatten eine einfache ConsWuction der 
Tangente ftir cinen beliebigen t~unkt der C]~ wenn diese durch 
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die Punkte ~ w und :einen Curvenpunkt~ und die Tangenten in 
und:w bestimmt ist. 

Mit Riicksieht darau~, :dass jede C~ als Projection einer Raum- 
curve III. O. betrachtet werden kann~ wenn das Projeetionscentrum 
auf einer Tangente der Raumcurve liegt~ folgt fiir diese Curven 
der Satz : 

B e z e i c h n e t  p e i n e n  b e l i e b i g e n  ~ u n k t  in e i n e r  
R a u m c u r v e  I I L  O. C 3, t d e s s e n  T a n g e n t e  u n d  T e i n e n  
b e l i e b i g e n  P u n k t  in t, f e r n e r  W d e n  e i n z i g e n  P u n k t  
in  C3~ d e s s e n  S c h m i e g u n g s e b e n e  d u r c h  T g e h t ,  so 
l a s s e n  s i e h  d i e  P u n k t e  in C 3 p a a r w e i s e  p r o j e e t i v i s e h  
a u f e i n a n d e r  b e z i e h e n ~ w e a n  m a n  j e d e m  P u n k t a  d e n -  
j e n i g e n  a' zuwe i s t~  w e l c h e r  m i t  d e r  T a n g e n t e  in a 
a n  C ~ u n d  d e m  P u n k t  T in e i n e r  E b e n e  l i e g t .  D i e  
P u n k t e  a uucl a' w e r d e n  s o w o h l  d u r e h  d i e  G e r a d e  t 
a l s  a u e h d u r e h  d i e  G e r a d e  T W d u r c h  p r o j e e t i v i s c h e  
E b e n e n b t i s e h e l  p r o j i c i e r t .  D a s  D o p p e l v e r t l ~ t l t n i s  
t (aa '2W ) h a t  f i i r  a l l e  C~ d e n s e l b e n W e r t  (--2), das  D o p p e l -  
v e r h i i l t n i s  T W  ( a a ' p W )  f t i r  a l l e  C 3 d e n  W e r t  (4). 

Der Umstand, dass die Werte der frtiher besprochenen Doppel- 
3 verhaltnisse fiir alle C3 constant sind~ gestattet auch eine Construction 

einer C~, wenn yon derselben die Riiekkehrtangente uncl Wende- 
tangente sammt deren Ber~hrungspunkten und noch eine Tangente 
gegeben sind: und f~ihrt dieselbe zugleieh auf eine Eigenschaft des 
Dreieekes W~ r in Bezug auf s~tmmtliche C~, welehe die Riiekkehr- 
tangente C r~ die Wendetangente IVr, den Riickkehrpunkt ~ und 
den Wendepunkt ~ gemeinsam haben, und welehe Curven folglich 
ein Btisehel bilden. 

Ist namlich W~r  das in Rode stehende Dreieek und r"d eine 
beliebige Tangent% so finder man den Tangentialpunkt und daraus 
ihren Bertihrungspunkt durch folgende Betrachtung: 

r r" Wr" 
Man ziehe vorerst ~r" und darauf ~b so, class rb-" Wb - -  2 

ist und durch n' (Schnittpunkt yon r"d mit ~r) den Strahl I4zn ' 
r ' r ~  '' dn" 

und hierauf den Scram W~" so, dass r"-~-:dn' ~ 4  ist. 

Denkt man sieh nun in der Tangente r " d  einen beliebigen 
Punkt  p und zu diesem den projectivisch zugeordneten Punkt r '  

naeh dem Doppelverhi~ltnis n 'p .dp  n ' r " d r ' - -  2 construiert und des- 

gleiehen den projeetivisch zugeordneten Punkt (r") naeh dem Doppel- 

verhi~ltnis ~ )  : d~ ~ ) ~- 4 bestimmt~ so wird T zum Bertthrungs- 

6 ~ 
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punkt in der Tangent% wenn die ibm zugeordneten Punkte r '  und (r") 
zusammenfallen. Die auf diese Weise erhaltenen Punktreihen r 'und (r") 
sind also zu einander projectivisch. Fallt 2 in Wr hinein~ so f~illt r '  
in den Strahl ~b und (r") nach r" in den Strahl Wr. Fallt p in 
den Strahl ~r~ so fallt r' auch in denselben nach n' und (r") nach n". 
Fallt endlich p in den Strahl W~ nach d~ so fallen r' und (r") 
nach d~ weshalb d der eine Doppelpunkt der projectivischen Reihen 
r'  und (r") ist. Der zweite Doppelpunkt gibt dann den einzigen 
Tangentialpunkt~ wodurch auch der einzige Bertthrungspunkt in der 
Tangente r"d bestimmt ist. 

Dreht sich nun die Tangente um den Punkt r" und ist r"ds 
eine neue Lage derselben~ so sind die drei Paare entsprechender 
Punkt% durch welche die Projectivit~tt der l~unktreihen r' und (r") 
bestimmt wird, die folgenden: d 3 (Doppelpunkt), r~ ( ~  r ' ) u n d  

�9 r P! 

r" [ ~  (r")] ~ n 3 ( ~  r ) und n s [ ~  (r")] 2 Paare entsprechender Punkte. 

Diese Bestimmungsdaten liegen aber zu den Bestimmungsdaten 
der l~rojectivit~t der Punktreihen r' und (r") aui der Tangente r"d 
perspectivisch beztlglich des Centrums 8, weshalb auch die zweitea 
Doppelpunkte auf den Tragern r "d  und r"d 3 auf einem Strahle 
durch ~ liegen miissen. 

Dreht sich die Tangente r"d um den Punkt n' im Strahle ~r~ 
t r  

und ist r 1 dl eine neue Lage derselben~ so sincl die Bestimmungs- 
daten der erw~thnten Projectivitat der Punktreihen r' und (r") die fol- 

r r pr pw t p r t  ~F 

genden: d~ (Doppelpunkt), r~ (~--- r ) und r~ ( =  r ), n ( =  r ) und n~ ( :  r ) 
zwei Paare entsprechender Punkte, und zwar liegen diese mit den 
Bestimmungsdaten auf der urspriinglichen Tangente r"d perspec- 
tivisch bezaglich des Centrums W~ weshalb auch der zweite Doppel- 
punkt auf r~d~ mit dem zweiten Doppelpunkt auf r"d auf einem 
durch W gehenden Strahle liegen muss. 

Dreht sich endlich die Tangente r"d um den Punkt d im 
t t  

Strahle WS, und ist z. B. dr~ eine neue Lage derselben~ so liegen 
die Bestimmungsdaten der Projectivitat der Punktreiheu r' und (r") 
mit denen auf der ursprtinglichen Tangente r"d perspectivisch be- 
ziiglich des Centrums r~ und wir kSnnen somit den Satz aussprechen: 

Is t  e in C u r v e n b i i s c h e l  yon  CSs d u r c h  die R t i c k k e h r -  
t a n g e n t e  8r~ die W e n d e t a n g e n t e  Wr~ den R i i c k k e h r -  
p u n k t  8 und  den  W e n d e p u n k t  W best immt~ u n d  zieht  
man  yon  e inem b e l i e b i g e n  P u n k t e  e ine r  Se i te  des Dre i -  
e ckes  WSr T a n g e n t e n  an die I n d i v i d u e n  des Bi ischels .  
so l i e g e n  die B e r i i h r u n g s p u n k t e  auf  e iner  G e r a d e n :  
w e l c h e  d u r c h  die  de r  g e n a n n t e n  D r e i e c k s s e i t e  gegen-  
f i b e r l i e g e n d e  E c k e  geht. 


