Ueber die nothwendigen und hinreichenden covarianten
Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer biniren Form
als vollstindiger Potenz.

Von

Davip Hoeert in Leipzig.

Die binire Form f,) vom Grade n = pv sei die ut® Potenz der
Form ¢, vom ten Grade, so dass die Relation:

for =94
besteht. Beide Seiten dieser Gleichung mégen in die }‘;w Potenz

erhoben und darauf »-}1 mal nach der einen nicht homogenen Variabeln
x differenzirt werden. Da der Ausdruck ¢, die Variabele hochstens
im Grade v enthilt, so folgt die Bedingung:
1
a +1 /.:
@ 72~+(1) =0,

deren Existenz somit jedenfalls fuir die Form £, als nothwendig erscheint,
damit dieselbe die g Potenz einer Form ¢, sein kann. Gehen wir
nun umgekehrt von der Bedingung (1) aus, so ist klar, dass aus der-
selben durch » +- 1 fache Integration nach z eine Relation von der
Gestalt:

1
(2 ) f(,:; =1,

entspringt, worin 3, eine unbestimmte binire Form »t» Grades be-
deutet, deren Coefficienten nichts anderes als die » J- 1 auftretenden
Integrationsconstanten sind. Da somit in Gleichung (2) rechter Hand
eine rationale Form steht, so gilt das Gleiche von ihrer linken Seite
d. h. die Form f,, ist nothwendig in Folge der bestehenden Bedingung
(1) eine vollstindige u'¢ Potenz, wodurch sich das oben gefundene
Criterium (1) fir die fragliche Darstellbarkeit der Form f, auch als
ein hinreichendes erweist.
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Es bleibt noch iibrig, den gewonnenen Ausdruck linker Hand von
(1) in seiner Eigenschaft als Covariante der Form fi,, zu erkennen und
demselben 2ugleich eine fiir die Berechnung geeignete Gestalt zu
geben. Als Hiilfsmittel hiefiir bedarf es einiger allgemeiner Sitze,
welche sich auf die Darstellbarkeit einer jeden invarianten Form als
Funetion der einseitigen Derivirten ihrer Grundform beziehen. Fithren
wir nimlich fiir die einseitigen Differentialquotienten der Grundform
ft) nach der einen nicht homogenen Variabeln x die Bezeichnungen ein:

ﬂl = fl),

f = =0t W

1 n! dz ’
£ = =t Fl
2w dx?
f =_1_ dnf(n)

" nl o ggn ?

so gelten mit Benutzung der beiden abkiirzenden Differentiationssymbole:
—f 2 i 2 g,
D= fg) of + 2 fl of + 3 ﬁ.’ ofs + !

A=nf, -+ o—Dfigs +0—fi %+

die folgenden fiir unseren Zweck erforderlichen Sitze*):

I. Jede homogene und isobare Funmction C der Differentialquotienten
for fis Foy - - o5 [n it eine Invariante oder Covariante der Form fu,,
wenn sie der Differentialgleichung :

DC=0
geniigt.

1. Die Quelle d. h. das erste Glied dieser Covariante ergiebt sich
einfach, wenn wir in jenem Ausdrucke C die mit den besiiglichen Zahlen-
factoren multiplicirten Differentialguotienten fy, fi, fas - - -5 [» durch die
entsprechenden Coefficienten a,, ay, @y, . .+, Gx der Grundform erseizen.

Y, Die Anwendung des Differentiationssymboles A auf eine
homogene und isobare Function der einseitigen Devivirtenfo, fi, 55+, fu
kommt einer Differentiation jener Fumction nach der einen nicht homo-
genen Variabelen x gleich.

IV. Fiir wiederholte und abwechselnde Anwendung der beiden Dif-
ferentiationssymbole D und A auf eine Fumction der bezeichneten Art
gelten allgemein die Formeln:

*) Betreffs der Begriindung urd ausfiihrlichen Behandlung derselben sei auf
meine Inanguraldissertation ,Ueber die invarianten Bigenschaften specieller bindrer
Formen, insbesondere der Kugelfunctionen™ § 1 und § IT verwiesen. —
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worin y den mit n mulliplicirten Grad der fraglichen Function in den
f, vermindert wm thr doppeltes Gewicht bedeuter.

Was nun unser Criterium (1) anbetrifft, so nimmt zundchst die
linke Seite desselben nach III die Gestalt an:

1

) AT fE,

Dieser Ausdruck reducirt sich nach einmaliger Anwendung des Sym-
boles D unter Benutzung der Formel (3a) in IV auf Null wegen:

1

2 P
DAt ff = amDfF 4 () arpF =0

und ist dadurck nach I als Covariante der Grundform f,, legitimirt.
Schliesslich ist offenbar, dass' wir die gebrochenen und irrationalen
Bestandtheile des Ausdruckes (4) nachtriiglich durch einfache Multipli-

cation desselben mit 7, “ N in Wegfall bringen, ohne dabei den in-
varianten Charakter des Ausdruckes oder seine Eigenschaft als noth-
wendiges und hinreichendes Criterium fiir die fragliche Darstellbarkeit
der Form [, zu beeintriichtigen, Fiihren wir daher die Bezeichnung ein:

bly 1
(5) C = fo # Av-{-lfot“', v =mn,

so konnen wir das gewonnene Resultat, wie folgt, zusammenfassen:

Das identische Verschwinden der Covariante C, (5), welche in den
Cocfficienten der Grundform fu) den Grad v 4 1, das nimliche Gewicht
v+ 1, mithin in den Variabeln den Grad (n — 2) (v + 1) besitzt,
liefert die nothwendige und hinreichende Bedingung fir die Darstellbar-
keit der Form [y vom Grade n = pv als vollstindige w* Potenz einey
Form @@ v Grades.

Es bleibt noch iibrig, die gewonnene Covariante C, fiir die ersten
Fille mittelst ihrer Definitionsgleichung (5) wirklich auszuwerthen und
durch bekannte und iibersichtliche covariante Bildungen darzustellen.
Wir erhalten nach Unterdriickung unwesentlicher Zahlenfactoren fiir
n =1, 2, 3, 4 die einfachen Werthe:
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C,— H,
C, =T,
C, = 3(2n—3) H* — (n—2)Af2,
C, = 4(Bn—4)HT — (n—3)Bfg,

worin die Bezeichnungen gelten:

foy = ay2” +(7f)a1v’6"“ +--ta=0l=0b=c,

H = (g8, —a,) e~ £ - - - = ¢ (abfar—2br-2,
T = (aa;—3ay0y0,4+2a3) 230 L . - - =(ab)? (bc)ar—2b23¢c*1,
A4 = (aya,—4a,ay + 30,022 4 - - - = (ab)ar—tb,

B = (a*a;—bdaya,a,-+2aga,0,48a*a;— 6a,a,) 2310 + - - .
= (ab)*(ac)ar bt e,

Die fir ¥ =1 und » = 2 gewonnenen Resultate stimmen sehr gut
nit der bekannten Thatsache iiberein, der zu Folge das identische
Verschwinden der Hesseschen Covariante H die Darstellbarkeit der
Form f als n* Potenz einer linearen Form und das identische Ver-
schwinden der Covariante T fiir die biquadratische Form die Ausartung
derselben in ein Quadrat einer quadratischen Form bedingt.

Der Zweck dieser Note liegt zugleich darin, gelegentlich eines so
einfachen und greifbaren Beispieles, wie das behandelte ist, auf die
Brauchbarkeit desjenigen bisher verborgenen Verfahrens hinzuweisen,
welches durch die vier oben kurz mitgetheilten Sitze an die Hand
gegeben Wwird und vorwiegend dazu geeignet erscheint, in naturgemésser
Weise die gebrochenen und irrationalen algebraischen Gebilde der in-
variantentheoretischen Forschung zuginglich zu machen.

Leipzig, den 30. November 1885.
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