
532 

8.  l'heorde der ge7criimrntern Kapillarschdcht; 
vow G .  B a k k e r .  

$ 1. Die Gleichungen von Lord K e l v i n .  

In diesen Annalen l) habe ich gezeigt, daI3 in einer 
e6enen Kapillarschicht einer Pliissigkeit , welche nur in Be- 
ruhrung mit ihrem gesattigten Dampf ist, der hydrostatische 
Druck in einer Richtung senkrecht zu ihrer Oberflache dem 
Dampfdruck (p l )  gleich ist. Der hydrostatische Druck pz in 
einer Richtung parallel ihrer Oberflache anderte sich dagegen 
von Punkt zu Punkt und hatte also einen Gradient. Die Ab- 

Fig. 1. 

hangigkeit zwischen diesem Druck p z  und l l g ,  wenn g die 
Dichte in dem betrachteten Punkt der Kapillarschicht dar- 
stellt, wurde gegeben durch die Kurve H U W F K  der Fig. 1, 
wo die Kurve H G F P K  die theoretische Isotherme von 
Thomson-van  de r  W a a l s  darstellt. Wir wollen nun diese 
Betrachtungen ausdehnen auf eine kugelschalformige Kapillar- 

1) G. Bakker ,  Ann. d. Phys. 20. p. 40 u. 61. 1906. 
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schicht. Hierzu konnen wir z. B. erstens eine kugelfarmige 
Dampf blase im Innern einer Flussigkeit betrachten. Die 
Kapillarschicht ringsum des Dampfes ist in diesem Falle eine 
kugelformige Schale. Die Oberflache der Kapillarschicht ist 
deshalb Ronkav nach der des Dampfes hin. Da die Kapiliarkrafte 
nur auf unmeBbar kleine Abstande wirken, so sol1 das 
Potential in einem Punkte im Innern der Flussigkeit nur ab- 
hangen von der Materie innerhalb einer Wirkungssphare, deren 
Zentrum der betrachtete Punkt ist. In  einem Punkt eiiies 
homogenen Teiles der Flussigkeit ist also das Potential der 
Dichte in dem betrachteten Punkte proportional, und ist fur 
die Potentialfunktion der Krafte zwischen den Elementen des 
betrachteten Agens die Funktion: 

e L  
- f,- 

angewiesen. Das habe ich friiher l) auf folgende Weise gezeigt,. 
Da clas Potential Y der Dichte in dem betrachteten Punkt 
proportional ist, so haben wir im Inneren der Fliissigkeit : 

wo C eine Konstante und Q die Dichte in dem betrachteten 
Punkt darstellt. Sind q und f neue Konstanten, so kiinnen 
wir auch setzen: 

was fur die folgenden Rechnungen bequemer ist. 

wollen es in der Folge Flussigkeit nennen) Null, deshalb: 

7 = -  CP 3 

-qa  P =  - 4 n f e ,  

Die Kraft ist im Inneren des homogenen Agens (wir 

d V  
dY d s  -0 ,  --- - 0 ,  dV d V  --- d m  - 0 ,  

und auch: 

Denken wir uns, daS die Flussigkeit die Gestalt eines Wurfels 
hat, und wahlen wir ein Koordinatensystem, dessen Achsen 
durch den Mittelpunkt des Wurfels gehen, wahrend sie den 
Kanten parallel laufen. Dann konnen wir fur einen Punkt 

1) G. B a k k e r ,  Zeitschr. f. phys. Chem. 33. p. 485 11. 486. 1900. 
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auBerhalb des Wiirfels uber eine bestimmte Entfernung von 
der Kante die Kraftlinien als parallel und senkrecht zu den 
Seitenflachen betrachten. Wir haben also z. B. fur einen 
Punkt auf der positiven Seite der X- Achse in unmittelbarer 
N‘ahe au6erhalb des WiirfeIs: 

In einer Richtung parallel der positiven X-Achse mu6 das 
Potential schnell bis zu Null abnehmen. Eine einfache (viel- 
leicht die einfachste) Funktion, welche dieser Forderuag ge- 
nugt, ist A e - q ” ,  wenn nur q grog genug gewahlt wird. Also 
haben wir, wenn 

d2 V d2 V -+7=0 und g = o  
dy2 d x  

P= A e - 4 2 ,  

oder durch zweirnalige Differentiation: 

-- - qa 7. da V 
d s 2  

Auf ahnliche Weise zeigen wir, wenn 
d2 P d2 B - + T = O  und p = 6 ,  d x a  da: 

daB 
__- d P V  - 4 2 7  etc. 

Ya 
Weiter fanden wir schon, daB, wenn Q von Null verschieden 
ist. und 

d2 V. d2 V da V 
daq d y  d a  __ 3- 7 4 -  7 = 0 ,  

pa Y = -  4 m f g .  
Alle diese Forderungen lassen sich nun als eine einzige Diffe- 
rentialgleichung schreiben : 

(1 1 
L. c. habe ich nun folgenden Satz bewiesen: 

1st irgend ein h,omogenes Massensystem gegeben, und ist 
ferner P eine irn ganzen Raume gegebene Funktion von x, y, z, 
welche folgenden drei Bedingungen genugt: 

1. Y und seine ersten Derivierten nach x, y, z sind uberall 
stetig ; 

A2 P =  qa Y +  4 m  f ~ .  
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2. mit Ausnahme gewisser Stellen (die aber keine raurn- 
&he Ausdehnung haben) ist im ganzen Raum: 

A 2 P =  q 2 Y +  4afe ,  

wo p die Dichtigkeit des Massensystems im Punkte 2, y, z be- 
zeichnet ; 

3. die Produkte 
d V  d T  d V  
ds d y  d x  

X T ,  7j 6 2 7 ,  X 2 - ,  7 J 2 - 7  2'- 

werden nirgends unendlich, so ist 7 das Potential des Massen- 
systems in bezug auf den Punkt 2, y, z, wenn 

e - q r  

- f y  
die Potentialfunktion darstellt. 

I n  der Theorie der Kapillaritat gibt es kein Agens, das 
uber Fliichen zerstreut oder in Punkten konzentriert ist. Ich 
habe aber dem Satz in seiner allgemeineren Fassung den Vor- 
zug gegeben. 

Auf die durch C. Neumann  gefundene Eigenschaft dieser 
Potentialfunktion und das Ton mir umgekehrte Problem habe 
ich bereits verwiesen; ebenfalls auf die van  der  Waalsschen 
Betrachtungen. l) Alle diese Betrachtungen zusammen weisen 
die Funktion 

an als Potentialfunktion der Krafte zwischen den 3701um- 
elementen des Agens, das die Materie reprasentiert. 

In der Gleichung (1) sind die QrSBen P und p (Potential 
und Dichte) als Funktionen rechtwinkliger Koordinaten be- 
trachtet. Indessen ist es bei verschiedenen Untersuchungen 
von Interesse, diese Gleichung auf folgende Weise durch eine 
andere zu ersetzen. Dazu leiten wir aber vorher eine Form 
ab fur die potentielle Energie der Volumkrafte. 1st Y das 
Potential, so wird die fragliche GrijBe: 

2) W = l  f p ,o d t (d z = Volumelement). 

1) G. Bakker ,  Ann. d. Phys. 20. p. 43 u. 44. 1906. 
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Das Integral betrachten wir als eins uber den ganzen Rnum. 
Unsere Differentialgleichung 

(1) A2 Y =  q2 P'+ 4ntf.p 
gibt: 

Aa V - q' T' 
4' 4 m f  

Durch Substitution in (2) also: 

P A 2  7 ; d t  - -- s B 2 d t .  1 
8 n f  

w= -d' 
8 n f  

Weiter ist: 

Durch partielle Integration % i d :  

Da 7 und d B l d z  fur unendliche Entfernung gleich Null 
werden, so konnen wir  auf bekannte Weise zeigen, da6 das 
Flachenintegral: 

v llg F d y  dz 

S Y G d t  = - ~ ( ~ ) ' d r .  
gleich Null ist. 

Durch Substitution dieses Ausdruckes und des analogen fur 

Die Energie pro Volumeinheit wird daher: 

wo R die Kraft auf die Masseneinheit bedeutet. 

wir also q = l lh ,  d a m  geht die letzte Formel uber in: 
Die OroOe q ist der reziproke Wert einer Linie. Setzen 
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Fur Q = 0 oder A= m wird die Potentialfunktion - f (e-g r/r) 
die Newtonsche Funktion - ( f l r ) ,  und wir erhalten die be- 
kannte Maxwellsche Formel 

fur ein elektrostatisches Feld. 
Um nun Gleichung (1) durch eine andere zu ersetzen, 

zerteilen wir den ganzen Raum durch drei Systeme ortho- 
gonaler Flachen in Zellen. Diese Flachensysteme schneiden 
einander bekanntlich nach dem Satz von Dup in  in Kriimmungs- 
linien. I) Nennen wir die Differentialen der Bogen dieser 
Krummungslinien du, dv  und dn. Fur  die Energie des be- 
trachteten Agens 

kiinnen wir auch schreiben : 

Die Variation der Energie wird also: 

(3) 1 
I 

Setzen wir : 
d u  dv = dS , ,  d u  d n  = dS,, d v  d n  = dS,, 

so ist: 

1) Vgl. z. B. F. J o a c hi m s t h a1 , Anwendung der Differential- upd 
Integralrechuung auf die allgemeine Theorie der Flachen und der Linien 
doppelter Kriimmung. 2. Aufl. p. 117. 
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Die Integrale beziehen sich auf den ganzen Raum, und 
das Flachenintegral wird deshalb Null. Durch Entwickelung 
der anderen Glieder des ersten Raumintegrals voh (3) er- 
h&lt man : 

Betrachten wir nun das krummlinige Parallelepipedon, 
welches uber den durch einen betrachteten Punkt gehenden 
Differentialen du, d v  und d n  konstruiert ist, und dessen Grund- 
flache dSl = du dv zwischen vier Elementen von Kriimmungs- 
linien enthalten ist. Nennen wir das gegenuber dS, liegende 
Plachenelement dS,’, so wird, wenn man kleine Grof3en hoherer 
Ordnung vernachlassigt: 

d S1’- d S, 
a n 

- a 
a 13 

-(dS,) = 

Man erhalt also: 

Nun sind du ,  dv Elemente der Kriimmungskurven im be- 
trachteten Punkt der Flache S,. Deshalb: 

Sind ferner dS, Elemente von Niveauflachen und d n  
Differentiale von Kraftlinien, so wird : 

und man erhalt aus (4) niittels (5)  und (6 ) :  

(d t = Raumelement). 



Theorie der gekriimmten Kapillarschicht. 539 

Fur die potentielle Energie hat man allgemein den Ausdruck: 

Vnriiert man nun allein die Dichte, so ist: 

J Yap  d t  = Q d Pds ,  J 
(8) J' s und 

d I P ' = +  Y S g d z + +  p d T ' d r = J ~ S Y d s .  

Durch Gleichsetzung von (7) und (8): 
a B  a- 
an. 1 av  

(9) a m  
Fur eine homoyene Phase wird: 

Deshalb andert sich die Differentialgleichung fur solch eine 
homogene Phase in: 

Y +  472fL2g = 0 .  
Nach G a u s s  und v a n  de r  W a d s  ist aber in diesem Falle: 

wo a den Koeffizient des Laplaceschen Ausdruckes fur die 
(innere) Kohasion (Molekulardruck) bedeutet. Deshalb: 

2 7 t f h 2 =  a. 
Wir haben also fur eine kugelformig konkave Kapillnrschicht : 

Y = -  2 a e ,  

wenn R der Radius der durch den betrachteten Punkt gelegten 
Kugelflache von konstanter Dichte bedeutet und d h  die Diffe- 
rentiale einer Strecke senkrecht a'uf die Oberflache der kugel- 
schalformigen Kapillarsehieht darstellt ; positiv gerechnet in 
der Richtung: 

Flussigkeit + Dampf. 
1st p = f v dp,  wo p den Druck der theoretischen Isotherme 

bedeutet, fur einen Punkt, welcher korrespondiert l) mit der 

1) Ein Punkt der theoretischen Isotherme sol1 korrespondieren mit 
einem Punkt der Rapillarschicht, wenn das spezifische Volum des ersten 
Punktes denselben Wert hat als der reeiproke Wert der Dichte in dem 
betrschteten Punkt der I<cpillarschicht. 
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Dichte in dem betrachteten Punkt der Kapillarschicht, so wird 
,u das thermodynamische Potential genannt; und ist ,ul ihr 
Wert in der homogenen fliissigen Phase, welche die kugel- 
schalformige Kapillarschicht an der auI3eren Seite begrenzt, so 
hat man auch hier wieder, wie schon friiher yon mir gezeigt 
worden ist l) : 

und deshalb: 
(1 1) p+ 2 a e  = P I  - p, 

Da fir  die homogenen Phasen (Flussigkeit und Dampf), 
welche die kugelschalformige Kapillarschicht bez. an der au8eren 
und inneren Seite begrenzen, d2T/dh2 und dQjdh verschwinden, 
so sind bei Gleichgewicht und bei quasi-stationaren Zustanden 
die Werte von ,u in der tliissigen bez. dampfformigen Phase 
einander gleich. 

In Fig. 2 ist wieder H G  P K  die theoretische Isotherme, 
und die rechtlinige Strecke H K  ist die sogenannte empirische 

Isotherme. Flache N H A B N  stellt also fur den Punkt A 
(mit dem entsprechend gesetzten Zeichen) den Wert von J v d p  
dar. Korrespondieren also die Punkte A und C mit den 
Punkten in den Qrenzflachen der kugelschalformigen Kapillar- 
schicht, welche sie bez. an der auI3eren und inneren Seite be- 

1) G. Bakker,  Ann. d. Phys. 20. p. 49. 1906. 
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grenzen (die Knpillarschicht umschliept die Dampfblase), so 
hat man also: 

Flache N H A U iV = E’lache Nli‘ C Q N .  
(Weiter uriten sol1 gezeigt werden, daB die Kurve, welche in 
der kugelschalformigen Kapillarschicht die Beziehung zwischen 
p ,  und v = l / q  darstellt, wirklich eine Gestalt hat, wie durch 
Kurve A B C angedeutet ist. 1st die Kapillarschicht eben, so 
sind die Drucke senkrecht auf ihrer Oberflache uberall dem 
gewohnlichen Dampfdruck gleich; rl fallt in diesem Falle mit H, 
und C mit K zusammen.) 

Setzen wir: 
A - H =  V ,  N K =  va, D A  = vl‘, Q C =  4 ‘ 

und betrachten wir angenahert M ~ ~ d D  als ein Trapez, so 
hat man deshalb: 

(1 2) (wl + “1’) (vl -pa.) = (va + va’)(Pl -pPaf.) 7 

wo pfl. und pdf.  bez. die Drucke in den flussigen und dampf- 
formigen Phnsen in der Nilhe der kugelschalformigen Kapillar- 
schicht bedeuten. 

Durch Differentiation 

woraus, nach Substitution 

von (loa) erhalt man weiter: 

des Wertes von g aus (11): 

Nach Integration: 
2 

1 

wo nun aber R ein Mittelwert ist zwischen dem Wert des 
kleinsten und groBten Radius der kugelfiirmigen Flache, welche 
die kugelschalformige Kapillarschicht begrenzen. 

Fur die Kohasion, bez. in der Richtung und senkrecht auf 
der Richtung der Kraftlinien, fand ich l): 

1) G. Bakker,  Ann. d. Phys. 20. p. 42. 1906. 
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wo y durch l j ? ,  ersctzt ist (Iv ist deshalb eine Strecke). 
Da  nun weiter: 

so haben wir auch: 
sz - 8, = Pl - Pz l) 9 

Nun war die totale Abweichung von dein Pascalschen Gesetz 
oder dem Integral: 

2 

J P ,  - Pz) d h  f 
1 

die Oberflachenspannung oder die Kapillarkonstante li von 
L a p l a c e .  Wir konnen deshalb statt (13) schreiben: 

2 H  
Pdf. - pa. = R 

und erhnlten mit Hilfe von (12) die Gleichungen von Lord 
Kelv in  in der Gestalt: 

und 

§ 2. Die Kurven, welohe den hydrostatischen Druck pis) bez. p z  
darstellen in ihrer Abhangigkeit von einer Strecke JL in der 
Richtung des Radius und in ihrer Abhangigkeit von dem 
reziproken Wert t i  = 1 / q  der Dichte in dem betrachteten Punkt 

der Kapillarschicht. 

Best,imnien wir nnii erstens die Gestalt der Kurve, welche 
fur die lrugelschalf6rmige Kapillarschicht den hydrostatischen 
Druck p 1  in einer Bichtung senkrecht auf die Oberfiache der 

1) G. Bakker ,  1. c. p. 44. 
2) G. Bakker, Ann. d. Phys. 14. p. 612. 1904. 
3) Also der Druck in der Riclitung des Radius oder ,,in der Rich- 

tuug der Dicke" der kugelschalfiirmigen Kapillarschicht , eine GrGWe, 
welche fur cine cbmze Kapillarschieht dem gew821nliclien Dampfdruck 
gleich ist. 
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Schicht (in der Richtung des Radius also) darstellt in ihrer 
Abhangigkeit von einer Strecke h in derselben Richtung. Wir 
denken uns, da.6 die Kapillarschicht eine kugelformige Dampf. 
blase umhullt ? wahrend sie selbst durch Fliissigkeit umgeben 
ist. Diese Strecke sol1 anfangen am Ende des auBeren Radius 
der kugelschalformigen Kapillarschicht und enden am Ende 
des inneren Radius. Die ganze Strecke ist also die Dicke 
cler Kapillarschicht und ihre Differentiale d h ist positiv in 
der Richtung Fliissigkeit-Dampf. 

Bedeutet B den thermischen Druck in einem Punkt der 
Kapillarschicht, so ist in jeder Richtung der hydrostatische 
Druck die Differenz zwischen 8 und der Kohiision. Senkrecht 
zur Kapillarschicht (also radial) hat man deshalb : 

Nun ist in der Richtung der Kraftlinien (vgl. oben): 

Also : 

= e - sl. 

vs 1 2  d v s =---- ~ 

1 4 n  4 a  ( d h ) .  

p ,  = 8 + ~ (-) - ~ 

h2 d v v2 

4 0  dh. 4 a  
D urch Differ enti at ion : 

Weiter ist: 

2 h 2  d P  (vgl. oben). d2 V h=- - p'- 2 a p  = ____ 
(10) d h2 R d h  
Deshalb : 

Wir erhalten also den einfachen Satz: 
Ber  Gradient des hydrostatischen Druckes p ,  in einem Punkt 

einer RugelschalfGrmigen Kapillarschicht, in einer Richtung senk- 
recht zu ihrer Oberfliiche, ist das Produkt der Abweichung von 
dem Pnscalschen Gesetz mit der Kriimmung. 

1st die Kriimmung Null, und die Kapillarschicht also eben, 
so erhalt man das bekannte Resultat fur eine ebene Kapillar- 
schicht: 
2 d P  = 0 oder p ,  = Konstante = Dampfdruck. 
d h  
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Durch Integration von (1 7) erhalt man unmittelbar den Satz 
von Lord Kelvin:  

2 

1 

Nun ist fur jeden Punkt in der Kapillarschicht: 

und also: 
PI 7- Pz 

uad deshalb immer: 

Der hydrostatische Druck p1 nimmt also von der fliiseigen 
Phase bis zu der dainpfformigen Phase immer zu. Der An- 
fangswert pfl. wird gegeben durch die Ordinate von dem Punkt A, 
whhrend der Endwert pdf. durch die Ordinate von C gegeben 
ist (Fig. 3). 

Ganz auf dieselbe Weise, wie ich friiher fur eine ebene 
Kapillarschicht gezeigt habe l) , kann man wieder beweisen, 

A 

daB die Kurve, welche das Potential F' als Funktion von h 
darstellt, eiiien Wendepunkt hat, oder daB d Y / d  h ein Maxi- 
mum hat. Da nun d p , / d h  zu 1 / R  (d 7/dh)2 proportional ist 
(vgl. die Gleichung (17)), so sol1 also die Kurve, welche p ,  als 
Funktion von h darstellt, ebenso einen Wendepunkt haben, 

1) G. Bakker ,  Ann. d. Phys. 15. p. 545. 1904. 
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und die p ,  - h-Kurve hat eine Gestalt, wie in Fig. 3 die 
Kurve A B C. 

Durch Multiplikation mit d h l d v ,  wo v =  l / e  gleich den 
reziproken Wert der Dichte in dem betrachteten Punkt der 
Kapillarschicht bedeutet, findet man aus (1 7) 

Wie ich in diesen Annalen') zeigte, ist es wahrscheinlich 
(fast selbstverstandlich) , dab fur alle Punkte einer Kapillar- 
schicht 

1 d-  
dv __-  e 
d h  d h  

-- 

dasselbe Zeichen hat. Die Natur der Kurve, welche p ,  in 
ihrer Abhangigkeit von v =  l / e  darstellt, ist also dieselbe wie fur 
die zuletzt betrachtete Kurve, und auf diese Weise findet man 
die Kurve A B C in Fig. 2. Die p ,  -Kurve ist also in Zusammen- 
hang gebracht mit der theoretischen Isotherme HG PK; HR ist 
die sogenannte empirische Isotherme. 

§ 3. Die Kurve ,  welche den hydrostatischen Druck  p, in einer 
kugelschalformigen Kapillarschicht, in einer Richtung senkrecht 
zu  dem Radius, in ihrer Abhiingigkeit von dem reziproken W e r t  

der Dichte (v = l ie)  in dem betrachteten Punkt daretellt.s) 

Der Radius der kugelschalformigen Kapillarschicht gibt 
die Richtung der Kraftlinien an. Der Druck p ,  ist deshalb 
in einer Richtung senkrecht auf die Kraftlinien. 1st 8 der 
thermische Druck und S, die Kohasion in der angedeuteten 
Richtung, so hat man wieder: 

Nun ist in einer Richtung senkrecht zu den Kraftlinien die 
Kohasion gegeben durch die Formel: 

p ,  = 8 - s,. 

1) G. Bakker ,  Ann. d. Phys. 17. p.478. 1905. 
2) In dem Falle, wo der Radius der Oberflriche der Kapillarschicht 

,,unendlich" groB wird, und deshalb die Schicht als eben betrachtet 
werden kann, wird pa also der hydrostatische Druck parallel ihrer 
Oberflriche. 

3) G .  Bakker ,  Ann. d. Phys. 14. p. 619. 1904. 
Annalen der Physik. IV. Folgo. 23. 35 
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Also : 

Weiter war in der Richtung der Kraftlinienl): 

Fur den hydrostatischen Druck in dieser Richtung hat man 
deshalb : 

(19) 
denn : 

a = 2 nf Aa (vgl. oben p. 539). 
Wir erhalten also: 

p ,  +pa / 2 ist die halbe Summe der hydrostatischen Drucke 
bez. in der Richtung und senkrecht zu der Richtung der Kraft- 
linien.a) Wir wollen diese GroBe durch p andeuten. Also: 

Durch Differentiation von (20 a): 
d t ,  $ 8  2 V d V  d 8  
dv dv 4 a  dv dv 
-=----- - - (1 + E) > 

denn : 

Weiter ist (vgl. oben Gleichung (1 1)) : 
d 8 = - ~ d P .  

(11) 7 +  z a p  =pl - y .  

dt ,  d%PI--IU* 
dv -d.n= 

Also : 

p ist das thermodynamische Potential der homogenen Phase, 
welche mit der Densitat in dem betrachteten Punkt der 
Kapillarschicht korrespondiert. Wenn der Index 1 Bezug hat 
auf die homogene Phase der Fliissigkeit, so ist also: 

P - PI = S v d p .  
1 

1) Vgl. oben 9 2. 
2) p1 und p ,  konnen auch bez. betrachtet werden als der Maximal- 

wert nnd der Minimalwert des hydrostatischen Druckes in dem be- 
trachteten Punkt. 
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Konstruieren wir also in Fig. 4 die Kurve, welche den 
Mittelwert p in ihrer Abhangigkeit zu v = 1 / e  darstellt, so 
hat diese Kurve A E C ihr Minimum gerade unter dem Punkt E 
der theoretischen Isotherme von J a m e s  Thomsou,  wo p = pL1 
oder Fliiche D A 0 Mgleich Fliiche L EPGM. Man kann aber 
noch weiter gehen und zeigen, da8 das Minimum der Kurve AEC 
zusammenfallt mit dem genannten Punkte der theoretischen 
Isotherme. Wenn n. 1. p = pl,  so ist zufolge Gleichung (I 1): 

B=- 2 a q  
und Gleichung (20 a) wird : 
(21) p = 0 - a $ .  
Andererseits ist aber fur die theoretische Isotherme : 

p = 0 - sea. 
P -  P. Deshalb: 

N -  a 

B 

L.  

M B  

~- 

'- 

A E C  - ~ - v i % n v  
E R  GEPK - theor Isoh. 

w---. A B C  = p , - v - & ~ e  
AUWVC;p,-v&rve 
Flrcche DA G M - M  L6GM 
R a d ~ e N E l D * l l c i A e N B C &  
EX = empun-& Isot.'~ 

V- A- 

R 
3; 
8 

35 * 
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Andererseits haben wir: 

Deshalb : 
R = i P W .  

P W ist also der ,,Durchmesser" der kugelschalfbrmigen Kapillar- 
schicht, welche zu dem Punktepaar 8, C der Fig. 4 gehiirt. 

Betrachten wir wieder Fig. 3, so kann man fiir jedes 
Punktepaar auf den Kurven A B  C und A U W T C ,  welche 
dieselbe Abszisse haben, das entsprechende Dreieck PB W 
konstruieren. Man findet d a m  immer: 

R = + P W .  

Fur eine ebene Kapillarschicht wird 

p ,  = Dampfdruck = Konstante 

und die Kurven A B C  in den Figg. 3 und 4 werden Ilechte 
der 11- bez. v-  Achse parallel und gehbrigerweise: 

P W =  2 R =  CO. 

9 4. Die Kapillarschicht, welche ein Flussigkeitstriipfchen 

Bis jetzt haben wir eine kugelfiirmige Dampfmasse be- 
trachtet, welche durch Flussigkeit umgeben war. Betrachten 
wir nun eine kugelfbrmige Fliissigkeitsmasse umgeben von 
Dampf. Die Kapillarschicht , welche die Fliissigkeitsmasse 
umhullt, ist nun konvex nach dem Bampf hin und die Diffe- 
rentialgleichung fur das Potential der Kohasionskrafte wird 
statt (10a) oben: 

umhullt. 

und die Differenz zwischen paf. und pO. findet man aus (13) 
durch Anderung von R in - 3. Also: 

2 
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Hier ist deshalb bekanntlich der Druck in der Fliissigkeit 
gr&r als der Druck in dem Dampf. In  Gleichung (22) ist ,ul 
das thermodynamische Potential in der kugelfijrmigen Fliissig- 
keitsmasse, und auf dieselbe 
Weise als oben findet man 
wieder, da6 in der Fliissigkeit 
und in dem Dampf, WO: 

d V  
d h  

-- d S V - O  und - = O ,  
d hB 

das thermodynamische Poten- 
tial denselben Wert hat. 

Nur innerhalb der kugel- 
schalformigen Kapillarschicht, 
welche die kugelformige Fliis- 
sigkeitsmasse begrenzt, andert 
sich das thermodynamische Po- 
teutial p. 

Die Gleichungen von Lord Kelvin fur pfl .  und pdf. er- 
halt man, wenn man in (16a) und (16b) R durch -Rersetzt. 
Sowohl pf l .  wie pu.  ist nun gri$?er als der gewijhnliche Dampf- 
druck. Sind B und C in der Fig. 5 die Punkte, welche auf 
der Isotherme bez. korrespondieren mit den Volumina der 
Fliissigkeit und des Dampfes (die Fliissigkeit und der Dampf 
ist also bez. innerhalb und auEerhalb der kugelschalformigen 
Kapillarschicht), so gibt die Gleichheit der thermodynamischen 
Potentiale: 

Flache D A S 8 = Flache S C K H ,  

wo wieder H K das geradlinige Stiick der empirischen Isotherme 
dnrstellt. Leicht finden wir die Gleichung, welche mit (12) 
korrespondiert. 

Den Gradient des hydrostatischen Druckes p 1  senkrecht 
auf der Oberflache der Kapillarschicht (also in der Richtung 
der Kraftlinien), welche die kugelflormige Fliissigkeitsmasse 
umhiillt, erhalten wir aus (17), wenn wir wieder R durch - R 
ersetzen. Deshalb: 

(24) 

Da nun auch hier wieder die Abweichung p ,  -pa von dem 
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P a s c a l  schen Gesetz dem Quadrat der Kraftintensitat pro- 
portional ist, wird d p ,  l d h  negativ. 

DaB die p1 - h-  Kurve einen Wendepunkt hat, l i6 t  sich 
wieder auf dieselbe Weise wie oben zeigen. Nimmt die Dichte 
immer stetig ab, wenn man Punkte betrachtet in der Richtung: 

Fliissigkeit ---t Dampf, 

d. h. wenn der Gradient d q l d h  negativ oder der Gradient 
d v l d h  positiv ist, so hat also die Kurve A B C  durch den 
hydrostatischen Druck p ,  senkrecht zur Oberflache der kugel- 
schalfiirmigen Kapillarschicht wirklich eine Gestalt, wie in 
Fig. 5 dargestellt ist. Durch Integration von (24) erhalt man 
wieder die Gleichung von Lord Kelvin:  

2 H  
R 

_ _ .  pdf - pfl. = - 

Die p ,  -v-Kurve kann wieder auf dieselbe Weise studiert 
werden wie oben. 

8 5. Zusammenfassung der Betrachtungen iiber kugelfiirmige 
Dampf blaeen und kugelfijrmige Flussigkeitstriipfchen. 

Fassen wir erstens die Betrachtungen iiber die p ,  - v -  
Kurven in einer Figur zusammen, und bedenken wir, daB bei 
den letzten Betrachtungen der gr6Bten Werte fir den Dampf- 
druck paf. korrespondiert mit dem Punkt P in der Fig. 5,  
und daS in dem ersten Falle, wo der Dampf sich im Innern 
der Kapillarschicht befindet, Punkt G in der Fig, 5 korre- 
spondiert mit dem kleinsten Werte des Druckes in der Pliiss9- 
Reit, welche nun den Bampf umhullt, so erhalten wir die folgende 
Fig. 6 fur die gesamten p ,  - u-Kurven. 

Die Kurve A C hat Bezug auf eine Dampfblase, wobei 
1 ?. der Druck in der Flussigkeit rings um die Blase ein Minimum 

ist. Den zugehorigen Radius der kugelformigen Blase be- 
rechnet man aus (16b): 

(25) 

wo pfl. =pmin. korrespondiert mit dem Punkt A,. Es ist aber 
fraglich, ob die Abweichung des P a s c a l  schen Gesetzes schon 
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ihren Maximumwert angenommen hat und H also die Kapillar- 
konstante von L a p l a c e  darstellt. Wir schreiben darum: 

vz +v,' 2 E' 
Rai. = - vz + v,' - ( ~ 1  + ~1') PI - Pmin. 

P 

\Jl . .. . 

Volum -aiw 

Fig. 6. 

Wahlen wir ein bestimmtes Beispiel, die absolute Temperatur sei : 
27 T = -  
32 ',* 

Fiir diese Temperatur fand ich l) ,  daB 
Kapillarschicht gegeben werden kanri 

die Dicke h einer ebenen 
durch : 

wo H die Laplacesche Konstante und p ,  den Dampfdruck 
darstellt. 

Nach der Gleichung von van d e r  Waalsa) tangiert bei 
dieser Temperatur die Isotherme die Volumenachse, und deshalb : 

Weiter ist in diesem Falle der Quotient v21vl von der GroBen- 
ordnung 19. 

pmin. = 0 

1) G. Bakker ,  Zeitschr. f. physik. Chem. 61. p. 358 u. 361. 1905. 
2) J. D. van der Waals, Rontinuitat, p. 105. 1899. 
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Deshalb : 

Andererseits wissen wir, da8 der Radius der Dampfblase 
(Mittelwert der Radii der zwei Rugelflachen, welche die kugel- 
schalformige Kapillarschicht begrenzen) wenigstens dem mitt- 
leren Abstand zwischen zwei Dampfmolekeln gleich sein muB, 
denn eine Dampfblase ist eine Sammlung von Molekeln. Da 
weiter die Kohasion des Dampfes sehr geringfiigig ist, ist 
dieser mittlere Abstand von der GrGBenordnung der Wirkungs- 
sphare. 

Deshalb: 
Rdf. 3 Radius der Wirkungssphare. 

I n  der Gleichung (26) darf also H' nur wenig von H diffe- 
rieren. I n  jedem Falle muB H von derselben GroBenordnung 
sein als E. 

Die Kurve A, C, ist der andere Grenzfall. Sie hat Bezug 
auf ein Flussigkeitstropfchen, umgeben von Dampf. Auf ahn- 
liche Weise, als AM, bezeichnet ist, findet man fur diesen Fall: 

2 H" ___-. v1 + v," R& = - 
v2 + %,' - (Vl + VI'I P,,,. -P1 

H" ist auch hier nicht notwendig die gewohnlich betrachtete 
Kapillarkonstante von Laplace .  v1 und v2 sind bez. die 
Abszissen von H und K in der Fig. 6, und vl" und vZ,, sind 
bez. die Abszissen von A, und P. Fur  eine p ,  - v.Kurve in 
der Nahe von H K  dagegen werden die Differenzen pdf. -pp ,  
und p ,  -pa. sehr klein, und konnen H und H' durch H ef- 
setzt werden; Rfl, und R d f .  werden also sehr groS, um bei 
der Limite, wenn A, und C, oder A, und C2 also mit H und K 
zusammenfallen, unendlich zu werden, wobei die gekriimmte 
kugelschalformige Kapillarschicht in eine ebene ubergeht. 

Bei jedem Punkt des Rurvenstuckes Y K  der theoretischen 
Isotherme (Fig. 6) haben wir uns ein Flussigkeitstropfchen von 
einem bestimmten Durchmesser gedacht. 1st z. B. C, der 
betrachtete Punkt, so geben bez. die Ordinate und die Abszisse 
dieses Punktes den Druck pdf, und den reziproken Wert der 
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Dichte des Dampfes an, welcher das Flussigkeitstropfchen um- 
hiillt, wiihrend der Radius des Trbpfchens durch die Gleichung : 

2 H  
R0. = Pa. - Pdf. 

gefunden wird. 
Der Druck pa. der Flussiykeit innerhalb des Tropfchens wird 

angegeben durch die Ordinate des Punktes $, wo das thermo- 
dynamische Potential denselben Wert hat ale in dem Punkt C,. 
Der reziproke Wert der Dichte im Innern des Fliissigkeits- 
tropfchens wird weiter durch die Abszisse von A, gegeben. 
Eine ahnliche Betrachtung gilt fur jedes Punktepaar unterhalb 
des geradlinigen Stiickes der empirischen Isotherme. Bei jedem 
Punkt des Kurvenstuckes H A ,  der Fig. 6 denken wir uns nun 
eine kugelformige Dampfblase. Der Druck und der reziproke 
Wert der Dichte der. Flussigkeit, welche die Dampfblase um- 
hiillt, sind bez. gegeben durch die Ordinate und die Abszisse 
des betrachteten Punktes, z. B. A,;  die Koordinaten des 
Punktes C, , wo das thermodynamische Potential denselben 
Wert hat als fur den Punkt A,, geben wieder die entsprechende 
GroBe fiir die Dampfblase, wtihrend der Radius der Dampf- 
blase gegeben ist durch: 

261  
Pdf. - Pa. 

Raf. = 

Ebenso wie bei einer ebenen Kapillarschicht fanden wir, daB 
fur einen Punkt in einer kugelschalformigen Kapillarschicht 
der hydrostatische Druck bez. ein Maximum und Minimum 
ist in der Richtung und senkrecht zu der Richtung der Kraft- 
linien. Die Kurve B E C (Fig. 4), welche den Mittelwert: 

dieser Drucke in ihrer Abhangigkeit von dem reziproken Wert 
der Dichte in dem betrachteten Punkt darstellt, schneidet, wie 
wir fanden, die theoretische Isotherme in einem Punkt E (Fig. 4), 
wo das thermodynamische Potential denselben Wert hat als 
in den Punkten A und C, und in diesem Punhte hut die p - v- 
Kurve A E C gerade ihre Minimumordinate. Wir haben also 
den folgenden Satz: 

Jedes Punktepaar der Isotherme, wofur das thermodynamische 
Potential denselben Wert hat, f i g .  7 (wie A, und C,, A, und C7 etc.), 
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entspricht oberhalb des geradlinigen Stiickes H K  der empirischen 
Isotherme einem Flussigkeitstropfchen derart, dap der Zustand inner- 
halb dieses Tropfchens und der des Dampfes, welcher es umhiillt, 
durch die Sage dieses Punktepaares eindeutig bestimmt ist. Ebenso 
entspricht jedes Punktepaar unterhalb des geradlinigen Stiickes H K  
&r empirischen Isotherme einer kugelformigen Dampfblase. Ber 

Fig. 7. 

Zustand dieser Dampfblase und der Riissigkeit, welche die Dampf- 
blase umhiillt, ist wieder durch die Sage des Punktepaares (wie 
A, und C,, A, und C2 etc.) eindeutQ bestimmt. Konstruiert man 
nun fur jede kugelschalformige Kapillarschicht, welche im ersten 
Falle das hugelformige Flussigkeitstropfchen, und im zweiten Palle 
die kugelfiirmige Dampfblase umhullt, die Kurve, welche den 
Mittelwert p = (p ,  + pa / 2) l) der Maximal- und Minimaldrucke f u r  

1) Um es hier noch einmal zu wiederholen: sowohl in einer ebenen 
wie in einer gekrummten Kapillarschioht ist der hydroststische Druck in 
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irgend einen Punkt dieser kugelschalformigen Kapillarschichten in 
ihrer Abhangigkeit von dem rezajwoken Wert der Uichte darstellt, 
so bilden die Minima dieser Kurven gerade den labilen Teil der 
theoretischen Isotherme. 

Hiermit ist also eine physische Bedeutung fur den labilen 
Teil der theoretischen Isotherme gegeben. 

Bemerkung. Ich habe meine obigen Betrachtungen yon 
irgend einer Spezialform der Zustandsgleichung frei gehalten. 
Wollen wir aber zeigen, wie z. B. die Gleichung der p - v-Kurve 
mit Hilfe einer- Zustandsgleichung gefunden wird, so kiinnen 
wir nicht besser tun, als dieser Untersuchung die van  d e r  
Waals  sche Zustandsgleichung zugrunde zu legen, denn ich 
glaube, daB wir alle einverstanden sind uber die Bemerkung 
von Traube ' ) ,  wo er sagt: Jch mochte bei dieser Gelegen- 
heit bemerken, daB ich die Aufstellung von van de r  Waals' 
Zustandsgleichung als eine der ersten GroBtaten der physi- 
kalischen Chemi'e betrschte. Berucksichtigt man, daB a und 6 
keine Konstanten sind , so gilt jene Isothermengleiehung mit 
wesentlich grS6erer Annaherung, als man bisher annahm ; auf 
jeden Fall ist sie im allgemeinen jenen komplizierten Gleichungen 
vorzuziehen, die man an ihre Stelle gesetzt hat, welche viel- 
leicht der Wahrheit naher kommen, aber zum Rechnen weit 
weniger geeignet sind.li 

Die Gleichung der Kurve A E C  in Fig. 4, welche die Be- 
ziehung zwischen # = (p l  + p , / 2 )  und v darstellt, wird nun 
auf folgende Weise abgeleitet. In  der Gleichung (20a) ersetzten 
wir den thermischen Druck 8 durch den van de r  Waalsschen 
Ausdruck: 

RT 
U - b  

imd erhalten: 
R T  V 2  

v - b  4 a  
p = -  --. 

einem Punkt abhiingig von der Richtung und also das Pascalsche Ge- 
setz verletzt. In der Richtung, wo die Dichte sich am meisteu andert 
(in der Richtuug des Gradienten der Dichte), ist der hydrostatiscbe Druck 
ein Maximum, in einer Richtung senkrecht auf die erste dagegen ein 
Minimum. Die GrijBe $I ist nun die hslbe Summe dieser zwei hydro- 
statischen Drucke. 

1) J. Traube,  Verhandl. d. Deutsch. Phpsik. Gesellsch. 7. Nr. 9. 
p. 200. 
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Nun ist auch in einer gekriimmten Kapillarschicht : 

oder : 
d 8 = - e e d P 1 )  

1 R T v  d -- . d V = -  v d 8  =- vd-=- RT 
v - b  v - b  

1st nun <' der Wert des Potentials, welches korrespon- 
diert mit dem Punkt d der Fig. 4, so findet man durch Inte- 
gration : 

V - b  1 
v I -  b ( v - b  v,'-b 7- <'= RT1og- - R T h  __ - 

Deshalb erhalten wir folgende Gleichung, welche den Mittel- 
wert p der hydrostatischen Drucke in einem Punkte einer 
gekriimmten Kapillarschicht in ihrer Abhangigkeit zu dem 
reziproken Werte der Dichte (v = 1 /Q) darstellt: 

RT 1 . V - b  + R y b v -  '1' 2u 
(v - b)(v,'- b) - 7) . (29) p = - - -  v - b  4 a  

w; hat nun Bezug auf den Punkt A statt auf den Punkt H, 
wie es bei der ebenen Kapillarschicht war; p und v Bind selbst- 
verstandlich die laufenden Koordinaten. 

Zusammenfaasung. 

1. Der Gradient des hydrostatischen Druckes p, ,  senk- 
recht auf die Oberflache einer kugelschalformigen Kapillar- 
schicht, ist das Produkt der Abweichung von dem Pascalschen 
Besetz mit der Iirummung, oder wenn d h  die Differentiale 
einer Strecke senkrecht auf die Oberflache bedeutet, und p ,  
der Druck senkrecht auf diese Strecke ist: 

wo 2 / R  die Kriimmung darstellt. 
schicht ist R = 00, und deshalb: 

Fur eine ebene Kspillar- 

p ,  = Konstante = Dampfdrnck. 

1) Was einfach aussagt, daB die Differenz zwischen den thermischen 
Drucken auf zwei gegentiberliegenden Seitenflachen einea Flussigkeits- 
elementes Gleichgewicht haben mu8 mit den Attraktionskr%ften, welche 
durch die Moterie ringsum dieses Elementes auf das Fliissigkeitselement 
wirken. 
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2. Durch Integration der letzten Gleichung erhalt man: 
2 

das ist die bekannte Gleichung von Lord Kelv in ,  welche 
die Abhangigkeit zwischen der Differenz der hydrostatischen 
Drucke pfl. in der Fliissigkeit und p d f .  in dem Dampfe, in der 
Nahe einer gekrummten Kapillarschicht einerseits und der 
Krummung andererseits angibt. 

3. Die Kurve, welche die Abhangigkeit zwischen dem 
hydrostatischen Druck p1  in der Richtung der Strecke A (senk- 
recht auf die Oberflache der Schicht also) und dem reziproken 
Wert der Dichte in einem Punkte einer gekrummten Kapillar- 
schicht darstellt', hat  einen Wendepunkt. (Vgl. die Kurven 
A, C5 etc. der Fig. 6.) 

4. Die Kurve A 3 G, welche die Abhangigkeit darstellt 
(Fig. 4) zwischen der halben Summe der zwei Drucke p ,  und p ,  
in einem Punkt, bez. in der Richtung der Kraftlinien uiid in 
einer Richtung senkrecht auf diese einerseits, und den reziproken 
Wert der Dichte v = lie in diesem Punkte andererseits, geht 
durch den Punkt h' der theoretischen Isotherme, wo das 
thermodynamische Potential denselben Wert hat,  wie in den 
homogenen Phasen A und C. In  dem Punkt E hat  die 
Kurve A E C ihre Minimumordinate, oder wie man auch sagen 
kann : 

Jedes Punktepaar der Isotherme, wofiir das thermo- 
dynamisclie Potential denselben Wert hat, Fig. 7 (wie A, und C,, 
A, und C, etc.) entspricht oberhalb des geradlinigen Stiickes H K 
der empirischen Isot,herme einem Fliissigkeitstropfchen, derart, 
dab der Zustand innerhalb dieses Tropfchens und der des 
Dampfes, welcher es umhullt, durch die Lage dieses Punkte- 
paares eindeutig bestimmt ist (n. 1. durch den Druck und den 
reziproken Wert der Dichte). Ebenso entspricht jedes Punkte- 
paar unterhalb des geradlinigen Stuckes H K  der empirischen 
Isotherme einer kugelformigen Dampfblase. Der Zustand dieser 
Dampfblase und der Flussigkeit, welche die Dampfblase um- 
hullt, ist wieder durch die Lage des Punktepaares (wie A, 
und C,, A, und Cz etc.) eindeutig bestimmt. Konstruiert man 
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nun fur jede kugelschalformige Kapillarschicht , welche im 
erstea Falle das kugelformige Flussigkeitstropfchen, und im 
z weiten Falle die kugelformige Dampf blase umhullt, die Kurve, 
welche den Mittelwert v=(yl + p 2 / 2 )  der Maximal- und Minimal- 
drucke fur irgend einen Punkt dieser kugelschalformigen 
Kapillarschichten in ihrer Abhangigkeit von dem reziproken 
Wert der Dichte darstellt, so bilden die Minima dieser Kurven 
gerade den labilen Teil der theoretischen Isotherme. 

Bemerkung: In  der Zeitschr. f. phys. Chem. 59. p. 231. 
1907 habe ich die obigen Betrachtungen auf die Theorien des 
Siedens und des Kondensierens angewendet und u. a. gefunden, 
da6 das Sieden einer Flussigkeit gebunden ist an Differenzen 
zwischen den Temperaturen in den verschiedenen ,,Punkten" 
der Masse. 

(Eingegangen 22. Mai 1907.) 


