24 E. Hus.

Uber Kleinsche Theoreme in der Theorie der linearen
Differentialgleichungen.*)

(Zweite Mitteilung.)
Von

Emi, His in Wirzburg,

. In einer ersten unter dem gleichen Titel erschienenen Mitteilung®¥)
hatte ich mich auf den Fall beschrinkt, daB die in Betracht gezogene
lineare Differentialgleichung:

dy 1—oa 1—f  1—9y\ dy
(1) 3?—*_(95 + b+w——c)3—m+

Az + B _
(x—a) (z—Db) (x—¢) y=0

die vier reellen singuldren Stellen a@,b, ¢, d = oo hatte, wobei die dazu-
gehdrigen Exponenten 0, ; 0, 8; 0, p; &, 0" die Eigenschaft hatten, daB
gie reell waren und daf e, 8, » und ¢’ — ¢” kleiner waren als 1. Ich
hatte dann untersucht, inwieweit man deun zumiichst noch willkiirlichen
nakzessorischen Parameter” B als reelle GroBe durch Vorgabe eines der
noch zur Verfiigung stehenden Bestimmungsstiicke desjenigen Kreisbogen-
vierecks festlegen kann, auf welches die von der Achse des Reellen be-
grenzte Halbebene der « durch den Quotienten zweier Partikularldsungen
von (1) dann abgebildet wird, wenn darin alle vorkommenden Parameter,
also «,f,y,a,b,¢, 4 und B reell sind.

Im folgenden wollen wir nun zunéichst den Fall ins Auge fassen, in
welchem die vier singuliren Stellen irgendwelche komplexe Werte haben.
Dazu legen wir in der x-Ebene von irgend einem Punkte O aus vier be-
liebige, einander nicht {iiberkreuzende Einschnitte nach den Punkten
a,b,c,d =00 und betrachten den Fundamentalbereich, auf den die so
zerschnittene Ebene durch den Quotienten zweier Partikularlosungen ab-

*) Vergl. eine vorliufige Mitteilung in den Gdttinger Nachrichten, Math. phys.
Klasse 1909.

**) Math. Ann., Bd. 66, 8. 215 u. f. Ich werde die ganze Arbeit als Kapitel I
einfithren und stete mit I zitieren.
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gebildet wird. Dieser Fundamentalbereich ist im Falle von reellen singu-
liren Punkten nicht wesentlich von demjenigen Bereiche verschieden, den
wir dort durch Spiegelung des Kreisbogenviereckes an irgend einer Seite
desselben erhalten. Es wird zunichst die Aufgabe entstehen, die MaB-
zahlen eines solchen allgemeinen Fundamentalbereiches festzulegen und
dann zu versuchen, den akzessorischen Parameter B durch eine derartige
noch zur Verfigung stehende MaBzahl zu bestimmen, wobei man jetzt
natiirlich fiir B komplexe Werte zulassen muB. In der vorliegenden Arbeit
werde ich dabei in erster Linie den Fall behandeln, welcher die Existenz
eines Orthogonalkreises postuliert. Der Gedanke, auch im Falle reeller
singuldrer Punkte komplexe Werte fiir B zuzulassen, auf den man jetzt
von selbst gefiihrt wird, wird uns nun auch fiir den frither behandelten
Spezialfall eine grofe Anzahl neuer Resultate liefern.

Um dann auf » singulire Punkte iiberzugehen, werde ich im zweiten
Teile dieser Mitteilung zunichst wiederum den Fall von # reellen singu-
liren Punkten behandeln, der sich, wenn wir wieder fiir die akzessorischen
Parameter die Realitiit vorschreiben, mit #hnlichen Methoden durchfiihren
1aBt, wie der Fall von vier reellen singuliren Stellen.

In einer folgenden Mitteilung werde ich dann auch bei % singuldren
Stellen die Falle komplexer akzessorischer Parameter zu behandeln haben,
wobei es villig gleichgtiltig ist, ob die singuldren Stellen rein reelle oder
komplexe Werte besitzen.

Die Hauptschwierigkeit, die dabei auftritt, wird darin bestehen, einen
Uberblick tiber die dabei in auBerordentlich groBer Anzahl existierenden
»Obertheoreme” zu gewinnen.

Kapitel II.

Behandlung des Falles von vier komplexen singuldren
Stellen.

§ 1.
Allgemeine Untersuchungen iiber die MaBzahlen eines von vier
Drebhungen erzeugten Kernes, wenn die Aufeinanderfolge der vier
Drehungen die Identitiit ergibt.

Wir betrachten zuniéichst wieder die Differentialgleichung (1) mit vier
komplexen singuldren Stellen. Wir greifen dann, wie schon oben erw#hnt
wurde, in der z-Ebene irgend einen Punkt O heraus, von dem wir zunichst
noch willkiirliche, sich nicht iiberkreuzende, durch analytische Kurven
dargestellte Einschnitte nach den singuliren Punkten legen. Die so zer-
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schnittene 2-Ebene wird dann durch den Quotienten v zweier Partikular-
1dsungen auf einen von acht Kurvenstiicken begrenzten Bereich auf der
n-Kugel abgebildet. Von den acht Ecken dieses Fundamentalbereiches
entsprechen vier dem Punkte O, die anderen vier Ecken, welche den
singuliren Punkten @, b, ¢, d = co entsprechen, seien o/, b’,¢, d’. Die in
den letzteren Ecken zusammenstofenden Seiten des Fundamentalbereiches
sind sich durch lineare Substitutionen
A,B, T, A

zugeordnet. Diesen vier linearen Substitutionen entsprechen unter Zu-
grundelegung der 7-Kugel als MaBfliche einer projektiven MaBbestimmung
vier Drehungen, welche diese Kugel in sich tiberfilhren. Die Achsen dieser
Drehungen, welche jetzt im allgemeinen zueinander windschief sind, gehen
beziiglich durch a, ¥, ¢’ und d’; sie mogen die Kugel das zweite Mal in
a’, V', ¢”, d’ treffen. Die Amplituden der Drehungen sind 2«m, 2f=,
2yn und 20z Lassen wir nun einen Punkt x in der zerschnittenen
z-Ebene nacheinander die Punkte a, b, ¢ und 4 lings der Schnittlifiien
umlaufen, so erfihrt % hintereinander die Substitutionen A, B, T, A, kehrt
aber zu seinem Ausgangswert zuriick, so da also die vier Drehyngen
A,B,T und A hintereinander ausgefiihrt die Identitst ergeben. Di_'ti", vier
Geraden a’a”, b'b”, ¢'¢” und d' d” mit Einschluf der dazu gehorigen Drehiinigen
bezeichnen wir in naheliegender Verallgemeinerung der Nomenklatur, weléhe
von Herrn Klein eingefiihrt wurde®), als , Kern® des Fundamentalberéichés.

Wir miissen nun die MaBzahlen dieses Kernes so festlegen,/ daB
sie sich bei Transformationen der Kugel in sich nicht #ndern; dann
werden wir sie durch die Werte von % in den Schnittpunkten der Achsen
mit der Kugel und durch die reellen gegebenen GréBen «, f, y und 0 aus-
driicken konnen.

Um dieses durchzufiihren, miissen wir zunichst einige allgemeine
Sétze und Begriffe aus der Theorie der projektiven MaBbestimmung ein-
fithren**), deren MaBflache die %-Kugel ist.

1) Eine Gerade steht im Sinne der projektiven MaBbestimmung auf
einer zweiten Geraden senkrecht, wenn sie diese und die zu ihr in bezug
auf die Kugel konjugierte Gerade schneidet.

2) Zu irgend zwei windschiefen- Geraden kann man stets zwel gemein-
schaftliche Perpendikel konstruieren, die zueinander konjugiert sind. Das
eine dieser beiden Perpendikel schneidet stets die Kugel, das andere nicht.
Das die Kugel schneidende Perpendikel nennen wir auch den inneren

*) Vergl I 8. 219.
** Vergl, neben den in I 8.218 §i+) zitierten Arbeiten speziell: Klein, Hyper-
geometrische Funktion, 8. 337 u. f,, Schilling, Math. Ann., Bd. 44, S. 186.
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kiirzesten Abstand der beiden windschiefen Geraden, das die Kugel nicht
schneidende Perpendikel den duperen Liirzesten Absiand.

Wir konstruieren jetzt die so definierten inneren kiirzesten Abstéinde
je zweier aufeinanderfolgender der Geraden a'a”, b'd”, ¢'c” und d'd", diese
mogen die Kugel in 4’4", B’B”, €'C” und D'D” derart schneiden, daf
man, wenn man z. B. auf 4’4" im Inneren der Kugel von dem Schnitt-
punkt dieser Linie mit a’a” in der Richtung zum Schnittpunkt mit 55"
geht, nach 4” kommt.

Auf jeder der so defivierten Geraden setzen wir nun als positiven
Durchlaufungssinn diejenige Richtung fest, welche von den eingestrichenen
Buchstaben zu den zweigestrichenen fithrt.

Unter einer positiven Schraubung verstehen wir eine rechtsgewundene
Schraubung in dem festgelegten positiven Sinne der Schraubungsachse.
Man kann nun stets durch eine projektive Transformation der Kugel in
gich die Schuittpunkte einer Drehungsachse mit der Kugel nach % =0
und % = 0o bringen. Einer Schraubenbewegung von der Amplitude 1
um die Achse Ooco entspricht analytisch die Transformation

(2) = ey,
Ist
(3) A=A+l

so setzt sich die Schraubenbewegung¥®) aus einer Drehung um die Achse
von der Amplitude A’z und aus einer Verschiebung lings der Achse um
die in projektiver MaBbestimmung gemessene Grife A”z zusammen, wobei
wir bei der Messung der Kantenlinge in I 8. 220 die GréBe

(4) 0=

setzen. Uberhaupt wird sich fiir die weiteren Entwicklungen als notwendig
erweisen, von der dort getroffenen, vollig undualistischen Festsetzung von C

P - » . " k4 .
als reelle GroBe abzuweichen; wir setzen ein fiir allemal C = 5 » Wobei

wir allerdings das, was wir friher als reelle Kantenlinge bezeichneten,
jetzt als eine rein imaginiire Kantenlinge ansprechen miissen.

Nachdem so der Begriff der Schraubenwegung festgelegt ist, wihlen
wir das Perpendikel 4’4" als die Achse einer Schraubenbewegung, welche
die positive Richtung von ' a” in die positive Richtung von %'3” iiberfithrt.

Die vier Perpendikel mit den dazugehdrigen Schraubenbewegungen
bilden nun zusammen den ,Polarkern® des gegebenen Kernes, Kern und
Polarkern bilden zusammen den ,Schillingschen Doppelkern<*¥),

* Klein, L c. pag. 345 u. f.
* Schilling, 1. c. pag, 188,
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Der Kern hat nun folgende zwdlf MaBzahlen.

1) Vier Kantenwinkel, das sind die zu den vier Achsen des Kernes
gehorigen vorgegebenen Drehungen von der GrioBe 2am, 28x, 2ym, 20x.

2) Vier Seiten Lz, Mz, Nz, Rx, das sind die im positiven Sinne
gerechneten Amplituden derjenigen rechts gewundenen Schraubenbewegungen
um die Achsen des Polarkernes, welche die positiven Richtungen je zweier
Achsen des Kernes, zu demen das betreffende Perpendikel gehort, inein-
ander iberfihren. Z. B. ist Lz die Amplitude derjenigen Schraubenbe-
wegungen um A’ 4", welche die positive Richtung von a’a” in die positive
Richtung von %" iiberfiihrt.

3) Vier Kanten iw, um, va, ox. Dabei ist iz die Amplitude der-
jenigen Schraubenbewegung um die Achse a’a”, welche sich als Differenz
einer Schraubenbewegung wund einer Drehung um a'a” ergibt. Die
Schraubenbewegung ist dabei diejenige um die Achse a’a”, welche die
positive Richtung des Perpendikels 4°A” in die positive Richtung des
Perpendikels B'B” iiberfilhrt, die Drebung ist diejenige, deren Amplitude
den Kantenwinkel 2«x liefert.

Wir kommen jetzt zur Berechnung der Seiten und Kanten.

Es seien die Nullstellen der Ausdriicke:

Fi=ay ' + a4 agg, Fy =y n® -+ by + bgy, Fy = ¢yn* + €191 + €59,
F4=du"?2+d1s"7+ dgy

die Werte von % in o, a”; ¥, 0"; ¢,¢"; &, d".

Dann ergeben sich*) die Werte von 5 in A" und 47, d. h., in den
Schnittpunkten des inneren kiirzesten Abstandes der Geraden a’a” und b'8”
mit der Kugel als die Nullstellen der Funktionaldeterminante ¢, der
homogen geschriebenen Formen F, und F,; analog ergeben sich die
Werte von 7 in B, B”, (', C", D', D" als die Nullstellen der Funktional-
determinanten ¢,, @g, @, von F, und Fy, Fy und F,, F, und F,.

Es sei dann:
®) Dy = aly — 401055 Dyy = Giabys — 28410y — 2atg0byy5

Dy = b%y — 4byy by,
dann ergibt sich*¥):
2 — 'D].B 3 —_ V‘D§2 —_ ‘DII'DSQ
(6) cos L = VB sin Lw = ¢ B %

wobei dann noch durch Spezialisierung die Vorzeichen der Wurzeln so

* Klein, 1. c. pag. 848 u. f.
**) Klein, L ¢, pag. 327. (Die Bezeichnung ist hier etwas gesindert, so daB statt
2 und 3 in der dortigen Formel 1 und 2 zu setzen ist.)
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zu bestimmen sind, daB wir in den elementaren Fillen auf die bekannten
Formeln stofen.
Bildet man analog aus @, und ¢, die entsprechenden Ausdriicke, wie
ehen aus F, und F,, so erhilt man cos (A +2a)x), bez. sin{(A+ 2a)x).
Um nun alle diese Ausdriicke in einfacher Gestalt zu erhalten, bringen
wir durch eine projektive Transformation b” nach 0, " nach oo es mége
dann % in den Punkten &, a”, ¢,¢” die Werte i, ;, v, v, besitzen.
Dann hat man:

(O Fi=n"—Qth)n + 4dy Fy=u, Fy=n"—(v+u)y+ v,
o, und g, sind dann die Funktxonaldetermmanten der homogen geschriebenen
Formen F, und F,, bez. F, und F,, es ist daher:

®) Q=0 —Idy Q=7 — .

Daher erhilt man:

3, + 4 . 2i YL, 4
)] GOSL?S‘—-—-- 2.2’ sin Laz-=-mf~

Um uns zu {iberzeugen, daﬂ dabei die Vorzeichen der Wurzeln richtig
gewihlt sind, setzen wir i, =0, 4; = oo, dann wird cos Lz tatsiichlich
gleich 1, setzen wir 4, =4, 1y = — i, dann wird sin Lx = 1, wenn wir
das Vorzeichen der Wurzel bei sin Lz positiv wihlen. Im tibrigen ist
{9) mit der fiir den Spezialfall in I (12) gewonnenen Formel identisch.

Dadurch ist Lz mod. 2 festgelegt; Kanten, fiir welche sich Lz um
Vielfache von 2x unterscheiden, haben wir uns in verschiedenen Blittern
derjenigen iiber der Kugel ausgebreiteten Riemannschen Fliche gelegen zu
denken, welche aus der fortgesetzten Reproduktion des zum Kern gehorigen
Fundamentalbereichs entsteht.

Indem wir jetzt die zu ¢, und ¢, gehorigen Formeln berechnen,
erhalten wir:

cos (A+20)x) = nththiy
{10} st tywy T’z
sin (A4 2e) =) = Vot hl)—ihlns, SRk ML L PN
D 2]/3*13-”3"1 ¥y - 2}[3'1?':"’1”2
aher ist:
gh+2a)mi ;1-%'3 oder es ist eA+3ami = ]/ ks,
) " ¥y

Um zwigchen beiden Formeln zu entscheiden, nehmen wir an, es mdgen
A, und 2, die reellen Werte J, und I, haben; ferner sei », — n, o7
. sy s i Lt .
vy = ny¢**™, dann wird im ersten Falle imw = = 1g 7o~ wir haben also

1 Py .

genau die Formel I (13) erbalten, wenn wir daselbst C = »;- setzen, wie
schon vorher auf Seite 27 bemerkt war. Im zweiten Falle wiirde sich ¢?*7¢
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nicht wegheben und man kime daher auf einen unbrauchbaren Ausdruck.
Es ergibt sich also: .
(11) am=-Llghh 9454

2 v, vy

Durch (3) ist Az nur mod. = festgelegt, doch betrachten wir solche 1,
die sich pur um ganze Vielfache von m unterscheiden, als gleich.

Welche Bedingungen miissen nun die Grofen iy, Ay, t,, tg, ¥, ¥, 01, 0s
erfiillen, damit bei allen vier Drehungen ein Kreis in sich iibergeht? In diesem
Falle sagen wir, der zugehdrige Fundamentalbereich besitze einen Ortho-
gonalkreis oder kiirzer, die Orthogonalititsbedingungen seien erfiillt.

Nun gehen bei einer Drehung alle diejenigen Kreise in sich iiber,
die- von Ebenen ausgeschnitten werden, deren Pol auf der Drehungsachse
liegt. Es miissen daher alle vier Drehungsachsen durch den Pol des
Orthogonalkreises gehen, d. h. die vier Drehungsachsen miissen sich in
einem Punkte schneiden. Wir nehmen nun wieder an, wir hitten 5
nach 0, b” nach oo gebracht. Nun ist jedenfalls fiir die Existenz eines
Orthogonalkreises notwendig, daB die Gerade o’a” die Gerade b'” schneidet;
es miissen daher jetzt o' und a” auf demselben griofiten Kreise durch O
und oo liegen, wenn wir die Werteverteilung auf 4 der Kugel uns derart
angeordnet denken, daB Ooco ein Durchmesser der Kugel ist und die -
Werte durch stereographische Projektion der in O die Kugel beriihrenden
komplexen Zahlenebene von oo aus erhalten sind; dann sehen wir sofort,

daf -:':1 reell seiu muB, d. h. es muB stets, wenn »" in 0, b” in oo liegt:
]
13
(12) R (7 1;) =0

sein, wenn R(f) der reelle Teil von f ist.

Ist nun (12) erfullt, dann entspricht den nacheinander ausgefithrten
Drehungen um o'a” und 5’3" eine Substitution, welche einen Kreis un-
gedndert 14Bt, ndmlich den von der Polarebene des Schrnittpunktes von
a'a” und b'b” ausgeschnittenen Kreis, der reell oder imaginir sein kann.
Darans folgt, daB die aus A und B zusammengesetzte Substitution nur
elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch sein kann.

Diese durch Zusammensetzung erhaltene Substitution nennen wir E;
dann geben E, I und A hintereinander angewendet die Identitit. Wir
kommen daher auf einen von Herrn Klein und von Herrn Sechilling 1. c.
ausfithrlich diskutierten Fall.

Es sei nun zunichst E elliptisch oder hyperbolisch;" die Fixpunkte
von E selen ¢ und ¢”, die Werte von % in demselben ¢, und 6,. Wir
filhren dann zuniichst die Substitution:

*) Die Formel gilt ihrer Ableitung nach natiirlich auch noch, wenn « komplex ist.
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13 7 — a1
(13) =
ein, welche ¢” nach oo bringt, und zeichnen alle GréBen nach der Trans-
formation durch Uberstreichen aus. Dann erhalten die drei Substitutionen
E, I und A die Form:

— — is f— =

(14) N —a; = e*** (7—3,),
T %y _ aniy A=
- — -_— Py — ,’
N N Y
"_';,“31 — esaia ﬁ“@x .
7~ n—Q

Dabei sind also »,, v, ¢, und p, die urspriinglichen Werte von % in den
Punkten ¢, ¢, d', d”, dieselben Buchstaben iiberstrichen représentieren die
daraus durch (13) entstandenen Werte; & ist entweder reell oder rein ima-
ginir, jenachdem E eine elliptische oder eine hyperbolische Substitution ist.

Wir ziehen jetzt die Bedingung in Betracht, daB die drei Substitu-
tionen (14) hintereinander angewendet die Identitdt ergeben. Eine leichte
Rechnung, welche sich tibrigens bei Schilling®) durchgefiihrt findet, ergibt
die Gleichung:

=4 (‘éx"’}ft) @g_-&z} g 2ETEE
(19} {51 “‘“32.\? (F:—3) = ’
welche wir diskutieren wollen.

Es sei ¢ reell, dann ersehen wir aus (11), daB die GriBe der Kante
auf der Geraden ¢'¢” gleich — me ist; der kiirzeste innere Abstand von ¢¢”
und d'd” geht also in den inneren kiirzesten Abstand von ¢'¢” und ¢'¢”
durch eine Schraubung um ¢'¢” als Achse mit der Amplitude — ws+ 2xe,
also durch einfache Drehung um diese Achse iiber. Also schneiden sich
die beiden Perpendikel auf der Geraden ¢'¢’ und liegen mit der zu ¢'e”
in bezug auf die Kugel konjugierten Gerade in einer Ebene, da sie ja
beide nach der Definition des Senkrechtstehens diese schueiden. Da wir
nun beziiglich jeder der beiden anderen Achsen dieselben Schliisse zichen
kénnen, so folgt, daB immer je zwei kiirzeste Abatinde mit je einer der
zu den Achsen konjugierten Geraden in einer Ebene liegen. Es liegen
daher entweder alle drei kiirzesten Abstinde und damit auch die drei zu
den Achsen konjugierten Gteraden in einer Ebene, oder die drei kilrzesten
Abstinde schneiden sich in einem Punkte. Im ersten Falle gehen daher
die drei Geraden ¢'¢”, d'd’, €¢” durch den Pol der Ebene, in denen die
drei zu ihnen kounjugierten Geraden liegen, schneiden sich also in einem
Punkte. Dasselbe gilt aber auch im zweiten Falle, da ja, wie wir vorher
schon bemerkten, der Schnittpunkt je zweier aufeinanderfolgender innerer

%1 e S 193
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kiirzester Abstiinde je auf einer der Achsen lag. Der erste Fall tritt dann
ein, wenn die drei Geraden ¢'¢”, d'd” und ¢’¢’ sich auBerhalb der Kugel
schneiden, da dann die Ebene, welche die drei inneren Abstéinde mit-
einander bilden, die Polarebene dieses Punktes ist. Der zweite Fall tritt
dann ein, wenn sich die drei Achsen im Innern der Kugel schneiden.

Es sei jetzt aber & rein imagindr, also E hyperbolisch. Dann &indern
sich die Schliisse in bezug auf ¢’¢’ und d'd” in keiner Weise, es liegen
daher wieder die inneren kiirzesten Abstinde von ¢'¢”, d'd” und von ¢'¢”, d'd”
mit der zu d'd” konjugierten Geraden in einer Ebene und ebenso liegen
die kiirzesten inneren Abstinde von d'd”, ¢¢” und von €'¢”, ¢'¢” mit der
zu ¢'¢” konjugierten Geraden in einer Ebene. Dagegen ‘geht jetzt der
kiirzeste innere Abstand von ¢’¢” und ¢¢’ in den inneren kiirzesten Ab-
stand von d'd” und ¢'¢” durch eine bloBe Verschiebung lings ¢'¢” iiber,
diese beiden inneren kilrzesten Abstinde liegen also mit ¢'¢” in einer
Ebene. Es folgt daher wieder, daB die drei inneren kiirzesten Abstinde
entweder in einer Ebene liegen, welche ¢'¢” und die beiden zu ¢’¢” und
d'd’ konjugierten Geraden enthilt, oder sich in einem Punkie schneiden.
Im ersten Falle gehen ¢'¢”, d'd” und die zu ¢'¢” konjugierte Gerade
durch den Pol jener Ebene, im zweiten Falle gehen ¢’¢” und d’d” durch
jenen Schnittpunkt, dieser bleibt also bei der Verschiebung lings ¢'¢” fest,
liegt also auch auf der zu ¢'¢” konjugierten Geraden.

Zusammenfassend haben wir also:

Satz 1. Geben vier Drehungen wm vier vorgegebene Achsen hinter-
einander angewendet die Identitit wnd schweiden sich die Achsen der beiden
ersten Drehungen, so schneiden sich auch die beiden Achsen der leteten
Drehungen. Ergeben die beiden ersten Drehungen hintereinander angewendet
wieder eine Drehung, deven Achse natiirlich durch den Schnittpunkt der
Achsen der beiden ersten Drehungen geht, so liegt der Schniftpunkt der beiden
leteten Achsen auf dieser Achse. Ergeben die ersten beiden Drehungen
hintereinander angewendet eine hyperbolische Substitution, also eine Ver-
schiebung, fiir welche die sur Achse kowjugierte Gerade natirlich durch den
Schnittpunkt der ersten beiden Drehungsachsen gehi, so liegt auch der Schuniti-
punkt der letgten beiden Drehungsachsen auf der zur Achse der hyperbolischen
Substitution konjugierten Geraden.

Man kann den Teil dieses Satzes, der sich auf die hyperbolische
Substitution bezieht, sofort dadurch auf den der elliptischen Substitution
zuriickfiihren, daf man jedesmal statt der Achse im Falle einer elliptischen
Substitution die zur Achse konjugierte Gerade im Falle der hyperbolischen
Substitution einfiihrt.

Ergeben die ersten beiden Drehungen zusammen eine parabolische
Substitution, so wird die Achse dieser Substitution eine Tangente an die
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Kugel, und die beiden ersten und die beiden letzten Paare von Drehungs-
achsen schneiden sich beide entweder auf der Achse der parabolischen
Substitution oder auf der dazu konjugierten Geraden. Um dieses zu erkennen,
hat man nur die parabolische Substitution als Grenzfall einer elliptischen
beziiglich hyperbolischen Substitution aufzufassen.

Sollen nun die vier Achsen sich in einem Punkte schneiden, so miissen,
wenn sich die beiden ersten Achsen und damit auch die beiden letzten
Achsen in einem Punkte schneiden, nur mehr diese beiden Schnittpunkte
zusammenfallen, welche ohnehin auf einer durch die beiden ersten Sub-
stitutionen bestimmten Geraden liegen; das Zusammenfallen erfordert also
nunmehr eine Bedingungsgleichung, an deren Aufstellung wir jetzt gehen.

Es sei also zunichst die Bedingungsgleichung (12) erfiillt. Dann
berechnen wir die aus A und B zusammengesetzte Substitution E und
die dazu gehdrigen Fixpunkte ¢, und 6, und unterwerfen % der Substi-
tution (13). Es sind dann die Fille, in denen E elliptisch ist und in denen
E hyperbolisch ist, zundchst scharf zu trennen.

1) E sei elliptisch, so daB also a’a”, b'd” und ¢'¢” die Gerade ¢'¢”

. . . . A —0 @—96, ¥, —F0 .
schneiden. Es sind dann die GroBen t2— 7, “1=21 "% yeell und wir
setzen: lo — T U0y Vg0
(16) Z1 — 6= i1eam; ’fz — 0 = Z—s e,y — 0= e,

fy — O, = MgeP™, ¥ — 6, =, 60", v, — 6 = Nyer,
Da nun die Geraden a’a” und b'd” die Gerade ¢'¢” in demselben Punkte
schuneiden, so folgt aus (11) oder auch schon aus dem in (I, (14)) abge-
leiteten Spezialfall dieser Formel:
(17) 1,0y — myimy = 0.
Sollen nun alle Achsen sich in einem Punkte schneiden, so muB aus
demselben Grunde:
(18) i, My — Ty iy = O
sein. Die Gleichungen (12) und (18) stellen also in diesem Falle die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines Ortho-
gonalkreises dar. Statt (18) miissen wir dann nur mehr eine Gleichung

wihlen, die unabhingig von (12) einen Sinn hat und sich vermittels (12)
auf (18) reduziert. Wir wiblen dafiir:

(2' “Gl)l}' “"1‘ ¢y —3) ¥, — 5, |° 1
(19) |: ( 2, — 5, ) m( vy — G, ] 140, |
Dieser Ausdruck behi]t seinen Sinn, welchen Charakter auch die Sub-
stitation E, welche im allgemeinen loxodromiseh sein wird, bhaben mag,
es reduziert sich jedoch, wemnn (12) erfiillt ist und E eine elliptische Sub-

=0.
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stitution ist, auf (17). Sollte E in eine parabolische Substitution iibergehen,
deren Achse durch den Schnittpunkt von a’a” und 86" geht, wihrend (12)
erfilllt ist, so haben wir in (19) nur 6, in das Unendliche wachsen zu lassen.

2) E sei hyperbolisch, so daB also a’a”, %" und ¢'¢" die zu €¢”
konjugierte Gerade &&¢” schuneiden. Fillt dann ¢'¢” mit dem vertikalen
durch 0 und oo gehenden Durchmesser der Kugel zusammen, dann liegen
a'a”, b'6” und ¢’¢” in horizontalen Ebenen, da sie ja in Polarebenen von
Punkten des Durchmessers ¢'¢” liegen. Ist (12) erfiillt, so werden a’a” und
B'b" parallel, da sie sich in demselben Punkte der im Unendlichen liegen-
den zu ¢'¢’ konjugierten Geraden schneiden. Wir setzen dann, indem wir

wieder die Substitution (13) ausgefiihrt denken,
(20) =G =len™,  y—F =1 §—G =m i,
By — Oy = Wy e™™, y — G =N en™, P — 6 =n e

Wenn nun (12) erfiillt ist und wir uns wieder ¢'¢” vortibergehend in
0 und oo denken, sind a’a” und b'd” parallel, also ist:

(21) @ + 8 =p, + B, mod 2

oder L

(22) sin (Bt B=hoR)r) g

Sollen nun alle drei Achsen sich in einem Punkte schneiden, muf also sein:
(23) sin ((ﬁl + By “‘271 - 72)7‘ =0.

Fiir (23) schreiben wir allgemein:

. 1 hy, —6,) (s —75,) | ¥, —3, |*
(23&) ?R (Sl!l (5;' lg '(;‘1 —'3_11_)—1(?“(;1 —lﬁ)x)l il;z~:_’1|~))) - 07
eine Gleichung, die auch in der Tat, wenn (12) erfiillt ist, E eine hyper-
polische Substitution ist und (20) gilt, in (22) iibergeht. Ist (12) erfiillt
und ist E eine parabolische Substitution, fiir welche die zur Achse kon-
jugierte Gerade durch den Schuittpunkt von a’a” und 55" geht, so haben
wir in (23a) @, in das Unendliche wachsen zu lassen.

Wenn man nun auch allenfalls durch geeignete Normierung erreichen
kann, -daB, wenn (12) erfillt ist und &, unendlich wird, die linke Seite
von (19) in die linke Seite von (22) stetig iibergeht, so sieht man doch
beiden Gleichungen nicht an, daB sie eigentlich eine und dieselbe trans-
zendente Gleichung fiir B, und B, unter Voraussetzung von (12) darstellen.
Die so sehr in das Auge springende Unsymmetrie riihrt daher, daf wir
das éine Mal die durch den Schnittpunkt gehende Gerade, das andere
Mal die dazu konjugierte Gerade als durch O und oo gehend wihlten.
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Es ist nun von groBter Wichtigkeit, andere Ausdriicke, die diesen
MiBstand nicht haben, aufzustellen. Wir stellen dazu folgende Betrachiung
an. Es schneide ¢'¢” die Gerade b'Y’; da nun ¢'¢”, wenn (12) erfiillt ist,
auch die durch den Schnitt von «’a , und b b gehende Gerade ¢’¢” bez.
E'E” schneidet, so liegen bV, ¢'¢’ und ¢¢” bezw. E'E" entweder in
einer Ebene, oder sie gehen alle drei durch einen Punkt. Es sei nun &
der in gewﬁhnlicher Weise gemessenoe Winkel, den diejenige der beiden
Geraden ¢'¢” bez. E'E” mit der von ¥'b” und ¢'¢’ gebildeten Ebene ein-
schlieBt, welche durch den Schnittpunkt von a’'¢” und ¥'}” geht; wenn
(12) erfullt ist und g, = 0, y, = oo ist, dann ist:

1 1%
(24) Swln:ﬂ‘SR(T ';;::) ==0
die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Ortho-
gonalkreises.

Um dieses zunéichst im Falle, daB E eine elliptische Substitution ist,
auch rechnerisch nachzuweisen, setzen wir:

(25) q§~c’j!:f;-
" 2
Dann ist nach (16):

7y — m, fA-TIm RrEESaL

(26) py=(QBTHE .y = gh=me T

Fiy — Ty PPV iy — ity el# =TI
Also ist, wenn:
i dBmT G [E-T)m
(27> Ry m‘e.— . 1 mge” . ‘ﬂX-}-‘ZY;
7oy — Ty &6 DT F i, TR
X .
sind

wenn X eine reelle Zahl ist. Durch Trennung des reellen und imaginéiren
Teiles in (27) ergibt sich:
(28) 77y (1 —X) — %, (|, — Ximy) cos @ — 7, (g — X iy) €08 @
+ 5y My (1 — X) cos 2 g — [(fiy My + 7, W, ) 8in @ — 7, Mg 8in 2] ¥ =0.
(29) —n, (i, — Ximy)sin @ — 7ty (M, — X, ) sin @+ 2, My (1— X ) cos psing
= Y [— 5,7, (Ry Ty + B ;) cOS @ — T, iy cos 2],
wobei ¢ = (8—7)x ist. Da nun sin® und sing gleichzeitig und von

gleicher Ordnung verschwinden, und Y = 0 sein soll, so folgt aus (29):

— Ty (g — Xy) — Ty (Mg — Xml) + 2,y (1 — X) cosp =0,
also ist nach (28):

(30) (M7, — i) (1 — X) = 0.
3*
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Da wir nun stets v, 4 v, verschieden annehmen wollen, d. b. da wir
[ stets als eine wirkliche elliptische Substitution betrachten wollen, so
ist fiir den Fall, daB E eine elliptische Substitution ist, tatsiichlich die
Gleichung (18) aus (24) abgeleitet. Umgekehrt folgt natiirlich aus (18)
die Gleichung (24).

Ist £ eine hyperbolische Substitution, so findet man aus (20):

(e?xﬂi._f.‘z e*"—*’”) gai _ My Bimi
n, 7
(31) v, =C < py=0—_t
(e,‘hni _m eﬁ,m‘) i __ Ty i
n, M

Wir setzen wieder ;L= X +4¢Y und deuten dic Faktoren von Y
2
pur durch {} an. Dann wird:

(82) (1= X)[cos(@; +Fp ) + eos (B, + By )]
— 5 [eos (B, + 79 ) + cos (7, + )]

+ ;.T- X [cos (B + 7o) %) + cos (B, + 7 m))
+ (m::; — 1) (1 —=X)ecos (B, + m) + Y {} =0,

%

(83) (1= X)[sin(y +7pm) + sin (B, + By )]

— 7 [sin(B+ 79 m) + sin (G + fw)]

+ 7 X [sin (B, + 7)) + sin (B, + 7 )]

+ (B 1) = D) sin (B, + Fom) + T} =0,

Wir multiplizieren (32) mit
sin (Bt TRt l o),

(33) mit

008 (_3_7_1 +7s ‘;' B, + B, ﬂ>’
und subtrahieren. Dann erhalten wir:

34 T{) =1~ X) (35— 1) [sin (@ + o) cos (L RERLE )
— cos (B, + By m) sin(?_’t ‘4‘%';‘3: + 8, %) .

Sobald nun sin & verschwindet, verschwindet auch :’Z;;... 1 von glei-
b3

cher Ordoung und umgekehrt, da also Ex% verschwinden soll, so muB
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y : 51“"‘3:”‘“'—)’.1""‘7: )_,__,
(35) sin (W2 x) =0

sein, wenn wieder [ eine rein elliptische Substitution ist.

Der Fall, daBl E in eine parabolische Substitution iibergeht, 148t sich
aus den beiden eben behandelten durch Grenziibergang ableiten, ergibt sich
aber auch ohne weiteres aus der obigen geometrischen Interpretation des
Resultates. Dagegen verliert natiirlich die Methode ihren Sinm, wenn E
die identische Substitution ist, da dann von einer Achse E natiirlich nicht
mehr die Rede sein kann. Damit dieses eintritt, miissen a’¢” und ¥'?7,
sowie auch ¢'¢” und d'd” zusammenfallen. Natiirlich existiert dann ein
Orthogonalkreis, wenn ¢'¢” die Glerade a’a” schneidet. Auf alle Fille
mufl aber dabei ¢ =p und y =0 sein, wir konnen aber immer einen
solchen Fall, in dem E die identische Substitution werden kann, im Rahmen
des Folgenden als Grenzfall betrachten.

An Stelle von (24) kann man natiirlich noch eine groBe Anzahl ana-
loger Ausdriicke aufstellen, fiir manche Zwecke ist es auch bequem, Aus-
driicke zu haben, deren Verschwinden zwar neben (12) notwendig, sber
nicht hinreichend ist fiir die Existenz eines Orthogonalkreises, so daf man
noch durch geeignete Funktfionen die linke Seite eigentlich zu dividieren
hitte. Als solche Gleichungen seien erwihnt:

(36)

und die etwas schirfere Bedingungsgleichung:

@7 Rl ) -0

§ 2.
Yollstiindige Behandlung eines Spezialfalles.

Um uns nun iiber den Fall zu orientieren, in welchem filr den ak-
zessorischen Parameter, fiir welchen ein Orthogonalkreis existieren soll,
allgemein komplexe Werte zugelassen werden, behandeln wir den Fall,
daB in (1):

1
A == O 3 o == ﬁ == 7} =] -é-
ist. Da dann:
840" =2 -g T,
ist, so ist auch
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Wir wollen nun auch zuniichst noch fiir @, b, ¢ reelle Werte an-
nehmen, d sei o0. Wir fithren dann in:

Al 1 ydy B e
(38) dxg{‘+ (—m~—+mwé+x~»0)ﬁi:&+{E:"&j@—b}(m*c)y 0.

mit leichter Modifikation von I (22) die Verinderliche:

dzx
39 df —
39 Ve —a)(@— bz —o)

ein, wodurch (38) dbergeht in:
(40) d"gz + By 0.

Wir denken uns nun die z-Ebene Iings der geraden Verbindungs-
linie von a, b; b, ¢ und ¢, d aufgeschnitten, Diese Ebene wird damn auf
die #-Ebene als Rechteck abgebildet, welches die Seite 2w, und my¢
besetzt.

Die Werte von ¢ in a, b, ¢ und 4 bezeichnen wir mit ¢,, 4, ¢, und £,.
Es sei:

(41) t,=0, t =0, &=0wi.

Die beiden zu £, gehtrigen Fundamentallsungen sind:
(42) X0 = 22, ¥ = cos (VB

Die zum Punkte o und ¢ gehbrigen Fundamentalldsungen sind:

Y (8) =sin(VB(—1,), Y42 () = cos(VB(t—1,),
T =sin(YB(E~1), Te@) = cos(VE(E—1),

Dabei sind die letzten vier Fundamentallssungen noch nicht normiert,
was wir durch Uberstreichen andeuteten. Wir setzen nun:

(43)

};‘5(35} o ?’&(V-ﬁ - m;))

VB cos (YVBa,)
— 2020 BB con(y i) - 70— £ E) 3009,
(1) Yr( = SVEE_B) ) 4 VT 0) s
7o) = SOZE el _ yon- 80 Zad o,

o 8 ~— Wyt :) B @52) 575
Vo) = SRl y 4 280 o
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Ferner sei:
Y;/fb ¢
AL
Dann schueiden wir die 2-Ebene von einem oberhalb der Achse des
Reellen gelegenen Punkt O aus auf.

Es hat % in o, a", ¥, b”, ¢, ¢” beziiglich

die Werte:
L _w0Be) , __ dg(/Bo)
1 Vﬁ H 2 .VE H
(45) u, =0, fty = 00,
S tsﬁ/;__%@} vy = — FE%%ES}:) .
Wir miissen nun die in der komplexen GroBe: 4 e ) pe
(46) B=2B, + 1B, Fig. 1.

vorkommendenden beiden reellen Grofen so bestimmen, daf zu den vier
Drebungen A, B, I' und A ein Orthogonalkreis existiert. Es miissen dazu
entsprechend (12) und (24) die Gleichungen erfiillt sein:

(47) R(: tg*(VBam,)) = 0.
(48) s R (i tg? (VBayi) = 0.

Neben (47) ist daher jedenfalls als notwendige Bedingungsgleichung
R (i tg® (V' Bwgi) = 0. Ebenso erhilt man aus (37) als eine notwendige
Bedingungsgleichung:
~ g (VBao)| —ctg VBo,|" _ tg* (VBoyi)|ctg (YBa,) ") _
w VBT B e -o
Diskutieren wir zundchst (49). Aus (47) folgt, daB tg*(VBw,)
reell ist, also ist:

R(— tg° (VBuw,i)|ctg (Y Boyi) | = + 1.

Daher ist R ﬁ«;g%i%%) =+ 1, d. h. es ist tg?(}YBawyi) reell und
positiv oder negativ, jenachdem tg® (Y Bw,) positiv oder negativ ist. Daraus
folgt aber dann auch umgekehrt, daB die drei Achsen a’a”, ¥'d” und ¢'¢”
sich in einem Punkte schneiden; denn wenn die Geraden a'a” und ¢'c”
die Gerade b'b" schneiden, wie es ja jetzt der Fall ist, geht (87) in die
Orthogonalititshedingung (I, 14) tiber. Wir haben daher:

Satz 2. Damit der su der Differentialgleichung (12) gehirige Kern
einen Orthogonalkreis besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf tg*(Y Bwo,)
und tg? (]/Emg i) beide reell wnd gleichzeitiy positiv oder negativ sind.
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Um nun die Gesamtheit der Werte # zu bestimmen, fiir welche tg?#
reell ist, skizzieren wir am besten die durch
(50) Z=X+iY =tgz=tg(z + iy)
vermittelte konforme Abbildung, die wir auch spiter brauchen. Da
tg(e+m) =tgs, tg(e+5) = —p;
ist, so folgt, daB die ganze Z-Ebene das Bild eines von =0 und z== einge-
schlossenen Streifens ist, und dall die Werte von tg (.z + %) aus denen von

tg z durch Spiegelung am Einheitskreise und an der imagindren Achse,
hervorgehen.

Geht nun #z von O bis % , 80 geht Z von 0 bis oo, geht ¢ vom

éi bis z, so geht Z von — oo nach 0. Allgemein entsprechen den Linien:

. . y==+49g
Kreise der Kreisschar:
2Y _ tg(2gd)
14- X1 Y* i

den Geraden z = h 4 kx Kreise der zu der vorigen orthogonalen Kreis-
schar:

2X
-iT(X_’TYT = tg 2k

Die Kreise der zweiten Schar gehen alle durch Z = + 4. Durchliuft
2z die Werte y¢ von O bis 4 oo¢ bzw. bis — o004, so geht Z von O
bis + ¢ bzw. bis — i; durchliuft # die Werte —’25+yz' von y=0 bis
y = =+ oo, 8o durchléuft Z die rein imaginiren Werte von oo 4 bis + ¢
bzw. von — oo ¢ bis — <.

Diese Angaben orientieren uns vollig iiber die wechselseitige Zuord-
nung von # und Z. Speziell entnehmen wir daraus daB Z nur dann reell
ist, wenn # reell ist, daB Z dann und nur dann rein imaginir ist, wenn

e= T gi fark=0,41,+2 ...
Wir setzen jetzt:

(51) V§=ﬁ1 +ify; B=p"—B’+ 2pyi =B, + By,.
Dann ‘muB also (8; + 4f;) @, entweder reell oder von der Form

k‘2—" + y,% sein, ebenso muB (B, + 4f;) w,¢ entweder reell sein oder die
Form k—g + yyt besitzen. Und zwar miissen die beiden Ausdriicke gleich-

zeitig die erste oder gleichzeitig die zweite Form besitzen.- Wenn nun beide
Ausdriicke reell sein sollen, so muB gleichzeitig f3 =0 und 8, = 0 sein, also:

(52) B=0
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sein. Allgemein folgt aus der Gleichung:
wy (B, + iB;) = %‘2—? + %t
B, = LR B, = kxm’:;'l:

—"

de o, - ;gl”".? ] EI
also: .
(53) B, + (Bu) =(3) fwm=x13..,
und entsprechend % = 0
(4) B, =0,
da B, =0.

Ebenso folgt aus: N
wyi (B +ify) = _ggf + %t

By = %:—: - ﬁg:,”;*; By =~ 232,?",“:
also: .
(55) B, — (‘i:i’j)g =~ i"mﬁ ,
and fir k=0
(56) B, =0,
da g, =0 ish

Sind (56) und (54) gleichzeitig erfilllt, so kommen wir wieder suf
B=0. Die Werte B, und B,, flir welche (47) erfitllt ist, werden also
durch die Pupkis der Gerade B, == 0 und die Punkte des Parsbelbiischels
(53) dargestellt, Die Punkte, fiir welche auch gleichzeitig (49) erfullt
igt, werden auf der Geraden B, == 0 und dem Parabelbtischel (53) durch
das Parabelbiischel (B5) ausgeschnitten, dazn kommen noch die von
B, =0 auf dem Bischel (53) ausgeschnittenen Punkie. Fir alle Schnitt-
punkte 158t sich B in der Form

p= ()
2 oy 2wy

Gl

darstellen, wo %, und %, irgendwelche positive oder negative ganze Zahlen
sind, die auch verschwinden konnen. Wir hsben also in Erginzung zu
Satz 2

Satz 3. Der eu der Differentivlgleichuny (12} gehirige Kern besitzt
dann und nur dann einen Orthogownalkreis, wenn dey akeessorische Para-

mefer B = (k‘w + 2}" ”) ist, wobel %, irgendeine gamge positive Zakl oder

O ist, k, irgendeine ganze positive oder negative Zahl oder O ist,
Wihrend wir also in I nur die beiden Scharen von Parameterwerten

k. H 2 .
B {g%) und (’;—?—g—:) gefunden hatten, stoen wir jetzt auf oo* Ober-
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theoreme, so daB sich an jedes der Obertheoreme von I einfach unendlich
viele neus Obertheoreme anschlieBen. Dieses IiBit uns erwarten, daf wir
aeben der in I eingefithrten Oszillationszahl, welche wir durch die Zahl
der Schnitte einer Seite mit dem Orthogonalkreis einfiihrten, noch eine
neue Oszillationszahl zur Verfiigung haben, sobald B auch in den in I be-
handelten Fillen komplexe Werte annehmen darf. Dabei ist aber zu-
nichst zu bemerken, daB wir von jetzt ab nicht mehr die Schnitte einer
Begrenzungslinie mit dem Orthogonalkreise als Oszillationszahl annehmen
diirfen, da die Begrenzungskurven bei komplexen Parametern im allgemeinen
nicht mehr Kreise sind und die Zahl ihrer Schnitte mit dem Orthogonal-
kreise durch erlaubte Abinderung des Systems der Schuittlinien in der
z-Ebene beliebig modifiziert werden kann.

Unser Beispiel wird uns aber gerade iiber den Charakter der Ober-
theoreme aufkliren,

Zu diesem Zwecke denken wir uns wieder die z-Ebene zunichst lings
der Achse des Reellen von a tiber b bis d aufgeschnitten, so daB wir in
der +-Ebene ein Rechteck mit den Seiten 2w, und o,¢ als Fundamental-
bereich haben, und diesen Fundamentalbereich bilden wir durch:

n~tg (5 +5u) ¢
auf die 7-Kugel ab. Geht nun ¢ auf der Achse des Reellen von O bis
®,, 80 beschreibt die GroBe:
(58) o= (B2 4 m)

2 o, 2w,

in der komplexen rv-Ebene eine Gerade, welche dort durch den Koordi-
natenanfangspunkt geht, und zwar bewegt sich, wenn wir ein fiir allemal
k, als positiv voraussetzen, bei wachsendem ¢ die GréBe z so, daB ihr

reellor Teil wiichst. Ist dann ¢ = %, so liegt der entsprechende Punkt y
auf dem Kreise der rein imaginéiren Zahlen und zwar zwischen + ¢ und
+ oo i, wenn k, positiv ist, zwischen — ¢ und — oo 4, wenn k, negativ ist;
iy £ e —?i liegt % anf demselben Kreise zwischen O und + ¢ bzw.
zwischen 0 und — 4; riickt daher ¢ von O bis w,, so windet sich % von
0 ausgehend spiralférmig nach innen, d. h. gegen -+ ¢ bzw. — ¢ riickend
durch [—] Blitter derjenigen Riemannschen Fliche, auf welche die

t-Ebene durch tgr abgebildet wird. ]:%:] bedeutet dabei die groBte

ganze in % enthaltene Zahl. Sobald nun %, und %, von 0 verschieden

sind, ist der Orthogonalkreis reell und geht durch die Punkte + 4 und — 4,
das sind aber gerade die Windungspunkte der Riemannschen Fliche, Wir
wollen nun eben die Zahl der Blitter, die zwischen ¥ und o’ liegen, zur



Kleinsche Theoreme fiber lineare Differentialgleichungen. IL 43

Definition der Oszillationszahl wihlen. Wir denken uns dabei die Blitter
tibereinander gelegen, dann zihlen wir den Ubergang zu einem héher ge-
legenen Blatte als positiv, den zu einem niederer gelegenen Blatte als
negativ. Zwei Gerade, von denen die eine so in die andere tibergefiihrt
werden kann, daB sie, ohne daB dabei ein Endpunkt auf den Orthogonal-
kreis fallt, derart zur Deckung kommen, daf die eingestrichenen End-
punkte zusammenfallen, wollen wir als im gleichen Blatte gelegen be-
zeichnen,

Zwei Achsen, deren eingestrichene Endpunkte auf derselben Seite
des Orthogonalkreises liegen, die aber selbst in zwei aufeinanderfolgenden
Blittern liegen, sind dann solche Gerade, welche die Eigenschaft haben,
daB die eine derselben in diejenige Gerade, welche geometrisch mit der
anderen Achse zusammenfilli, aber im nichsten Blatte liegt, tibergefithrt
werden kann, ohne daB beim Ubergang ein Endpunkt auf den Ortho-
gonalkreis fillt. Wir wollen dann, wenn zunichst o’ und b auf derselben
Seite des Orthogonalkreises liegen, die doppelte Zahl der zwischen 5’5"
und a’a” liegenden im obigen Sinne gezihlten Blitter als charakteristische
Oszillationszahl des Intervalles ba einfiithren, wobei aber im allgemeinen
bei den andoren Achsen auch das Vorzeichen zu beriicksichtigen ist; wir
wollen durch Definition festlegen, daf die zu ba gehéorige Osmllatxonszuhl
stets posifiv ist.

Fsllt o auf dieselbe Seite wie b, so wollen wir folgende Festsetzung
treffen. Wenn 0" mit 0”a’ zusammenfillt, erteilen wir dem Intervalle ba
die charakteristische Oszillationszahl 4 1 und von hieraus ziihlen wir analog
wie vorher um -~ 2 weiter. Diese Definition der charakieristischen Osazil-
lationszahl des Intetvalles ba bleibt nun erhalten, wenn wir statt der
speziellen Zerschneidung die allgemeinere Zerschneidung der Fig. 1 wihlen. ¥)

Wir lassen jetzt £ von O nach wy¢ gehen. Wir setzen damn:

(59) v = (Mﬁ;w + g ),

wobei #, von O bis w, geht. Es sind zwei wesentlich verschiedene Fille
zu unterscheiden, je nachdem %, positiv oder negativ ist, %, ist nach wie
vor als positiv festgelegt.

Ist &, positiv, so geht ¢ von v = 0 in dem Sinne, daf der reelle Teil
immer stérker negativ wird, wenn #, von O nach o, geht. % beschreibt
dann eine Kurve, welche sich durch die wnferkalb des Ausgangsblattes ge-
legenen Blatter hindurchzieht, wihrend die ba entsprechende Kurve sich
durch die oberhalb gelegenen Blitter hindurchzog. Es ist also die zu
dem Intervall be gehorige charakteristische Ossillationszahl — k,.

*) Vergl. auch die Anmerkung 8. 48.
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Ist k, dagegen eine negative Zahl, so windet sich die Kurve durch
die Blitter oberhaldb des Ausgangsblattes. Die dazugehorige charakteristische
Oszillationszahl ist also wieder — k.

Wir haben daher in Erginzung zu Satz 3:

Satz 4. Man kann in der Differentialgleichung (38) den komplexen
Parameter B auf eine und nur auf eine Weise so bestimmen, dofi der
dazugehirige Kern einen Orthogonalkreds besitzt, daff ferner zu dem Inter-
valle ba eine positive ganzzahlige vorgegebene charckteristische Oszillations-
zahl und zu dem Intervalle be eine positive oder negative ganzeahlige vor-
gegebene charakteristische Oszillationszahl gehirt.

Es eriibrigt uns noch, der Vollstindigkeit halber, die Beschreibung
des Fundamentalbereiches in der 5-Ebene zu Ende zu fiihren. Wir lassen
daher ¢ von w,i nach @i+ 20, gehen, wofiir:

@ ol e 5]

wird Die Kurve zieht sich daher von ¢ um % Blitter hinauf Geht
dann ¢ von w,? 4+ 2w, nach 2@,, so kommen wir zu demselben Punkte,
wie wenn wir ¢ von O auf der Achse des Reellen bis 2w, wachsen lieflen,
also kommen wir in das k“ Blatt tiber dem Ausgangsblatte, die Kurve

] Blitter hinauf oder hinab, je nachdem %,

positiv oder negativ ist. D1e zum Intervalle d¢ gehdrige charakteristische
Oszillationszahl ist also gleich der zum Intervalle ab gehérigen, die zum
Intervalle ad gehérige Oszillationszahl ist gleich der zum Intervalle ba
gehorigen.

§ 3.

Integration der Differentianlgleichung (1) bei sehr
groBen Parameterwerten. Allgemeine Betrachfungen iiber die
charakteristischen Oszillationszahlen.

Wir gehen also jetzt wieder zu der Differentialgleichung:

g p— 1 g 1— ¢ dy Adx+ B
(D dm‘+(x-a+m-—b+:n»—e)da:+(x——a)(x—b}(a;—-e}y

iiber, in der jetzt a, b, ¢ und d irgendwelche komplexe Zahlen sein mégen.
Wir untersuchen dann das Verhalten der Losungen, wenn |B| sehr groB
ist. KEs sei:

(61) dt =
dann erhalten wir:
(62) dt* Y+ (x—a)-2(z— b)Y~ (x—e)~%7 (Ao + B)y = 0.

0

da
E—a e — b P g — T
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Um den Faktor von By zu entfernen, setzen wir:

da:]/(x—a)l_“(x-—b)l‘zf’(x—-c}l"”= dx
@—a) "z —b) " Px—ot 7 Ve —aj@—b)@—¢

84) Y=yVe—ay @by — ).

Dann erhialt man:

(63) de=

(65) Y +BY+NY =0,
wobei:
(66) Ne=Aoc+

- dt 1 1
L Vs b)“ﬁ(’(x-—e)l'ﬁ) (& — a2 — by~ — c)x—sy)%
Es sei:
(67) B = yiepi,
Wir legen dann durch irgendeinen Punkt z, die Gerade:

i@

(68} B By = 98_T7
wobei 2, im ersten Fundamentalbereiche liegt, auf welchen die zerschnit-
tene z-Ebene durch z abgebildet wird, und so gewihlt sein mag, daB die
Gerade (68) durch keinen der Unendlichkeitspunkte von N, also durch
keinen Bildpunkt, der @, b, ¢ oder d entspricht, geht, und daB innerhalb
einer vorgegebenen Anzahl von Fundamentalbereichen der Abstand der zu
diesen. gehorigen Bildpunkte der Punkte a, b, ¢, d von dieser Geraden
oberhalb einer festen Grenze bleibt.

Dann konnen wir nach einer von Liouville¥) herriihrenden Mothode
die Differentialgleichung (1) lings (68) asymptotisch integrieren. Wir
zerlegen dazu die Integration von (65) in die Integration von:

ary
(69) ot r?Y =0
und
a2y ;
(70) o+ Y =9(0) = — NYe s,
Seien nun ¥, und Y; zwei Integrale von (69), so daB
ay, ay,
(1) Lot —Hhgt=—6,

dann ist das allgemeine Integral von (70):

4
(12) Y=OT+GY+ 5 [ (L0 e — Yie) Te) 90 do,
i 0

*) Journal de Liouville, Bd. 2, 8. 119,
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Setzen wir nun Y, = sin(r¢), ¥, = cos(rg), dann ist:
9
(18)  ¥(¢) = G, sin(re) + G con (rg) — ~ [ sin(r o — )9 01}y
0
Es sei dann M das Maximum des absoluten Betrages von Y in dem
Intervalle O bis g, M, dasjenige von | C, sin(ro) + C; cos(ve)!, M, das-
jenige von |N|, dann folgt aus (73):

M< M,+ MM,
also ist:

(14) M< M
1—20,

Wir betrachten jetzt speziell die beiden Fille C, =1, ¢, =0 und
C, =0, =1, also:

¢
(189)  YX(o) = sin(re) + - [oin (r(e—e2) N(er®) Y(er) doy,

(18Y) Y7 (o) = cos(re)+ - [ sin(rio—ev) N(exe®) Yii(ey) .

0

I(, ,~i
;:u((ii_z% = 1, so entspricht, wenn » eine gentigend groBe
Zah] ibersteigt, einem vorgegebenen Stiicke der Geraden (68) eine Kurve
auf der Kugel, welche sich immer in der Umgebung des Kreises der
reellen Zahlen ofter als eine beliebig groB vorgegebene Anzahl mal herum-
windet.

Wir legen dann durch 2z, eine Gerade, welche auf der Geraden
(68) senkrecht steht, und deren Abstand von den Unendlichkeitspunkten
innerhalb der vorgegebenen Anzahl von Fundamentalbereichen oberhalb
einer festen Grenze liegt. Wir behandeln diesen Fall analog wie den
eben erledigten. Wir setzen:

Setzen wir

)

(76) 7 — g, =pie 1
und erhalten:
R s A j O—T -y (9

9
(16a) Y* = T — 3 N(e 2“'91) Yi(g0)dey,

- = -
e—"(’ e"Q ; (Q"Qx)"__ “(6‘?1)" —2'_ — o g
(76b) 1“’=——“*2‘t—‘:}‘w — we Vig) Y5 (3 d.
0
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Setzen wir beidemal ¢@ als Faktor heraus, so finden wir wie oben,
daB die Integrale nach Division durch &¢ unterhalb einer bestimmten
Grenze bleiben. Bewegen wir daher z auf der Senkrechten in der Rich-
tung der wachsenden p um ein gegebenes Stiick, so rickt der ent-
sprechende Wert von 7, wenn  grof genug ist, beliebig nahe an ¢, be-
wegen wir u in entgegengesetzter Richtung, so riickt # beliebig nahe
an — 4.

Frrichten wir jetzt in irgend einem anderen Punkte 2, der Geraden,
fir den ¢ = o sei, das Lot, so kbnnen wir ganz analoge Formeln zu
(16a) und (76b) aufstellen. Es ist ndimlich nach (75a):

4
ay? 1 Ny
(T7a) 'd;=r[ cos (ro) +;;1;,,fcosr(9-91} N(o,€?) Yl(ox)delje

0

els

¢
ayl" . 1 i) YT
(77b) = ———sm(rg)+;~ez:afeosr(p—-gl)N(plc‘P)Y (o1)do, | &

0

iz

Also ist:
YI<G) = 8in (YO’) + %Jl, Yn(o') == COS (fro') + .;.J;,

(82, = lontor £, (S <[ intr + 20

wobei J,, Jy, Jy, J, GroBen sind, deren absoluter Betrag unterhalb einer
festen Grenze liegt. Wir haben also lings der Senkrechten:

e
(78) 2 —2z =pie ?,
welche in bezug auf die Unendlichkeitsstellen denselben Charakter haben
soll wie die Geraden (68) und (76)

. 1 1 . —~r0
—e—'"’+~(vf ’l,—-J) er'@+ e+r0‘+-—(J1¢-—|—J;) Pt
a9 7oL Al i M dcasc)

T - ‘
: @~ _ o~ T-T)r -2 - e
_,,—;EJ ? 2e N(e ! Z91) Y1(g,9)dg,,

e—rai+_1__(J + i) T4 6+r“+—£—(f,—i,}') e,_,.p'
(78b) yn.-_[ r ! ] 2[ r .]

i FO-Tr _ =T
e 2

Al
N(e : '*'(-’1) Y (g9 dg;,

Daraus folgt, daB, wenn wir nur  grof genug wihlen, n beliebig
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nahe an ¢ heranriickt, wenn sich z auf der Geraden (78) im Sinne der
wachsenden ¢ um ein gegebenes Stiick verschiebt, ferner daB 7 beliebig
nahe an — ¢ heranrfickt, wenn sich % auf der Geraden in entgegengesetzter
Richtung bewegt.

Wenn also » geniigend groB ist, bedeckt der Fundamentalbereich
die 7-Kugel mit Ausnahme der Umgebung von + ¢ und — ¢ beliebig oft,
da wir dann auf jeden Punkt 2 der Geraden (68), der innerhalb einer
endlichen vorgegebenen Anzahl von Fundamentalbereichen liegt, denselben
SchluB aufbauen konnen, wenn wir nur eine endliche, ebenfalls unter
einer angebbaren Grenze liegende Anzahl von Punkten durch beliebig
kleine Intervalle ausschneiden. Ferner ergibt sich aus dem Gesagten, daB
die zum Ausgangsfundamentalbereich benachbarten Bereiche sich immer
mehr an + ¢ bzw. — ¢ heranschieben, so daB also folgt, daB der Funda-
mentalbereich sich beliebig oft bei wachsendem # tiber den Orthogonal-
kreis hiniiberzieht. Dieses wiirde ndmlich nur dann nicht eintreten, wenn
der Orthogonalkreis mit wachsendem r immer kleiner werdend um 4 ¢
oder — ¢ allein sich herumsziehen wiirde. Dieses ist aber nicht méglich,
da dann die Bereiche, die sich immer mehr an + ¢ heranziehen, nicht in
die Bereiche, die sich an — i heranziehen, durch eine Substitution iiber-
gefithrt werden konnten, die einen solchen Orthogonalkreis in sich iiberfiihrt.

Wir wollen nun zeigen, daB nie zwei zu verschiedenen charakteristischen
Oszillationszahlen gehirige Fundamentalbereiche zusammenfallen konnen,
wenn wir, vom Spezialfalle ausgehend, die in der Differentialgleichung vor-
kommenden Parameter derart stetig #ndern, daB der dazugehorige Kern stets
einen reellen Orthogonalkreis besitzt, auf den weder @, noch ¥, noch ¢/, noch
d’ fallen kénnen, da wir parabolische Substitutionen ausschlieBen*) Wir
denken uns dabei die z-Ebene durch gerade Linien zwischen den singuléren
Punkten aufgeschnitten und die singuliren Punkte nur so verschoben, daf
nie ein singulirer Punkt mit einem anderen singuliren Punkte zusammen-
fallt, und daB die singuléiren Punkte nur Endpunkte der Schnittlinien sein
konnen. In dem im vorigen Paragraphen behandelten Spezialfall hatte sich
pun der Fundamentalbereich bandfdrmig auf der Kugel hingezogen. Eine
charakteristische Oszillationszahl képnte nun nur dadurch sich @ndern,
daB eine Seite des Bandes in einem Blatte ganz auf die eine Seite des
Orthogonalkreises sich zusammenzieht, wihrend es frither diesen zum
mindesten zweimal schnitt; damit aber dieses eintreten kann, muf bei der

* Nach einer nachtriglichen mindlichen Mitteilung von Herrn Klein 148t sich
die charakteristische Oszillationszahl z. B. des Intervalles ab als diejenige ganze Zahl
definieren, welche um 2¢ vermehrt die Amplitude derjenigen Drehung gibt, welche
b erfihrt, wenn z von b ausgehend nach einem einfachen Umlauf um @ nach b
zuriickkehrt. Durch diese Definition wird unsere Behauptung evident.
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stetigen Ab#nderung ein Moment eintreten, in welchem die Seite gerade
den Orthogonalkreis berithrt, sonst aber in dem ganzen Blatte auf der
einen Seite des Orthogonalkreises liegt; diesen kritischen Moment wollen
wir fixieren. Vor Eintreffen desselben lag die betreffende Kurve noch
zum Teile auf der anderen Seite des Orthogonalkreises, und es lagerten
sich daran nach innen neue Fundamentalbinder, deren Randkurven in
dem betreffenden Blatte auch noch zum Teile unterhalb des Orthogonal-
kreises lagen, da ja ein kritischer Moment noch nicht eingetreten sein
soll. Beim Eintreten des kritischen Momentes wiirden dann die Kurven
sich beriihren miissen. Ein solcher Beriihrungspunkt auf dem Orthogonal-
kreis, welcher mehreren Fundamentalbereichen angehdrt und in demselben
Blatte liegt, ist aber bei unserer Zerschneidung unmdglich, da die Punkte
a, ¥, ¢, d nicht auf dem Orthogonalkreis liegen. Wir haben daher:

Satz 5: Andert man die Parameter der Differentialgleichung (1), d. h.
die singuliren Stellen, die Exponenten (innerhalb der erlaubten Grenzen)
und den akeessorischen Parameter von einem Falle des Saizes 4 ausgehend
derart ab, daf3 der Kern stets einen reguliiren Orthogonalkreis besitzt, und
daf jeder singuliire Punkt stets nur Endpunkt der dieselben in ganz be-
stimmter Reihenfolge verbindenden geraden Linien ist und mit keinem
anderen zusammenf@llt, so dndern sich die charakteristischen Oszillations-
zahlen wicht, und der absolute Betrag des aksessorischen Parameters bleibt
unterhalb einer endlichen Grenze.

§ 4.

Behandlung des allgemeinen Falles bei vier komplexen singulidren
Stellen.

Wir steigen nun von dem im § 2 behandelten Falle aus allméRlich
zu dem allgemeinen Falle auf, der neben der Einschrinkung, daB die
GréBen «, B, » und & kleiner sind als 1, nur mehr die hat, daB die
GroBen A, 4,, A, und A4, wesentlich positiv sind. Wir wollen dabei
zunsichst nur diejenigen Obertheoreme bebandeln, welche sich nicht an
die in I untersuchten anschliefen.

Wir betrachten die in § 2 ans (12) gewonnene Kurvenschar (53) in
der Ebene mit den Koordinatenachsen B, und B;. Man sieht nun zu-

niichst, daB die linke Seite von (12), also %R(— -) beim {berschreiten

der Kurven jedesmal ihr Zeichen wechselt. Wir befrachten dann auf
denjenigen Kurven (B3), fir welche &y positiv und von O verschieden ist,

das Vorzeichen des Ausdruckes s—in—l(b—j SR(: :’), also der linken Seite von

Mathematische Aunsalen. LXVIIL 4
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(24). Dieser Ausdruck verschwindet, so oft B einen Wert von (57) hat,
und zwar von erster Ordnung. Da nun in diesen Fillen immer ein
Orthogonalkreis existiert, so kann dabei nicht sin§ verschwinden, es
sei denmn %y =0, in welchem Falle die Substitutionen A und B die-
selben Achsen besitzen und E die identische Substitution ist. Daher
bhaben wir diese Fille am Anfange dieses Paragraphen zunichst aus-
geschlossen.

Wir &ndern nun die Exponentendifferenzen ¢, 8, y und J und die
singuldren Stellen stetig ab, dann wollen wir durch Zihlen der Vorzeichen-
wechsel der linken Seite von (24) auf den Kurven (12) zeigen, dafs stels
eine ungerade Anzahl und also sicher ein Punki vorhanden 7st, fiir den
(12) und (24) verschwinden und die Intervalle zu den vorgegebenen charak-
teristischen Oszillationszahlen gehiren. Bezeichuen wir zwel solche Schnitt-
punkte der Kurven (12) und (24), welche dieselben charakteristischen
Oszillationszahlen haben, als zum gleichen Typus gehorig, so kénnen nie
zwei Schnittpunkte der Kurvenscharen (12) und (24), die zu verschie-
denem Typus gehren, zusammenfallen, dagegen kann stets eine gerade
Anzahl von Verschwindungspunkten, die zu demselben Typus von (24) und
(12) gehoren, entstehen oder auch wieder verschwinden. Wenn nun, was
bei der Abidnderung eintreten kann, ein Kurvenzweig von (12) aus dem
Unendlichen hereinwichst, so wird er nach Satz 5 zunschst keinen zu
den festen charakteristischen Oszillationszablen %, und %, gehorigen Schnitt-
punkt von (24) aufweisen kbnnen, also wenn er spiter iiberhaupt welche
hat, wird er sie nur in gerader Anzahl besitzen. Dabel bleibt also die
Zghl der zu zwei fiir die beiden Intervalle vorgegebenen charakteristischen
Oszillationszahlen gehdrigen Schnittpunkte ungerade. Es wird nun auf
einem der Zweige von (12) nie eine im Endlichen geschlossene Kurve
entstehen kdnnen, welche eine ungerade Zahl von Schnittpunkten, die zu
demselben Typus gehoren, enthdlt und keinen anderen Schnittpunkt trigt,
da man beim Durchlaufen derselben zu demselben Vorzeichen der linken
Seite von (24) kommen muB. Nun sind die zu festen charakteristischen
Oszillationszahlen gehorigen B, und B, stets unterhalb einer festen
Grenze gelegen, es konnen daher die zu demselben Typus gehérigen
Oszillationszahlen nicht in unendlicher Anzahl vorhanden sein, es sei denn,
daB ein Kurvenzug von (12) mit einem solchen von (24) zusammenfillt.
Auf einem solchen Kurvenzuge konnen aber nur solche Punkte liegen,
die zu demselben Typus gehéren, also muB er ganz im Endlichen liegen
und geschlossen sein; ob nun dieser Zweig wegfillt, oder nicht, die Zahl
der tibrigen zum Typus gehdrigen Schnittpunkte ist stets ungerade und
kann also nie 0 werden. Es bleibt daher, was auch sonst eintretep mag,
stets fiir jeden Typus ein Wertepaar B, und B, vorhanden, wie wir
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auch innerbalb der vorgeschriebenen Grenzen die Exponentendifferenzen
abéindern, wenn wir jedesmal den Fall, daB zwei Exponenteudifferenzen
einander gleich werden, nur als Grenzfall zulassen, da ja nur dabei E die
‘identische Substitution werden kann.

Um nun auch das Grundtheorem und die an I sich anschlieSenden
Obertheoreme zu behandeln, bezeichnen wir, allenfalls unter Abénderung
der Bezeichnung, mit @b bez. ¢d je ein zu der charakberistischen
Oszillationszahl O gehdriges Intervall und gehen wieder von dem Spezial-
falle des § 2 aus, in dem auch @, b, ¢ reell sein sollen, wihrend d im
Unendlichen liege. Wir setzen jetzt, abweichend von friiher, #,=0, {,=a,,
t — @, +io, und bringen @ nach 0, ¢’ nach co. Um nicht neue Indizes
einfiihren zu miissen, bezeichnen wir auch nach der Transformation den
Wert von 7 in ¥, 0", ¢, ¢’ wmit gy, @3, v, ¥ und nehmen dann als
Orthogonalititsbedingung:

(19) R (i &) =~ 0,
(30) mm R %) =0

wobei & der Winkel ist, den die Achse ¢ ¢” mit der von a'¢” und ¢¢”

bez. E'E" unter Voraussetzung von (79) gebildeten Ebene einschlieBt.
Eg ist dabel im Spezialfalle:

(81) e —tg?(YBo), Jr=—1g'(VBlostiay)

Da das Intervall @b 'die charakieristische Oszillationszahl O besitzen soll,
so. folgt unter Bertioksichtigung von Satz 8 aus (79) dis Gleichung:
(82) B, =10,
wnd zwar wechselt die linke Seite von (79) ihr Vorzeichen, wean B,
von einem positiven zu einem negativen Werte iibergeht. Wir haben
pun zunichst einen der in 1 bebandelten Fille, in dem also, wenn
B, =0 ist, die Gerade ¢ ¢’ die Gerade ¥'b” schumeidet. Ferner schneidet
b'b” sowie ¢ ¢ die Gerade ¢ ¢” bez. E'E”, also liegt, wenn sich die
drei Geraden nicht in einem Punkte schueiden, was ja im allgemeinen
eintritt, wenn

AL

P
&e bez. EE” mit 'Y wnd ¢ ¢ in einer Ebene, also in derjenigen
Ehene, die durch 5'%” geht und in gewShnlichem Binne senkrecht auf
der von o a’und b'b” gebildeten Ebene steht. Nun kann iiberhaupt nie
E'E" mit b'b oder ¢ zusammenfallen, da ja E’E” die Kugel nicht
sehneidet oder hochstens berihrt, ebemsowenig kann 3" oder ¢'¢” mit
éﬂl
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¢ ¢’ zusammenfallen, da dann a’a” mit & b” bez. ¢ ¢” mit d'd” zusammen-
fallen wiirde, was unmoglich ist, da die Intervalle ab und ¢d nicht-
oszillatorisch sind. Aus demselben Grunde kann E nicht die identische
Substitution sein. Daraus folgt aber, daB fiir die in Betracht kommenden
Fille jetzt sind in bestimmter Form existiert und stets von O ver-
schieden ist.

Wird nun B = (f{“gg)g, so hat (80) eine einfache Nullstelle, an der

2

gin & von O verschieden ist. Desgleichen findet, wenn B, = 0 ist, beim
Durchgange von B; durch O ein Vorzeichenwechsel der linken Seite von
(80) statt.

Nur wenn B = 0 ist, also beim Grundtheorem, geht der reelle Ortho-
gonalkreis in einen Punkt iiber. Verindern wir jedoch «, 8, , & zunichst
beliebig wenig derartig, daB 4, 4,, 4, 4, wesentlich positiv werden,
so folgt aus I, daB der Kreis in einen wirklichen reellen Orthogonalkreis
iibergeht.

Wir haben jetzt nur den obigen SchluB zu wiederholen, indem wir
die Zahl der zu den charakteristischen Oszillationszahlen 0, %, gehérigen
Verschwindungspunkte der linken Seite von (80) auf den durch (79) be-
stimmten Kurvenziigen zéhlen, wenn wir Exponenten und singulire Stellen
stetig verschieben, derart, daB stets 4, 4,, 4, 4, positiv sind und
hochstens in einem Grenzfall, d. h. in einem Falle, in dem wir den
ProzeB schlieflen, 2zwei Exponentendifferenzen einander gleich Wer&en
Wir haben also zusammenfassend:

Satz 6. Wenn die zu der Differentialgleichung (1) gehirigen Grifen
A,, 4, A, und A; positiv sind, so komn man stets den akzessorischen
Parameter B als komplexze Grifle so bestimmen, daf der sugehirige Kern
einen reellen Orthogonalkreis besitzt und daff zu dem Infervalle ba irgend
eine vorgegehene ganzeahlige, als positiv angenommene oder verschwindende,
charakteristische Oszillationszahl &y, und 2u dem Intervalle be irgend eine
vorgegebene gamzzahlige, positive, verschwindende oder (wemn %, & 0) nega-
tive charakteristische Oszillationszahl gehirt. Als Spezialfall ergibt sich
daraus das Grundtheorem der automorphen Funktionen im Falle von vier
reellen oder vier komplexen singuliren Stellen. Uber die Eindeutigkeits-
fragen miiiten noch Spezialuntersuchungen durchgefihrt werden, deren
allgemeine Erledigung mir bis jetzt noch nicht gelungen ist.
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Kapitel 1IL

Fall beliebig vieler reeller singulirer Punkte bei reellen
Parametern.™)

§1.

Aufstellung der Differentialgleichung.
Zusammenhang mit dem Kreisbogenpolygon.

Es seien der GroBe nach geordnet a,, @y, .-, a,, gegebene reelle
GroBen, ferner seien a, g, - -, ,, &,,, irgend welche zwischen 0 und 1
liegende positive reelle Zahlen, welche von 0 und 1 verschieden sind.
Wir betrachten dann die Differentialgleichung:

d? 1 — 1 — oy 1 — o\ d
I E

Z — a, 2 —a, daz
P L .
te—mo—a T Fe-a?=%
welche die # -+ 1 singuldren Stellen g, ay,--, a,,a,., = oo besitzt, zu
denen die Exponentenpaare:

’ "
oy, 05 g, 05+ -5 @, 05 aayy, @4y

gehdren. Dabei ist:

(29) oy F gttt gy =0 — 2,
(2b) oy r1Crpy = 4,
(2¢) Ont1— Onst =Gy

Wir definieren jetzt analog zu I § 2 die zu der singuliren Stelle g,
gehbrigen Fundamentallosungen durch:

Y=o — 0, P (@ —a), Fo—PE(e—a),

wobei 8 immer eine Potenzreihe reprisentiert. Die Fundamentallssungen
werden noch jeweils zweckmiBig mormiert. Wollen wir beispielshalber
die Kantenlinge auf der Kante a, @ berechuen, so fihren wir die in
1 § 3 durch (25) gegebenen Normierungen ein, wobei fir a, 3, ¢ jetzt
@pqy O & 2zu setzen ist; statt 1,1y, n,, n, fithren wir jetzt die GroBen
LG, e+ -0 1.6i-) ein, wobei also der obere erste Index
die mittlere der drei in Betracht kommenden singuliren Stellen an-

*) Der Fall von fiinf reellen singuldren Punkien wurde anf meine Anregung von
Herm Gerstenmeier in einer voraussichtlich als Erlanger Doktordissertation er-
Scheinenden Arbeit behandelt.
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deutet. Wenn wir diese Bezeichnung einfithren, erhalten wir ohne weiteres
aus I (10) und (12) die Lange der Seite a/yy0; und die Kantenlinge auf
der Kante a/a,”, also auf der Achse derjenigen Substitution, welche
einem Umlaufe um @, entspricht. Wie jedoch schon in II bemerkt wurde,
wollen wir abweichend von I in I (13):

;
C=-
setzen. Es sei jetzt:
dx
&) Y R O M e
dann geht (1) iiber in:
diy

4 Frias
':c___:a 2—2a, o 2—8e, — n%—zan N —

11(a:—tf) (ma—gla,)m(xfan)a | (o™t dyam*+ -+ 4, )y=0.

Zunichst wiederholen wir nun die Diskussion des Vorzeichens von 4,
wobei wir wieder den in das Unendliche geworfenen Punkt als Index
anfiigen. Dann haben wir wieder drei Fille.

(A) Es sei

Aa,,+1>0, o eyt o, <n—1.
Dann sind alle 4,,4,, -+, 4, , 4,  positiv. Umngekehrt, sind alle
GroBen 4, --- 4, ., Positiv, so ist
o Feoy+- o, <n—1
(B) Es sei
%+1>0, & e+, >n—1.
Dann sind die Grofen 4,,4, --- A, negativ. Umgekehrt, ist 4,
positiv, sind dagegen die anderen 4, negativ, so ist
ottt ea, >n—1
(C) Es sei 4, <0, dann sind entweder alle 4, negativ oder
-zum wenigsten alle mit Ausnahme eines einzigen. Die Ableitungen dieser
Tatsachen ergeben sich genau wie in I § 3.
Es sollen jetzt noch die Bedingungen fiir die Existenz eines Orthogonal-
kreises angegeben werden. Diese sind
(5) LE9LES — G000, G964 ]G]0 ...
LAl -1, — =1, 8-9 ] a=1,2-2)

1

Denn dann schneiden sich die Achsen a,'a,”, a,'a,”, a5'as”, - -+, @, @, in
einem Punkte. Multiplizieren wir dagegen die rechten Seiten der Glei-
chungen je mit einer geeigneten reellen GréBe, so erhalten wir Glei-
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chungen, welche fir #— 2 Kanten vorgegebene rein imaginire Kanten-
lingen postulieren.

Man kann sich nun die Aufgabe stellen, durch Vorgabe von n —2
rein imagindren Kantenlingen und gewissen Oszillationszahlen, oder durch
Vorgabe von n—2 reellen Seitenlingen oder durch Vorgabe einer Anzahl
m rein imaginirer Kantenlingen nebst gewissen Oszillationszahlen und
n—m — 2 reellen Seitenlingen die » — 2 akzessorischen Parameter zu
bestimmen.

§ 2.
Eindeutige Bestimmung der akzessorischen Parameter durch n — 3
reelle Seitenliingen.

Dieser Fall erledigt sich wieder am leichtesten, und wir haben die
Ausfithrungen von 1 § O nur in wenigen Punkten zu erginzen. Es seien

die vorgegebenen Seitenlingen von der Form %‘; m; dabei seien p, und g,

i1
teilerfremde ganze Zahlen und g, nicht 1. Durchlaufen wir nun das

Intervall, zu welchem die Seitenlinge % m gehdren soll, g, mal unter Fest-

haltung des in § O angegebenen Fortsetzungsprinzips, so muB eine Losung
existieren, die am Anfang und am Ende verschwindet und im Inneren
p, — 1 Nullstellen besitzt. Wir kommen daher jetzt auf ein » — 2 para-
metriges gewdhnliches Oszillationstheorem, welches fordert, daB in n —2
Intervallen Lésungen existieren, von denen die zum ¢* Intervalle ge-
hérige am Anfang und am Ende des g;-fach durchlanfenen Intervalles
verschwindet und im Inneren p, — 1 Nullstellen hat. Um den Beweis
dieses Oszillationstheorems zu erbringen, hat man unter Beriicksichtigung
der Ableitung in I § 5 nur den von Herrn Bécher fiir das m-para-
metrige Oszillationstheorem gegebenen Beweis wortlich zu wiederholen *),
um den folgenden Satz zu gewinnen.

Satz 1. Man kann stefs auf eine und nur eine Weise die akzessorischen
Parameter als reelle Grifen so bestimmen, daf8 n— 2 Seiten vorgeschricbene
reelle Léingen besiteen, die aber wicht ganze Vielfache von m sind. Sind
die Werte der Seitenliingen gamee Vielfache von =, so hirt die eindeutige
Bestimmiheit der Parameterwerte auf.

In der Tat schlieBt man von den Seitenlingen %W stets auf be-

liebige Seitenlingen P,w, wenn P; auch eine Irrationalzahl ist, da die

Parameter sich nach I § 4 stetig mit den reellen Seitenlingen #ndern,

*) Bacher, American Bulletin, Oktober 1898 und April 1800.
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sofern diese nicht gleich ganzzabligen Vielfachen von x sind; bei stetiger
Abiinderung schlieBen sich jedoch an die ganzen Vielfachen von = kom-
plexe Seitenlingen an.

§ 3.
Hilfssiitze.
Wir setzen:
A@ 4 40" 4 o+ A,y = P(z),

§2—2(x, . 2

o — 0,2 o z—ay
Gy
(T—a,) (®—ay) -+ - (@~ an)

* < 8(@).

S(z) #ndert also bei den singuliren Punkten und nur bei diesen sein
Vorzeichen, wir nennen nun das Vorzeichen des Wertes von S(z) in
einem Intervalle die Signatur des Intervalles, die also positiv oder negativ
ist. Zwei benachbarte Intervalle haben stets verschiedene Signatur, die
des Intervalles a, oo ist stets positiv, die des Intervalles — oo a, ist
positiv oder negativ, je nachdem » gerade oder ungerade ist. Wir
machen dann folgende Hilfshetrachtungen.

Es sei
(6) P(z) = P, (2)
so gelegen, daB keine der vier Fundamentallssungen

Y::, Yoat’ Y::tfll) YO%-H
im Inneren des Intervalles a,a, , verschwindet und daB die Grofen
Z(lz'ﬂ«}-l)’ l(2i,£+1), l(1i+1,:‘), lg‘+1,i)
alle positiv gind. Ein solches Intervall nennen wir ,michioszillatorisch.®
Ebenso sei das Intervall ¢, , @, , nichtoszillatorisch. Wir setzen dann

gy __ e it yra;, Gipy T __ jEitl) e,
(Ta)  Yl=Y i7" Y Yont =Y -1 T

%Gy __ 7% __ jEi—) e, @y __ o i1 4,
Ya,-_l - Ya:i ll YO ? Y() - Ya; ';2 YO

@ Y %+1 _ EtL) Faigg, % T+l __ LT ey,
(7 b) Ya: Ya;_*,l ll Yo‘ ? Yﬁ()a Ya:+1 Z2 YO‘ ?

Yo+S o § U1 lf+1"+9) ?::4-1; y:m-s =7

Gty Q@+ 1i43) pragyy
LY “yl ‘ 2 ’

RS

Dabei sind die iiberstrichenen Y stets analog zu I (25) normiert, die
Normierung der anderen Y ist eben durch (Ta) und (Tb) festgelegt. Es
sei nun bei einer anderen Verteilung der Parameterwerte

®) P(z) = P,(z) + Q@) = Py(x),

wobei @(x) vom n — 3% Grade ist und ebenfalls so gewihlt sein mége,
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daB, wenn (8) erfillt ist, die Intervalle a,4,,, und @, , e, ,nichtoszil-
latorisch® sind. Die zu P,(z) gehtrigen GréBen zeichnen wir durch Hinzu-
fiigen des Index ¢ aus. Es moge nun je eine der beiden folgenden Glei-
chungen von (9) und von (10) bestehen,

(93) lge:;x,z) > Z§i+1,z’); _ (Qb) l(;'::l,i) > lgn-x,s)’
(103.) Zii’zl’i+2)>l$+1’£+2); (IOb) lg,;l"+2)>l(;+1'i+2)-

Dann schneiden sich die Kurven z= P,(x) und 2= Py(x) entweder im
Intervalle @, ,a,,, oder im Intervalle g,q,,, mindestens einmal. Denn
nehmen wir, um einen Fall zu fixieren, an, die Signatur des Intervalles
a,a;,, sei positiv. Wire nun P, (z) durchaus in beiden Intervallen a;a,,,,
;1 ;5 grober als Py (z), so wire der Koeffizient von y in der Differential-
gleichung (4) unter Voraussetzung von (6) im Intervalle ¢,a, , durchaus
groBer, als derselbe Koeffizient unter Voraussetzung von (8); im Intervalle
@ . @, Wire dagegen der aus (6) entstehende Koeffizient durchaus
kleiner als der aus (8) entstehende, da die Signatur des Intervalles
@, @5 Ja entgegengesetzt der von @;a; ., ist. Dann folgt genau wie in I
S. 237 und 238, daB zwar sogar (10a) und (10b) gleichzeitig erfillt
wiren, daB aber an Stelle von (9a) und (9b) gerade die entgegengesetzten
Ungleichungen triten. Wire aber P;(x) durchaus kleiner als Fy(z) in
beiden Intervallen, so wiren zwar die Ungleichungen (9), aber die zu
(10) entgegengesetzten Ungleichungen erfiillt. Die beiden SchluBweisen
vertauschen sich, wenn die Signatur des Intervalles a,a,,, negativ ist.
Man hat also ganz allgemein:

Satz 2. Sobald sum mindesten eine der Ungleichungen (9) gleicheeitiq
mit einer der Ungleichungen (10) gilk, miissen sich die Kurven z = P,(x)
und z = Py (x) sum mindesten einmal entweder im Intervalle a,a,,, oder
im Intervalle a,, ., a,,, schneiden.

Daran schlieBt sich der etwas tieferliegende:

Satz 8. Wenn gleicheeitig eine der Gleichungen (9) und eine der
Gleichungen. (10) erfillt ist, und die Kurven z= P (z) und 2= Py(x)
zwischen a, und a, , nur einen Schnittpunkt gemeinsam haben, so 1ist:

(11) l(li:;'l'l) > l(;:yi"f'l); Z(;:;"Fi) > lgvi‘*'l).

Liegt der Schnittpunkt der beiden Kurven im Intervalle a,.,a,,,
so folgt aus einer der Gleichungen (9) allein, daB P,(x)S(z) im Inter-
valle a;a;,, durchaus groBer ist als P, (2) S(z), und daraus folgen dann
die beiden Gleichungen (11). Schwieriger ist der Beweis, wenn der
Schnittpunkt im Intervalle a,a,,, liegt. Bs verschwindet in diesem Falle
das in (8) definierte @(z) in einem Punkte X des Intervalles a,q,, .
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Da nun Q(z) im Intervalle @, a,,, nicht verschwindet und eine
der Ungeichungen (10) erfiillt sein soll, so ist im ganzen Intervalle
O y1%qs

S() Py (2) > 8(z) Py(2),

also ist
(12a) 8(z) Py(z) < 8(z) P,(z), 4 . Q) 8(x) < 0,

wenn X <7< @y,
(12b) 8(z) Py(2) > S(z) Py(z), d. h Q(z) 8(z)>0,

wenn X > 2> a,.

Nun findet man aus der Formel I (84) wie dort*) durch geeignete
Spezialisierung

‘441
(1Be)  [TATI Q) S(a) dt =1 — 10D,
i
t“i+1
3b)  [EFYE Q@) S di=1t — 1,
t,
fai 41
(14a) SEBTE, Q@) S@) di =1 — 1,
ta‘,
'ai-u
(4v)  [YITE Q@) 8@ ar =10~ 1.
fa;

Da nun die Grifen
L [+ gL [EEnd
nach Voraussetzung positiv sind, so sind die Funktionen

7341 @ 41 4y a;
Yﬂ"'_'_l’ Y:J 2 YQ’;’ YO ’

welche im Inneren des Intervalles nicht verschwinden, gemiB den Formeln

(7a) und (7b) so normiert, daB sie zwischen @, und a,,, durchaus negativ
sind. Wir bilden jetzt die Ausdriicke:

*} Bei der Formel ist 1. ¢. ein Druckfehler. Sie mufB natiirlich heifien:

3
du dv |2
‘/‘(’U L(u} —_ uL(v)) Gt == [?} 'é"g — a—t—]h'
[}
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az+1
(X
J YQH-I( ) 1,+1 a,,-(x);
T+1 az(X) @;
y“i+1
a; %41 [ 77N
- L) — 5 TG
(15)
“ a@+1(X) .
Jy= Y+ (2) — Y i(x);
Y4 (X)
t+1 X
Jo= Yo+1(g) — 20D gy
Y, (X)

Diese verschwinden fiir #==X und haben als Losungen von (4) unter
Voraussetzung von (6) zwischen @, und @, _; keine Nullstelle mehr, da
nach einem Sturmschen Satze*) zwischen zwei Nullstellen einer Losung
von (4) stets eine Nullstelle einer jeden anderen Losung von (4) liegen
muB. Wir wollen nun zeigen, dafl jeder der Ausdriicke fiir o, <2z < X
negativ, fir X < x < a,,, positiv ist. Fir 2 = a, ist nadmlich:

Jm V@) <0, Ti= Xty <0,
fiir x—a+1 ist

%41

=~ T‘%‘%})— Yy (@ 0) > 0,

da
YirHX), Y(X), Y @)

%41
negativ sind. Wir haben also nunmehr unsere Behauptung betreffs J,
zu beweisen. Fir # = @, ist nun —J——— + 1, also positiv. Wire nun
J, fiir z = a, posifiv, so kéonten wir J; mit einer positiven GroBe & so
multiplizieren, daf &.J,= 1 fiir # =a, ist, wihrend 0—%(3 J,) fir z =g,
positiv bleibt. Es hat daher 8J,(%) in a; denselben Wert wie Y ,*, aber
eine groBere positive Ableitung, ist also in der nichsten Umgebung von
x = a, fiir gréBere x grofer als ¥, und bleibt es im ganzen Intervalle

a0y y, da 8T, (2) —~ ¥4 fiir £ =a, verschwindet, also im Intervalle
a;@,,, nicht mehr verschwinden kann. Da nun J in X verschwindet,

miiBte ¥ ,¢ zwischen a, und X verschwinden, was gegen die Voraus-

" Vergl. I, S. 245.
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setzung verst6Bt. Damit ist die Behauptung fiir alle Funktionen J}, J3, J5, J,
bewiesen und sie gilt natirlich genau so fir J; ,, dy ., J; , J ,, welche
analog aus den mit dem Index g versehenen GroBen gebildet sind. Nun
ist nach Voraussetzung die rechte Seite entweder von (14a) oder von
(14b) positiv, also entweder:

“z+1

(16a) fy“ Yy Qa)S(z) dt — f'Y“‘ Yy Q) S(x)| dt>0

oder
a1,+1
(16b) fy“s Yy: Q@) 8(z) dt—fY“' Y, 1Q() S(@)| a4t > 0.
tai
Wir bilden jetzt, wenn (16a) erfiillt ist, die Gleichung:
x
yi+1 Fi+1
Y, (X) Y, X
(17 1 ‘;19 Y Y Q) S@)at
“i(X) o (X)
a”'i(X) Y“H-l X ‘a“"“
/ YHYS Q@) S(@)|at
(e D SN VAL
“i+1 %41
(X) ¥ (X e
a+1 X1, G+1,1) E+1, 4
o e VR ] D 12

S S{6 IS Ao

Auf der linken Seite von (17) ist nun der Minuend sowie auch der Sub-
trahend positiv, dieselbe wird daher stirker positiv, wenn wir den
Minuenden vergréBern, den Subtrahenden verkleinern. Dies geschieht,

Y”'i +1
wenn wir. statt ﬁ Y ‘(«), welches eine negative GroBe ist, ¥ “‘“(x)
(X)
% +1
% o q(x), das auch negativ ist, Y“'+1 (x) einfiithren. Denn
X)
auq

da J; fiir ,<#<X negativ, fiir X<z<a, , positiv ist, so ist das Produkt

::Ii( ) Y,,:I;‘,q(o:) fir a, < 2z << X positiv und gréBer als das Glied, das

wir ersetaten, fiir X < # < a,,, auch positiv, aber kleiner als das ersetzte
Glied. Durch diese Substitution geht aber die linke Seite von (19) in

die linke Seite von (13a) iiber, also ist tatsichlich lg’;“) — lgi’tﬂ) >0.
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Fithrt man Yo' **(2) und Y5, in (17) ein, so folgt unter Bentitzung
von J; aus einem zu (17) analog gebildeten Ausdrucke: I *¥ — 15"+ 0,
Geht man von (16b) aus, so erhilf man unter Beniitzung der Bigen-
schaften von J, und J, den vollstindigen Beweis der Formeln (11).

Wir konnen nun Satz 3 umkehren und erhalten als eine andere
Ausdrucksform desselben:

Satz 4. Wenn gleicheeitig eine der Gleichungen (9) und eine der Glei-
chungen (10) erfillt ist, aber eine der Gleichungen (11) nicht erfilld ist,
haben die Kurven z= P,(x) und 2= P,(z) zwischen a, und o, , mindestens
swer Schwiltpunkie.

§ 4

Existenz eines reellen Orthogonalkreises beim Grundtheerem, wenn
mindestens ein 4 positiv ist.
Entsprechende Vorgabe rein imagindrer Kantenlingen.

Wir wenden uns jetzt zum Beweis des Grundtheorems, wobel wir

a 4 By.. ¥, &y, &
o TN N -

/ A

g &

wieder von den Kurven = P(z) ausgehen. Wir legen zunichst die
Kurve durch die Punkte a,, @y, -+ @,_y, 50 dab

(18) P@) = (5—a) 5—a) -+ (=1,

Dann ist in allen Intervallen a,ay, Gy, - - 4 G,_1 @, der Koeffizient von y
in (4) durchaus negativ; wir bezeichnen in diesem Falle die Intervalle
als durchaus wickioszillatorisch® und diese Intervalle sind a fortiori wichi~
oszillatorisch im Sione von Seite 56. Wir betrachten jetzt speziell die
Intervalle a,_sa,_; wnd @, _,@,. Ist nun:

(}3} Iisx-—-t,a)lgzwl,n} z z:sn—-l,ﬁ—ﬂ} zén-—l,n—vﬁ};

so verschieben wir den Schnittpunkt der Kurve mit der s-Achse, welcher
nach g,_, fiel, nach links bestiglich rechis, je nachdem > oder < in (19)
galt, die anderen Schnittpunkte lassen wir fest. Dann bleiben die Inter-
valle zwischen ¢, und @, zunichst durchaus nichtoszillatorisch, wihrend
-7 und If~4% bei einer Bewegung des Schnittpunktes nach rechts
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kontinuierlich wachsen, /{(*=%%~% und {*~%"~% kontinuierlich abnehmen;
bei einer Bewegung nach links nehmen I{*~%h7=2 [r—Ln=3 gy, [#-17)
und #*~%% ab. Wenn nun der Schnittpunkt nach @, fillt, so ist der
Koeffizient von y im ganzen Intervalle @,_, a, positiv, daraus folgt durch
denselben SchluB wie in I, § 8, daB, wihrend wir den Schnittpunkt von
a,_, nach g, bewegten, I(*~%7" durch oo gegangen ist; sobald dieses ein-
getreten ist, nennen wir das Intervall a,_, a, ,wirklich oszillatorisch®.
Wenn aber der Schnittpunkt, sich in entgegengesetzter Richtung be-
wegend, nach a,_, gekommen ist, ist aus demselben Grunde I{*-Lr-2
durch oo gegangen, also das Intervall a,_,a, , ,wirklich oszillatorisch®
geworden. Zwischen der Lage des Schnittpunktes, fiir welche 7~ den
Wert oo hat, und der Lage, fiir welche 2{"~17-% den Wert oo annimmt,
gibt es also stets eine und nur eine Lage des Schuittpunktes, fiir welche

(20) Je-umE-tm g Jm=Le=E=1n-9 — (

erfiillt ist, wenn ¢,_, irgend eine reelle feste positive GriBe ist, der wir
speziell den Wert 1 geben kinnen.

Wir fithren nun den Wert von 2= P(x) fiir x =a,_, als neue
Variable 7, ; ein. Bei der Lage der Kurve, fiir welche (20) erfiillt war,
sel 2,_1 = #7. 1, wir nennen die Kurve I. Ebenso fiihren wir jetzt den
Wert von 2z in dem’ Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden z=aq,_,
als neue Variable #,_, ein, wobel also #}.; = O ist.

Um nun zu erreichen, daf neben (20) auch:

(21) l(n—-2 n—l)ln—2 n=1) __ ¢, l(n—2 n—S)Z(n-z -8 _ 0

erfillt sei, wobei ¢,_, eine positive reelle Konstante ist, verfahren wir
folgendermaBen: er verschieben 2, , um ein kleines Stuck und be-
stimmen #,_, so, daB zundchst (20) erfiillt ist. Es wechselt ndmlich fir
%,_g =0 die linke Seite der Gleichung (20) ihr Vorzeichen, wenn z,_,
durch 2., hindurchgeht, wie aus den obigen Betrachtungen direkt folgt,
da dabei der noch bewegliche Schniftpunkt mit der z-Achse sich in einer
festen Richtung verschiebt. Liegt also z,_, geniigend nahe an 0, so hat
die Gleichung (20) sicher eine ungerade Anzahl von Nu]lstellen in der
Umgebung von 2,.;=27.,. Es kann aber bei festem 2,_; nur eine
einzige solche Wurzel von (20) existieren. Denn wiirden zwei Kurven
II und III existieren, welche zu demselben z,_, gehdren, dann hitte
Kurve II mit Kurve III keinen Schnittpunkt mehr gemeinschaftlich und:
wenn wir die Kurven so bezeichnen, daf

(22a) l(;,‘r_xl =8 Z(n-i -9
also auch
(22b) lf,”' L9 l(n 1,7—9



Kleinsche Theoreme iiber lineare Differentialgleichungen, II. 63

ist, so wire

(232) B < U™
(23b) " <™

wenn wir die zu den Kurven II und III gehérigen GréBen durch Hinzu-
fiigen des Index I bez. III auszeichnen. Dann ist aber ein gleichzeitiges
Bestehen der Gleichung (20) fiir die mit II versehenen Grofen und die
mit III versehenen GroBen ausgeschlossen; q. e. d.

Wir wollen kiinftighin unter Annahme der Lagenverhsltnisse in Fig. 8
sagen, das Intervall a,_ja,_, sei fir II starker oszillatorisch als fiir III,
das Intervall a,_, a, sei fir II
schwdcher oszillatorisch als fiir III,
was Gleichungen von der Art (22)
und (23) zur Folge hat. Man kann
also, wenn man 2,_, auf der
Geraden « = @,_, hinauf- oder

]
]
Wz
I

hinunterschiebt, bei einer festen
Lage dieses Punktes stets einen
und nur einen Wert #,_, angeben,
so daB (20) erfiillt ist, solange nur
keine der GroBen I, die in (20)
vorkommen, unendlich wird. Ferner

G -3
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1
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Fig. 8.

bemerken wir noch, dal jeweils die
Kurve II zwischen a,_s und a, die z-Achse schneiden muf}, da ja somnst
eines der Intervalle @, ,a,_, oder a,_,a, sicher ,wirklich oszillatorisch¥

wire. Vergleichen wir jetzt die Kurve I mit Kurve lI, wobei wir nicht
beniitzen wollen, daB 55?4 =0 1st, so haben diese Kurven zwischen
a,_s und g, einen Schnittpunkt gemeinschaftlich, da fiir beide (20) erfiillt

ist. Jetzt konnen wir also Satz 3 anwenden. Denn es sei zunichst

(24) 0 >0
Dann behaupten wir, daf:
@) ETUSAY, s e,

Denn liegt der einzige zwischen a,_, und o, mdgliche Schnittpunkt
zwischen @, _, und @,, so macht II das Intervall @, _,a, _,, das eine
positive Signatur hat, durchaus stirker oszillatorisch als I. Liegt aber
der Schnittpunkt zwischen @, , und a,_,, wie in Fig. 3 fiir die Kurve III
angenommen wurde, die wir also im jetzigen Zusammenhange mit II be-
zeichnen miissen, so ist das Intervall a,_,a,, das eine negative Signatur
hat, fir das jetzige II stirker oszillatorisch als fiir I; es ist also:
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(26 8.) l(lf,‘l_ll‘n) > Z:(:I— 1,n)’

(26b) l;’:;{ly ) > lg:; 1,1!)‘

Da aber fiir beide Indizes die Gleichung (20} gilt, ist sicher entweder
g gilt,

(27&) l(:I-Ilm—?) > lg’:;l‘”“?}

oder

(27h) lf,ff;;" et Zg”; 1,n-2)

exfillt.

Es sind daher alle Voraussetzungen von Satz 8 erfiillt, woraus (25)
folgt. VergréBern wir daher 2, , und verfindern wir z,_, so, daB (20)
stets erfilllt ist, so nehmen die GroBen I*~%»-® und I{*-%7~» konti-
puierlich zu, verkleinern wir 2,_, und veriindern wir 2,_, so, daB (20)
stets erfillt ist, so nehmen I"~**~% und I{*-%*~9 ab, Denn bei der
Ableitung von (27a) und (27b) wurde ja nur beniitzt, daB das zu II ge-
hoérige 2,_, grofer ist als das zu I gehdrige. Das Intervall a, ja, s,
das eine negative Signatur hat, wird aber bei wachsendem 2,_, und ent-
sprechender Verschiebung von 2, , stets schwiicher oszillatorisch, so daf
IfP=%7-9% und If*~%"~% mit wachsendem #,_, abnehmen, mit steigendem
#,_; wachsen. Nun folgt aus den Gleichungen (7), daB I{*~%7~% und
I{t=t7=% stets gleichzeitig unendlich werden; solange also I{*~%"—1 end-
lich ist, gilt dieses von allen in (20) vorkommenden GriBen, da immer
zuerst l; durch co gehen muBl, und beim ersten Durchgang von 7, durch
oo das zugehodrige I, nicht O sein kann. (Vergl I, 8.223 u.f)

Nun kann man stets 2, _, unter der durch (20) vorgeschriebenen Ver-
riickung von #,_; so vergroBern bez. verkleinern, daB I{*~%"—Y bea.
I{*=%7"=% unendlich wird. Diese Tatsache ist sicher dann erwiesen, wenn
wir zeigen, daB durch gentigendes Verschieben von s, _, bei zugeord-
neter Verriickung von #,_, stets mindestens eines der Intervalle zwischen
a,_s und a, ,wirklich oszillatorisch” wird.

Es kann nun [#,_,| nur dadurch iiber alle Gremzen wachsen, daB
mindestens einer der akzessorischen Parameter iiber alle Grenzen wichst.
Wir sstzen nun den betreffenden Parameter als Faktor von P(z) heraus
und erhalten den zweiten Faktor als Summe von zwei Polynomen, von
denen das eine hochstens vom Grade # — 3 ist, das andere aber einen
beliebig kleinen absoluten Betrag im genzen inneren Intervall zwischen
a, und-a, besitzt, wenn der herausgesetzte Faktor groB genug ist. Damit
nun von den Intervallen keines ,wirklich oszillatorisch® ist, miiBte das
erste Polynom vom % — 3% Grade in jedem der » — 1 Intervalle ein zu
dessen Signatur entgegengesetztes Zeichen besitzen, also mindestens » — 2
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Nullstellen besitzen, was unméglich ist. Daher muB mindestens ein
Intervall zwischen a, und a, wirklich oszillatorisch sein. Wren nun aber
die drei Intervalle zwischen a,_, und g, alle nichtoszillatorisch, so wiirden
notwendigerweise zwischen a,_; und @, mindestens zwei Nullstellen von
P(x) liegen, und es wiiren daher die Intervalle zwischen a, und a,_, also
alle Intervalle zwischen @, und a, durchaus nichtoszillatorisch, wie
Fig. 4 zeigt. Dieses steht mit dem eben Gesagten in Widerspruch.
Bewegen wir daher 2z, , fortwihrend nach abwirts und entsprechend
2,_,, so daB (20) erfiillt bleibt, von dem Werte an, fiir den I*-%»=0

a

das erste Mal unendlich wurde, bis zu dem Werte, in dem I*~%"~% das
erste Mal unendlich wird, so durchliuft die linke Seite von (21), alle da-
zwischenliegenden Werte einmal und nur einmal annehmend, die Werte
zwischen + oo und — co. Die linke Seite von (21) nimmt also dabei
einmal und pur einmal den Wert O an und zwar geschehe dieses fiir
Zy_y =22 4, &p-9 = iy, flir welche also (20) und (21) gleichzeitig er-
fillt sind.

Wir beginnen jetzt mit der Verschiehung des Schnittpunkies der
Kurve mit # = a,_;, indem wir #,_5 von O an wachsen oder abnehmen
lagsen, bis die Gleichungen (20), (21) und
428y Jp=8n= n-8n-5 6, gl s8-8 o

erfiillt sind, wihrend die vier Intervalle @, ,@, 3, @, 3@, 35 @, _2G,_1,
a,_, @, ypnichtoszillatorisch sind, die anderen Intervalle zwischen g, und
a, 4 smd dann von selbst ,,dureha,us nichtoszillatorisch®. Wir verriicken zu-
nacast #,_, von O aus, wihrend wir alle anderen GroBen festhalten. Hierauf
halten wir #,_, und 2,_, fest und verschieben 2, , um so viel, dab (20)
erfillt wird. Danrn folgt, daB nur eine einzige Wurzel 2,_, in der Um-
gebung von #7.; liegt. Wir verschieben hierauf 2, _, und glemhzemg 1
50, daB (20) erbalten bleibt, (21) wieder erfullt wird, was wieder, wie
oben, nur fiir ein Wertepaar #,_, und s, , eintritt. Wenn sich also
#,_p stetig andert, indern sich die Werte von #,_, und 2z, _,, fir welche
(90) und (21) erfillt sind, stetig, da wir bei der Ableitung nirgends be-
niitzten, daB wir von 2, g = O ausgingen.

Wir bezeichnen nun wieder zwei Lagen der Kurve, fiir welche (20)
und (21) erfdllt sind, mit I und Il Dann miissen sich wegen (20) I und

Mathematische Annalen. LXVIIL b
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II zundchst zwischen @, _, und @, mindestens einmal schneiden; liegt dieser
Schnittpunkt zwischen a,_, und a,, so muB ein zweiter Schaittpunkt
wegen (21) zwischen @, ; und a,_, liegen. Dasselbe gilt aber auch,
wenn der erste Schnittpunkt zwischen a, , und a,_, liegt, denn ist
dieser Schnittpunkt der einzige in diesem Intervalle, so folgt aus (25),
fir welches dann die einen der beiden dquivalenten bei seiner Ableitung

gemachten Voraussetzungen er-

Z1 gt sind, daB die GroBenbe-
/ ziehung zwischen
¢ 4 (n-2,n-1)

l(n—?,'n-—l)
- 1, 1L 1

' + +
aQ q, aQ

- 2,11
a
I n-3 7.2 L] n und ( )
n—-2yn—1) n—-2n-—1
Fig. 5. ZI,I loy

dieselbe ist, wie wenn der Schnittpunkt der Kurven I und II statt
zwischen a,_, und a,_, zwischen a,_, und a, liegen wiirde. Liegt also
nur ein einziger Schnittpunkt zwischen @, , und a,, so muB, wenn (21)
erfiillt sein soll, ein weiterer Schnittpunkt zwischen a,_g4 und a,_, liegen.
Dann aber haben wir genau wieder dieselbe Sachlage, wie beim Inter-
valle @, j,a _,, und wir kdnnen genau wie frither aus Satz 3 schliefien,
daB das GroBenverhiltnis der Produkte

Z(n—s,n—s)_ Z(n—3,n—2)
II

(n—8,n—8) (rn—8,n-2)
2, TI und Z1,1 ’ lsl

dasselbe ist, wie wenn dieser zweite Schnittpunkt im Intervalle a,_,a,_,
liegen wiirde, dieses war aber gerade die andere Alternative. Liegt nun

zf[_s hoher als zﬁ_a, so liegt II im Intervalle a, ,0,_,, das eine posi-
tive Signatur hat, hoher als I, ebenso ist nach den eben erledigten Aus-

fihrungen die Wirkung auf die Produkte
n—8,n—8) (n—8,n—2) (n—8,7n~2) 4(n—38,n~23)
Lo o und /) ’ l(z, I

so, als ob II auch im Intervalle a,_sa,_, ganz oberhalb I liegen wiirde;
da nun die Signatur von a,_sa,_, negativ ist, so folgt, dafl

—8,n—9) —8,n—13
l{n n )lén n—2%)

mit wachsendem 2,_, bei zugeordneter Bewegung von 2,_, und #,_,, so
daB (20) und (21) erftillt bleiben, sinkt,

—~8,n—4) —-3n-—4
lyx » )lg(n n—4)

dagegen wichst. Es gibt daher eine und nur eine Lage der als allein
beweglich angenommenen Werte #,_,, #,_g, #,_g, fiir welche (20), (21)
und (28) erfiillt sind, wihrend alle Intervalle zwischen @, und a, mnicht-
oszillatoriseh sind.
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Um nun allgemein den Beweis zu erbringen, nehmen wir an, es gebe
zwei Kurven I und II, welche die Geraden

(29) L=y, L=0g ... T=10, ,
in denselben Punkten schneiden, und fiir welche die Gleichungen:
(30) [H+0ei+ ) — g 6= — ()

fir i=n—m+1, n—m+2, ..., n—1 erfillt sind, wobei die ¢ vor-
gegebene reelle positive GroBen, und die inneren Intervalle zwischen
@,_, und g, nichtoszillatorisch sind. Dann haben I und II aufler den
n—m — 2 Schuittpunkten fir x=a,, a;,...,a,_,,_, noch m—1 Schnitt-
punkte. Schreiben wir nun statt: ,,(30) fiir ¢ = &% die Abkiirzung (30, k),
so miissen, wie oben ausgefithrt, wegen (30, » —1) und (30, n — 2)
zwischen @, , und g, zwei Schnittpunkte liegen, die, wenn sie allein in
diesen Intervallen liegen, auf die GrioBenbeziehung zwischen den Produkten

(n—8n—2 qlu—8,n—0) (n—2na—2) 3(n—38,2—2)
- : lz, i und ZI,I ly 1

so wirken, wie wenn sie beide zwischen a,_, und a, liegen wiirden. Im
anderen Falle liegen aber zwischen a,_; und a, mehr als zwei Punkte.
Im ersteren Falle muf nun zwischen @, , und a,_, mindestens ein
Schuittpunkt liegen, der, wenn er allein vorhanden ist, infolge Satz 3 auf
die GroBenbeziehung zwischen den Produkten

(n—4,72—8) {n—4,n=8) (n—4,n=8) n—4, n~3)
lz,n ! Ze, II und zx I ' Z2 i

so einwirkt, wie wenn er zwischen a@,_, und a,_, liegen wiirde. Im
zweiten Falle liegt nun entweder wirklich zwischen a,_; und a,_, kein
Schnittpunkt, oder die Zahl der Schnittpunkte zwischen a,_, und a, ist
mindestens vier. Diesen SchluB kann man beliebig fortsetzen. Es folgt
daher aus (30, » —m + 1), wenn alle vorhergehenden Gleichungen (30)
erfilllt sind, daB entweder die Kurven I und II zwischen @, ., und @,
mehr als m — 2 Schnittpunkte, also gerade m — 1 Schnittpunkte haben,
oder daB zwischen a,_, ., und «, gerade m — 2 Schnittpunkte liegen,
zwischen ¢, und @,_,,, aber ein einziger Schnittpunkt liegt, der auf

n—m

die GriBenbeziehung zwischen den Produkten

z(n—m, n-—-m+1}l{n—m,ﬁ—m+1)
2,

l(n-m,w—m-}‘l}lin—m,n—-m-&l}
1,1 I LI

und 2,1

gerade so einwirkt, wie wenn er zwischen a,_, ., und @, ., liegen
wiirde. Die GroBenbeziehung zwischen diesen beiden Produkten ist also
bei beiden Alternativen dieselbe, wie wenn zwischen @,_,, und @, 4,
kein Schnittpunkt liegen wiirde; zwischen a,_,_, und a,_, kann iber-
haupt kein Schnittpunkt liegen.

Wir nehmen nun an, wir hitten gezeigt, daB man auf eine und nur
eine Weise eine Kurve # = P (z), welche die z-Achse in a,, a5,.. ., 0y_p

5*
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schneidet, derart bestimmen kann, daB die Intervalle @, bis @, nicht-
oszillatorisch sind, wiihrend die Gleichungen (30) bestehen. Dann ver-
schieben wir 2, , und gleichzeitig 2,_,..,, ..., 2,_; 50, daB (30) erfiillt
bleibt. Dabei &ndern sich z,_, .., ..., 4,_, stetig mit z und das
Produkt [{»~mn-m+1) . Jn—mn-m+1) indert sich gerade in entgegengesetztem
Sinne, wie das Produkt I{#-mn-m-0.jm-mn-m-1 g0 daf} es eine und
und nur eine Wertekombination der GroBen z,_,, ..., #,_, gibt, sodaB
neben den Gleichungen (30) die Gleichung:

n—m

ll(n—m,n-m+ l)lg(n-—m,n—m+1> —¢

- —-m-1 - —-—m=1 —
"_mllgn mn—m )lz(n ma—m—1) — ()

| “n—m l 80
weit vergroBern kann, daf I*-™"-m+1 bzw, {{*=»=-m~1) durch Unendlich

geht. Setzen wir m = n — 2, so folgt, daB man die akzessorischen Para-
meter auf eine und nur eine Weise so bestimmen kann, daf die inneren
Intervalle zwischen a4, und @, nichtoszillatorisch sind und die » — 2 Glei-
chungen:

(31) ll(t,t+1)l§i,i+1) — ¢l 1= =0

fir =n—1,n—2,..., 2 bestehen.

besteht. Denn wir konnen gemau wie oben zeigen, daB man |z

Setzen wir alle ¢,;= 1, so hat das Kreishogenpolygon einen Ortho-
gonalkreis.

Sind nun alle Gréfen A, positiv, so behaupten wir, daB in diesem
Falle ein reeller Orthogonalkreis existitiert, den keine der Seiten des
Polygons schneidet. In der Tat wire dieses nur dann nicht der Fall,
wenn die Intervalle a,a,,, und a, a4, ,wirklich oszillatorisch® wiren. Um
dieses als unmdglich nachzuweisen, werfen wir g, in das Unendliche, dann

kéunnen wir die akzessorischen

a ¢ a 2 a Parameter so bestimmen, daB

nt+1 “n 4 3 2 . :
Pig. 6. ein reeller Orthogonalkreis

existiert und die Intervalle

&, . .., @, a, nichtoszillatorisch sind. Es gibt also eine zweite
Werteverteilung der Parameter, zu der die Kurve II gehéren mdoge, bei
welcher die Intervalle a,as, . .., a,a,,, ynichtoszillatorisch* sind, wihrend
die Gleichungen (31) gelten, in denen ¢, = 1 ist. Wir bezeichnen wiederum
die Kurve, fiir welche die Intervalle a,as, ..., a,_,a, nichtoszillatorisch
sind und die Gleichungen (31) bestehen, mit I. Dann miiBte II das Inter-
vell a,a; ,wirklich oszillatorisch“ machen, da somst, wenn wir in (30)
m=n—1 setzen, alle sich daran anschlieBenden SchluBfolgerungen erfiillt
wiren und I und II m — 1, also » — 2, Schnittpunkte gemeinschaftlich
hitten, also zusammenfielen. Aber auch, wenn fiir II das Intervall a,a,
»wirklich oszillatorisch” ist, konnen wir fir m —n — 2 die an (30) an-

" I -
T Y T
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schlieBenden SchluBfolgerungen bentitzen, aus demen folgt, daB die n — 3
Schnittpunkte von I und II rechts von a, und links von a, liegen. Xs
macht nun II das Intervall a,a, stérker oszillatorisch als I. Da aber
zwischen @, und irgendeinem Punkte des Intervalles a,a, , n — 1 Punkte
mit Vorzeichenwechsel von S(z), nimlich a,, 4y, .., 8,, ferner n—3 Schnitt-
punkte von I und II liegen, so #ndert die Differenz (Pr@) — Pr(2)) S(x),
welche im Intervalle @, 0, positiv war, n—1+n—3, also 2n — 4 mal ihr
Vorzeichen, also macht 11 das Intervall a,a,,, stirker oszillatorisch als L
Da aber a,a,,, fir II nichtoszillatorisch ist, so ist dieses also a fortiori
fir I der Fall. Wir haben also:

Satz 4. Ist 4 positiv, so kann man auf eine und nur eine Weise
die akzessorischen Parameter so bestimmen, dafi die Lingen der Kanten
& 'ay’, ag'a,’, ..., a,/a," vorgeschrichene rein imaginire Griofen besitzen,
wéhrend die Seiten aay, ag'ay, ..., 041, rein imaginire Ldngen be-
sitzen. Sind alle Griflen A, positiv, so kann man auf eine und nur eine
Weise die akzessorischen Parameter so bestimmen, daff das Kreisbogenpoly-
gon einen Orthogonalkreis besttet, der reell ist, und den keine Seite schneidet.

Es sei nun 4,,,, positiv, aber 4, also auch alle tbrigen 4,,, negativ.
Dann werfen wir a, in das Unendliche und zeichnen die Kurve, fiir
welche ein Orthogonalkreis existiert und die Intervalle a, ay, a54a,,...,a,_,a,
nichtoszillatorisch sind. Da A, negativ ist, so ist jetzt # filr sehr groBe
positive z negativ, und die Kurve muB die a-Achse zwischen a; und q
schneiden, da sonst P(z) S(z) im zweiten Intervalle a,a, durchaus positiv,
also dieses Intervall ,wirklich oszillatorisch” wire.

Aus demselben Grunde miissen zwischen @, und @, zwei Schnittpunkte
mit der z-Achse, zwischen @, und @, » — 2 Schnittpunkte liegen, sodaB
also zwischen «,,, und a, kein golcher Schnittpunkt mehr liegen kann
und also das Intervall a,a,,, ,wirklich oszillatorisch“ ist. Wirft man a,
in das Unendliche, so folgt fiir das Intervall a,, e, dieselbe Eigenschaft.
Wir haben also in Ergénzung von Satz 4:

Satz 5: Ist A,,,, positiv, sind daogegen alle anderen Grifien Ay
negativ, so kann man die akzessorischen Parameter auf eine und nwr eine
Weise so bestimmen, daf das Kreisbogenpolygon einen reellen Orthogonal-
kreis besitet, den die veellen Seiten @, Gni1 und a,yia, und nur diese
schneiden.

8§ b,
Obertheoreme.

Es sei wieder A, ,, positiv. Wir stellen uns dann die Aufgabe, die
akzessorischen Parameter so zu bestimmen, daB die Kantenlingen auof
' ag’y a5'ay"y ..., @n_1@s-1 VOrgegebene rein imaginire Werte besitzen,
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wihrend die Seitenlingen von a,’ay, a,'a,, ..., ay,—1a, die Form k. » + ¢,¢
fiir r =2, ..., » — 1 haben, wobei die k. von O verschiedene, positive
ganze vorgegebene Zahlen sind. Der Kiirze des Ausdruckes wegen wihlen
wir wieder die Kantenlingen O, also den Fall, in welchem ein Ortho-
gonalkreis existiert. Zundchst orientieren wir uns iiber den Verlauf der
Kurve 2= P(z). Da A positiv
ist, so ist # fir groBe Werte
von z positiv. Soll also das
R m ' [-;\ 1 i Intervall a,_,a, ,wirklich oszil-
% 7 25 \_/ a"*%: In latorisch® sein, so muf P(x)
Fig. 7. zwischen «,_, und a, +1 eine
Nullstelle besitzen. Geradeso
schlieBen wir, daB es zwischen a,_, und @, , zwei Nullstellen, zwischen
ay und g, ; » — 2 Nullstellen besitzen muB, und da damit P(z) seine
Maximalzahl von Nullstellen erreicht hat, so folgt, daBl das Intervall o,a,
nichtoszillatorisch ist. Die Nullstellen von P(x) bezeichnen wir jetzt
mit X,,..., X,_, und legen X,,..., X _, zunichst nach a,,a,...,q,_,,
X, _, dagegen so weit nach rechts, daB, wenn X; rechts von der Mitte
des Intervalles aya, und links von a, liegt, wahrend X, bzw. X,, ...,
X, _; irgendwo in den Intervallen aza, bzw. a,a,, ..., a,_,a,_, liegen,
die Seite a;'a,’ eine Linge besitzen moge, deren reeller Teil grofier ist
als %,w. Analoges gelte von den anderen Punkten X, ..., X, _, in bezug
auf ibre Intervalle.
Wir bewegen jetzt X, von a, aus nach rechts. Dann existiert eine
ungerade Anzahl von Werten fiir X, fiir welche
(32) l{2,1) l2(2,1) — 31(2,3) lé?,ﬂ) — O
ist, wihrend die Linge von @, @, rein imaginir ist, die Linge von a, a,’
die Form kym 4 4,4 besitzt, und zwar liegen diese Wurzeln links von der
Mitte des Intervalles g,a;. Denn der Minuend in (32) ist positiv und
nimmt stets ab, wenn wir X, nach rechts verschieben, der Subtrahend
andert sich dadurch, daf I(®® und (> den Kreis der reellen Zahlen dem
Uhrzeigersinne entgegengesetzt durchlaufer, so daB er, wenn die Seiten-
léinge die Form kymw + 9,¢ erhilt, nach I Satz 1 entweder stindig wachsend
die positiven Werte zwischen O und oo oder stindig abnehmend die
Werte von + oo bis O durchlinft. Im ersten Falle existiert ein und nur
ein zu k, gehoriger Wurzelwert X, der Gleichung (32), im zweiten Falle
eine ungerade Anzahl solcher Wurzeln, da die linke Seite von — oo durch
die  negativen Werte zu dem positiven Werte {3V gelangt, was eine
ungerade Anzahl von Wurzeln anzeigt.
‘Wir verschieben jetzt X, nach rechts und #ndern gleichzeitig X, so
ab, daB (32) erhalten bleibt. Die Zahl der Wurzeln X; wird dann bei
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festem X, immer eine ungerade bleiben und zwar verindern sich die
Wurzelwerte X, stetig mit X,. Es kann dabei jederzeit eine gerade
Anzahl von Wurzelwerten X, verloren oder gewonnen werden, doch
bleibt die Gesamtzahl immer unterhalb einer endlichen Grenze, wenn der
absolute Betrag aller X unterbalb einer festen Grenze bleibt. Daraus
folgt nun, daf immer eine der Wurzeln X, zum mindesten existiert, die,
stets reell bleibend, stetig aus einer der Wurzeln X, abgeleitet werden
kenn, welche, als X; = a, war, eine zu %, gehbrige Wurzel von (32)
war. Es empfiehlt sich nun, (32) als Gleichung einer Kurve in der Ebene
mit den Koordinatenachsen X, X, zu deuten. Dann erhalten wir also zu
k, gehtrig Kurvenziige, die von jeder der Geraden Xy =c in dem itber-
haupt in Betracht kommenden Intervalle fiir X; in einer ungeraden Anzahl
von Punkten geschnitten werden. Da nun, wenn (32) erfillt ist, die
Achsen a,’a,” und a4’ @,” sich auBerhalb der Kugel schneiden, so ist stets
189789 >0, Bei der Wanderung von X nach rechts unter zweck-
mibiger Abinderung von X,, so daB (32) erfillt bleibt, durchlaufen
die Gréflen I(%% und I den Kreis der veellen Zahlen entgegengesetzt
dem Uhrzeigersinne, wobei aber jetzt teilweise rickliufige Bewegungen
dieser GroBen nicht ausgeschlossen sind. Es soll nun die Gleichung:
<33) l%ﬂ, 2 zé&,?) — 31(8,4) 12(3,4) — 0

gleichzeitig mit (32) erfillt sein, wihrend ay a, bex. ay @, Lingen von
der Form Rym -+ v;4, %ym-+ ;i haben, oder wie wir sagen wollen,
zu den Zahlen %, und %, gehoven. Wenn X, die Mitte des Intervalles
a, 0, tberschritten hat, gehdrt aya, zu einer Zahl, die grofer ist als J,
wenn X, gleich a, ist, gehort es zur Zahl 0. Nun ist der Minuend in
(33) immer positiv, der Subfrahend kann nur dadurch positiv werden,
daB der eine der beiden Punkte @, oder a,” durch O oder co gehend
auf denselben Halbkreis kommt, auf dem der andere, zweite Punkt schon
lag. VerliBt der erstere Punkt nun zuerst den Halbkreis, so liegt zwischen
dem Eintritt und -dem Austritt des ersten Punktes auf dem Halbkrels
eine gerade Anzahl von Wurzelpaaren X, und X, der Gleichungen (32)
und (33), wobei wir O auch als gerade Zahl rechnen wollen, verlift aber
der andere Punkt den Halbkreis zuerst, so liegt dazwischen eine ungerade
Anzahl von Wurzelpaaren. Da aber schlieBlich gy’ a, zu einer Zahl ge-
hért, die groBer ist als %, so tritt die zweite Miglichkeit stets einmal
oder eine ungerade Anzahl mal beziiglich der Zahl k, ein. Besonderer
Erwihnung bedarf dabei nunmehr der Fall, daB 139 . M9 etwa die Form
0. 0o annimmt. Durch % ist nun festgelegt, ob 149 oder I{*¥ unendlich
wird; um einen Fall zu fixieren, nehmen wir an, es sei If%9 positiv und
1% werde positiv, indem es durch co geht, wobei der Wert der linken
Seite von (33), welche wir uns durch 159 dividiert denken, negativ ist.
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Von dem Moment des Durchganges an gehdrt ay'a, zu %;. Es werde
jetzt 139 gleich 0, I®% gleich oo. Dann wird der Ausdruck einen
positiven Wert besitzen; geht dann 1*® wieder durch oo zuriick, so er-
halten wir dieselbe Sachlage, wie wenn I*% allein durch 0 gegangen
wire und dementsprechend eine ungerade Anzahl von Wurzeln. Geht
dagegen I(®% zuerst durch O, so ist der Ausdruck negativ, weshalb wir
eine gerade Anzahl von Wurzeln baben, was wiederum mit dem Obigen
iibereinstimmt, da der Gesamteffekt derselbe ist, wie wenn [**, das in
den Halbkreis durch co am Anfang gekommen war, diesen als erstes
wieder verlassen hitte.

Kehren wir nun zu den Kurvenziigen (32) zuriick und betrachten wir
davon zunichst diejenigen, welche sich, stets reell bleibend, von Punkten,
zu denen fiir a,’ @,” Zahlen kleiner als %, gehdren, zu Punkten ziehen, zu

denen fiir a,"a,” Zahlen

4 grofler als %, gehoren.
Solche Kurvenziige sind
stets in ungerader An-
——S/’r zahl vorhanden und auf
( jedem erhalten wir eine

ungerade Anzahl von

O Punkten, fiir welche

(33) so erfiillt ist, daB

b4
/_*"/—_—\ ag a, zur Zahl k, gehort.
/Z//——————— Die Gesamtzahl dieser

Punkte ist also unge-
rade. Dazu kommen
Fig. 8. dann noch als einzige

Moglichkeit  Kurven-

ztige, deren Punkte fiir ay @, nur Seitenlingen vom reellen Teile %,z
liefern, die also geschlossen sind, und Kurvenziige, zu denen Seiten-
lingen gehdren, deren reeller Teil entweder durchaus groBer und gleich
kym bez. kleiner und gleich k% sind, die also das betreffende Gebiet auf
derselben Seite wieder verlassen. Jedesmal erhilt man aber auf diesen
Kurven nach den vorigen Ausfihrungen eine gerade Anzahl von Punkten,
fiir welche (33) erfiillt ist und ay a,” 2u %, gehort. Nur auf geschlossenen
Kurvenziigen, die ganz zu %, gehoren, kann fiir Spezialfille die Gleichung
(88) identiseh erfiillt sein. Die Gesamtzahl aller dieser Punkte ist also
ungerade, da wie in II § 4 das identische Erfiilltsein ebenso wie eine
gerade Anzahl von Wurzeln gilt, da die dazugehérigen Wertepaare in
dem dort angegebener Sinme isoliert von den anderen sind. Wir setzen
nun dieses Verfahren fort. Wir verschieben X, um ein kleines Stiick

%

v
]
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und bestimmen X; und X; aus (32) und (33), so dab a, a, zu %,
ay a, zu ky gehdrt. Dann haben wir zuniichst eine ungerade Zahl von
Werten X;, wenn wir jedes X, als so oft vorhanden zihlen, als Punkte
X, In der richtigen Vielfachheit gezihlt, dazu gehdren. Wir erhalten
dann fiir die Gleichangen (32), (83) und

(34) z;i*, 8 354,3} — 51(4,5) 32(4,5) =0

im ganzen wieder durch dieselbe SchluBweise eine ungerade Anzahl von
Wertetripeln, so dab (32) zu £,, (33) zu %, (34) zu %, gehort. Dieses
Verfahren konnen wir dann auf alle Intervalle bis @y, ga,,_, ausdehnen.
Wir nehmen jetzt an, daB wir von Anfang an den Punkt X, _,, den wir
ja nur weit genug nach rechts legen mufiten, so weit hinausgelegt haben,
daB, wo sich auvch X, im Intervalle a;a,, X; im Intervalle a,a, u.s. £
bis X,_, im Intervalle @, ,a,_, befinden moge, a@,.,a, zu einer Zahl
gehdrt, die groBer ist als k,_;. Wir verschieben dann X _, nach links,
lassen es also abnehmen, dann haben wir immer eine im obigen Sinne
ungerade Anzahl von Wertekomplexen X, X, -+, X, _g, fir welche die
Gleichungen:

(35) zl(x\i-l)géi,i-lj.._.3{1:‘,&4—1} 1B+ =0 (gzg’g’“.’ﬂ_g)

go erfillt sind, dab a,'a,, a5 @, -, 0n—2@s—1 20 den Zahlen &y, &, -+, k%,
gehoren. Dabei kann nun jedes der X, das zugehorige Intervall 4 a
verlassen, aber weder mit X, , noch mit X, , zusammenstoBen, was
unmittelbar aus dem vorher durchgefilhrten Beweise der Realitit der X,
unter den gemachten Voraussetzungen folgt. Es kann also, wihrend die
Gleichungen (3b) in dem angegebenen Sinne erfiillt sind, z. B. X, _, in
das Intervall @, ,a, eindringen und bis @, riicken, wahrend aber unter
unseren Voraussetzungen X, , in das Intervall a,_; @, nicht einriicken
kann, Sobald aber X, _; nach a, fillt oder X,_; mit X _; zusammen-
fallt, oder ohne daB dieses eingetreten ist, nach a,_, fillt, ist das Intervall
@, 6, durchaus nichtoszillatorisch geworden. Wir haben also ganz
dquivalente Voraussetzungen wie diejenigen, welche uns vorher schliefen
lieBen, daB wir den n — 3 Gleichungen (35) durch eine ungerade Anzahl
von Wertekomplexen gentigen konnen, daher folgt auch jetzt, daB es
stets eine ungerade Anzahl von Wertekomplexen X, X;, -+, X,_, gibt,
fiir welche nicht nur die Gleichungen (34) im obigen Sinne erfiillt sind,
sondern auch:

(36) zy;-i,n—S} lé"" -8 g?;-—l,ss) g§n-3,n}

ist und @, -1 a, zur Zebl %, _, gehdrt. 'Wir haben also:

Satz 6: Sind alle A positiv, so kamm man stets die akeessorischen
Parameter so bestimmen, daf das Kreisbogenpolygon einen reellen Orthogonal-
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kreis besitzt, den n — 2 benachbarte Seiten je in einer vorgegebenen Anzahl
schneiden, wihrend die n — 1 und n + 1% Seite ihn nicht schneidet.

Eine groBe Anzahl neuer Theoreme wiirde sich nun ergeben, wenn
man neben Kantenlingen auch gleichzeitig fiir einen Teil der Intervalle
Seitenlingen vorschreibt, doch wollen wir darauf hier nicht niher
eingehen.

Augsburg, den 8 April 1909.



