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~ b e r  Kleinsche T h e o r e m s  in der  Theor ie  der  l inearen  

Differentialgleichungen.*) 

(Zweite Mitteilung.) 

Von 

EMIL HILB in Wtirzburg. 

In einer ersten unter dem gleichen Titel erschienenen Mitteilung**) 
harts ich reich auf den Fall beschr~inkt, d ~  die in Betracht gezogene 
lineare Differentialgleichung: 

dry 1 - - ~  1--  8 1--~ dy .Ax~ .B  
d-~ (x -- a) (x -- b) (x -- e) 

die vier reellen singul~ren Stellen a, b~ c, d----oo harts, wobei die dazu- 
geh~irigen Exponenten O~ a; O~/~; O, y; ~', ~" die Eigenschaft batten, dab 
sis reell waren mid dab a, ~, ~ und ~- -d" '  kleiner waren als 1. Ich 
harts dann untersucht, inwieweit man den zun~ichst noch willkiirlichen 
,,akzessorischen Parameter" B als reelle Griil]e durch Vorgabe sines der 
noch zur Yerfiigung stehenden Bestimmungsstticke desjenigen Kreisbogen- 
vierecks festlegen kann, auf welches die yon der Aehse des Reellen be- 
grenzte Halbebene der x dutch den Quotienten zweier PartikularlSsungen 
yon (1) dann abgebildet wird, wenn darin alle vorkommenden Parameter, 
also a, #6, 7, a, b, c, A und B reell sind. 

Im folgenden wollen wir nun zuniichst den Fall ins Auge fassen, in 
welchem die vier singul~iren Stellen irgendwelche komplexe Wefts haben. 
Dazu legen wir in der x-Ebene yon irgend einem Punkte 0 aus vier be- 
liebige, einander nicht iiberkreuzende Einschnitte nach den Punkten 
a, b, c, d ~ oo und betrachten den Fundamentalbereich, auf den die so 
zerschnittene Ebene durch den Quotienten zweier Partikularliisungen ab- 

*) Yergl. sine vorlltufigs Mitteilung in den GSttinger Naehrlchten, Math. phys. 
Klasse 1909. 

**) Math. Ann., Bd. 66, S. 215 u.f. Ich werde die ganze Arbeit als Kapitel I 
einffihren und stets mit I zitieren. 
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gebildet wird. Dieser Fundamentalbereich ist im Falle yon reellen singu- 
l~iren Punkten nicht wesentlich yon demjenigen Bereiche verschieden, den 
wir dort durch Spiegelung des Kreisbogenviereekes an irgend einer Seite 
desselben erhalten. Es wird zun~chst die Aufgabe entstehen, die MaB- 
zahlen eines solchen allgemeJnen Fundamentalbereiches festzulegen und 
dann zu versuchen, den akzessorischen Parameter B durch eine derartige 
noch zur Veffagung stehende MaBzah! zu bestimmen, wobei man jetzt 
natarlich far 17 komplexe Werte zulassen muir. In der vor]iegenden Arbei~ 
werde ich dabei in erster Linie den Fall behandeln, welcher die Existenz 
eines Orthogonalkreises postuliert. Der Gedanke, auch im Falle reeller 
singuliirer Punkte komplexe Werte far B zuzulassen, auf den man jetzt 
yon selbst geftihrt wird, wird uns nun auch far den fraher behandelten 
Spezialfall eine groBe Anzahl neuer Resul~ate liefern. 

Um dann auf n singul~re Punkte tiberzugehen, werde ich im zweiten 
Teile dieser Mitteilung zun~chs~ wiederum den Fall yon n reellen singu- 
l~ren Punkten behandeln~' der sich, wenn wir wieder far die akzessorischen 
Parameter die P~ealitiit vorschreiben, mit ~ihnlichen Methoden durchftihren 
l~13t, wie der Fall yon vier reellen singal~iren Stellen. 

In einer folgenden Mitteilung werde ich dann auch bei n s[nguli~ren 
SteUen die F~lle komplexer akzessorischer Parameter zu behandeln haben, 
wobei es vSllig gleiehgtlltig ist, ob die singul~ren Stellen rein reelle oder 
komplexe Werte besitzen. 

Die Hauptschwi.erigkeit, die dabei auftritt, wird darin bestehen, einen 
~berblick fiber die dabei in auSerordentlich grol}er AnzatLl exis~ierenden 
,,Obertheoreme" zu gewinnen. 

Kap i t e l  II. 

B e h a n d l u n g  d e s  F a l l e s  y o n  v i e r  k o m p l e x e n  s i n g u l ~ , r e n  

S t e l l e n .  

w  

Allgemeine Untersuchungen tiber die Ma~zahlen eines yon vier 
Drehungen erzeugten Kernes, wenn die Aufeinanderfolge der vier 

Drehungen die Identititt ergibt. 

Wir betrachten zuntichst wieder die Differentialgleichung (1~ mit vier 
komplexen singuliiren Stellen. Wir greifea dann, wie schon oben erw~hnt 
wurde, in der x-Ebene irgend einen Punkt 0 heraus, yon dem wir zun~ichst 
noch willkfirliche, sich nicht aberkreuzende, durch analytische Kurven 
dargestellte Einschnitte nach den singuliiren Punkten legen. Die so zer- 
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schnittene x-Ebene wird dann durch den Quotienten */ zweier Partikular- 
lSsungen auf einen yon acht Kurvenstiicken begrenzten Bereich auf der 
~-Kugel abgebildet. Von den acht Ecken dieses Fundamen~albereiches 
en~sprechen vier dem Punkte O, die anderen vier Ecken, welche den 
singul~ren Punkten a, b, c, d ~ oo eutsprechen, seien a', b', c', d'. Ds in 
den l~tzteren Ecken zusammenstoBenden Seiten des Fundamentalbereiches 
sind sich dutch lineare Substitutionen 

A, B, F, /k 
zugeordnet. Diesen vier linearen Substitutionen entsprechen unter Zu- 
grundelegung der ~/-Kugel als MaBfl~iche einer projektiven MaBbestimmung 
vier Drehungen, welche diese Kuge] in sich iibeffiihren. Die Achsen dieser 
Drehungen, welche jetz~ im allgemeinen zueinauder windschief sind, gehen 
beziiglich dutch a', b', c" und d'; sie m~gen die Kugel das zweite Mal in 
K', b", c", a r' treffen. Die Amplituden der Drehungen sind 2~r ,  2fl~r, 
27~r und 9r Lassen wir nun einen Punk~ x in der zerschni~enen 
x-Ebene nache/nander die Punkte a, b, c und "d liings der Schnittli~ien 
umlaufen, so erf's ~ hintereinander die Substitutionen A, B, F, A, kehrt 
abet zu seinem Ausgangswert zur[ick, so dab also die vier Dreh~n'gen 

�9 . # ' t  

A, B, F u n d  /x hintereiaander ausgef~ihrt die Idenht~it ergeben. Die vier 
s s,, .. ,.F p h .  ., . . . . .  -b~ .  , Geraden a a , b b , c c und afar m~tEmschluf l  der dazu gehorlgen Drehurlgen 

bezeichnen wit /n  naheliegender Veral]gemeinerung der Nomenklatur, we]~he 
�9 ;r.~ 

yon Herrn Klein eingeffihr~ wurde*), als , ,Kern" des Fundamentalber~iches. 
Wir mfissen nun die MaBzahlen dieses Kernes so festlegen,/'daB 

sie sich bei Transformationen der Kugel in s/oh nicht ~indern; dann 
werden wir sie dutch die Werte yon V in den Schnittpunkten der Achsen 
mit der Kugel und durch die reellen gegebenen GrSBen a, fl, 7 und ~ aus- 
drtlcken kSnnen. 

Um dieses durchzuf~ihren, mtissen wir zun~chst einige allgemeiue 
S~tze und Begriffe aus tier Theorie der projektiven MaBbestimmung ein- 
ftihren**]~ deren MaBfl~che die ~-KugeI ist. 

1) Eine Gerade steht im Sinne d~r projektiven MaBbestimmung auf 
einer zweiten Geraden senkrecht, wenn sie diese und die zu ihr in bezug 
auf die Kugel konjugierte Gerade schneider. 

2) Zu irgend zwei windschiefen. Geradea kann man stets zwei gemein- 
schaf'thche Perpendikel konstruieren, die zueinander konjugiert sind. Das 
eine dieser beiden Perpendikel schneider stets die Kugel, das andere nicht. 
Das die Kugel schneidende Perpendikel nennen wir auch den innere~ 

*) Vergl. I S. 219. 
**~ Vergl. neben den in I S. 218 t"~t) zi~er~en Arbeiten speziell: Klein, Hyper- 

geome~rische Funktion, S. 387 u. f., Schilling, l~a~h. Ann., Bd. 4&, S. 186. 
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kiir~esten Abstand der beiden windschiefen Geraden, das die Kugel nieht 
schneidende Perpendikel den ii~tfleren kiirzesten Abs~and. 

Wir konstruieren jetzt die so definierten inneren kfirzesten Abst~nde 
je zweier aufeinanderfolgender der Geraden a'a", b'b", c'c" und d'd", diese 
mSgen die Kugel in A'A", B'B"~ C'C" und D'D" derart schneiden, dab 
man, wenn man z. B. auf A'A" ]m Inneren der Kugel yon dem Schnitt- 
punkt dieser Linie mit a'a" in der Richtung zum Schnittpunk~ mi~ b'b" 
geh~, nach A" komm~. 

Auf jeder dor so definier~en Geraden setzen wit nun als posi~iven 
Durehlaufungssinn diejenige Richtung lest, welehe yon den eingestrichenen 
Buehstaben zu den zweigestriehenen ffihrt. 

Unter einer positiven Sehraubung verstehen wit eine rechtsgewundene 
Sehraubung in dem festgelegten positiven Sinne der Schraubungsachse. 
Man kann nun stets dutch eine projektive Transformation der Kugel in 
sieh die Schnittpunkte einer Drehungsaehse mit der Kugel naeh ~ = 0 
und ~ = c~ bringen. Einer Schraubenbewegung yon der Amplitude Zz 
um die~ Aehse 0 ~  entspricht analytiseh die Transformation 

(2) ~ ~ e ~ .  
Ist 

(3) ~ ---- Z '+  i Z ,  

so se~z~ sich die Sehraubenbewegung*) aus einer Drehung um die Achse 
yon der Amplitude ~'~ und aus emer Verschiebung l~ings der Achse um 
die in projektiver MaBbestimmung gemessene @rS13e ~"~ zusammen, wobei 
wit bei der Messung der Kan~enl~nge .in I S. 220 die (]rSl3e 

setzen. ~berhaupt wird sich f~ir die weiteren Entwicklungen sls notwendig 
erweisen, yon der deft getroffenen, vSllig undualistisehen Festsetzung yon C 

als reelle GrSl~e abzuweichen; wit setzen ein fiir allemal C = ~i, wobei 

wit allerdings das, was wir frfiher als reelle Kantenliinge beieiehneten, 
jetzt als eine rein imagin~re Kantenliinge ansprecheu m~issen. 

Nachdem so der Begriff der Schraubenwegung i'estgelegt ist~ w~hlen 
wit das Pe~endikel A'A" als die Achse einer Schraubenbewegung, welche 
die positive Riehtwag yon a' a" in d~e positive Richtung yon b'b" (iber~hrt. 

Die vier Perpendikel mit den dazugeh~rigen Schraubenbewegungen 
bilden nun zusammen den ,,Polarkern" des gegebenen Kernes, Kern und 
Polarkern bilden zusammen den ,,SchiUingschen Dol~pdkern"**). 

*) Klein, 1. c. pag. 345 u. f. 
**) Schilling, 1. c. pag. 186. 
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Der Kern hat nun folgende zwSlf MaBzahlen. 
1) Vier Kantenwinkel, das sind die zu den vier Achs~en des Kernes 

geh6rigen vorgegebenen Drehungen yon der GreBe 2a~, 2 ~ ,  27~ , 2 ~ .  
2) Vier Seibn L~, Mz ,  N~, B:~, das sind die im positiven Shine 

gerechneten Amplituden derjenigen rechts gewundenen Schraubenbewegungen 
um die Achsen des Polarkernes, welehe die positiven Riehtungen je zweier 
Achsen des Kernes, zu denen das betreffende Perpendikel gehSrt, inein- 
ander iiberffihren. Z.B. ist Lg  die Amplitude derjenigen Schraubenbe- 
wegungen um A'A", welche die positive Richtung yon a'a" in die positive 
Richtung yon b'b" fiberf~ihrL 

8) Vier Kanten Ix ,  #z,  v~, Oz. Dabei ist X~ die Amplitude der- 
jeaigen Schraubenbewegung um die Achse a'a", welche sich als Differenz 
einer Schraubenbewegung und einer Drehung um a 'a"  ergibt. Die 
Schraubenbewegung ist dabei diejenige um die Achse a'a", welehe die 
positive Richtung des Pe~endikels A'A" in die positive Richtung des 
Perpendikels B ' ~ "  (iberf~hrt, die Drehung ist diejenig% deren Amplitude 
den Kantenwinkel 2 ~  lieferk 

Wir kommen jetzt zur Berechnuug der Seiten und Kanten. 
Es seien die Nullstellen der Ausdriicke: 

t v v tV ! d r V o  die Werte yon ~ in a,a"; b,b"; c,c ; d, 
Dann ergeben sich*) die Werte yon ~7 in A' und A", d. h., in den 

Sehnittpunkten des inneren kfirzesten Abstandes der Geraden a'a" und b'b" 
mi~ der Kugel als die Nullsbllen der Funktionaldebrminante (P1 der 
homogen geschriebenen Formen 2'~ und F~; analog ergeben sieh die 

~t  v v t  t Werte yon ~ in B', B , 0 ,  C , D,  D" als die Nu~ste~en der Funktional- 
determmanten ~ ,  ~ ,  ~ yon F~ und F~, F~ und F~, F~. und F~. 

Es sei dann: 

D~ = b~ -- 4b~ b~, 
dann ergib~ sieh**): 

(6) COS L~: DI' sin L~ ~ i V D ~ -  D'ID~ 

wobei dann noch durch Spezialisierung die Vorzeichen der Wurzeln so 

*) Klein, 1. c. pag. 348 u. f. 
**) Klein, 1. c, pag. 327. (Die Bezeiehnung ist bier etwss gelnder~, so dab start 

2 und 3 in der dortigen Formel 1 und 2 zu se~zen is~.) 
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zu bes~immen sind, dab wir in den elementaren F~illen auf die bekann~en 
Formeln stoSen. 

Bildet man analog aus q% und ~ die enbpreohenden Ausdr~ck% wie 
eben aus F 1 und F~, so erhiil~ man cos ((2+2~)z~), bez. s in(( i+2a)~t) .  

Um nun alle diese Ausdrficke in eiafacher Gestalt zu erhal~en, bringen 
wir dutch eine projektive Transformation b" nach 0, b" nach oQ; es miige 

t r  t t ,  dann ~ in den Punkten a ,  a ,  c, c dis Wefts i t ,  i~, vl, ~'9. besitzen. 
Dann ha~ man: 

(7) F t ---- ~ -- (l~+X~)~ + ~ i , ,  i% ---- ~, F~ ---- r -- ( ~ + ~ ) ~  + v ~ .  

~t und ~ sind dann die Funk~ionaldeterminan~en der homogen geschriebenen 
Formen 2' I and .F~, bez. /~  und .Fs, es ist daher: 

(8) r ~ ~ -- II ~ ,  r = ~ -- ~t ~ .  

Daher erhiilt man: 

(9) cos = h z , - h '  s i n L ~ =  h - ~ h  " 

Um uns zu liberzeugon, daft dabei die Vorzeiehen dot Wurzeln riehtig 
gewiihl~ sind, setzen wit )u = 0, t~ ---- ~ ,  dann wird cos Lz~ tabiichlich 
gleich 1, se~zen wir i t ~ i ,  ~ = ~ -  i, dann wird sin L z  ~= 1, wsnn wit 
das Vorzeichen der Wurzd  bei sin L ~  positiv wi~hlen. Im iibrigen is~ 
(9) mi~ cler ffir den Spezialfall in I (12) gewonnenen Formel iden~isch. 

Dadureh ist L= rood. 2~ festgelegt i Kanten, ffir welche sich L: t  um 
Vielfache yon 2= unbrsdheiden, haben wit uns in verschiedenen Bliii~ern 
derjenigen fiber der Kugel ausgebreibten Riemannschen Fliiche getegen zu 
denken~ welche ans der fortgesetzten Reproduktion des zum Kern gehiirigen 
Fundamentalbereichs entsteht. 

Indem wir jetzt die zu % und ~s geh~irigen Formeln berechnen, 
erhalten wit: 

cos ( ( l +  2~)~) = ~ + i ,  i , .  

<10) 

Datisr ist: 

= ri~ oder es is~ = , ~, % �9 

Um zwisehen beiden Formeln zu enbeheidsn, nehmen wit an, es m~gen 
i~ und ~ die reellen W e r b  l~ und t~ haben; ferner sei v, = n t d  ~ ,  

~ = n~e ~ '~ ,  daan wird im ersten Falls Z:v = - E  lg ~ wir haben also 
i genau die Formel I (13) erhalbn, wenn wlr daselbst C =~- setzen, wie 

sehon vorher auf Seite 27 bemerlr~ war. Im zweibn Falls wiirde sieh e ~'t~ 
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nicht wegheben und man kiime daher auf einen unbrauchbaren Ausdruek. 
Es ergibt sieh also: 

i ~ 4 (11) 2x = y lg - -  -- 2a~r.*) 
~Pl ?)2 

Dureh (3) ist ~ r  nur rood. ~ festgelegt, doch betrachten wir solehe 4 
die sieh nur um ganze Vielfache yon ~r unterscheiden, als gleieh. 

WeZche Bedingungen miissen nun die GrSflen ~i~ ~ ,  ~i, #~, vl, v2~ ~1, ~ 
erfiillen, damit bet allen vier Drehungen ein Kreis in sich iiberg~t? In diesem 
Falle sagen wir, der zugehSrige Fundamentalbereich besitze einen 0rtho- 
gonalkreis oder kiirzer, die Orthogonalit~tsbedingungen seien erfiillt. 

Nun gehen bet einer Drehung alie diejenigen Kreise in sich tiber, 
die-yon Ebenen ausgeschnitten werden, deren Pol auf der Drehungsaehse 
liege. Es mfissen daher alle vier Drehungsachsen durch den Pol des 
Orthogonalkreises gehen, d. h. die vier Drehungsachsen mfissen sich in 
einem Pnnkte schneiden. Wir nehmen nun wieder an, wir h~tten b" 
naeh 0, b" naeh oo gebraeht. Nun ist jedenfalls fiir die Existenz eines 
Orthogonalkreises notwendig, da$ die Gerade a'a" die Gerade b'b" schneider; 
es miissen daher jetzt a" und a" auf demselben griigten Kreise dutch O 
und oo liegen, wenn wit die Werteverteilung auf *1 der Kugel uns derart 
angeordnet denken, dab 0oo ein Durchmesser der Kugel ist and die N- 
Werte dutch stereographische Projektion der in 0 die Kugel berfihrenden 
komplexen Zahlenebene yon co aus erhalten sind; dann sehen wir sofor~, 

4 b' b" dai] ~ reel] seiu muB, d. h. es muill stets, wenn in O, in ~ liegt: 

sein~ wenn ~ ( f )  der reelle Tell yon f ist. 
Is~ nun (12) efftillt, dann entspricht den naeheinander ausgefiihr~en 

Drehungen um a'a" und b'b" eine Substitution, welehe einen Kreis un- 
geiinder~ l~iSt, n~imlich den yon der Polarebene des Schnittpunktes yon 
a'a" "wad b'b" ausgeschnittenen Kreis, der reell oder imagin~r sein kann. 
Daraus folgt, da$ die aus A und B zusammengesetzte Substitution n u t  
elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch sein kann. 

Diese durch Zusammensetzung erhaltene Substitution nennen wit H; 
dana geben E, l" und A hintereinander angewendet die Identi~Kt. Wi t  
kommen daher auf einen yon Herrn Klein und yon Herrn Schilling 1. c. 
ausfiihrlich diskutierten Fail. 

Es set nun zunKehst E elliptiseh oder hyperboliseh;" die Fixpunkte 
tp  

yon E seien e" und e ,  die Wer~e yon y in denselben 61 und ~2- W i r  
fiihren dann zuniiehst die Substitution: 

*) Die Formel gil~ ihrer Ablei~ung naeh na~6rlich auch noch, wenn ~ komplex ist. 
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(2a) i 

ein, welche e" nach oo bringt, und zeichnen nile GrSBen nach der Trans- 
formation dutch ~berstreichen aus. Da~n erhalten die drei Substitutionen 
E, F und A die Form: 

( 1 4 )  = e 

Dabei sind also %, vg, Q1 und e2 die urspriinglichen Werte yon ~ in den 
~J t t Punkten d, c , d~ d' ,  dieselben Buchstaben iiberstrichen repr~sentieren die 

daraus durch (13) entstandenen Werte; ~ ist entweder reell oder rein ima- 
giniir, jenachdem E eine eUiptische oder due hyperbolische Substitution ist. 

Wit ziehen jetzt die Bedingung in Betracht, dab die drei Subst~tu- 
tionen (14) hintereinander angewendet die Identitiit ergeben. Eine leichte 
Reehnung, welche sieh tibrigens bet Schilling*) durchgefiihrt finder, ergibt 
die Gleichung: 

(15) (~--~0 (~,-- ~) e- ~"" (L - 'A)  (~,-- ~) = 

welche wit diskutieren woUen. 
Es sei e reel], dann ersehen wit aus (11), dat~ die Griil]e tier Kante 

auf der Geraden e'e" gleich -- ~re ist; der kilrzeste innere Abstand yon e'e" 
und d'd" geh~ also in den inneren kiirzesten Abstand yon e'e" und c'd' 
durch due  Schraubung um e'e" als Achse mi~ der Amplitude - z ~  + 2~r~, 
also clurch einfache Drehung um diese Aehse tiber. Also schneiden sieh 
die beiden Perpendikel auf der Geraden de" und hegen mit der zu e'e" 
in bezug auf die Kugel konjugierten Gerade in ether Ebene,, da sie ja 
beide nach der Definition des Senkrechtstehens diese schneiden. Da wit 
nun beziiglieh jeder der beiden anderen Aehsen dieselben Sehliisse ziehen 
kiinnen, so folgt, dab immer je zwei kiirzeste Abstiinde mit je ether der 
zu den Achsen konjugier~en Geraden in einer Ebene llegen. Es Iiegen 
daher entweder alle drei kfirzesten Abst~inde und damit auch die drei zu 
den Achsen konjugier~en Geraden in eider Ebene, oder die drei ktirzesten 
Abst~ude schneiden sich in einem Punkte. Im ersten Falle gehen daher 
die drei Geraden e'c"~ d'd', e'g" dureh den Pol der Ebene, in denen die 
drei zu ihnen konjugiexten Geraden liegen, schneiden sich also in einem 
Punkte. Dasselbe gilt abet aueh im zweiten Falle, da ja, wie wit. vorher 
schon bemerkten, der Sehnittpunkt je zweier aufeinanderfolgender innerer 

*) 1. c. 8. 193. 
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ktirzester Abstiinde je auf einer der Achsen lag. Der erste Fall tritt daan 
ein, wenn die drei Geraden c'c', d'd" und e"e' sich auBerhalb der Kugel 
schneiden, da dann die Ebene, welche die drei inneren Abs~inde mit- 
einander bilden, die Polarebene dieses Punktes ist. Der zweite Fall ~ritt 
dam/ ein, wenn sieh die drei Achsen im Innern der Kugal schneiden. 

Es set jetz~ abet e rein imaginiir, also E hyperbolisch. Dann iindern 
sich die Schliisse in bezug auf c'd" und d'd" in keiner Weise, es liegen 
daher wieder die inneren kiirzesten Abst~de yon c'c", d'd" und yon e'e"~ d'd" 
mit tier zu ard" konjugierten Geraden in ether Ebene und ebenso liegeu 
die kiirzesten inneren Absti~nde yon d'a r', c'c'" und yon e'e", c'c" mit der 
zu c'c" konjugierten Geraden in ether Ebene. Dagegen "geht jetzt der 
kiirzeste innere Abstand yon c'c" und e'd" in den inneren ktirzesten Ab- 
stand yon d'd" und e'e" dutch eine bloBe Verschiebung li~ngs e'e" fiber, 
diese beiden inneren kiirzesten Abs~nde liegen also mit e'e" in einer 
Ebene. Es folgt daher wieder, dab die drei inneren kfirzes~en Abstilnde 
en~weder in einer Ebene liegen, welche e'e" und die beiden zu dd' und 
d'ar" konjugierten Geraden enth~t, oder sich in einem Punkte schneiden. 
Im ersten Falle gehen e'e", d'd" und die zu de" konjugierte @etude 
(lurch den Pol jener Ebene, im zweiten Falle gehen c'c" und d'd" dureh 
jenen Sc~nittpunkt, dieser bleibt also bet dot Verschiebung l~ngs e'e'" lest, 
liegt also auch auf der zu e'e" konjugierten Geraden. 

Zusammenfassend haben wir also: 
Satz 1. Geben vier Drehungen um vier vorgegebene Achse~ hinter- 

einander angewendet die Idcnti~t und schneiden sid~ die Achsen der beide~ 
ers~  Drekungen, so sehneiden sich auch die beiden Achsen tier tetzten 
~rehungen. V~rgeben die beiden ers~en Drehungen hintereinander angewendet 
wieder eine Drehung, deren Achse na~rlich dutch den Schnittpunkt der 
Achsen dec beiden ersten Drehungen geht, so liegt der Schni#1ounkt der beide~ 
Zet~ten Aehsen auf dieser Ac~se. E~eben die ersten belden 1)rehungen 
hintereinander angewe~Zet eine hy~verbolisehe Sttbstitution, also eine Ver- 
sehiebung, fiir wdc~e die zur Achse konjugierte Gerade na~rlich dutch den 
Sehnitt~mmkt der ersten beido~ I)rehungsachsen geM, so tiegt auch do" Schnitt- 
~unkt der letzten beiden Drehungsachsen auf der zur Achse der hyperbolischen 
Substitutien konjugierten Geraden. 

Man kann den Tell dieses Satzes~ der sich auf .die hyperbolischo 
Substitution bezieht, sofort dadurch auf den der elliptischen Substitution 
zurttckftihren, dab man jedesmat s~ait der Aehse im Falle einer ellip~ischen 
Substitution die zur Achse konjugier~e Gerade im Falle tier hyperbolischen 
SubsiituGon einfiihrk 

Ergeben die ersten beiden Drehangen zusammen elne parabolische 
Substitution, so wird die Achse dieser Substitution eine Tangente an die 
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Kugel, und die beiden ersten und die beiden letzten Paare yon Drehungs- 
achsen sctmeiden sich beide entweder auf der Achse der parabolischen 
Substitution oder auf der dazu konjugierten Geraden. Um dieses zu erkennen, 
hat man nur die parabolische Substitution als Grenzfall einer elliptischen 
bez~iglich hyperbolischen Substitution aufzufassen. 

Sollen nun die vier Achsen sich in einem Punkte schneiden, so miissen, 
wenn sich die beiden ers~en Achsen und damit auch die beiden letzten 
Achsen in einem Punkte schneiden, nur mehr diese bMden Schnittpunkte 
zusammenfallen, welche ohnehin auf einer dutch die beiden ersten Sub- 
stitutionen bestimmten Geraden liegen; das Zusammeafallen erfordert also 
nunmehr sine Bedingungsgleichung, an deren Aufstellung wir jetzt gehen. 

Es sei also zun:,ichst die BedingungsglMchung (12) erffillt. Dann 
berechnen wir die aus A und S zusammengesetzte Substitution ~- und 
die dazu gehSrigen Fixpunkte ~ und ~ und unterwerfen ~ der Substi- 
tution (13). Es sind dann die F~ille, in denen E elliptisch ist und in denen 
E hyperbolisch is~, zuniichst schaff zu trennen. 

1) H sei elliptisch, so dal~ also a'a" ,  b'b" und c'c" die Gerade e'e" 

schneiden. Es sind dann die @rSt~en :: ~ ....... --~1 ~ - - ~  ~--~1 reell und wir 
setzen: z, --  ~ '  ~ -- ~ ' ~, -- % 

~, - -  81 = m2 e2~i, ~1 -- ~ = ~le~.~, v, --  ~ = ~,eZ~. 

Da nun die @eraden a'a" und b'b" die Gerado e'e" in demselben Punk,s 
schnoiden, so folgt aus (11) oder auch schun aus dem in (I, (14)) abge- 
lei~e~en Spezialfall dieser Formel: 

(17) l l l  ~ - -  m ,  m ,  = O. 

Sollen nun alle Achsen sich in einem Punkte schneiden, so muB aus 
demselben Grunde: 

(18) ~n~n~ -- ~,~ = 0 

sein. Die Gleichungen (12) und (18) stellen also in diesem Falle die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen f~r die Existenz sines O~ho- 
gonalkreises dar. Start (18) m~ssen wit dann nur mehr eine Gleichung 
w~ihlen, die unabh~ingig yon (12) einen Sinn hat und sich vermittols (12) 
auf (18) reduzier~. Wit w~hlen daf[ir: 

(19) ~R \ g -- ~, -~ ---~ " ~ + I ~ I ~ = 0. 

Dieser Ausdruck behalf seinen Sinn, welchen Charakter auch die Sub- 
stitution s welche im allgemeinen loxodromisch sein wird, haben mag, 
es reduziert sich jedoch, wenn (12) erf~illt ist und s eine elfiptische Sub- 
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stitution ist, auf (17). Sollte E in eine parabolische Substitution fibergehen, 
deren Achse dutch den Schnittpunkt yon a'a" und b'b'" geht, w~ihrend (12) 
erftillt ist, so haben wit in (19) nut  al in das Unendliche wachsen zu lassen. 

2) E set hyperbolisch, so dal~ also a'a", b'b" und de" die zu e'e" 
konjugierte Gerade ge" schneiden. F~llt dann e'e" mit dora vertikalen 
dutch 0 und oe gehenden Durchmesser der Kugel zusammen, dann liegen 
a'a", b'b" uncl c'c" in horizontalen Ebenen, da sie ja in Polarebenen yon 
Punkten des Durchmessers e'e" liegen. Ist (12) erRillt, so werden a 'a" und 
b'b" parallel, da sie sich in demselben Punkte der im Unendlichen liegen- 
den zu e'e" konjugierten Geraden schneiden. Wit  setzen dann, indem wit 
wieder die Substitution (13) ausgefiihrt denken, 

(20)  ~ - ~ = ~ le~ , - ;  ~ - ~1 = ~ , ~ .  ~ - ~ = ~ P ' ~ ' ,  

- -  - " - - =~, ~2 a l  n~ e ~ ' ~ "  ~ -- -al = ~l 0~ ' ,  ~i - -  a l  - ~  nl ex' - -  = 

Wenn nun (12) erftillt ist und wit uns wieder e'e" voriibergehend in 
0 und ov denken, sind a'a" und b'b'" parallel, also ist: 

@1) ~ + ~ _= ~ + ~ ~od  2 

oder 

(22) sin 0. 
k / 2 

Sollen nun alle drei Achsen sich in einem Puakte schneiden, muB also seth: 

(28) sin 0. 
k ! 

Ftir (23) schreiben wit allgemein: 

(~3a) ~ (sin (~ lg (~'-~)(~-~)!~-~ ~n = o, 

eine Oleiehung, die auch in der Tat, wenn (12) erfiillt ist, E sine hyper- 
polische Substitution ist und (20) gilt, in (22) tibergeht. Ist (12) erfiill~ 
und ist E sine para%olische Substitution, fttr welohe die zur Achse kon- 
jugier~e Gerade dutch den SchnRtpunk~ yon a'a" und b'b" geht, so haben 
wit in (23a) al in das Unendliche wachsen zu lassen. 

Wenn man nun auch allenfalls dutch geeignete Normierung erreichen 
kann, ,daB, wenn (12) erfliIR ist und ~ unendlich wird, die links SeRe 
yon (19) in die links Soite yon (22) stetig tibergeht, so sieht man doch 
beiden Gleichungen nicht an, dal~ sie eigentlich sine und dieselbe trails- 
zendente Gleichung ftir ~ und B~ unter Voraussetzung yon (12) darstellen. 
Die so sehr in das Auge spr]ngende Unsymmetrie rtihr~ daher~ dab ~ir  
das eine Mal die dutch den Schnittpunkt gehende Gerade, das andere 
Mal die dazu konjugier~e 0erade als durch 0 und o~ gehend w~ihlten. 
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Es ist nun yon grSBbr Wichtigkeit, andere Ausdrticke, die diesen 
MiBstand nieht haben, aufzustellen. Wir stellen dazu folgende Betraehtung 
an. Es schneide c'c" die Gerade b'b"; da nun c'c'; wenn (12.) effiillt ist, 
auch die dureh den Schnitt yon a'a" mad b'b" gehende Gerade e'e" bez. 
E ' E "  schneider, so liegen b'b", e'c" und de" bezw. • ' E "  entweder in 
einer Ebene, oder sie gehen alle drei dutch oinen Punkt. Es sei nun # 
der in gewShnlieher Weise gemessene Winkel, den diojenige der beidon 
Geraden e'd" bez. /~ '~"  mi~ der yon b'b" und c'c" gebildebn Ebene ein- 
schlieBt, welche dutch den Sehnittpunkt yon a'a" und b'b" geht; wenn 
(12) erFfillt ist und #~ = O, ~ = c~ ist, dann ist: 

die no~wendigo und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines 0rtho- 
gonalkreises. 

Um dieses zun~iehs~ im FaUe, dab E eine elliptische Substitution is~, 
auch rechnerisch nachzuweisen, setzen wit: 

( 2 5 )  ~ = c ~' - ~' 
Dana ist nach (16): 

(26) vl = C ~  _.- .,n, e@ -~)=~ - - -  ,~, e~ -y)=' 
nx ~ e(~--~)m; v~ = C n~ ~ ~ ~ii~ e(, e -  Y') =~ 

Also ist, wenn: 

(27) ~' - '~' e(~-~)"' ~, - ~,,(~-~)"' =. X + ~ :IT, 

Y ----0, 
~ine 

wenn X eine reelle Zahl ist. Dureh Trennung des reellen 'und imagini~ren 
Teiles in (27) ergibt sich: 

( 2 s )  ~ ,  (1  - X )  - ~ ( ~  - x ~ )  cos  ~o - ~ ( ~  - x ~ l )  oos 

+ ~ ~ (1 -- X) cos 2 r - [ (~  ~ + ~ ~ )  sin ~o -- ~ ~ sin 2 9] Y =  0. 

(29) -- ~ ( ~  -- X ~ )  sin qo -- ~ ( ~  -- X ~ )  sin 9 + 2 ~ x ~  (1-- X) cos 9 sin~0 

= Y [ - -  ~ ( ~  + ~ ~ )  cos ~o - ~ ~os 2 ~], 

wobei r = ( ~ - - ~ ) z  ibm. Da nun sin@ und sin 9 gleichzeitig und yon 
Y gloicher 0rdnung verschwinden, and ~ - ~  0 sein soll, so folgt aus (29): 

also ist nach (28): 

(30 )  ( ~ l ~ , -  ~ i ~ , )  (1 - x )  = o.  
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Da wir nun stets ~1 @ ~ verschieden annehmen wollen, d.h. da wir 
F stets als eine wirkliche elliptische Substitution betraehten wollen, so 
ist far den Fall, dab E eine elliptische Substitution ist, tats~iehlich die 
Gleiehung (18) aus (24) abgeleitet. Umgekehrt folgt nattirlich aus (18) 
die Gleichung (24). 

Ist E eine hyperbollsche Subs~itutlon, so finder man aus (20): 

n~ n 1 

( g ] ni 

Wit setzen wieder -~-= X + i Y und deuten die Faktoren yon ~' 
~j 

nur dutch {} an. Dann wird: 

(3~) (1 - x )  [cos ((~1 + h)  =) + sos (<~ + t~,) ~)] 

- ~-:-'- [oos ((~, + ~,)=) + ~o~ ((~ + s 

~' x [Cos ((s  + ~,) ~) + oos ((~, + ~,) ~)] 

47 \~ ,[~"- -- 1) (l. -- X)  cos((fl, + fl~).~) + Y { } = 0 ,  

[sin ((~ + ~) ~) + ~i~ ((~, + ~) ~)] 

~ x [sin ((g + ~,)=) + si~ ((~ + ~)=)] 

q- k~,[~-- 1)(1 -- X) sin((/~ 4-. fi2)~) q- Y{} - 0 .  

Wit multiplizieren (32) mit 

sin(~ '+~ '  ~ + ~  ~), 

(83) mit 

and subtrahieren. Dann erhalten wir: 

Sob~d nun sinfversehwindet,  versehwinde~ aueh ~**~  1 yon glei- 
Y chef Ordnung und umgekehrt, ds slso s i ~  versehwinden so]l, so muB 
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sein, wenn wieder V eine rein eHip~ische Substitution is~. 
Der Fall, dab E in eine parabolisehe Substitution tibergeht, lgSt sieh 

aus den beiden eben behandel~en dutch Grenztibergang ablei~en, ergibt sieh 
aber aueh ohne weiteres aus der obigen geome~rischen Interpretation des 
Resulta~es. Dagegen verlier~ nattirlieh die h[ethode ihren Sinn, wenn E 
die identisehe Substitution ist, da dann yon einer Aehse E nattirlieh niehg 
mehr die Rede sein kann. Darer dieses eintrit~, mtissen a'a" und b'b", 
sowie aueh c'd" und d'd" zusammenfallen. Natilrlieh existiert dann eln 
Orthogonalkreis, wenn c'c" die Gerade a'a" sehneidek Auf alle F~lle 
mu$ abet dabei a ==/~ und ~ == r sein, wit kSnnen aber immer einen 
solehen Fall, in dem E die idenfisehe Substitution werden kann, im Rahmen 
des Folgenden als Grenzfall betraehten. 

An Stelle yon (24) kann man na~tirlich noch eine grebe Anzahl ana- 
loger Ausdr/ieke aufstellen, ftir manche Zwecke ist es auch bequem, Aus- 
drtieke zu haben, deren Verschwinden zwar neben (12) notwendig, abet 
nicht hi.nreichend ist ffir die Existenz eines Or~hogonalkreises~ so dab man 
noeh dureh geeignete Funkfionen die linke Seite eigenffieh zu dividieren 
hi~t~e. Als solehe Gleiehungen seien erw~hn~: 

( 3 6 )  [~' ~' - 1 = 0 'Yl ~! 

and die etwas seh~ffere Bedingungsgleichung: 

(37) I'_ ,, It, = o. 

w 

Vol l s t i indige  B e h a n d l u n g  e ines  Spez ia l fa l les .  

Um uns nun iiber den Fall zu orien~ieren, in welehem f~r den ak- 
zessorisehen Parameter, fiir welehen ein 0rthogonalkreis exist;ieren soil, 
allgemein komplexe Wer~e zugelassen werden~ behandeln wir den Fall, 
dab in (1): 

1 
A ~ 0 ,  ~--- ~ = 7 =-~- 

ist. Da danm 

is~, so isg aueh 
2 2 ~ 

1 
2 
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Wir wollen nun auch zun~hs~ noch f~ar a, b~ c reeUe Wer~e an- 
nehmen, d sei ~ .  Wir BJhren dana in: 

(38) a,y 1 ~ g g ~ + u  +~:_~_ba" 1 ~ay B ~ " ~  ~/ i ~  + '{~7: a)(~ - -  b) (~ - -  c) y == O. 

mi~ leich~er Modifikatioa yon I (22)  die Ver'~nderliche: 

d x  (3~) dt - -  
- a)(x - b)(x - -  c) 

ein, wodurch (38) fibergeh~ in: 

(40) ~ ' !  + By = 0. 
d t  ~ 

Wir denken ans nun die x-Ebene r~gs der geraden Verbindungs- 
linie yon a, b; b, c and c, d aufgeschni~en. Diese Ebene wlrd dana auf 
die t-Ebene als Rech~eck abgebilde~, welches die Sei~e 2c~ t and ~ i  
besetz~. 

Die W e r e  yon t in a~ b, c und  d bezeichnen wir mi~ t~ t~, t~ and t d. 
Es sei: 
(41) t~=O, t , ,==o, ,  t ~ = % i .  

Die beiden zu t b geh~rigen Fundamen~all~sungen sind: 

1/~  ' r~  = e ~  

Die zum Punk~e a and c gehSrigen FunSament.aUSsungen sin& 

r:(t)=s~n(l/~(t-to)),  roe (t) --  cos ( V - ~ ( t -  to)), (4~) 

Dabei sind die le~z~en vier Fundamen~allSsungen no& nich~ normier~, 
was wir dureh ~bers~reic.hen andea~e~en. Wir setzen nun: 
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Ferner sei: 
r/(t) 

= - o - ~ i ~  �9 

Dann schneiden wir die x-Ebene yon einem oberhalb der Achse des 
Reellen gelegenen Punkt 0 aus auf. 

Es hat ~ in a , a , b , b , c , c "  bezfiglieh 
die Werte: 

(45) ,~1 --  0,  ~ = ~ ,  

Wir mfissen nun die in der komplexen GrtiBe: d c b a 
(46) B = B 1 q- iB~ ~ .  1. 

vorkommendenden beiden reellen GrSt~en so bestimmen, da~ zu den vier 
Drebungen A, B, r u n d  A eia Orthogonalkreis existiert. Es mfissen dazu 
entsprechend (12) und (24) die Gteichungen erfiillt sein: 

(47) ~ ( i  tg~ ( V ~ I ) )  -- o. 

(48) si,  

Neben (47) ist daher jedenfalls als notwendige Bedingungsgleichung 

(i t g ~ ( ] / ' ~ i ) =  0. Ebenso erhi~lf~ man aus (37) als eine notwendige 
Bedingungsgleichung: 

( 4 9 )  s ~  ( -  ~' (~s ~I~t ~ (Vs ~, t' _ ~' ( ~  ~, ~)ll~! ~~ ( ~  ~ 0 ~/] = o 

Disku~ieren wir zuniichst (49). Aus (47) folg~, da~ tg~(}/Bah) 
reell ist, also ist: 

m(-- tg ~ ( V ~  i) i ~ ( Y ~ i ) i  ~) = + 1. 

Daher is~ ~ \ ~ g ( ~ ; ; ~ ) ~ i ]  = d- 1, d. h. es isg r reell und 

posifiv oder negativ, jenachdem ig~ (J / 'B~)  posi~iv oder negaliv ist. Daraus 
folg~ aber dann auch umgekehrt, dat~ die drei Achsen a'a', gb" und de" 
sich in einem Punkte schneiden; demn wenn die Geraden a'a" sad e'c" 
die Gerade b'b" schneiden, wie es ja jetzt der Fall ist, gehi (37) in die 
0rthogonaliliiisbedingung (I, 14) fiber. Wit  haben ~laher: 

Satz 2. Damit der ~u der Differentialgleichung (12) gehSrige Kern 
ellen Orthogonalkreis bev;~zt, i~t nvtwendig und hinreichend, daft ~g~(V~s~) 
und ~g~ ( ] / ~ i )  beide reelt umd g~eichzeitig posit~v odes neg~iv sind. 
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Um nun die ~esamthei~ der Werte z zu bestimmen, ftir welehe tg~m 
reeU ist, skizzieren wir am besten die dureh 

(50) Z = X + i Y = tg z = tg (x + iy) 
vermi~elte konforme Abbildung, die wir auch sparer braughen. Da 

1 + = + } )  = 
tgz 

is~, so folgt, dab die gauze Z-Ebene das Bild eines yon x = 0  und x = ~  e inge-  

schlossenen Streifens ist, uncl da~ die Werte yon t g .  (z T ~-) aus denen y o n  

tg z durch Spiegelung am Einheitskreise und an der imaginiiren Ac h s e ,  
hervorgehen. 

Geht nun z yon 0 b i s - { ,  so geht Z yon 0 bis 0% geht z y o n  

bis ~, so geht Z yon - -  oo nach O. Allgemein en~sprechen den L i n i e n  : 2 
y = + g  

Kreise der Kreisschar: 
2 :Y tg (2 g~) 

l + X ~ +  Y~ i ' 
den Geraden x = h 4 -k~  Kreise der zu der vorigen orthogonalen K r e i s -  
sctlar: 

2X 
1 - - ( x ' +  I 9  ---- t;g 2 h. 

Die K_reise tier zweiten Sehar gehen alle dureh Z = +_ i. Durchl~uft;  
die Werte gi  yon 0 his + c o l  bzw. bis - - o o i ,  so geh~ Z yon O 

his + i  bzw. bis - - i ;  durehl~iuft ~ die Werte -V + y i  yon y = 0  b i s  

y = + 0% so durehliiuR Z die rein imagin~ren Werte yon oo i his --~ i 
bzw. yon --  oo i b i s  -- i. 

Diese Angaben orientieren uns vSllig fiber die wechselseitige Z u o r d -  
hung yon ~ und Z. Speziell entnehmen wir daraus dab Z nu t  dann r e e l l  
ist, wenn $ reell is~, 'dab Z dann und nut  daun rein imagingr ist, w e n n  

k~ 
z = ~ - - k - ~ i  ffir / ~ = 0 , + 1 , •  . . .  

Wi t  setzen jetzt: 

(51) 
Daun m u B  also (ill + iflJ)r~l en~weder reell oder yon  der F o r m  

k~ ~r +yii  seln, ~benso toni3 (ill + ifl~)oo~i entweder reell sein oder d i e  

Form - ~  + Y2i besitzen. Und zwar mtissen die beiden Ausdrtteke g l e i e h -  

zei~ig die ers~e ocler gleiehzeitig die zwei~e Form besRzen.. Wenn  nun b e i d e  
Ausdrtleke reell sein sollen, so mul~ gleichzeitig r = 0 und fla = 0 sein, a l s o :  

(52) ~ = 0 
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und enisprechend ka ~--0 

d~ ~ = 0 .  
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Allgemein felg~ ~us der Gleiehnng: 

Ebenso folg~ aus.* 

, O, lft~' 

also: 

ana fiir k = 0 

(56) 
d~ 3~ = 0 is~. 

0, 
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ftir k~ = • 1, 2, . . . ,  

Siad (56) und (54) gleichzei~ig erffill% so kommen Mr wieder auf 
B ~ 0. Die Wer~e B~ und B~, ffir welehe (47) effiill~ is/~, werden also 
dutch die Punk~e der s B~ ~ 0 und die P~I r  des Parabelbtisehels 
(53) darges~ell~. Die Punk~e, fitr welche auch glelehzeitig (49) erffil]~ 
is~;~ werden auf der Geradon B~ =~ 0 und dem Parabelbfischel (53) dutch 
das Parabelbfischel (55) ausges~hni~ien~ dazu kommen noch die yon 
B~ = 0 auf Aem Biischel (53) ausgesckait~enen Punk~e. Fiir aIAe Schni~t- 
punkte l~gt sich B in der Form 

(57) + 

dars~ellen, we k 1 und ~ irgendwelehe positive oder negative ganze Zahlen 
shad, die auch verschwinden kiinnen. Wir haben also in ErgClnzung zu 
Sa~ 2: 

Sa~z 3. Der zu der Differen~ia~gt~ichung (12) gd~b'~ige I~ern besi~ 
dann und nut  dann e lan  Orthogonatkre@~ wenn dev a]~zessorische Para. 

mge:r B ~ 7~ ~ + ~ ~ ] is~ wobei ~ irge~wTvine ganze I~:si~ive Zald oder 

0 ist~ k 2 irgendeine ga~nze 2ositlve oder negative Zah~ odor 0 ist~ 
W~hrond wir also in I nut die beiden Seharea yon Parame~erwer~e~1 

B~= ~ ( ~ ]  und \ ~ - ]  gdundea hasten, stot~ea wit je~z~ auf cr ~ 0bet- 
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theoreme, so dab sich an jedes der Ober~heorerae yon I einfach unendlieh 
viele neue Obertheorerae anschliel~en. Dieses I~l]~ uns erwarten, dab wir 
neben der in I eingefiihrten Oszillafionszahl, welche wit durc~ die Zahl 
der Schnitte einer Seite rai~ dera Or~hogonatkreis einf~ihrten, noch eine 
neue Oszillationszahl zur Verffigung haben, sobald B auch in den in I be- 
handelten F~iUen koraplexe Wer~e annehmen daft. Dabei ist abet zu- 
n~ichst zu beraerken, dal3 wir yon jetzt ab nicht raehr die Schnitte einer 
Begrenzungslinie mit dera Orthogonalkreise als OsziUationszahl annehmen 
d~trfen, da die Begrenzungskurven bei komplexen Pararaetern ira allgeraeinen 
nieht mehr Kreise sind und die Zahl ihrer Schnitte mi~ dem Orthogonal- 
kreise dureh erIaubte Abiinderung des Systeras der Schniffiinien in der 
x-Ebene beliebig raodifizier~ werden kann. 

Unser Beispiel wird uns abet gerade fiber den Charakter der Ober- 
~heoreme aufkl~ren. 

Zu diesem Zweeke denken wit uns wieder die x-Ebene zunllchst l~ngs 
tier Aehse des Reellen yon a fiber b his d aufgesehnitten, so da~ wir in 
der bEbene ein Rechteck mlt den Seiten 2co I und e%i als Fundamental- 
bereich haben, und diesen Fundamen~albereich bilden wit dutch: 

auf die ~-Kugel ab. Oeht nun t auf der Achse des Reellen yon 0 bis 
e l ,  so beschreibt die GrSBe: 

in der komplexen ~-Ebene eine Oemde, welehe dor~ durch den Koordi- 
natenanfaugspunkt geht, und zwar bewegt sich, wenn wit ein fiir alleraal 
k I als positiv voraussetzen, bei wachsenclera t die GrS~e v so, dat~ ihr 

reeller Teil wii~hst, let ~ " dana t == ~r so hegt der entsprecheude Punkt 

auf dem Kreise der rein imagm~en Zahlen und zwar zwischen + i und 
+ oo i, wenn k s positiv ist, zwischen --i und --oo i~ wenn k s negativist; 

fLirt ~ ~.k liegt W auf 4emselben Kreise zwischen 0 und + i bzw. 

zwisehen ~ un4 --i; rLickt daher t yon 0 bis c%, so winder sieh ~ yon 
0 ausgehend spira~fdrmig naeh innen, d. h. gegen + i bzw. --i r{ickend 
dutch 

t-Ebene dutch ~ v abgebilde~ wird. F ~  bedeutet dabei die gr~I~te 
kt 

g~nze in -~ .enthaltene Za~fl. Sobald nun kl und /~ yon 0 verschieden 

sind, ist der OrthogonMkreis reell und geht dutch dis Punkte + i und -- i, 
d~s sind aber gerads die Windungspunkte der Riemunnschen Fl~che. Wir 
wollen nun eben die Zahl der Bl~tter, die zwischen b' und a" liegsn, zur 
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Definition der Oszillationszahl w~hlen. Wit  deaken uns dabei die Bl~itter 
tibereinander gelegen, dann z~hlen wi t  den ~bergang zu einem h~her ge- 
legenea Blatte als posi~iv, den zu einem niederer gelegenen Blat~e als 
negativ. Zwei Gerade, yon denen die eine so in die andere tibergefiihr~ 
werden kann, dab sie, ohne dab dabei ein Endpunkt auf den 0rthogonal- 
kreis f ~ t ,  derar~ zur Deekung kommen, da6 die eingestrichenen End- 
punkte zusammenfallen, wollen wir als im gleichen Bla~te gelegen be- 
zeichnen. 

Zwei Aehsen, deren einges~richene Endpunkte auf derselben Sei~e 
des 0rthogonalkreises liegen, die aber selbs~ in zwei aufeinanderfolgenden 
Bli~t~ern liegen, sind dann solche Gerade, welche die Eigensehaft haben, 
dab die eine derselben in diejenige Gerade, welehe geometrisch mit der 
anderen Achse zusammenfiillt, aber im niiehsten Blatte liege, ~ibergeffihrt 
werden kann, ohne dat~ beim ~)bergang ein Endpunkt auf den Ortho- 
gonalkreis fi~llt. VV'ir wollen dann, wenn zun~chst a" und b" auf derselben 
Seite des 0rthogonalkreises liegen, die doppelte Zahl der zwischen b'b" 
und a'a" tiegenden im obigen Sinne gez~hlten Blii~ter als charakteristische 
Oszillationszahl des Intervalles ba einffihren~ wobei abet im allgemeinen 
bei den anctereh Achsen auch das Vorzeichen zu ber~icksiehtigen ist; wit 
wollen dureh Definition fesflegen, da~ die zu ba gehSrige Oszfllationszahl 
stets positiv is~. 

F~ill~ a' auf dieselbe Seite wie b", so woUen wir folgende Festsetzung 
treffen. Wenn b'b '' mi~ a'ta ' zusammens erteilen wir dem Intervalle ba 
die chara~erist~sche 0szilla~ionszahl + 1 and yon hieraus zi~hlen wit analog 
wie vorher um ~ 2 wei~er. Diese Definition der charakteris~isc.hen Oszil- 
lationszahl des Intetvalles b~ bleib~ nun erhal~en, wenn wit s/~tt der 
speziellen Zerschneidung die allgemeinere Zerschneidung der Fig. 1 w~hlen.*) 

Wit lassen jetzt t yon 0 nach e%i gehen. Wit setzen dann: 

( 5 9 )  - t .  - ' -  + 

wobei t 1 yon 0 bis % geh~. Es sind zwei wesenflieh versehiedene F ~ e  
zu unterscheiden, ~e nachdem k~ positiv oder nega~iv is~, k~ is~ naeh wie 
vor als posRiv festgelegt. 

Is~ k~ posRiv, so geht �9 yon v = 0 in clem Sinne, dal~ der reelle Teil 
immer s~irker negativ wird~ wenn fa yon 0 nach % geh~. .r/ beschreib~ 
dann eine Kurve~ welehe sich dutch die unter~alb des Ausgangsblattes ge- 
legenen Bl~ter hindurchzieh~, w~hrend die ba entsprechende Kurve sieh 
dutch die eberhalb gelegenen Bl~ter  hindurehzog. Es is~ also die zu 
dem In~ervall bc geh~rige eharakteristische Oszilla~ionsz~l ~ k~. 

*) Vergt. auch die Anmerkang S. ,~8. 
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Ist k~ dagegen eine negative Zahl, so winder sieh die Kurve durch 
die BlOtter oberhalb des Ausgangsblattes. Die dazugeh~rige charakteristische 
Oszillationszahl ist also wieder --/~.  

Wir haben daher in Erg~nzung zu Satz 3" 
Satz 4. Man kann in der Differentialgleichung (38) den komplexen 

laarameter B auf  eine und nut  auf eine TVeise so bestimmen, daft der 
dazugeh6rige Kern einen Orthogonalkreis besitzt, daft ferner ~u dem Inter- 
valle b a vine ]positive ganzzahlige vorgegebene charakteristische OsziUah:ons- 
~ald und zu dem Intervalle bc eine positive oder negative ganzzahlige vor- 
gegebene charakteristische Oszillatiortszahl geh6rt. 

Es erilbrigt uns noch, der Vollst~adigkeit halber, die Beschreibung 
des Fundamentalbereiches in der ~-Ebene zu Ende zu fiihren. Wir lassen 
daher t yon r nach ~ i  + 2~  1 gehen, wofiir: 

wird. Die Kurve zieh~ sich daher yon c' um k I Bli~tter hinauf. Geht 
dann t yon ~si Jr 2% nach 2ei, so kommen wir zu demselben Punkt% 
wie wenn wit t yon 0 auf der Achse des Reellen his 2 ~1.wachsen liei~en, 
also kommen wir in das kl *e Blair tiber dem Ausgangsblaite, die Kurve 

d'a' winder sich also um V Bliitter hinauf oder hinab, je naehdem 

positiv oder nega~iv ist. Die zum Intervalle dc gehSrige charakteristische 
0szillationszahl ist also gleich der zum Intervalle ab gehiirigen, die zum 
In~ervalle ad geh6rige Oszillationszahl ist gleich der zum Intervalle ba 
geh~irigen. 

w 
In tegra t ion  der  Differentialgleichung (1) bei sehr 

groBen Parameterwer ten .  Allgemeine Betrachtungen fiber die 
eharakter is t ischen 0szil lat ionszahlen.  

Wit gehen also jetzt wieder zu der Differentialgleichung: 

d~y.  / 1 - - a  . 1--p I - -? dy Ax-~.B 

fiber, in der jetzt a, b, c and d irgendwelche komplexe Zahlen sein miigen. 
Wir untersuehen dann das Verhalten der Liisungen, wenn tBf sebr grol~ 
ist. Esse i :  

(61) dt  = dx (z - -  a) l -  ~' (~ __ b) l -  ~ (x _ c)l- r , 

dann erhal~en wir: 

+ = o.  d$ ~ 



(63) 

(64) 

Dann erh~ilt man: 

(65) 

wobei: 

(66) 
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Um den Fak~or yon ~ y  zu entfernen, setzen wir: 

d z  = , i x  V ( x  - a)~-~'~(x - -  b ) ~ - ~  (x - -  c) ~ -  ~r = , ix  

(x - -  a )~ -~ ' ( x - -  b) ~ -~ (x  - -  ,)~-:" V C ~ - - - a T ( ~  b) (~,-- *) 

r =  vFtx- a) ~-~= ( ~ -  ~) '-~(~ - c)'-~. 

d~ Y . 

-d~ + BY+ NY= O, 

. N =  A x  + 

"d' 1 _ _ _ _  1 

Es sei: 
(67) B = r~e~ ~. 

Wit legen dana dureh irgendeinen Punkt  go die Gerade: 

(68) z - z0 = ee ~, 

wobei ~o im ersten Fundamentalbereiche liegt, auf we]chen die zerschnit- 
tene x-Ebene durzh ~ abgebildet wird, und so gew~hlt sein mag, da~ die 
Gerade (68) durch keinen der Unendlichkeitspunkte yon 27~ also dutch 
keinen Bildpunkt, der a, b, code r  d entspricht~ geh~, trod dat~ innerhalb 
einer vorgegebenen Anzahl yon Fundamentalbereichen der Abstand der zu 
diesen gehiirigen Bildpunkte der Punkte a, b, c, d yon dieser Geraden 
oberhalb einer lessen Grenze bleibt. 

Dann k~innen wir nach einer yon L iouv i l l e* )her r i ih renden  Methode 
die Differentialgleichung (1) l~ngs (68) asymptotiseh integrieren. Wi t  
zerlegen dazu die Integration yon (65) in die Integration yon: 

(69) ~ ' r  ~.~ + r ~ Y---- 0 
und 

-d-~ + r~ Y = 9~ (q )  = - -  N Y e - ' ~ .  

Seien nun Y1 und Y~ zwei Integrale yon (69), so dal3 
d~,  y, dr~ (71) r ~ - x ~  - ~ -~o  = - c ,  

d a n n i s t  das allgemeine Integral yon (70): 

/ (72) r - -  q ~ + c ,  ~ + ~,  (~+)  y~(q)) r d@l- 
o 

*) Journal de Liouville, Bd. ~, S. 119. 
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In~ervalle 0 bis e, 21/o dasjenige yon I C~ s i n ( r e ) +  C~ cos(re)!, 
jenige yon [NI,  dann folg~ aas (73): 

M M l  e ' M < M o +  - 
also ist: 

(74) M < ~~ 
1 - - - - ~  

Wir betrachten jetzt speziell die beiden FMle C~ 
01 ~ 0, C ~ -  1, also: 

(75b) 

Setzen wir nun Y1 = sin(re), Y. = cos(re), dann ist: 

Y(0) = Cl sin(re) + C~ cos (re) -- r  
0 

Es sei dann M das Maximum des absoluten Betrages yon Y in dem 
M t das- 

= 1 ,  C ~ = 0  und 

0 

I~(Q) ~ sin (re) + 1 .  ~'sin (r(p --e~)) N(o~d~)/z~(el) dpl , 
reZ~J 

0 

o 

1hi(e) = cos(re)+ ~ fsin(r(.~ Y~(Ot)dry. 

0 

Setzen wir Yz(qe-~) yr~(ee_~ ) ~, so entsprichl, wenn r eine genfigend groge 

Zahl iibersteig~, einem vorgegebenen Stilcke der Geraden (68) eine Kurve 
auf der Kugel, welche sich immer in der Umgebung des Kreises tier 
reellen Zahlen Slier als eine beliebig grog vorgegebene Anzahl real herum- 
winde~. 

Wir legen dann dutch z o eine Gerade, welche auf der Geraden 
(68) senkrech~ steht, und deren Abstand yon den Unendlichkeitspunkten 
innerhalb der vorgegebenen Anzahl yon Fundamentalbereichen oberhalb 
einer festen Grenze liegt. Wir behandeln diesen Fall analog wie 
ebea erledig~en. Wit  setzen: 

(76) z - -  z o-~ ~ie 2 

and erhalten: 

,,.,.. jr~"a~ 1 ~ _~ e - ~  _ e '~  
2 i  

(76b) ~-zI_ e-"g + e'g 

den 

i i" e<r ~" -- e-(r r [ -~- 
r 2 v J  2 N~e ~iel ) Y~(~, i )d~,  

, j  

0 



Kleinsche Theoreme fiber line,re Differontialgleiehungen, H. 47 

Setzen wir beidemal e~  als Fak~or heraus, so finden wir wie oben, 
da$ die Integrale naeh Division dutch e~Y unterhalb einer bestimmben 
Orenze bleiben. Bewegen wir daher z auf der Senkreehten in der Rich- 
tung der wachsenden ~ um ein gegebenes StOck, so rfick~ der en~- 
sprechende Wer~ yon ~ wenn r grog genug is~, beliebig nahe an i~ be- 
wegen wir ~7 in entgegengesetzter Richiung, so rtickt V beliebig nahe 
an ~ i. 

Errichten wir jetz~ in irgend einem anderen Punkte z I der Geraden, 
fiir den O = a sei, das Lo~ so kiinnen wit ganz analoge Formeln zu 
(76a) und (765) aufstellen. Es ist niimlich nach (75a): 

# 

d E = r  cos(r0 ) + _ 1 _  f cosr (o_~ , )~(p ,d , ,  ) ~x(p,)dO ' e ' .  
0 

e 

o 

(77b) 

Also ist: 

y~(~) = ~in ( ~ )  + ~- ~, 

\ dz /e_  a r 

Iz~(~) _= cos(ra)  + 7- " 

--d~? 

wobei J1, J,, Js, J~ GriiSen sind, deren absoluter Be~rag unterhalh einer 
lesion Grenze liegt. Wir haben also liings der Senkreohten: 

~ 
(78) z - -  z t = ~ie 3, 
welohe in bezug auf die Unendlichkeitsstellen denselben Charakter haben 
soil wie die Geraden (68) und (76) 

[__e_~ai + 1 r (Jr i - -  Js)ler~, + Ie+ra '  + 1 (dli + j , ) ; e_ rF  
(78a) :V- -  ~i 

/ e(~-~')r--' -~-~)" ~(~-T i~,) ~(~,i) d~, 
re~o 2 

(78b) / rn  = + u  + 7 ( J ' - -  
2 

~ ? * ( Y - ~  =e-(Y-Y')r N(e- , i~,) 

Daraus folg~, dalt~ wean wit nur r grol~ genug wiiMen, ~ beliebig 
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nahe an i heranrfickt, wenn sich z auf der Geraden (78) im Sinne der 
wachsenden ~ um ein gegebenes Sti~ck verschiebt, ferner dab ~ beliebig 
nahe an -- i heranrfickt~ wenn sich ~ auf der Geraden in entgegengesetz~er 
l~ichtung bewegt. 

Wenn also r geuiigend groB ist, bedeckt der Fundamentalbereich 
die ~-Kugel mit Ausnahme der Umgebung yon -~ i und -- i beliebig oft, 
da wir dann auf jeden Punkt z 1 der Geraden (68), der innerhalb einer 
endlichen vorgegebenen Anzahl yon Fundamentalbereichen liegt, denselben 
SchluB aufbauen kSnnen, wenn wir nur eine endliche, ebenfalls unter  
einer angebbaren Grenze liegende Anzahl yon Punkten dutch beliebig 
kleine Intervalle ausschneiden. Ferner ergibt sich aus dem Gesagten, dab 
die zum Ausgangsfundamentalbereich benachbarten Bereiehe sich immer 
mehr an + i bzw. - - i  heranschieben, so dab also folgt, dab der Funda- 
mentalbereich sich beliebig oft bei wachsendem r fiber den Orthogonal- 
kreis hinfiberzieht. Dieses w~lrde n~mlich nur dann nicht eintreten, wenn 
der Orthogonalkreis mit wachsendem r immer kleiner werdend um W i 
oder - - i  allein sich herumziehen w~rde. Dieses ist abet nicht mSglich, 
da dann die Bereiche, die sich immer mehr an + i heranziehen, nicht in 
die Bereiche, die sieh an - - i  heranziehen, dutch eine Substitution fiber- 
gefiihrt werden kSnnten, die einen solchen Orthogonallrreis in sich fiberf[ihrt. 

Wir wollen nun zeigen, dab hie zwei zu versehiedenen charakteristisehen 
Oszillationszahlen gehSrige Fundamentalbereiche zusammenfallen kSnnen, 
wenn wir, vom Spezialfalle ausgehend, die in der Differentialgleichung vor- 
kommenden Parameter derart stetig iindern, dab der dazugehSrige KeJm s~ets 
einen reellen Orthogonalkreis besitzt, auf den weder a', noch b', noch c', noch 
d' fallen kSnnen, da wir parabolische Substitutionen ausschliel~en.*) W i t  
denken uns dabei die x-Ebene dureh gerade Linien zwischen den singul~iren 
Punkten aufgesehnitten und die singul~ren Punkte nut so verschoben, dab 
hie ein singul~rer Punkt mit einem anderen singul~iren Punkte zusammen- 
f~llt, und dal~ die singul~ren Punkte nut Endpunkte der Schnitflinien sein 
kSnnen. In dem im vorigen Paragraphen behandelten Spezialfall hatte sich 
nun der Fundamentalbereich bandfSrmig auf der Kugel hingezogen. Eine 
charakteristische OsziUabionszahl k~nnte nun nur dadurch sich iindern, 
dab eine Seite des Bandes in einem Blatte ganz auf die eine Seite des 
Or~hogonalkreises sich zusammenzieht, w~hrend es fr~iher diesen zum 
mindesten zweimal sehnitt; damit abet dieses eintreten kann, mu~ bei der 

~) Nach einer nachtr~glichen miindliehen Mitteilung yon Herrn Klein l ~ t  sich 
die charakteristisehe Oszillationszahl z. B. des Intervalles ab als die~enige ganze Zah~ 
definieren, welche um 2~ vermehr~ die Amplitude derjenigen Drehung gibt, welche 
b" eri~hrt, wenn x yon b ausgehend nach einem einfaehen Umlauf u m a  naeh b 
zuriickkehr~. Dutch diese Definition ~ird unsere Behauptung evident. 
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stetigen Ab~inderung ein Moment einfxeten, in welehem die Seite gerade 
den Orthogonalkreis beriihrt, sonst abet in dem ganzen Blatte auf der 
einen Seite des 0rthogonalkreises liegt; diesen kritischen Moment wollen 
wit fixieren. Vor Eintreffen desselben lag die betreffende Kurve noch 
zum Teile auf der anderen Seite des 0rthogonalkreises, und es lagerten 
sich daran nach innen neue Fundaraentalbi~nder, deren Randkurven in 
dera betreffenden Blatte aueh noch zura Teile unterhalb des Orthogonai- 
kreises lagen, da ja ein ]rritischer Moment noeh nicht eingetreten sein 
so]]. Beira Eintreten des k-ritischen Moraentes wiirden dann die Kurven 
sich beriihren raiissen. Ein solcher Beriihrungspunkt auf dem Orthogonal- 
kreis, welcher raehreren Fundamentalbereichen angehSr~ und in deraseIben 
Blatte liege, ist aber bei unserer Zerschneidung unraiiglich, da die Punkte 
a," b," c; d' nicht auf dera Orthogonalkreis liegen. Wir haben daher: 

Sa tz  5: Jt'ndert man die _Parameter der Differenlialgleichung (1), d.h. 
die singul6ren Stellen, die Ex~onenten (innerhalb der erlaubten Grenzen) 
und den akzessorischen Parameter yon elnem Falle des Satzes ~ ausgehend 
derart ab, daft der Kern stets einen reguliiren Orthogonalkreis besitzt, und 
daft jeder singul~ire t)unkt stets nut Endpunkt der dieselben in ganz be- 
stimmter t~zihenfolge verbindenden geraden Linien ist und mit keinem 
anderen zusammeufiillt, so ~indern sich die charakteristischen Oszillations- 
zahlen nicht, und der absolute zBetrag des akzessorischen Parameters bleibt 
unterhalb einer endlichen Grenze. 

w  

Behandlung des allgemeinen Falles bei vier komplexen singulAren 
Stellen. 

Wir steigen nun yon dem ira w 2 behandelten FaHe aus allraii~ich 
zu dem allgeraeinen Falle auf, tier neben der Einschr~nkung, da$ die 
GrSSen a, fl, y und ~ kleiner sind als 1, nut raehr die hat, dab die 
GrSBen A~, Ab, A t u n d  A~ wesenflieh positiv sind. Wit wollen dabei 
zun~chst nut  diejenigen Obertheorerae behandeln, welche sich nicht an 
die in I untersuchten anschliel~en. 

Wir be~rach~en die in w 2 aus (12) gewonnene Kurvensehar (53) in 
der Ebene rait den Koordinatenaehsen B 1 und B~. Man sieht nun zu- 

dab die linke Seite yon (12), also ~ (--~ ~-~-~), beira ~berschreif~n n ~ c h s t )  

der Kurven jedesmal ihr Zeichen wechselt. Wit  betrachten dann auf 
denjenigen Kurven (53), fi~.r welche k 1 positiv und yon 0 verschieden ist, 

1 (1 v,) also der linken Seite yon das Vorzeichen des Ausdruckes ~ ~g 3 - ~  ' 

Mathematischo /kunalen. LXV/II. 4 
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(24). Dieser Ausdruck verschwindet, so oft ~ einen Wert yon (57) hat, 
und zwar yon erster Ordnung. Da nun in diesen F~l]en immer ein 
Orthogonalkreis existiert, so kann dabei nieht sin.~ verschwinden, es 
sei denn k~ = 0, in welchem Falle die Substitutionen A und B die- 
selben Achsen besilzen und E die identische Substitution ist. Daher 
haben wir diese F~lle am Anfange dieses Paragraphen zunachst aus- 
geschlossen. 

Wir ~ndern nun die Exponentendifferenzen a, fl, y und # und die 
singulgren Stellen ste~ig ab, dann wollen wi t  durch Zghlen der Vorzeichen- 
wechsel der linken Seite yon (24) auf den Kurven (12) zeigen , daft stets 
eine ungerade Anzahl und also sieher ein Punkt vorhanden ist, ]iir den 
(12) und (24) verschwinden und die Intervalle zu den vorgegebenen charak- 
teristischen Oszillalionszahlen geh6ren. Bezeichnen wit zwei solche Schnitb- 
punkte der Kurven (12)und  (24), welehe dieselben charakteristischen 
Oszillationszahlen habea, als zum gleichen Ty~us gehSrig, so kSnnen hie 
zwei Sehnittpunkte der Kurvenscharen (12) und (24), die zu verschie- 
denem Typus gehSren, zusammenfallen, dagegen kann stets eine gerade 
Anzahl yon Versehwindungspunkten, die zu demselben Typus yon (24) und 
(12) gehSren, entstehen oder aueh wieder verschwinden. Wenn nun, was 
bei der Abgnderung eintreten kann, ein Kurvenzweig yon (12) aus dem 
Unendlichen hereinw~chst, so wird er naeh Satz 5 zun~chst keinen zu 
(ten festen charakteristischen Oszillationszahlen k 1 und k~ geh5rigen Schnitt- 
punkt yon (24) aufweisen kSnnen, also wenn er spgter fiberhaupt welehe 
hat, wird er sie nur in gerader Anzahl besitzen. Dabei bleibt also die 
Zahl der zu zwei ffir die beiden ]ntervalle vorgegebenen charakteristischen 
0szillationszahlen geh6rigen Sehnittpunkte ungerade. Es wird nun auf 
einem der Zweige yon (12) hie eine im Endlichen geschlossene Kurve 
entstehen kSnnen, welche eine ungerade Zahl yon Sehnittpunkten, die zu 
demselben Typus geh~ren~ enth~ill und keinen anderen Schnittpunkt tr~igt, 
da man beim Durchlaufen derselben zu demselben Vorzeichen der linken 
Seite yon (24) kommen mu{~. l~un sind die zu lessen charakteristischen 
0szillationszahlen geh~rigen B 1 und B~ ste~s unterhalb einer festen 
Grenze gelegen, es k~nnen daher die zu demselben Typus gehSrigen 
0szillationszahlen nieht in unendlicher Anzab_l vorhanden sein, es sei denn~ 
dat3 ein Kurvenzug yon (12) mi~ einem solchen yon (24) zusammenf~llt. 
Auf einem solohen Kurvenzuge k~nnen aber nur solche Punk~e liegen, 
die zu demselben Typus gehSren, also mu~ er ganz im Endlichen liegen 
und gesehlossen sein; ob nun dieser Zweig wegf'~llt, oder nicht, die Zahl 
der iibrigen zum Typus geh~rigen Schnittpunkte ist stets ungerade and 
kann also nie 0 werden. Es bleibt daher, was auch sonst eintreten mag, 
s~ets ffir jeden Typus ein Wertepaar JB 1 und B~ vorhanden, wie wir 
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aueh innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen die Exponentendifferenzen 
abRndern, wean wit jedesmal den Fail, dat3 zwei Exponentendifferenzen 
einander gleich werden, nur ~Is GrenzfM] zulassen, da ja nut dabei E die 
identische Substitution werden ka~n. 

Um nun auch das Grundtheorem und die an I sich anschliet~enden 
Obertheoreme zu behandeln, bezeichnen wlr, aHenfalls unter Abilnderung 
der Bezeichnung, mi~ a b bez. c d je sin zu tier charakteris~ischen 
Oszilla~ionszahl 0 geh~riges tntervatt und gehen wieder yon dem Spezi~l- 
f~lle des w 2 aus, in dem auch a, b, e reeH sein sollen, w~hrend d i m  
Unendlichen liege. Wit setzen jetzt, abwoiehend yon frtiher~ t~= 0, t~= ~o~, 
t~ = ~t + io.~ und bringen a: naeh 0~ a" nach oo. Um nieht neue Indizes 
einfiihren zu miissen, bezeichnen wit auch naeh der Transformation den 

. . . .  d' mit ~ ,  ~s, Vl, vs und nehmen dann ats Wart yon ~ in b, b ,  c, 
0rthogonalit~tsbedingung: 

(79) 

(so) ( ~)_--0 ,  

wobei & tier Winkel is~, den die Aehse c" d" mi~ der yon a' a" und e' d" 
bez. ~ '  E "  under Vorausse~zung yon (79) gebi lde~ Ebene e i n s ~ e 6 k  
Es is~ d~bei im SpezialfaUe: 

Da das In~ervall a b 'die e~akteris~iseJ~e Osziltatiorsza]al 0 besi~zen soil, 
so'. folg~ under B~t~k~iehCdgung yon Satz 3 aus (79) dis Oloi~hung: 

B -o, 
uncl zwsr we~hsel~ die linke Seite yon (79) ihr Vorzeiehen, wean Bs 
yon einem positiven zu einem negativen Werte iibergeht. Wir haben 
nun zun~ehst einen tier in I behandelten F~ill% in dam also, wean 
B~ = 0 ist, die Gerade c'c" dis Gerade b' b" schneider. Ferner schneide~ 
b'b" sowie 4c" die Gerade e'd' bee. E ' E ' ~  also Iiegt, wenn sieh dis 
clrei Geraden nieh~ in einem Punkte schneiden, was ja im aLlgemeinea 
eJntritt, wenn 

B + -  

e' e" bez. ~ '  ~ "  mi~ b'b'" uncl d c" in einer Eben% also in derjenlgen 
Ebene, die dutch b'b" geht und in gew6hnliehem Sinne senkrech~ auf 
der yon d a"und b' b" gebildeten Ebene stehk Nun karat fiberhuup~ ale 
E ' E "  mit b'b" oder do" zusammenfallen, eta ja /~ 'E"  dis Kugel nicht 
schneider oder hSchstens beriihrt~ ebensoweaig kann b'b" oder e'c" mit 



52 E. Hm~. 

v" e" zusammenfallen, da dann a'a" mit b'b" bez. c'c" mit d'd" zusammen- 
fallen wiirde, was unmSglich ist, da die Intervalle ab und cd nicht- 
oszillatorisch sind. Aus demselben Grunde kann E nicht die identische 
Substitution sein. Daraus folgt aber, dal~ f~ir die in Betrach~; kommenden 
F~lle jetz~ sin@ in bestimmter Form existiert und stets yon 0 ver- 
schieden ist. 

Wird nun JB = ( k ~ i ~  \ ~ ~ / , so hat (80) eine einfache Nullstelle, an der 

sin & yon 0 verschieden isk Desgleichen finder, wenn B~----0 ist, beim 
Durchgange yon B i dutch 0 ein Vorzeichenwechsel der linken Seite yon 
(80) s~at~. 

~r wenn B = 0 ist~ also beim Grund~heorem, geh~ der reelle 0rtho- 
gonalkreis in einen Punk~ fiber. Verindern wir jedoch a,/~, y, 6 zun~r 
beliebig wenig derartig, dab A ~  A~ A~, A~ wesentlieh positiv werden, 
so folg~ aus I~ dal~ der Kreis in einen wirklichen reellen Orthogonalkreis 
~ibergeht. 

Wir haben jetzt nur den obigen SchluB zu wiederholen, indem wir 
die Zahl der zu den charak~eristisehen Oszillationszahlen 0, k~ geh6rigen 
Yersehwindungspunk~e tier linken Seite yon (80) auf den durch (79) be- 
stimmten Kurvenzfigen zihlen, wenn wir Exponenten und singul~ire Stellen 
stetig versehieben, derart, dag s~ets A~, Ab, Ac, A a posifiv sind und 
h~chstens in einem GrenzfaU, d. h. in einem Falle, in dem wit den 
Prozet~ schlieBen, zwei Exponentendifferenzen einander gleich werden. 
Wir haben also zusammenfassend: 

Satz  6. Wenn die zu der Differentialgleichung (1) geh6rigen GrSflen 
A=, Ab~ A c und A~ ivositiv sind, so kann man stets den akzessorische~ 
Parameter B als komplexe Gr6fle so bestimmen, daft der zugehSrige l~ern 
einen reellen Orthogonalkreis besitzt und daft zu dem Inferva~le b a irgend 
eine vorgegebene ganzrahlige, als 2ositiv angenommene oder verschwindende, 
eharakteristisehe Oszillationszah~ kl, und zu dem Intervalle b c irgend eine 
vorgegebene ganzzahlige, positive, verschwindende oder (wenn k~ ~= O) nega- 
tive charakteristische Osz, illati~szahl geh6rt. Als S~ezialfalt ergibt sich 
daraus das Grund~heorem der automorivhen _Funktionen im Falle vor~ vier 
reellen oder vier komflexen singul~ren Stelten. ~ber die Eindeutigkeits- 
fragen m~iliten noeh Spezialuntersuchuugen durchgdffihrt werden, deren 
allgemeine Erledigung mir bis jetzt noch nieht gelungen ist. 
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Kapitel  ]II. 

Fal l  b e l i e b i g  v i e l e r  r e e l l e r  s ingu l f i r e r  P u n k t e  b e i  r e e l l e n  

P a r a m e t e r n . * )  

w 

Aufstellung der Differentialgleichung. 
Zusammenhang mit dem Kreisbogenpolygon. 

Es seien der Gr~ge nach geordnet al, a~ . . . ,  a~, gegebene reelle 
GraVen, ferner sewn ~ ,  a~,--- ,  a., a,+ 1 irgend welche zwischen 0 und 1 
liegende positive reelle Zahlen, welche yon 0 und 1 verschieden sind. 
Wit be~rachten dann die Differentialgleichung: 

(1) dx ~" x --a, 

A x  "-~ Jr Aox  ~-s -~ �9 �9 �9 q- A._~ 
+ ( x  - a , )  @ - -  aD + . �9 " + (x  - a,~) Y ---- O,  

welehe die n q- 1 singul~ixon Stellen al ,  a , , . . . ,  a,,, an+ 1 = o~ besimt, zu 
denen die Exponentenpaare: 

al, O; ~l, 0 ; . . . ;  ~ ,  0; a~+l, ~'+l 

gehSren. Dabei is~: 
t t  (2a) ~1 + ~ + " "  ~, + a~+: + a,+: = n --  2, 

" " - -  

(~0) ' " 

Wir definieren je~zt analog zu I w 2 die zu der singul~iren SteRe a~ 
geh~irigen FundamentallSsungen dureh: 

wobei ~ immer eine Potenzreihe repr~sentiert. Die FuudamentallSsungen 
werden noch jeweits zweckmil~ig normiert. Wollen wir beispielshalber 
die Kantenlinge auf der Kante a~' a(' berechnen, so ffihren wir die in 
I w 3 durch (25) gegebenen Normierungen ein, wobei fflr a~ 5, c jetzt  
a~+~, a~, a~_~ zu setzen ist; start l~, 4, n~, n~ fiihren wir jetzt die GrSl~en 
l~ (~,'+~), l~. (~,~+v, /1 (~,~-~), 4(~,~-~) ein, wobei also der obere erste Index 
die mittlere der drei in Betracht kommenden singul~ren Stellen an- 

*) Der Fall yon ffinf reellen slngul~ren Punk~en wurde auf meine Anregung yon 
Helm Gerstenmeier in einer vor~ussiehtlieh a~s Erlanger Dok~ordisser~ation er- 
seheineuden Arbei~ behandelt~ 
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deu~e~. Wenn wit diese Bezeichmmg einfiihren, erhalten wit ohne weiteres 
aus I (10) und (17) die Liinge der Seite a,'+l a(  und die Kantenliinge auf 
der Kante a~" a(' ,  also auf der Aehse derjenigen Substitution, welche 
einem Umlaufe um a~ entsprieht. Wie jedoch schon in II bemerkt wurde, 
wollen wir abweiehend yon I in I (13): 

2 
setzen. Es sei jetzt: 

dx 
(3)  dt  = 

( Z - -  a , )  1 - a '  ( X - -  a~) l - a ~  . . . ( x - -  an) t - a u  ; 

dann geht (1) tiber in: 

(4)  t- 
d t  ~ 

Ix",a~l ~-s~' I x - a , I  ~-s" . . . .  I x - a  I ~ - ~ "  
(x -- a~) (x - -  a , ) . . ,  (x --  a,) " ( A x ' - ~ + A o x " - s - t  - . . .  +A~_a)y = O. 

Zua~chs~ wiederholen wir nun die Diskussion des Vorzeichens yon A, 
wobei wir wieder den in das Unenc]liehe gewoffeaen Punkt als Index 
anfiigen. Dann haben wit wieder drei Fiille. 

( i )  Es sei 

Aan+l > 0, al -t- a~ -t- �9 �9 �9 -t- a, ~ n - -  1. 

Dami sind alle Aa~ , Aa~ , . . . ,  A ~ ,  A~,+i positiv. Umgelrehr~, sind alle 
GrSgen A m . . . A ~ , +  I positiv, so ist 

~ + a~ + . . .  + % < n - -  1. 

(B) Es sei 

A~,,+l > O, a 1 + a~ + - �9 - + % > n - -  1. 

Dann sind die Gr6Ben Aa, , A a ' " . A a n  negativ. Umgekehrt, ist A~,+l  
posit iv,  sind dagegen die anderen A~ negaiiv, so ist 

al + %-t- . . .  + % ~ . n - -  1. 
(C) Es sei X ~ + l  < 0 ,  daun sind eatweder alle A~ negativ oder 

�9 zum wenigs~en alle mi~ Ausnahme sines einzigen. Die Ableitungen dieser 
Tatsachen ergeben slch genau wie in I w 3. 

Es sollen jeizi noeh die Bedingungen fiir die Existenz sines Orihogonal- 
kreisei~ angegeben wsrden. Diese sind 

( 5 )  l~(S,s) . / s (~ ,~  ) = / ~ ( s , 1 ) / ~ ( s , ~ ) ,  ll(a,~)l~(~,~)~ / ( s , ~ ) / s ( s , s )  ' . .  ", 

. . . . . . .  " ' " in Dezm d~nn setmeiden sieh die Aehsen a 1 al , a s a~ ~ a s aa ~ �9 �9 .~ a, a.  
ei~em Punkte. Mul~iplizieren wit dagegen die rechten Sei~en der alei- 
ehungen je mi~ einer geeigneten reellen Gr(i~e, so erhal~en wir Glei- 
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chungen, welche far n - - 2  Kanten vorgegebene rein imaginKre Kanten- 
l~ugen postutieren. 

Man kann sieh nun die Aufgabe stellen, durch Vorgabe yon n ~ 2 
rein imaginiiren Kantenliingen und gewissen Oszil]ationszahlen, oder dutch 
~%rgabe yon n ~ 2  reel]en Seitenl~ngen oder durch Yorgabe einer Anzahl 
m rein imagin~rer Kantenl~ingen nebst gewissen OsziUationszahlen und 
n -- m ~ 2 reellen Seitenl~ngen die n - -  2 akzessorischen Parameter zu 
bestimmen. 

w  

Eindeutige Bestimmung der akzessorischen Parameter durch n -  3 
reeBe Seitenl~ingen. 

Dies er Fall erledigt sich wieder am leichtesten, und wir haben die 
Ausffihrungen yon I w 5 nur in wenigen Punkten zu erg~nzen. Es seien 

die vorgegebenen Seitenl~ngen yon der Form P~ z; dabei seien p~ und q~ q~ 
teilerfremde ganze Zahlen und q~ nicht 1. Durehlaufen wir nun das 

p~ Interval.l, zu welehem die Seitenl~nge ~ z gehSren sol], q~ real unter Fest- 

haltung des in w 5 angegebenen Fortsetzungsprinzips, so mut~ eine L5sung 
existieren, die am Anfang und am Ende verschwindet und im Inneren 
p~ -- 1 Nullstellen besitzt. Wir kommen daher jetzt auf ein n -- 2 para- 
metriges gew~hnliches Oszillationstheorem, welches fordert, dab in n -  2 
Intervallen LSsungen existieren, yon denen die zum i ~ Intervalle ge- 
hSrige am Anfang und am Ende des q~-faeh durchlaufenen Intervalles 
versehwindet und im Inneren p ~ -  1 Nullstellen hat. Um den Beweis 
dieses Oszillationstheorems zu erbringen, hat man unter Ber[tcksiehtigung 
der Ableitung in I w 5 nur den yon Herrn B 6 c h e r  flit das m-para- 
metrige Oszillationstheorem gegebenen Beweis wSrtlich zu wiederholen*), 
um den folgenden Satz zu gewinnen. 

Sa tz  1. ~Ian kann stets auf eine und n~er vine Weise die akzesso~sehen 
Parameter als reellv Gr6flen so bestimmen., daft n - -  2 Seiten vorgeschxiebene 
reelle Lgngen besltzen, die abet nicht ganze Vielfache yon z sind. Sind 
die Werte der Seiterd~ingen ganze Vielfache van ~, so h6rt div eindeu~ige 
Bestimmtheit der Parameterwerte auf. 

In der Tat sehlieBt man yon den Seitenl~ngen 2,_ ~ stets auf be- q~ 
liebige Seitenl~ingen P~z, wenn .P~ auch eine IrrationalzaM ist, da die 
Parameter sich naeh I w 4 stetig mit den reeUen Seitenl~ngen ~ndern, 

*) BSeher, American Bulletin, Oktober 1898 und April 1900. 
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sofera diese nicht gldch ganzzahligen Vielfachen yon = sind; bei sbtiger 
Abtinderung schliel~en sich jedoch an die ganzen Vielfachen yon ~ kom- 
plexe Seitenliingen an. 

w 
Hilfss i t tze .  

Wir setzen: 

A ~  "-~ + Aox "-~ + ' "  + A . _ s  = t ) (x ) ,  

I x -  ~ t " - ~ "  I x - - a ~ t  ~-~" . . . .  ! : c - -a~ i~ ' -~"  = S ( x ) .  
(x-- a,) (x-- a,) . �9 �9 ( x -  a,) 

S (x) iinder~ also bei den singul~xen Punkten und nur bei diesen sein 
u wir nennen nun das Vorzeiehen des Weries yon S(x) in 
einem In~ervA.11e die Signatur des Intervalles, die also positiv oder negativ 
is~. Zwd benaehbarte Intervalle haben stets versehiedene Signatur, die 
des In~ervalles a. oo ist stets posi~iv, die des Intervalles --c~ a 1 ist 
positiv oder negativ, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Wit  
maehen dann folgende Hilfsbeirachtungen. 

Es sei 

so gelegen, dag keine der vier FundaraentalRisungen 

r~  tO,, r~ re,+, 

im Inneren des Inbrvalles aia~+ 1 verschwinde~ und dal~ die GrSl~en 

alle positiv sin& Ein solches Intervall nennen wir ,nichtoszillatorisch." 
Ebenso sei das Intervall ai+ i a~+~ nichbszitlatorisch. Wir setzen dann 

(~a) r~ -~('''+I)-~ -1 r o ,  r:~+, = r  ~ ~"+~-~ 

= r ; ,  - g , ' - ' ,  r : , ;  r g , - ,  : r : :  - g , ' - l )  r : ,  

(7b) y'~, = y',+l.,+l -- ul('+l") Yo ~+i ; Y~ ffi Y~,+1--'~+1 _ "~Z(~+I'~) y : , + l  ; 

Dabei sind die tiberstrizhenen Y s~ets .analog zu I (25) normier~, die 
Normierung der anderen Y ist eben durch (7a) und (Tb) festgeleg~. Es 
sei nun bel einer anderen Verbilung der Parameterwerte 

(s) ~(~) = Pl(x) + Q(x) = P~(~), 
wobei Q(x) yore n -  3 u~ Grade ist und ebenfalls so gewihlt sein mSge, 
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daB, wenn (8) erfiillt ist, die Intervalle a~a~+ 1 und a~+la~+ j ,,nichtoszil- 
]atorisch" sind. Die zu/~s(x) gehiirigen Gr~/l~en zeichnen wir dutch Hinzu- 
fiigen des Index q aus. Es m~ige nun je eine tier beiden folgenden Glei- 
chnngen yon (9) und yon (10) bestehen, 

" l , q  ~ "1 ; Z(~+ 1' i) 

(10a) -1,l(~ + 1,~ + ~ ) q  > -11('+1'~+ ~); (10b) /(,+ i ,, + ~ ) 2 ,  q > "2l(' + ~"+ ~) �9 

Dann schneiden sich die Knrven z = iP~(x) and z =  B~(x) entweder im 
Intervalle a~+iai+ ~ oder im lnterva~e a~a~+ 1 mindestens einmal. Denn 
nehmen wir,  um einen Fall zu fixieren, an, die Signahir des Intervalles 
aia~+ 1 sei positiv. Wire nun B1 (x) durchaus in beiden Intervallen aia~+l, 
a~+ 1 ai+ ~ grSl3er als/)~ (x), so wire der Koeffizient yon y in der Differential- 
gleichung (4) unter Vorausse~zung yon (6) im Intervalle a~a~+ i durchaus 
grSBer, als derselbe Koeffizient unter Voraussetzung yon (8); im Intervalle 
ai+la~+ ~ wire dagegen der ~us (6) entstehende Koeffizient durchaus 
kleiner als der ans (8) entstehende, da die Signatur des Intervalles 
a~+ 1 a~+~ ja entgegengesetzt der yon a~a~+ 1 is~. Dann folg~ genau wie in I 
S. 237 und 238, dal~ zwar sogar (10a) und (10b) gleichzeitig erf~lllt 
wiren,  daii aber an Stelle yon (9a) und (9b) gerade die entgegengesetzten 
Ungleichungen triiten. Wire  aber Bi(x  ) durchaus kleiner als /)~(x) in 
beiden IntervaUen, so wiiren zwar die Ungteichungen (9), aber die zu 
(10) entgegengese~zten Ungleichungen erfiillt. Die beiden Schluliweisen 
ver~ausehen sich, wenn die Signatur des Intervalles a~a~+~ nega~iv ist. 
Man hat also ganz allgemein: 

Sa tz  2. Sobald zum mind.a~n vine der Ungleichunge~ (9) glew" hzeitig 
mit einer der Ungleichungen (10) gilt, miissen sich die ~Kurven ~ ~ t)~ (x) 
und z = B~(x) zum mindesten einmal entweder im Interva21e a~a~+~ oder 
im I~tervalle a~+ 1 a~+~ schneiden. 

Dar~n schlieSt sich der etwas tieferliegende: 
Satz  3. Wenn gleichzeitig eb~e der Gleichungen (9) und eine der 

G~eichungen (10~ erfiiZlt ist, und die Kurven z ~ - B i ( x  ) und z =  t~(x)  
zwischen a~ und a~+~ nut einen Schnittpunkt gemeinsam haben~ so ist: 

(11) l(~,~+l) ~ t(~,~+~); ~(~,~+l) ~ l(~,~+l) 1,~ $,q ~ " 

Liegt der Schnit~unkt der beiden Kurven im In~ervalle a~+~ a~+~, 
so folg~ aus einer der Gleiehungen (9) allein, dal~ P~(x)S(x)  im Inter- 
valle a~a~+~ durehaus grSBer ist als Bl(x ) ~q(x), nnd daraus folgen dann 
die beiden Gleiehungen (11). Schwieriger is~ der Beweis, wenn der 
Schnittpunk~ im Intervalle a~a~+t liege. Es verschwindet in diesem FaUe 
das in (8) definierte Q(x) in einem Punkte X des Intervalles a~a~+ I. 
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Da nun Q ( x ) i m  Intervalle ai+~a~+ ~ nicht verschwindet und eine 
der Ungeiehungen (10) erfifllt sein soU, so ist im ganzen Intervalle 

a~+t a~+~ 
s(~) ~'~ (~) > S(x) .e, (x), 

also ist 

(~b) 

s(x)~(x)<S(x)~O,(~), a.'h. Q(x)Z(~)<o, 
wenn X < x < a~+~, 

wenn X :> x > a~. 

Nun findet; man aus der Formel I (34) wie dor~*) dutch geeigne~e 
Spezialisierung 

ta~ + 1 

(i3~) ;'y',+~ r ~ Q(~) ~(~) d~ 
,o, 

(~3~) 

(~4~) 

= ~ ( ~ , ~ + ~ )  _ ~ ( ~ , ~ + ~ )  

tai + l 

f j~2,+ ~ ~o.~ ~ Q(~) s(,~) d~ = ~(','+ ~) - z ~,~§ 
% 

tai + 1 

f r:: r~ Q(~) s(~) d~ = e +~,') - ~?+~,') at,  q l~q ,* 
ta~ 

ta~ + I 

f Y 2  7('+~,o 1c'+~,'> (14b) ~ Y~'  q ( x )  S ( x )  a t  = .,,~ - -  .s O,q 

Da nun die Gr6•en 

nach Voraussetzung posi~iv sind, so sind die Funk~ionen 

~o,+1 r:+,, r:,, r:,  

welehe im Inneren des In~ervalles nicht verschwinden, gem,S den Formeln 
(7a) und (7b) so normier~, dab sie zwischen a~ und a~+~ durchaus negativ 
sind. Wit bilden je~zt die Ausdrficke: 

*) Bei tier Formel ist 1. c. ein Druckfehler. Sie mu~ na~irlich hei~en: 

tl 
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a~+l 
:r~S + i (X) 

j ,  = a,§ r : : ( ~ ) ;  r:,+~ (x) as 
r~s (x) 

a S + t  

r~s+i (x) 
4 = ~",'+.~(~) ~ " 

Cr i 

r : '  +~(x) 
j , _ -  ~:s+~(x)  I ' : , ( ~ )  

Yo i (X) 

59 

da 
a S a i 

nega~iv sin& Wir haben also nunmehr unsere Behauptung betreffs J~ 
4J, 

zu beweisen. Fiir x = a. S ist nun d T =  + 1, also positiv. Wgre nun 

d~ f~r x = a t positiv, so kSnnten wir ~ mit einer positiven Gr6Be & so 

muRiplizieren, dal~ & ' J 4 =  1 fiir x = a ~  ist, w~hrend ~ ( ~ )  ffir x =  a~ 

- -  a S positiv bleib~. Es hat  daher b ~ ( x )  in a i denselben Wert  wie Yo , aber 
eine grSl3ere positive Ableitung, is~ also in der n~ehsten Umgebung yon 

x = a t fiir grSl3ere x grSl3er Ms Yo ~S und bleibt es im ganzen Intervalle 

a, ai+1, da # J ~ ( x ) - - Y :  ~ ffir x - = a  t versehwinde~, also ' im Intervalle 
aiat+ 1 nieht mehr verschwinde- ka~n. Da nun J4 in X versehwindet, 

mfit~te Yo ~ zwischen a/ und X versehwinden, was gegen clio Voraus- 

i 

*) Vergl. I, 8. 245. 

Diese verschwinden fiir x = X und haben als L~isungen yon (4) anter 
Voraussetzung yon (6) zwischen a~ und at+ 1 keine Nullstelle mehr, da 
nach einem Sturmsehen Satze*) zwischen zwei Nullsbllen einer LSsung 
yon (4) stets eine Nullstelle eiuer jeden anderen LSsung yon (4) liegen 
mul~. Wir  wollen nun zeigen, dab jeder der Ausdrticke fiir a t < x < X 
nega~iv, ftir X < x < ai+ t positiv ist. Fiir x = a S ist nimlich: 

0"1-- ~s+l(a.~ Y:s+~- ',- < 0, 4 =  v . s + 1 . .  *o (a 0 < 0; 

ftir x = a r  1 ist 

yai+l(X) 4~ aS+l r:s(x) r:,(~,+~) > o, 
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setzung verstSBt. Damit ist die Behauptung fiir alle Funktionen J~, ~ ,  J~, J~ 
bewiesen und sic gilt na~rlich genau so ftir ~ ,q ,  J~,q, Ja,q, J~,q, welche 
analog aus den mit  dem Index q versehenen Gr6Ben gebildei sind. Nun 
ist nach Voraussetzung die reehte Seite en~weder yon (14a) oder yon 
(14b) positiv, also entweder: 

tX ta~ + 1 

(16a) f r~ .,,~O(x)S(x)e'-fr:; r.:, lO(x)S(x)le~>o 
tat t x  

oder 

(16~) 
t y tai + 1 

Sat ~X 

Wir bilden jetzt, wenn (16a) efffillt ist, die 81eichung: 

~X 

~ <':: r o 
(17) ~;,+~(x). o '~ I y , r ~  q(~ )S (x )d t  

�9 tai 

tai+ 1 
Yai+I(X) Y a i+ l  (X~ / *  

__  --ai+l ~-" �9 qi+1,_9 " ~ a i 
ai 

,~ t x 

ya~+i(x ~ y~+i (X) 

= ~  " E<+; > o .  
�9 i (X) 

Auf der linken Seite yon (17) ist nun der Minuend sowie auch der Sub- 
trahend positiv, dieselbe wird daher stirker posi~iv, wenn wir den 
Minuenden vergrtiBern, den Subtrahenden verkleinern. Dies gesehieht, 

r~.f+l (x) 
wenn wir~ s~a~t ~+I 

Z qi+l \ ]~ 
:r:: (X) y '"  (x), welches eine negative Grt~t}e ist, r~'+~ (x~ 

~ral + 1 (X'~ 

f i i r--"~+~'--"  y=~ (x~ das auch negativ ist, y ~ + l  (x)einffihren. Denn 
at 

da J1 fiir a~<x<X negativ, ftir X<x<ai+ , positivist,  so ist das Produk~ 

y ~ + i .  , y2~+l tx h ftir a~ < x < X positiv und griil}er als alas Glied, das t + l [  ~) a i + l ,  qk  ] 

wit ersetzf~n, {tit X < x <: a,+ 1 uach positiv, aber kleiuer als das ersetzte 
(}fled. Dutch diese Substitution geht uber die linke Seite yon (19) in 

die linke Seite yon (13a) fiber, also ist tatsiichlich l~'~ + ~ ) -  l~"+i)> O. 
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Ftihr~ m~u Yg'+l(x) und Iz~,~ +z in (17)ein, so folgt unter Bea~itzuag 

(~eh~ man yon (16b) aus, so erhiil~ man unter Benii§ dgr Eigen- 
schaften yon J~ und J~ den volls{gndigen Beweis der Formeln (tl). 

Wir kSnnen nun Sa~z 3 umkehren and erhalten als eine andere 
ausdrucksform desselben: 

Satz 4. Wenn g~eichzeitig eine der Gleichungen (9) und eine der Glei- 
e)~ungen (10) erfiillt is 4 abet vine &r Gteichungen (11) nicht erfii~lt ist, 
habe~ die Kurven ~ = ~i (x) und ~ ~ ~ (x) zwischen a~ u~ut a~+~ mindestens 
zwei Schni~lm*n~*te. 

w  

Existe~z eines reellen Orthogenalkreises beim ~ru~dtheorem, wenn 
mi,destens ein A Imsitiv i s t  

Entspreehende Yorgabe rein imagin~rer Kantenlangen. 
~,Vir wenden uns je~z~ zum Beweis des Grundtheorems, wobei wit 

wi~der yon den K~ve~ ~ ~ P<x) au~gehea. Wir legen zlmiid~s~ die 
Kurve dureh die Pun~e a~, ~,..'~ a~_1, so dal~ 

(is) = �9 �9 �9 

Dann is{ in atlen In{ervdl, n a~a~, %a~,.-. ,  %_,a~ der Koeff~ien~ yon y 
ha (4:) durchaus negativ; wit bezeidmen in diesem FaRe die In~ervaale 
als ,,du, rchaua nichtoszgZatorisch" ~md diese Interv~le sind a for~iori n icM- 
oszillator@ch im Siane yon Sei~e 56. Wit betrach~en je~z~ speziell die 
Interva~e aa_~a~_ 1 trod a=_la ~. Is~ nun: 

so verschieben wir den Sckui~pun]~ der Kurve mit d~  x-lchse, welcher 
nach a~. i fiel, nach links bezfiglich rech~s, je n~hdem > oder < in (19) 
gal~, die aaderen SchnWqamak~e tassen wit fes~. Dann bleiben die Inter- 
~ e  zwischen a 1 und ~_~ zun~chs~ durchaas nichtosziilatorlsch, wghrend 
l~-~. ~) und /~n-~,~> bei einer Bewegung des Schni~punk~es nach rech~s 
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kontinuierlieh waehsen, l~ ~- 1, =- ~) und /~ -  1, ~- ~) kontinuierlich abnehmen; 
bei einer Bewegung nach links nehmen l(i ~-1,~-~), l(~ ~-i,~-~) zu, l~ ~-1,~) 
und l~-.1, n) ab. Wenn nun der Schnittpunkt nach a. fi l l t ,  so ist der 
Koeffizient yon y im ganzen Intervalle a._ 1 a~ positiv, daraus folgt durch 
denselben SchluB wie in I, w 8, daB~ wihrend wir den Schnittpunkt yon 
a~_ 1 naeh a~ bewegten, l~(~-l,') dutch so gegangen ist; sobald dieses ein- 
getreten ist, nennen wir das lntervall a~_ 1 a~ ,,wirk~ich oszillatorisch". 

Wenn aber der Schnittpunkt, sich in enggegengesetzter Riohtung be- 
wegend, nach a~_~ gekommen ist, ist aus demselben Grands l~ n-l,~-~) 
duxch cx~ gegangen, also alas Iatervall a~_~ a,_ 1 ,,wirklich oszillatoriseh" 
geworden. Zwischen der Lags des Schnittpunktes, ffir welche 1~(~-1, n) den 
Wer~ ~ hat, and der Lage, fiir welehe /~,-1,~-~) den Weft ~ annimmt, 
gibt es also stets sine und nut eine Lags des Sehnittpunktes, f~ir welehe 

(20) z(-- ~,-) i.(.- ~,.) i ~ . -1 , . -  ~) - i  "~. - c ~ _ ~ l ~ " - ~ ,  " - ~ )  = 0 

eri~dllt ist, wean c~_ t irgend eine reelle rests positive Or6ge ist, der wir 
speziell den Weft 1 geben k6nnen. 

Wir fiflaren nun den Wert yon z ~-B(x) ftir x ~ a~_ i als neue 
Variable z~_ 1 ein. Bei der Lage der Kurve, fiir welche (20) erffillt war, 
sei z~-I =z~l~-l, wir nennen die Kurve I. Ebenso ffihren wir jetzt den 
Wert  yon z in dem' Schnittpunk~e der Kurve mit der Geraden x = a._~ 
als neue Variable z~-2 ein, wobei also z~J~_~----0 ist. 

Um nun zu erreichen, dal3 neben (20) auch: 

(21) ~ " - ~ , - - ~  ~ . - ~ , . - ~ -  c._~ ~ 7 - ~ , - - ~ . - ~ ,  ~-~) = o 
erfiillt sei, wobei e~_~ eine positive reelle Konstanto ist, vorfahren wir 
folgendermal~en: Wir versehieben z~_~ um eln kleines Stiiek and be- 
stimmen ~ _ t  so, dag zun[ichst (20) erfilllt ist. Es wechselt n~imlich fiir 
z=_~ ~ 0 die links Seite der Gleiehung (20) ihr Vorzeichen, wenn ~ - i  
dureh z%l hindurchgeht, wie aus den obigen Betrachtungen direkt folg~, 
da dabei der nooh bewegliche Schnittpunkt mit der x-Achse sich in einer 
festen Riehtung verschiebt. Lieg~ also z~_~ genligend nahe an O, so ha~ 
die Gleichung (20) sieher sine ungerade Anzahl yon ~ullstellen in tier 
Umgebung yon z~-x =~z~>--x. Es kann abet bei festem z~_~ nur eine 
einzige solohe Wurzel yon (20) existieren. Denn wiirden zwei Kurven 
II und III existieren, welche zu demselben e~_~ geh~ren, dann h~itte 
Kurve TT mit Kurve III keinen Sohnittpunkt mehr gemeinschaftlich und' 
wean wit die Kurven so bezeichaen, da~ 

(22a) -1,~'("- 1,. - $ ) z i  > ~I,Z("" 1' ~'l ~ ) m  , 
also aueh 

(22 b) ~,z(" ,.,- ~, "- ~) > -~,~(" m- ~' "- ~) 
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ist, so wiire 

(23a) z ('-~'~) ~(~-~'~) 

(23 b) Z (~- ~' ") Z('- ~, ") 

wenn wir die zu den Kurven II und HI geh6rigen GrSBen durch Hinzu- 
fiigen des Index II bez. III auszeiehnen. Dann ist aber ein gleichzeitiges 
Bestehen der Gleichung (20) ftir die mit II  versehenen GrSl~en und die 
mit III versehenen GrSfien ausgesehlossen; q. e. d. 

Wir wollen kiinftighin unter Annahme der Lagenverhiiltnisse in Fig. 3 
sagen~ das IntervaU a,_~a~_~ sei filr II st6~ker oszillatorisch als ftir III, 
das Intervall a~_ 1 a.  sei fiir II 
schwgicher oszillatorisch als {iir III, 
was Gleichungen yon der Art (22) 
und (23) zur Folge hat. Man kann 
also, wenn man z.,_~ auf der 
Geraden x = a~_~ hinauf- oder 
hinunterschieb~, bei einer festen 
Lage dieses Punktes stets einen 
und nut  einen Wer~ z._ 1 angeben, 
so dal~ (20) effiillt ist, solange nut 
keine der Gr56en l, die in (20) 
vorkommen, unendlieh wird. Ferner 
bemerken wit noch, dait jeweils die 

! 
I 
! 
,1 

H III 

/ I 
! 
! 

Fig. $. 

Kurve II  zwisehen a~_~ und a~ die x-Achse sehneidea mul~, da ja sonst 
eines der Intervalle a~_~an_ i oder a,_ 1 a.  sicher ,wlrklieh oszillatoriseh" 
w~re. Vergleichen wir jetzt die Kurve I mit Kurve lI, wobei wir nieht 

benfitzen wollen~ dab ~_~ = 0  ist, so haben diese Kurven zwischen 

%_~ und a. einen Sehnit;tpunkt gemeinscha~lich, da ffir beide (20) erffillt 
ist. Jetzt k6nnen wir also Satz 3 anwenden. Denn es sei zun~chst 

Dann behaupten wir, daB: 

(25) "l,Z('-~"-i)II > -1,Z("-~'"-~)I , .~,l ( ' -  ~'~-l)~ > l~,('- ~'~-~)I 

Dean lieg~ der einzige zwischen a._ 2 und a. mSgliche Schnittpunkt 
zwisehen %-1 und a.,  so macht II das Interval/ a.,_~a,,_i, das eine 
positive Signatur hat, durchaus starker oszillatorisch als I. Lieg~ aber 
der Sohnittpunk~ zwischen a._, und a,_l ,  wie in Fig. 3 fiir die Kurve III 
angenommen wurde, die wit also im jetzigen Zusammenhange mi t  II be- 
zeietmen mtissen, so ist das Intervall a~_~a~, das eine negative Signatur 
hat, ftir das jetzige II  stiirker oszillatorisch als ftir I; es ist also: 
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(26 a) l(,~- a,,~) (,~- ~,,~) 

(26b) l~,- x,,) (,- ~,.) -~, zI > l~, I 

Da aber fiir beide Indizes die ~leiehung (20) gilt, ist sicher entweder 

l ( ~ -  i ,  ~ -  ~) l ( ~ -  ~, n - ,2) 
1, I I  > ~1~ I (27a) 

oder 

(27b) 

erffill~. 
~, II ~> "~, I 

ES sind daher alie Voraussetzungen yon Satz 3 erftillt, woraus (25) 
folgt. VergrN]em wir daher z~_~ und veriindern wir ~n-1 so, dab (20) 
stets erfiillt ist, so nehmen die GrSBen l}~-1, ~-~> und 1~(~-1,~-~ konti- 
nuierlich zu, verkleinern wit ~,,_~ und veriindern wit zn_ 1 so, dag (20) 
stets erftfllt is~, so nehmen lx(~-l, ~-~) und l~ (~-I,~-2) ab. Denn bei der 
Ableitung yon (27a) und (27b) wurde ja nut bentitzt, dab das zu II ge- 
h~rige z~_~ grSl]er ist als das zu I gehSrige. Das Intervall a~_s%_~, 
alas eine negative Signatur hat, wird aber bei wachsendem z.~_~ und ent- 
sprechender Verschiebung yon zn_ I stets schw~cher oszillatorisch, so dab 
/}~-~,~-s) und l~ ~-~,~-s) mit wachsendem zn_ ~ abnehmen, mit steigendem 
z,_~ wachsen. Nun folgt aus den Gleichungen (7), dag l~ ~-~,~-1) und 
l~ ~-1,~-~) stets gleichzeitig unendlich werden; solange also /~,~-~,~-t) end- 
lieh ist, gilt dieses yon alien in (20) vorkommenden GrSl~en, da immer 
zuerst l~ dutch oo gehen muG, und beim ersten Durchgang yon l~ durch 
oo das zugehSrige t 1 nieht 0 sein kann. (Vergl. I, S. 223 u. f.) 

Nun kann man stets z,~_l unter der durch (20) vorgeschriebenen Ver- 
ritckung yon z~_s so vergrSBern bez. verkleinern, da~ ~-~ .~-I )  bez. 
l~(~-~,,-s) unendlich wird. Diese Tatsache ist sicher dann erwiesen, wenn 
Mr zeigen, dab dutch gentigendes Verschieben yon z~_~ bei zugeord- 
neter Verrflckung yon z~_ 1 stets mindestens eines der Intervalle zwischen 
a~_ s und a~ ,,wirklich oszillatorisch" wird. 

Es kann nun [z~_ll nur dadurch fiber alle Grenzen wachsen, dab 
mindestens einer tier akzessorischen Parameter fiber alle Grenzen w~ichst. 
Wit se~en nun den betreffenden Parameter als Faktor yon P(x) heraus 
und erhalten den zweiten Faktor als Summe yon zwei Polynomen, yon 
denen das eine hSchstens veto Grade n -  3 ist, das andere abet einen 
beliebig kleinen absoluten Betrag im ganzen inneren Intervall zwischen 
a 1 und-a n besitzt, wenn der herausgesetzte Faktor groB genug ist. Damit 
nun yon den In~rvallen keines ,wirklich oszillatorisch" ist, mitgte das 
erst~ Polynom yore n -- 3 ten Grade in jedem der ~ --  1 Intervalle ein zu 
dessen Signatur entgegengesetztes Zeiehen besitzen, also mindestens n - - 2  
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Nullstellen besitzen, was unmSglich is~. Daher mu$ mindes~ens ein 
Intervall zwischen a~ und a~ wirklich osziUatorisch sein. W~iren nun aber 
die drei Intervalle zwisehen a~_ 8 und a~ ~lle nichtoszillatorisch, so wiirden 
notwendigerweise zwischen a~_ s und a~ mindestens zwei Nullstellen yon 
~(x)  liegen, und es w~iren daher die Intervalle zwischen a Iund  a._s, also 
alle Intervalle zwischen a I und a~, durch~us nichtoszillatorisch~ wie 
Fig. 4 zeigt. Dieses stehi mir dem eben Gesagten in Widerspruch. 

Bewegen wit daher z~_~ fortw~ihrend nach abw~irts und entsprechend 
z~_l, so da$ ~20) erfiillt bleibt, yon dem Werte an~ ftir den l~'-~, ~-I) 

~i~. 4. 

alas erste Mal unendtich wurde, bis zu dem Werte, in dem l~ "-~,~-8~ das 
erste l~Ial unendlich wird, so durchl~iuft die linke Seite yon (21), alle da- 
zwischenliegenden Werte einmal und nur einmal annehmend, die Werte 
zwisehea + c~ und - - ~ .  Die linke Seite yon (21) nimmt also dabei 
einmal und nut einmal den Weft 0 an und zwar geschehe dieses fiir 
z,,-1 ~ z~L1, z,~_~ ~ z~ ~'_~, ftir welche also (20) uad (21) gleichzeigig er- 
f'fiUt sind. 

Wit beginnen jetzt mit der Versehiebang des Schni~tpunk~es der 
Kurve mit x ~ a,_8, indem wir ~ - s  yon 0 an wachsen oder abnehmen 
tassenr his die Oleichungen (20), (21) uad 

erffiU~ sind, wiihrend die vier In~;ervalle an_aa~_s~ a . _ ~ a . _ , ,  a , _ , a . _ ~ ,  
a._l a.  ,,nichtosziUatorisch" sind, die anderen Intervallo zwischea a~ und 
a~_, sind dana yon selbst ,,durchaus nichloszilla~orisch". Wir verrticken zu-' 
n~ichst z._~ yon 0 aus, w~hrend wir alle anderen Gr~$en festh~lten. Hierauf 
halten wir z~_ a und ~,_~ lest und verschieben z~_ t um so viel, dal~ (20) 
erfiillt wird. Damon folg~, da~ nut eine einzige Wurzel ~_~ in der Um- 
gebung yon z~_t liege. Wir verschieben hierauf z~_, und gleichzeitig z,_ t 
so, dal~ (20) erha~ten ble[bt, (2~) wieder erf[itl~ wird, was wieder, wie 
oben, nut fiir ein Wertepaar ~_~ und zn_ x eintritt. Wena sich also 
z~_ s stetig ~indert, ~ndern sieh die Werte yon Q_~ und Q_~, ffir welehe 
(20) und (21) efffill~ sind, s~etig, da wir boi der Ablei~ung nirgends be- 
nfi~zten, dat~ wiv yon z~_ s ~-0 ausgingen. 

Wir bezeichnen nun wieder zwei Lagen der Kurve, far welehe (20) 
und (21) erf~illt sind, mi~ I u n d  IL Dann mfissen sich wegen (20) I uad 

Mathematische Annalen. LXV][II. 5 
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II zun~iehst zwischen a~_~ und a. mindestens einmal schneiden; liegt dieser 
Sehni~punkt zwischen a._~ und a~, so muB ein zweiter Schnittpunkt 
wegen (21) zwischen a~_ s und a~_ 1 liegen. Dasselbe gilt abet auch, 
wenn der erste Schnittpunkt zwisehen a~_~ und a~_ 1 liegt, denn ist 
dieser Schni~punkt der einzlge in diesem Intervalle, so folgt aus (25), 
ftir welches dann die einen der beiden ~quivalenten bei seiner Ableitung 

I I I  

x lab 
�9 I. , -- § I 

FIN. 5, 

gemachten Voraussetzungen er- 
ffill~ sind, da$ die flrSBenbe- 
ziehung zwischen 

/ ( l n - 2 , ~ - 1 )  Z(. - ~ , ~ - 1 )  
, I I  ' 3, I I  

und 
l ( , ,-  2, n -  i ) ,  i (~-  2, ~ -  I) 
1, I ~2, I 

dieselbe ist, wie wenn der Schnittpunkt der Kurven I und II start 
zwischen a=_ 2 und a._ 1 zwischen a._~ und a~ liegen wiirde. Liegt also 
nut ein einziger Schnittpunkt zwischen a~_ 2 und a., so muB, wenn (21) 
erfttll~ sein soll, ein weiterer Schnittpunkt zwischen a~_ s und a._ 2 liegen. 
Dann abet haben wir genau wieder dieselbe Sachlage, wie beim Inter- 
valle a~,_~a~_l,  und wir kiinnen genau wie friiher aus Satz 3 schlieBen, 
dab das Gr6Benverhitltnis der Produkte 

~"I, ii- $ '  " - -  2 )  " -2, Z(" ~x- s,. - 2) und -1,l(" ~- s,. - 2) �9 1,,(" ~- 8, ~ - m 

dasselbe ist, wie w e n n  dieser zweite Schnittpunkt ira Intervalle a . _ ~ a . _  1 

liegen wiirde, dieses war abet gerade die andere Alternative. Liegt nun 
rr hSher als i ~ . -s  ~-3, so liegt II im Infervalle a . _ 4 a . _ s ,  das eine posi- 

tive Signatur hal, hSher als I, ebenso ist nach den eben erledigten Aus- 
fiihrungen die Wirkung auf die Produkte 

l(.-s,.-2), z(~-s,~-2) und Z(~-~,~-2). ~.-8,~-2) 1, LI "$, I I  "I, I 2, I 

so, als oh II auoh im Intervalle a,~_sa._ 2 ganz oberhalb I liegen wiirde; 
da nun die Signatur yon a,,_sa,~_ 2 negativ is~, so folgt, dai3 

mit wachsendem z._ S bei zugeordneter Bewegung yon z._~ und z._t, so 
dal~ (20) und (21) erfiillt bleiben, sinkt, 

dagegen w~chst. Es gibt daher eine und nur eine Lage der als allein 
beweglich angeno~.menen Werte ~ - 1 ,  ~.-~, "~-~, r ~  welche (20), (21) 
und (28) erfiillt sind, w~hrend alle Intervalle zwischen a 1 und a~ nicht- 
oszillatorisch sind. 
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Um nun allgemein den Beweis zu erbringen, nehmen wir an, es gebe 
zwei Kurven I und II, wetche die Geraden 

(29) x = as, x = as,  . . . ,  x = a~_m_ 1 

in denselben Punkten schneiden, und flit welche die Gleichungen: 

( 3 0 )  z,(,,, + - = o 

ffir i = n - - m + l ,  n - - m + 2 , . . . , n - - 1  erftillt sind, wobei die c i vor- 
gegebene reelle positive GrSBen, und die inneren In~ervalle zwischen 
a~_~ und a~ nichtoszillatorisch sind. Dann haben I und II auBer den 
n - - m - . 2  Sehnittpunkten fiir x = a ~ ,  a s , . . . ,  a,,_,~_ I noch m - - 1  Schnitt- 
punk~e. Schreibeu wir nun start: ,,(30) ftir i = k"  die Abktirzung (30, k), 

so mfissen, wie oben ausgeffihrfi, wegen (30, n -  1) und (30, n -  2) 
zwischen a~_ 8 und a~ zwei Schnittpunkte liegen, die, wenn sie allein in 
diesen Intervallen liegen, auf die GrSBenbeziehung zwischen den Produkten 

l(~-~"-~) l (~-~'~-~) und Z (~-P'"-~). z (~-s'~-2) 
I, II " -~, II ~i, I "~, I 

so wirken, wie wenn sie beide zwisehen a~_~ und a~ liegen wfirden. Im 
anderen Falle liegen aber zwischen a~_ 8 und a n mehr als zwei Punkte. 
Im ersteren Falle muB nun zwischen a~_ 4 und a,_ s mindesteus ein 
Schnittpunkt liegen, der, wenn er allein vorhanden is~, infolge Satz 3 auf 
die GrSBenbeziehung zwischen den Produkten 

l(~- ~, . -  s). Z(,, - ~, ~- s) und 1 (~- ~' " -  s). Z(.- ~, . -  3) 
1~ II "~, II -I,I -2, I 

so einwirk~, wie wenn er zwizehen a~_ 8 und a.~_~ liegen wfirde. Im 
zweiten Fable lieg~ nun entweder wirklich zwischen a~_ 8 und a~_~ kein 
Schnit~punkt, ~der die Zahl der Schni~tpunkte zwischen a,_~ und a~ is~ 
mindes~ens vier. Diesen SchluB kann man beliebig s Es folgt 
daher aus (30, n -- m + 1), ~vena alle vorhergehenden Gleichungen (30) 
er$fill~ sind, dal~ entweder die Kurven I und II zwischen a,,_,~+l und a~ 
mehr als m -  2 Sehnittpunkte, also gerade m -  1 Sehnittpunkte h~ben, 
oder dab zwischen a~_,,+~ und a,~ gerade m -  2 Sehnittpunk~e liegen, 
zwisehen a ,_~  und a,_~+~ ~ber ein einziger Sehnittpunkt liegt, der auf 
die GrSBenbeziehung zwischen den Produkten 

l(n--m,r~--m+l) Z(n--m,n--m+l) 1, (n-m'n-m+l)Z(n-rn'n-m+l) u'Etd "i,I -~,l 
"I, Z[ "~, LI 

gerade so einwirkt, wie wenn er zwischen a ,_~+,  und a,_,~+~ liegen 
wfirde. Die ~rSBenbeziehung zwischen diesen beiden Produkten ist also 
bei beiden Alternutiven dieselbe, wie wenn zwisehen a ._~  und a,_~+x 
kein Schnittpunkt liegon wfirde; zwisehen a~_~_~ und a._~ kann fiber- 
haupt kein Schnittpunkt liegen. 

Wir nehmen nun an, wir h~tten gezeigt, dab m~n auf eine und nur 
eine Weise eine Kurve z ~ l~ (x ) ,  welche die x-Achse in a~, a s , . . . ,  a . _ ~  

5*  
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schneider, derart bestimmen kann, da$ die Intervalle a 1 his a n nicht- 
oszillatorisch sind, wShrend die Gleichungen (30) bestehen. Dann ver- 
schieben wit z~_,~ und gleichzeitig z~_m+i, . . . ,  z~_ 1 so, dab (30) effiJllt 
bleibt. Dabei ~ndern sich z , , _ ~ + ~ , . . . ,  ~n-~ stetig mi~ z~_,~ und das 
Produkt -11( . . . . . . . . .  + ~) �9 l~ . . . . . . .  + ~) ~nde~ sich gerade in entgegengesetztem 
Sinne, wie das Produkt l~ n . . . .  ~ . . . .  ~). l~ . . . . . . . .  ~), so dal~ es eine und 
und nur eine Wertekombination der GrSl~en z , ~ _ , , , . . . ,  z ,_~ gibt, sodal} 
neben den (~leichungen (30) die Gleichung: 

. . . . . . . .  + - -  . . . .  " -  . . . .  = o 

besteht. Dean wir k~Jnnen genau wie oben zeigen, dab man i Zn_al SO 
wei~ vergr~iBern kann, dab l~ {n . . . . . .  re+l) bzw. l~( . . . . . . . . .  l) dutch Unendlich 
geht. Setzen wit m = n -  2, so folgt, dab man die akzessorischen Para- 
meter auf eine uad nur eine Weise so bes~immen kann, dal~ die inneren 
Iatervalle zwischen a~ und a n niehtoszillatoriseh sind und die n -- 2 Glei- 
r 
( B 1 )  o 

f'fr i ~ n -- 1, n - -  2, . . . ,  2 bestehen. 

Setzen wir alle c~ = 1, so hat das Kreisbogenpolygon einen 0rtho- 
gonalkreis. 

Sind nun alle GrSBen A~. positiv, so behaupten wir, dab in diesem 
Falle ein reeller 0rthogonalkreis existitiert, den keine der Seiten des 
Polygons schneider. In der Tat wiire dieses nut  dann nieht der Fall, 
wean die Intervalle a,~a,,+l und a,~+la I ,,wirklich osziUatoriseh" wiiren. Um 
dieses als unm~glich nachzuweisen, weffen wir a~ in das Unendliche, dann 

kSnnen wir die akzessorischen 
I I I , I i Parameter so bestimmen, dab 

an 4-1 an a4 a~ a 2 
ms. s. ein reener Orthogonalkreis 

existiert und die Intervalle 
a ~ . a a , . . . ,  an an+ ~ niehtoszillatoriseh sind. Es gibt also eine zweite 
Werteverteilung der Parameter, zu der die Kurve II geh~ren mOge~ bei 
weleher die ]~ntervalle a~ a 8, . . . ,  a na~ + 1 ,nichtoszillatoriseh" sind, w~hrend 
die Gleichungea (31) gelten~ in denen c~ =. 1 ist. Wir  bezeichnen wiederum 
die Kurve, ffir wel~he die Intervalle a~a~, . . . ~  a n _ l a  ~ nichtoszillatoriseh 
sind uad die Gleiehungen (31) bestehen~ mit  I. Dann mfil~te II  das Inter- 
vall a la  ~ ,wirklich osziilatorisch" machen~ da sonar, wenn wir in (30) 
m ~ n - - 1  se~zen, alle sieh daran anschlieBenden SchluBfolgerungen effiillt 
w~ren und I und TI m -  1, also n -  2, Schnittpunkte gemeinschaftlich 
h~tten, also zusammenfielen. Aber aueh, wenn fiir II das Intervall ala  ~ 

.wirklich oszillatoriseh" ist, k5nnen wir ffir m - ~ - n -  2 die an (30) an- 
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sehlieBenden ScbluSfolgerungen benfitzen, aus denen folgt, alas die n -  3 
Schnittpunkte yon I und II reehts yon a~ und links yon a M liegen. Es 
macht nun ]I das Intervall a~a~ st~irker oszillatorisch als I. Da abet 
zwischen a 1 und irgendeinem Punkte des Intervalles a~a,,+l n -  1 Punkte 
mit Vorzeichenwechsel yon S(x) ,  niimlieh as, as, ...,a,,, ferner n - -3  Schni~t- 
punkte yon I und ]I liegen, so ~indert die Differenz ( P ~ ( x ) -  P~(x))S(x) ,  
welche im Intervalle ala ~ positiv war, n - - 1  + n - - 3 ,  also 2 n - - 4 m a [  ihr 
Vor'zeichen, also Inacht lI  das Intervall a~a~+ I stiirker oszillatorisch als I. 
Da aber a~a,~+l ftir II nichtoszillatorisch ist, so ist dieses also afort iori  
ffir I der Fall. Wir haben also: 

Satz  4. ][st A ~vositiv, so kann man auf  eiue und nut  eine Weise 
die akzessorischen Parameter so beslimmer~, daft die L~ingen der Kanten 

v i v  ? ~? as'a~", a8 a~ , . . , a~ a~ vorgesch~ebene r~n  imagi~re  ~ f l e n  b~ i t z~ ,  
�9 v ~" t ? P w~ihr~d die Seiten a 1 a~, a~ a ~ , . . . ,  q.n_la n rein imagina're Lgngen be- 

sitzen. Sind alIe GrS/3en A ~  posit@, so kann man auf  eine und nu t  eine 
Weise die akzessorischen Parameter so bestimme% daft das Kreisbogenpoly- 

gon einen Orthogonalkreis besitzt~ der reell ist, und den keine Seite schueidet. 
Es sei nun Aa,+~ positiv~ aber A~ also auch alle (ibrigen A~;, negativ. 

Dann werfen wit a 1 in das Unendliche und zeichnen die Kurve, fiir 
welche ein Orthogonalkreis existiert und die Intervalle ala~, a~as,. . . ,  a ,_  ~a~ 
nichtoszillatorisch sind. Da A,~ negativist,  so ist jetzt z ftir sehr groSe 
positive x negativ, und die Kurve runs die x-Achse zwischen a s und al 
schneiden, da sonst -p(x)S(x) im zweiten In~ervalle a~a~ durchaus posi~iv, 
also dieses Intervall ,,wirklieh oszillatorisch" w~re. 

Aus demselben Grunde miissen zwisehen a~ und a~ zwei Schnittpunkte 
mit der x-Achse, zwischen a~ und a~ n -- 2' Schnittpunkte liegen~ sodat~ 
also zwisehen a.+~ und a. kein solcher Schnittpunkt mehr liegen kann 
und also das Intervall a~a,+~ ,,wirklich oszillatorisch" ist. Wirft man a.  
in das Unendliche, so fo]g~ Ftir das Intervall a,,+~a~ dieselbe Eigensehafi. 
Wit haben also in Erg~inzung yon Satz 4: 

Satz  5: ][st A,~+~ positiv, sind dagegen alle anderen Gr~flen A ~  
negativ, so kazan ~ a n  die akzessorischen _Parameter a~ef eine und nur ei~e 
Vc~ise so bestimmen, daft das Kreisbogevpolygon einen reellen Orthogonal- 

a ~ a ~ kreis besitzt, den die redlen Seiten a,' a,~ + ~ und ~ + ~ ~ und nur diese 
schnelden. 

w 
Obertheoreme. 

Es sei wieder A~.~ positiv. Wir stellen uns dann die Aufgabe~ die 
akzessorischen Parameter so zu bestimmen, da$ die Kantenliingen auf 
a~ a~, a~ a~, . . . ,  a~_~a~_~ vorgegebene rein imagin~re Werte besi~zen, 
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r t wiihrend die Seitenliingen yon a~'a~', a~'at', . . . ,  a , _ l a ,  die Form k,z + ~p.i 
fitr r = 2, . . . ,  n -- 1 haben, wobei die k~ yon 0 verschiedene, positive 
ganze vorgegebene Zahlen sin& Der Ktirze des Ausdruekes wegen wKhlen 
wir wieder die Kaatenliingen 0, also den Fall, in welehem ein Ortho- 
gonalkreis existiert. Zun~ichst orien~ieren wir uns tiber den Verlauf der 

I 

:F ig .  7. 

Kurve z=/~(x) .  Da A positiv 
ist~ so ist z far grebe Werte 
yon x positiv. Sell also das 
Intervall a~_~a, ,,wirklieh oszil- 
latorisch" sein, so mug P ( x )  
zwisehen a._~ und a~+~ eine 
~ullstelle besitzen. Geradeso 

schlieBen wir, dab es zwischen an_ ~ and a~+ 1 zwei Nullstellen, zwisehen 
a~ und a~+ 1 n -  2 bTullstellen besitzen mug, and da damit P(x)  seine 
Yfaximalzahl yon ~Tullstellen erreicht hat, so folg~, dab das Interval1 ala ~ 
niehtoszillatoriseh ist. Die NuUstellen yon P(x)  bezeichnen wir jetzt 
mit X~ , . . . ,  X~_I and legen X~, . . . ,  X,,_~ zun~ehst nach a2, as , . . . ,a ,_~ ,  
X~_ 1 dagegen so welt naeh reehts, daB, wean X~ reehts yon der Mitre 
des Intervalles a~a 8 und links yon a s liege, wKhrend X s bzw. X~, . . . ,  
X~_ 8 irgendwo in den Intervallen asa~ bzw. a~as, . . . ,  a,_~a~_ 1 liegen, 
die Seite a~'a 8' eine L~inge besitzen mSge, deren reeller Tell grSSer ist 
als k~ .  Analoges gelte yon den anderen Punk~en X s , . . . ,  X~_~ in bezug 
auf ibre Intervalle. 

Wit bewegen jetzt X~ yon a~ aus naeh reehts. Dann existiert eine 
ungerade Anzahl yon Werten ffir X~, ftir welehe 
(32) I~,i> l(~,~) _ l(~,s)lm,3) = 0 
ist, w~hrend die L~nge yon a[a2' rein imagin~r ist, die L:~nge yon a~'a s" 
die Form k~-4-~p~i besitzt~ und zwar liegen diese Wurzeln links yon der 
Mitre des Intervalles a~a 8. Denn der Minuend in (32) ist positiv und 
nimmt stets ab, wenn wir X~ nazh reehts versehieben, der Subtrahend 
iinder~ sieh dadureh~ dab l~(~,~) und I m,~) den Kreis der reellen ZahIen dem 
Uhrzeigersinne entgegengesetzt dureMaufe~, so dat~ er, wenn die Seiten- 
-liinge die Form k ~  -t- ~ i  erhKlt, naeh I Satz i entweder st~.ndig waehsend 
die positiven Werte zwisehen 0 and oo oder st~ndig abnehmend die 
Werte yon A-oo his 0 durehl~iuft. Im ersten Falle existiert sin und nur 
ein zu k~ geh~riger Wurzelwert X~ der Gleiehung (32), im zweiten Falle 
eine ungerade Anzahl soleher Wurzeln, da die linke Seite yon -- c~ dutch 
die negafiven Wer~e zu dem positiven Werte /t~,~)l~m ) gelangt, was eine 
ungerade Anzahl yon Wurzeln anzeigt. 

-Wit versehieben jetzt X~ naeh reehts and i~ndern gleiehzeitig X~ so 
ab, dab (32) erhalten bleibt. Die Zahl der Wurzeln X~ wird dann bei 
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festem Xs immer eine ungerade bleiben und zwar ver~ndern sieh die 
Wurzelwarte X~ stetig mit Xa. Es kann dabei jedarzeit eine gerade 
Anzahl yon Wurzelwerten X, verloren oder gewonnen warden, doeh 
bleibt die Gesamtzahl immer unterhalb einer endliehen Grenze, wean dar 
absolute Betrag aller X unterhalb einer festen Grenze bleibt. Daraus 
folgt nan, da~ immar eine dar Wurzeln ,Xs zum mindesten existier$, die, 
stets reell bleibend, s~etig aus eiaer dar Wurzeln X~ abgeleitet warden 
kann, we[the, als X s ~ a. s war, eine zu k~ gehbrige Wurzet yon (32) 
war. Es empfiehlt sich nun, (32) ats Gleichung einer Kurve in der Ebene 
mit den Koordinatenachsen X 1 X~ zu deu~en. Dann erhalten wit also zu 
k~ gehbrig Kurvenziige, die yon jader der Geraden X s -~ e in dam itber- 
haupt in Betraeht kommenden Intervalle fiir X s in einer ungeradan Anzahl 
yon Punkten geschnitten werden. Da nun, wenn (32) erf[illt ist, die 
Achsen a~' a~" und a s" as" sich auBerhalb der Kugel schneiden, so is~ stets 
/~,~)~,~)>0.  Bei der Wanderung yon X s nach rechts under zweck- 
m~Biger Ab~nderung vo~a X~, so dab (32) effiillt bleibt, durehlaufen 
die GrbBen l~ s,4) und ~(s,~) den Kreis der reellen Zahlen entgegengesetzt 
dem Uhrzeigersinne, wobei abet jetzt teilweise r~icklRufige Bewegungen 
dieser GrbBen nieh~ ausgeschlossen sind. Es sell nun die Gleiehung: 

gleichzeitig mi~ (32) erF~ill~ seiu, w~ihrend a~'a 8' boz. as'a ~ Liingen yon 
der Form k~rq-~i ,  ka~rd-rP~i haben, oder wie wir sagen wollen~ 
zu den Zahlen k~ und k s" gehbren. Wenn X~ die Mitre des J.utervalles 
a,s a~ tiberschritten hat, geh6rt as' a~' zu einer Zaht, die gr~Ber ist als ks, 
wean X~ gleieh a s ist, gehbrt es zur Zahl 0. Nun ist der Minuend in 
(33) immer positiv, der Subtrahend kann nur dadureh positiv warden, 
dab der eine der beiden Punkte a~" oder a~" dutch 0 oder r gehend 
auf denselben Halbkreis kommt, auf dam der andere, zweite Punkt sehon 
lag. VerI~gt der erstere Punkt nun zuerst den Halbkreis, so Iieg4 zwisehen 
dam Ein~ritt und-dem Aus~ri~t des ers~en Punktes auf dam Hatbkreis 
eine gerade Anzahl yon W-urzelpaaren X~ und X a der ~leichungen (32) 
und (33), wobei wir 0 auch als gerade Zahl reetmen wollen, verl~Bt aber 
der andere Punkt den Halbkreis znerst~ so lieg~ dazwischen eine ungarada 
AnzaM yon Wurzelpaaren. Da abet sehlieglieh aa'a~' zu einer Zab.t ge- 
hbrt, die gr6fler is~ ats ks, so ~ritt die zweite Mbgliehkeit stets einmal 
oder eine ungerade Anzahl real bazaglic~h der Zaht ks eia. Besonderer 
Erw~hnung bedarf dabei nunmehr der Fall, da$ ~l (~).  l~ (~'~) e~wa die Form 
O- o~ annimmt. Dutch ks ist nun festgelegt, ob t~ ~,~) oder l~ (~,~) unendlich 
wird;, um einen Fall zu fixleren, nehmen wit an, es sei l~ s,~) positiv und 
l~(S, ~) werde positiv, indem es dutch ~ geh~, wobei der Wer~ der linken 
Seite yon (33), welche wir nns dutch l~ ~'~) dividier~ denken, nega~iv is~. 
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Von dem Moment des Durchganges an gehSrt as'a ~" zu k s. Es werde 
jet,zt, l~ s,~) gleieh 0, l~S,,) gleich oo. Dann wird der Ausdruck einen 
positiven Weft, besitzen; geht, dann /(s.4) wieder durch ~ zuriiek, so er- 
halten wit dieselbe Saehlage, wie wenn 1~8, 4) allein dutch 0 gegangen 
w~re und dementsprechend eine ungerade Anzahl yon Wurzeln. Geht 
~lagegen l~ 8,4) zuerst, dutch 0, so ist, der Ausdruck negat,iv, weshalb wir 
eine gerade Anzahl yon Wurzeln haben, was wiederum mit, dem Obigen 
iibereinstimmt, da der Gesamteffekt derselbe ist, wie wenn l~a,4), das in 
den Halbkreis durch ~ am Anfang gekommen war, diesen als erstes 
wieder verlassen h~t,te. 

Kehren wit nun zu den Kurvenz~igen (32) zurfiek und betraehten wir 
davon zuniichst diejenigen, welche sich, st,ets reell bleibend, yon Punkten, 
zu denen filr as'a ~' Zahlen kleiner als k s gehSren, 

C-D 

f 

Fig. 8. 

zu Punkten ziehen, zu 
denen ffir a s' a~' Zahlen 
grSSer als k s gehSren. 
Solche Kurvenz~ige sind 
stet,s in ungerader An- 

. zahl vorhanden und auf 
jedem erhalteu wir eine 
ungerade Anzahl yon 
Punkten, far welche 
(33) so erf~illt ist, da$ 
as'a4"zur Zahl k s gehSrt,. 
Die Gesamt,zahl dieser 
Punkte ist also unge- 
fade. Dazu kommen 
dann noch als einzige 
MSgliehkeit, Kurven- 

SeitenlKngen yore reellen Teile ks~t 
und Kurvenzfig% zu denen Sei~en- 

z~ge, deren Punkte f[ir as'a 4' nut 
liefern, die also gesehlossen sind, 
li~ngen gehSren, deren reeller Tell entweder durehaus grSBer und gleich 
ks~ bez. kleiner und gleich ks~ sind, die also das betreffende Gebiet, auf 
derselben Seit,e w ieder verlassen. Jedesmal erhiilt man aber auf diesen 
Kurven nach den vorigen Ausf~ihrungen eine gerade Anzahl yon Punk~en, 
fiir welche (33) erffillt, is~ und a 8' a~' zu k s gehSrt. Nut auf gesch!ossenen 
KurveazEgen, die ganz zu k s gehSrCn, kann flit Spezialf~lle die Gleichung 
(33) iclentisch erffill~ sein. Die Gesamt,zabl a~er dieser Punkte ist also 
ungerade, da wie in II w 4 das identische Eff~illtsein ebenso wle eine 
gerade Anzahl yon Wurzeln grit', da die dazugehSrigen Wert,epaare in 
dem dort angegebenen Sirme isoliert, yon den anderen sind. Wir setzen 
nun dieses Yerfahren fort. Wit verschieben X 4 um ein kleines Stack 
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und bes~immen X s und X 3 aus (32) und (33), so dab a~'a s" zu k,, 
as'a ~' zu k s gehSrL Dann haben wir zun~ichs~ sine ungerade ZaM yon 
Werten X3, wenn wit jedes X~ a|s so oft vorhanden z~ihlen, als Punkte 
X~, in der richtigen Vielfachheit gez~hl~, dazu geh~iren. Wir erhalten 
dann fiir die Gleichungen (32), (33) und 

im ganzen wieder dutch dieselbe Schlugweise sine ungerade AnzaM yon 
Wertetripeln, so dat} (32) zu ks, (33) zu ks, (34) zu k~ gehiir~. Dieses 
Verfahren klinnen wit dann auf alle In~ervalle bis a~_~a~_l  ausdehnen. 
Wit  nehmen jetzt an, da~ wit yon Anfang an den Punk~ X~_ i, den wit 
ja nut welt genug nach rechts legen mufiten, so welt hinausgelegt haben~ 
dal~, wo sich auch X~ im Intervalle a~ a~, X s im Intervalle a 8 a~ u. s. f. 
bis X~_ s i m  In~ervalle a,~_~a,,_l befinden mSge, a~_la" zu einer Zahl 
gehSr~, die gr~ger ist als k~_ 1. Wir versehieben dann X,_ 1 nach links, 
lassen es also abnehmen, dann haben wir immer sine im obigen Sinne 
ungerade Anzahl yon V~'ertekomplexen Xg, X s , . . .  , X~_s, f'ttr welche die 
Oleiehungen: 

( 3 5 )  = o 

so erffill~ sin(l, dai~ a s' %'~ a s' a,', �9 �9 -, a~'_ s a~_ ~ zu den Zuhlen k~, k,, - .-, k,_ s 
gehSren. Dabei kann nun jedes tier X~. das zugehSrige Iniervall a~a~+~ 
verlassen~ aber weder mi~ X~+~ noch mit X~_~ zusammenstoBen, was 
unmiitelbar aus dem vorher durehgefiihrten Beweise der RealiSt der X~ 
nnter den gemachten Voraussetzungen folgt. Es kann also, wi~hrend die 
Gleiehungen (35) in dem angegebenen Sinne erftill~ sind~ z. B. X~_~ in 
das Intervall %_~ a, eindringen und bis a, rtteken, w~ihrend aber un~er 
unseren Voraussetzungen X,_  s in das Intervall a,_~a, nicht einrfickea 
kann. Sobald abet X._~ naeh a. fiillt oder X,_ x mit X._~ zusammen- 
f'~llt~ oder ohne dab disses eingetreten is~, nach an_ ~ f~illt, ist das Intervall 
a~,~a~ durchaus nichtosziltatorisch geworden. Wit  haben also ganz 
~quivalente u wie diejenigen, welche uns vorher sehlieBen 
lieBen, dab wir den n -  3 Gleichungen (35) durch sine ungerade Anzahl 
yon Wertekomplexen gentlgen kSnnen, daher folg~ aueh je~z~, d~B es 
s~ets sine ungerade Anzahl yon Wer~ekomptexen X s, X ~ - - . ,  X~_~ gibe, 
fiir welche nieh~ nut die Gleiehungen (34) im obigen Sinne erffill~ sind, 
sondern auch: 

is~ uad a '  ' ._~a ,  zur Zahl k~_~ goh~ir~. Wit  haben also: 
Sa~z 6: Sind alle A ~ositiv, so kann man stets die akzessor.ischen 

~arameter so bestimmen~ daft das Kreisboqen~volygon eine~ reellen Orthoganal- 
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kreis besitzt, den n -  2 benachbarte Seiten je in einer vorgegebenen Angahl  

schneiden, wghrend die n - -  1 te und n + 1 te Seite ihn nicht schneider. 

Eiuo gro6e Anzahl neuer Theoreme wiirde sich nun ergeben, wenn 
man neben Kantenl~ngen auch gleichzeitig ffir einen Tell der In~ervalle 
Sei~enliingen vorschreibt, doch wollen wir darauf bier nicht niiher 
ein gehen. 

Augsburg,  den 8. April 1909. 


